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Quadrant.  Der  vierte  Theil  der  Kreis-  und  in  vier  congruentc  Stücke  zerfällt, 
linie.  Man  pflegt  auch  oft  den  vierten  z.  B.  einer  Ellipse  oder  Lemniscate  als 
Theil  jeder  Curve,  die  geschlossen  ist,  Quadrant  zu  bezeichnen. 


Quadrant  (elliptischer).  So  werden  die  beiden  bestimmten  Integrale: 


dx 

Yö= 

X«)  (l-*»x>) 

und 

dx 

.Wr-x’Hi -*'•*«) 


_ da 
2- 


yi  — k*  sin 7 


l*L 


Vl-l'*»iny 


oft  genannt,  wo  k und  A'  die  Gleichung 
erfüllen : 

A*+A'»  = l. 

Wie  nämlich  bei  den  Kreisfunctionen  der 

vierte  Theil  der  Periode,  also  zugleich 

der  Quadrant  einer  Kreislinie  ist,  deren 
Radius  gleich  der  Einheit  gesetzt  wird, 
so  drücken  auch  diese  beiden  Integrale 
in  Bezug  auf  die  elliptischen  Functionen 
erster  Ordnung  die  vierten  Theilc  beider 
Perioden  aus. 

Quadrant  (Mauer-)  Astronomie.  Ein 

im  Ortsmeridian  befestigter,  getheilter  und 
mit  einem  Fernrohre  versehener  Quadrant, 
welcher  dazu  dient,  die  Declination  und 
Rectascension  der  Sterne  und  ihre  Höhe 
zu  bestimmen.  (Fig.  1.)  Sei  OPO  die 
Ebene  des  Ortsmeridians,  OB  der  Durch- 
schnitt des  Horizontes  mit  derselben,  OA 
der  Durchschnitt  des  Aequators.  OB 
selbst  ist  elngetheilt,  und  in  O befindet 
sich  das  in  der  Meridianebene  verschieb- 
bare Fernrohr  P.  Soll  nun  ein  Stern 
S beobachtet  werden,  so  wartet  man  den 


Augenblick  ab,  wo  derselbe  in  seiner 
obern  Culminutiou  durch  den  Meridian- 
geht,  und  richtet  dann  das  Fernrohr 
auf  denselben.  Winkel  AOQ , den  die 
Gesichtslinie  des  Sternes  mit  dem  Ae- 
quator  macht,  oder  Bogen  AQ  gibt  un- 
mittelbar die  Declination;  dieselbe  ist  # 
positiv,  wenn  der  Stern,  wie  hier  ange- 
nommen wurde,  oberhalb  des  Aequators, 
negativ , wenn  er  unterhalb  desselben 
culminirt.  Bogen  BQ  oder  Winkel  BOQ 
gibt  die  Höhe  des  Sternes  an. 

Um  die  Rectascension  zu  bestimmen, 
ist  die  Zeit  zu  messen , in  welcher  der 
Stern  culminirt.  Die  Uhr,  mittels  wel- 
cher dies  geschieht,  wird  am  besten  nach 
Stcmcnzeit  gestellt,  und  als  Null  oder 
12  Uhr  ist  der  Zeitpunkt  zu  bezeichnen, 
in  welchem  der  aufsteigende  Knoten  oder 
FrQhlingspunkt  culminirt.  Da  die  Recta- 
scension die  Entfernung  des  Sternes  von 
dem  durch  den  Frfihlingspunkt  gehenden 
Meridian  ist,  und  entgegengesetzt  der 
Bewegung  des  Himmels  gezählt  wird,  so 
ist  die  Uhrzeit,  welche  zur  Zeit  der  Cul- 
mination  des  fraglichen  Sternes  stattfln- 
det,  seine  Rectascension,  nnd  man  braucht 
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Quadrat  (Geometrie). 


Figur  1. 


die  Stundenzahl,  weiche  die  Uhr  angibt. 

nur  mit  15  zu  multiplircn,  um  die  licctn- 
sccnsiou  in  Graden  zu  haben. 

Mnucrquudrantcn  sind  jetzt  nicht  mehr 
gebräuchlich ; man  bedient  sieh  jetzt  statt 
deren  der  Vollkreisc,  deron  Einrichtung 
aber  auf  demselben  Principe  beruht. 

Aber  auch  diese  Instrumente  sind  nur 
fflr  solche  Sterne  und  zu  solchen  Zeiten 
anwendbar,  welche  nicht  bei  Tage  oder 
• während  der  Dämmerung  rulminiren. 
Dies  hat  keinen  Einfluss  auf  diejenigen 
Fixsterne  und  Planeten,  welche  das  ganze 
Jahr  oder  einen  grossen  Thcil  desselben 
hindurch  sichtbar  sind,  und  bei  denen 
man,  da  Sternen*  und  Sonnenzeit  nicht 
gleich  sind,  immer  eine  Zeit  bestimmen 
kann,  wo  sie  während  der  Nacht  cnlminircn. 

Bei  solchen  Sternen  dagegen,  die,  wie 
z.  B.  einige  Cometcn,  nur  kurze  Zeit 
sichtbar  sind,  bedarf  man  solcher  In- 
strumente, welche  nicht  bloss  im  Orts- 
meridinn,  sondern  in  jedem  beliebigen 
Meridian  aufzustollcn  sind.  Dies  sind 
die  Aequatorialiustrumcnte. 

Quadrant  (Spiegel-  oder  Reflections-). 

Ist  ganz  wie  der  Spiegelsextant  einge- 
richtet (siehe  den  Artikel  Sextant),  nur 
mit  dem  Unterschiede,  dass  crstcrer  einen 
Vicrtclkreis  enthält. 


Quadrat  (Geometrie).  Ein  Parallelo- 
gramm mit  vier  gleichen  Seiten  und  vier 
rechten  Winkeln. 

Vermßgc  der  ersten  Eigenschaft  gehört 
das  Quadrat  zu  den  Khombcn  oder  Rau- 
ten. nimmt  daher  an  der  Eigenschaft  der- 
selben, dass  beide  Diagonalen  anf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  Thcil.  Der  letz- 
tem Eigenschaft  wegen  gehört  das  Quadrat 
zu  den  Oblongen  oder  Rechtecken,  und 
daher  sind  auch  beide  Diagonalen  gleich. 

Bei  fast  allen  Messungen  dient  das 
Quadrat  als  Grundeinheit  der  Flächen- 
massc,  derart,  dass  man  dazu  immer  das- 
jenige Quadrat  wählt , dessen  Seite  die 
gewählte  Längeneinheit  ist.  Ist  also  ein 
Fuss  oder  ein  Meter  uls  Längeneinheit 
gewählt,  so  ist  der  Quadratfuss  oder 
Quadratmeter  die  Einheit  des  Flftchen- 
matscs. 

Anf  diese  Ausdruckswcisc  beziehen  sich 
alle  Formeln  in  der  Theorie  der  Fliehen- 
müsse. 

Aus  den  ersten  Säuen  der  Elementar- 
geometrie  folgt  die  Art  und  Weise,  wie 
man  auf  geometrischem  Wege  jede  von 
graden  Linien  hegränzte  Figur  in  ein 
Quadrat  verwandeln  kann,  nnd  zwar  ist 
der  Gang  hierbei  der  folgende. 

Aufgabe  I.  Eine  beliebige  gradlinige 
Figur  oder  ein  Vieleck  in  ein  anderes 
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zu  verwandeln,  welches  eine  Seite  weni- 
ger hat. 


Fig.  2. 


Auflösung.  Sei  Sechseck  abedef  die 
gegebene  Figur.  Man  schneidet  Dreieck 
abf  ab,  zieht  Linie  ay  parallel  bf,  ver- 
längert rf,  bi»  sie  at 7 in  y schneidet,  und 
verbindet  b und  <7;  ybede  ist  daun  die 
verlangte  Figur,  welche  der  gegebenen 
gleich  ist  und  eine  Seite  weniger  hat. 

Offenbar  nämlich  ist  ybede  ein  Fünf- 
eck , hat  also  eine  Seite  weniger  als 
abedef.  Mit  letzterer  Figur  hat  brdry 
aber  Stück  brdcf  gemein.  Das  Stück 
ybf  aber  ist  mit  abf  fluchcngleich . du 
beide  die  Grundlinie  bf  gemein  haben, 
und  zwischen  den  Parallelen  bf  und  ny 
liegen. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
kann  also  jedes  Vieleck  in  ein  Dreieck 
verwandelt  werden. 

Aufgabe  II.  Rin  Dreieck  in  ein 
Reckteck  zu  verwandeln. 

Fig.  3. 


Auflösung.  Sei  abc  das  Dreieck. 

Ziehe  durch  c de  parallel  ab,  ad  und  be 
auf  ab  senkrecht,  halbire  da  und  be  in 
f und  y , so  ist  fyba  das  verlangte 
Rechteck. 

Denn  offenbar  hat  es  mit  dem  Drei- 
ecke die  Grundlinie  ab  gemein,  seine 
Höhe  af  ist  aber  die  Hälfte  von  der 
Höhe  ad  des  Dreiecks. 


Au  gäbe  TU.  Ein  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln. 

Von  dieser  wichtigen  Aufgabe  gibt  es 
viele  Auflösungen,  von  denen  wir  die 
einfachsten  an  führen. 


Fig.  4 


Auflösung  I.  Seien  AH,  HC  die 
anstoßenden  Seiten  des  Rechtecks.  Ma- 
che Fig.  5.  ab  — AB,  bc—HC , erricht« 


über  ac  als  Durchmesser  einen  Halb, 
kreis,  und  ziehe  bd  senkrecht  auf  ac,  so 
ist  bd  die  Scito  des  verlangten  Quadrats. 

Zieht  man  nämlich  cd  und  ad,  so  ist 
cad  ein  rechter  Winkel;  in  jedem  recht- 
winkligen Dreieck  aber  ist  das  Quadrat 
des  aus  der  Spitze  des  rechten  Winkels 
auf  die  Hypotenuse  gefällten  Lothes  db 
gleich  dem  Rechteck  ans  beiden  Ab- 
schnitten der  Hypotenuse. 

Auflösung  II.  Madie  Fig.  6. 
ab— AB,  bc—HC,  ziehe  über  ab  einen 


Fig.  6. 


1* 
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Halbkreis,  cd  senkrecht  auf  ab,  and  bd . den  Abschnitten  bc  und  ba  einer  Secante, 
so  ist  bd  die  Seite  des  Quadrntes.  welche  dieselbe  schneidet. 

Denn  da  bda  ein  rechtwinkliges  Drei-  Durch  diese  Constructionen  lasst  sich 
eck  ist,  muss  das  Quadrat  der  Kathete  also  in  der  That  jedes  Vieleck  in  ein 
bd  gleich  dem  Rechteck  aus  der  Pro-  Quadrat  verwandeln.  Wie  krummlinige 
jection  derselben  bc  auf  die  Hypotenuse  Figuren  in  Quadrate  zu  verwandeln  sind, 
und  der  ganzen  Hypotenuse  Lu  sein.  siche  in  dem  Artikel  Quadratur. 
Auflösung  III.  Mache  Fig.  7. 

<16-  AB,  bc-HC , errichte  über  <rc  einen  duadrat  (Algebra).  Die  «weite  Potenz 

einer  Zahl,  oder  das  Product  der- 
selben mit  sich  selbst. 

Da  der  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks gleich  dem  Product  zweier  nn- 
stossenden  Seiten,  beim  Quadrat 
dieselben  aber  gleich  sind,  so  ist 
a-azza*  in  der  That  der  Auf- 
druck für  den  Flächeninhalt  eines 
Quadrates  mit  Seite  a.  und  daher 
die  Uebcrtragung  dieses  Namens. 
Das  Quadrat  eines  Binomen  gibt 
die  Formel 

= a*  + 2ab  + bt, 

Halbkreis,  und  ziehe  von  b un  denselben  die  sich  durch  Multiplication  von  „ 
Tangente  bd , so  ist  diese  die  Seite  des  unmittelbar  ergibt.  Kben 

Quadrates.  Dcnu  das  Quadrat  einer  so  wird  augenblicklich  gefunden  das 
Tangente  bd  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  Quadrat  eines  Polynomen : 

(rt»  = + 

+ 2rtln,+‘2alaa4-  • • • +2atam 
+2<*art,+  • • • +2at*tm 


+2tf*_1«„ 

oder  abgekürzt: 

(2(«>)B=  *(•/+  2*(a#a), 

wo  s und  t alle  Wcrthe  von  1 bis  »*  annehmen.  Oder  in  Worten:  das  Quadrat 
eines  Polynomen  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  aller  Glieder  plus  der  Summe 
aller  doppelten  Producte  von  je  zweien  derselben. 

Sehr  wichtig  ist  auch  die  Formel,  welche  lehrt,  eine  homogene  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  beliebig  viel  Variablen  in  eine  Summe  von  soviel  Quadraten, 
als  Variable  vorhanden  sind,  zu  verwandeln.  Es  sei  die  gegebene  bunction: 


V'i,+Vef,+  ‘ ■ ’ +\.V+2\sVt+2‘W3+ 

• • • +*\,v. 

+*W 3+  ■ 

■ • +2a2,.V. 

so  SCtic  man  dafür : 

(V.+V*+V*+  ' ■ * +VJ,+(V*+V*+ 

• • • + w 

.\Y+K.X.Y- 

Es  ergeben  sich  dann  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  a und  b leicht  die 
nöthigen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  b.  Sind  s und  t beliebige  Zahlen 
zwischen  1 und  n,  so  sind  diese  Gleichungen  von  der  Form: 


vv+v+  • • * 

‘bti,,+fsA,+*sJ\,+ 


+ 6 * = a 
«.*  m 

• • • +4  * = « . 
v *>* 
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Man  hat  hieraus  also  zum  Beispiel,  d.  h.,  wenn  man 
wenn  man  s = l setzt: 


also : 


\r=ou>  *iA.=v 


fr  = fr  = 
m t ,* 


setzt, 


( 1 ft 

M i,* 

a a 

1,*  *,i 


Vi-^i.r  V ~7==’ 
r 1,1 

wo  t grösser  als  1 ist. 

Setzt  man  s = 2,  so  ergibt  sieh : 

b 7+6  3 =rt 

1,2  2,2  2,2 

^l,2^1,«^*^2,2\i~<,2,«’ 
woraus  mit  Hülfe  der  vorigen  Gleichung 
sieh  ( und  b 22  ergeben,  wo  1 grösser 

als  2 ist. 

Setzt  man  dann  5 = 3,  so  kommt: 

b 7 -f -b  a 4-6  7 = o , 

1,3  ^2,3  33  3,3’ 

und  so  fort. 

Die  Theorie  der  Determinanten  bietet 

aber  auch  das  Mittel  die  independenten 

Ausdrücke  für  die  Grössen  b zu  finden. 

Setzt  man  nämlich  die  für  b , und  Ä 

1,1  1,« 

gefundenen  Werthe  in  das  zweite  System 
von  Gleichungen  ein,  so  kommt: 

r,  1 


2,< 


) *2,2*14 

Diese  Werthe  werden  in’s  nächste  System 
gesetzt,  also: 


a. 


1,3  2,3 


fr  a +A33*  ‘*3,3’ 


14  ”2,2  1,1 
d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Wcrthes 
von  frst: 

l ; _ *3,3  *2,3* 

3,3  « 


1,1  *2, 2*1,1 

oder,  wenn  man  setzt: 


*2,2*3, 3 *2,3* 

Vu 


fr’  - 

*,* 


*2,2*2,* 

Vm 


b = l/  *3,3 

f 2,2W1,1 


und  vermöge  der  zweiten  Gleichung  des 
Systems : 

-Lii'+'V’v  +]/_ÜL  * =- 

d fr  • u 1/  ^ •(%  3,1  3,/, 

1,1  2,2  1.1  f 2,2  1,1 


d.  h. 


1.2 


also: 


1,1 


+ Ä2,2*~rt2,2, 


t 


fr’  fr  5 fr 

3,3_Ä  _ 3,i  _ 2,3  2,i , 


fr ’ 


3 ,< 


Vu'1  °i,i  Vm  ”mV 


i =l/v»  °u‘. 

r *u  ’ 

der  Zähler  dieses  Wurzclausdruckes  hat 
die  Form  einer  Determinante. 


wo  fr’  = fr'  = 

*,t  M 


Vs 

\<  *■ 


gesetzt  worden  ist,  also: 
fr’ 

i.  — 3,i 


Sei: 


cs  ist  dann: 


3,i 


1,1  1,*  = fr  , 
fl„  a *■* 

1,8 


3,3  2,2  al,l 


ferner  erhält  man  aus  der  zweiten  Glei- 
chung des  Systems: 

o. 


d.  h. 


l^_l/*2,2  b - fl  , 

•m  r ^ * 

(ö  a — a a } 

K 2,.  1,1  1,2  l,r 


Mau  sieht  augenblicklich,  dass  die  Werthe 

6,  in  6 und  6 in  6 mit  eingeschlos- 
2,*  3,3  3,1 

sen  sind. 

Nun  ist  zu  erkennen,  dass  man  allge- 
mein haben  wird 

»(‘-2) 

b = ■ ■ — 

1 $ ^ 

r 5,1  5-i,  j-i  2,2  i,i 

/r_2)  • 

5'  gegeben  ist  durch  dio  re- 

Sy( 


WO 


\.= 


^„..fl 


currente  Formel: 

i(r-3) 

i(r~2) 


t.t 


2,2  1,1 


ovr-«/  «(r— 3) 

r-1,  r— 1,  J-l,* 

(r — 3)  ft(r-3) 


1,1 
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Sei  jetzt 


VPi+V«+ 

#!,l'2+Vt+ 


+a  * =0 

l.M  n 

+«,  * =o 

4«  » 


Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  vor.  1 bia  1000. 


0 

loo 

200 

300 

800 

1 

2 

3 

4 
_5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

“io 

17 

18 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 


1 

4! 

9 

161 
_25| 
36 
49 
64 
81 
100 
121 
144 
169 
196 
_ 225 
256 
289 
324! 
361 
400, 
441 
48-1 
529 
576 
625 
“676 
729 
784 
841 
_900 
961 
1024 
1089 
1156 
1225 
1296 
1369] 
1144  j 
1521 
16001 


1681 

1764 

1849 

1936 

2025 


2116 

2209 

2304 

2401 

25001 


10201 

10404 

10609 

10816 

11025 

11236 

11449; 

11664 

11881 

12100 

12321 

12544 

12769 

129961 

13225 

13456 

13689 

13924 

14161 

H40O 

14641 

14884 

15129' 

15376 

15625 

15876 

16129 

1638-4 

16641 

10900| 

17161 

17424 

17689 

17956 

18225 

18496 

18769 

19044 

19321 

19600 

19881 

2016-4 

20449 

20736 

21025 


21316 

21609 

21904 

22201 

22500| 


40401 j 
40804 
41209 
41616 
42025 
42436 
42849 
43264 
4368) 
44100; 
44521 
44944 
45369 
45796 
46225 
46656 
47089 
47524 
■47961 
48400 
48841 
49284 
49729 
50176 
50625 
51076 
51529 
51984* 
52441 
52900; 
53361 
53824! 
51289 
54756 
55225 
55696 
56169 
56644! 
57121 
57600 
58081 
58664 
59049 
59536 
60025 


90601  |16O8Ol|2510Ol  3612011491401 1641001 
252004  362403492804  643204 
25:#«)  363609  494209  644809 
254016  364816  495616  646416 


91204  161604 
91809  162409 
92416)163215 
93025 164025 


-'55025  : (06025  497025  648025 
93636]  164836  256036  3672361498436 1649636 
94249  165649  257049  368449  499849  651249 
94861  166464  258064|369664!501264*652864 
95481  167281,2590811370881  502681:654481 
96100  1681(K)  260100  372100  504100  656100* 
96721  168921  261121  *373321  505521  657721 
97344  169741  262141371544  506941*659344 
97969  170569  2631691375769  508369  660969 


98590)171390  261196 
99225  172225  265225: 
99856  173056  266256 
1004891173880  267289 
101124  174724  2683241 
101761  175561  269361 
102400,176-100.270400; 
103041,177211  271441 
103684] 

104329 


376996  509796  662596 
378225  51 122.Y0O4225 
379466  512656  665856 
380689  514089  6674891 
381 924  5 1 5524 1169124 
383161  516961 167076 1] 
[38-1 100  518400*672400 
(38564 1519841 '674041 
178084  272484  386884  521284  675684 
178929  273529|388129  522729  677329 
101976  179776  274576  *189370  524176678976 
105625  180625  275625  390625  525625  680625 


60516 

61009 

6150-1 

62001 

G2500I 


106276 

106929 

107584 

108241 

108900 

109561 

110224 

110889 

111556 

112225 

112896 

113569 

114244 

114921 

115600! 


181476 

182329 

183184 

184041 

181900 

185761 

186624 

187489 

188356 

189225 

190096 

190969 

191844 

192721 

193600 


276676  391876  527076  682276 
2777291393129  528529  683929 
278784  39 1384  529984  685584 
279841  395641  531441*687241 


280900: 
28196 i 
283024 
284089 
28515*; 
286225 
287296 
288369 
28944-1 
290521* 
291600 


116281  191481 
116964  195364 
117649  196249 
118336  197136 
119025  198025 

119716  19891012981 1G|  1 1 731 6 
1 204*  K*  1 99S<  »9 ! 2992*  >9  i 4 1 8609 


|396900,532900i688900j 
398161 1534361  690561 
3994241535824,692224 
40»  >689] 537289 (693889 1 
401956  538756  695556 
403225  540225)697225! 


811801 
813604 
815109 
817216 
|819025 
820836 
822)419 
8244)41 
82)4281 
828100 
829921 
831744 
833569 
835396 
837225 
839056 
84)  »889 
842724 
844561 
846400 
848241 
850084 
851929 
853776 
855625 
857476 
859329 
861184 
863011 
,864900 


40 1496* 54 1696  698896 
405760)543169  700569 


107044 

408321 

40960()| 


292681  410881 
•293764  412164 
294849*413449 
2959*!i;*414736] 
297O25I416025 


544644 
7)46121 
547600] 
7)49081 
57)07814 
[552049 
553686 
1 5578)25 


702244 

703921 

705000; 

707281) 

708964 

710649 

712336 

714)125 


121104  2o070t| 
121801  201601 
122500)202500] 


:400304 

301401 

302500 


7)56516  715716 
>58009 ,717409 
[559504!  719104 
720801 
*722500 


866761 

868624 

870489 

872356 

874225 


876096 

877969 

879844 

881721 

8836U0 

885481 

887364 

889249 

89113)3 

893025 

894916 

H9*!8Ü9 

898704 

900601 

902500 
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Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  1 bis  1000. 


400  500  1 600  | 700  I 800  900 


51  2601 

52  2704 

53  2809 

54  2910 
_55  3025 

56  3130  ' 

57  3249 

58  3364 

59  3481 

60  3600 

61  3721  ' 

62  3844; 

63  3969 
04  4096: 

_65  _4225 

66  4356 

67  4-189 

68  4624 

69  4761 

70  4900; 

71  5041  ' 

72  5181 

73  5329 

74  5476 

75  5627> 

76  5776 

77  5929 

78  6084 

79  6241 

80  6400 

81  6 >61 

82  6724 

83  6889 

84  7056 

85  7225' 
"86  7396'" 

87  7509 

88  7744 

89  7921 

90  8100 

IH  "8281  ' 

92  8464 

93  8649 

94  8836 
J95  9025 
90  9216  " 

97  9409 

98  9604 

99  9801 
100  10OO0 


i 207930: 
>208819 
1 209704 1 
l 210081 
>211600, 
1212521  i 
I 213441 
>1214369 ' 
1 215290 
>'210225 


['303601  423801  561001  724201 
1 304704'  425104  565504  725904 
I 305809  420409,567009  7270091 
i 306910  427716  568510  729316 

> 308025  429025  57> >025,731025' 
1309130  430330  5"?  1530  732736  ' 
1 310249  431649  573019  734449 

[ 311304  132961  574504  730101 
[312-481  434281  570081 1737881 
>31361 »)  435600  577000,739600 
3 14721  [430921  '5791 2 1 jf41321 
1 3158+1  438241  580044  743014 
>'316909  439569  582109  744769 
1 318090  440896  583696  74*4496 

> 31 9225  4 4 2225  585225  7-48225 


133950  217150  320350  413550  580750  749956 
1 41689  2 1 8089  32 1 489  444889  588289  751689 
[135424  219024  322024  446224  589824  753424 
1130101  21990  4323761  447501  591301  755161 
1 30900 i 2209t  X >, 324900  448900:5182900  756900 
1376n>22T841  326011  450241 '.594411  758041 
138381'222784>327 184451584  595984  760384 
139129  223721 1 ' : 128329 ! 452929  597529  762 129 
139876  -224676  329476  451270  599070  763876 
1 14o< >25  225025 ; 330625  45502.5  6* XJ625j  765625 
,141376  220570  331770  450970  602170  767376 
142129  227529  332929  458329  003729  769129 
142884:2284X4  334084  459684  605284  770884 
113041  ■229441; 335241  401041  C06841  772041 
I 1 -44400  i 23* HOO  3364f»  >'46241  * > 008400  774400 


I 231301 
4 '232324 
9 233289 
l’>  234250 
'»,23.5225 

i'-döoTöT; 
[>,237109 
I 238144 
1 239121 
>240100 
12Uosl 
1 242064; 
[>,2-43019, 
01244036 
5 2150251 
112 10016 
!>  247009! 
4,248004: 
1 '249001 j 
11, 2500*  »J, 


337561  403761  «>9901 
338724  465124  01 1524 
339889  466489  013089 
341050  467850  014650 
342225  409225'6 1 0225 
343396  470590  617790 
34-1509  471969  619369 
345744  473344  620944 
340921  471721  622521 
348100  476100|024100 


'34928  4 477481  025*184793881  982081 
35* >464:478864  *>27264  795664  984064 
351649.480249  028849  797449  986049 
352836  481636  630436  799236  988036 
351025  183*825  032* r25  801025  _990025 
355216  48(410  *133616  802816  992016 
350409  485809  635209  8O4609  994009 
: 1.57001  197204  636804  806404  996004 
|.358801|488001  638101 ,808201  998001 
,3600001490000  G40000l810000 1000000 
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60  ergibt  sich,  wenn  man  eliminirt: 


Quadrat  (Algebra). 


V»+Vi+ 

V2+Va+ 


+v. =° 

+ » X =0 

•>,»  I» 


\2XJ+*«,3*3  + 


’n  a 

9 - I bl  M 


wo  gesetzt  wird: 


und  durdf  Elimination  Ton  x^: 


• • +y 

• . +»' 
• • • 

•v«+#va+  • 

• • +»’ 

■ 

i 

+ 5 x =«•«.  lt 

»,»  » 1,1 


3.«  ■ 
4,1»  H 


> 


Eliminirt  man  auch  jp  n.  s.  w.  so  erhält  man: 


• =0 

r,"  » ’ 

■ W'-\  =o 

r+l.»  • 


, »fr-*-  , . 

9 *„+®  .4*  ,4  + 

v r r,r-fl  r-f* 

„(r-j)  „(>•-*) 

*,+  ,,*,+*r+l,r+tVH^ 

^ ........ 

V,  ft  . 4 . . k / . t 

-('-»>  . -<r~3)  Ir-  2)  (r_3)  (r-  4) 

,\r  *,+  *%r+l*r+l+  •••  + \.  *.  = "*,-l,r_lVv-1  ’ 

und  »o  fort:  »(*  = n9  1 9l  1 • • • » « . 

«,»  » •— t,»-l  »•  — 2,«* — ^2  2,2  1,1 

Wollt«  man  aber  j:  direct  berechnen,  so  erhielte  man : 


Vu 


A"*  = A,  •«, 


H tys! 

4;, 

wo  A = 


also  dnrch  Vergleich  beider  Ausdrücke  ergibt  sich: 

A—tl 

A _ 


ö.  «1  B • • • a. 

fl.  fl  fl. 

M U 1# 

A = 

1,1  1,2  1,»-1 

a2,lö2,2  V * V 

•wV \»-* 

* * 

“.,t\2  • ‘ • V 

°»-t,1B»-2,*  "a— 1,»— 1 

W 


A , „f"-3)  ("-*> 


Vu 


-1,»-!  »n-2,  »-2 

Da  nun  die  eben  gegebenen  Determinanten  mit  denen,  welcher  wir  uns  früher 
bedienten,  in  der  Form  übereinstimmen,  so  ist  anch 


=l/<»! = l/iL 

’ i «M»2,2  ••••  Ct-i  V*1' 


Dieser  Satz  wird  darum  hier  gegeben,  weil  bei  Gelegenheit  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  auf  ihn  wird  zurückgewiesen  werden  müssen. 
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Quadrat  (magisches  oder  Zauber  ). 

Seine  Entstchungsweisc  ist  die  folgende. 
Man  theilt  ein  Quadrat  in  eine  Anzahl 
kleinerer  Quadrate.  In  jedes  der  letz- 
teren wird  eine  Zahl  geschrieben,  weiche 
alle  eine  arithmetische  Reihe  bilden. 
Die  Zahlen  müssen  dann  so  angeord- 
net werden,  dass  alle  diejenigen,  wel- 
che in  einer  vertikalen  oder  in  einer  ho- 
rizontalen Reihe  stehen , oder  eine  Dia- 
gonale bilden,  dieselbe  Snmme  geben. 

Das  einfachste  Zauberqua- 
drat  ist  das  hier  befindliche. 
Es  sind  die  1)  Zahlen  1 bis 
9 so  vcrtheilt:  dass  die  senk- 
rechten Spalten : 4,3,8  — 
9,  5,  1 — 2,  7,  6,  eben  so 
wie  die  horizontalen  4,  9,  2—3,  5,  7 — 
8,  1,  8 und  die  Diagonalen  4,  5,  6 — 
2,  5,  8 dieselbe  Sninme,  nämlich  15, 
ergeben.  Die  Anzahl  der  Zahlen  muss 
offenbar  immer  eine  Quadratznhl,  also 
gleich  na  sein,  nnd  die  constante  Summe 
der  einzelnen  Reihen  wird  der  nte  Thcil 
der  Summe  aller  vorhandenen  Zahlen  sein. 
Sie  wird  also  in  unserm  Beispiele 
1+2+3+4+5+G+7+8+9 

3 ~'J 

betragen , denn  es  sind  n Reihen  (hori- 
zontale oder  vertikale)  vorhanden,  die 
zusammen  allo  gegebenen  Zahlen  ent- 
halten und  da  eine  jede  Reihe  dieselbe 
Summe  gibt,  so  muss  letztere  der  nte 
Thcil  der  Gesummtsumme  sein. 

Wir  wenden  uns  zu  eiuigcn  Regeln 
über  die  Anfertigung  von  Zauherquudra- 
ten,  wobei  wir  annehmen  wollen,  dass 
die  Glieder  eines  solchen  die  natürlichen 
Zahlen  von  1 an  seien.  Auf  diesen  Fall 
lassen  sich  nämlich  die  andern  zurück- 
führen. Wir  unterscheiden  folgende  Fülle  : 
Fall  I.  Die  Seite  des  Quadrats  ent- 
halte eine  ungrade  Anzahl  von  Theilen. 
also  2n  + l. 


Zauberquadrat  mit  25  Feldern. 


11 

18 

25 

2 

9 

10 

12 

19 

21 

3 

4 

6 

13 

20 

22 

23 

5 

7 

14 

16 

17 

24 

1 

8 

15 

Auflösung.  Man  schreibt  die  Zahl 
1 in  das  mittlere  Feld  der  untersten  Uo- 
rizontalrcihc,  nnd  fährt  fort  die  natür- 
lichen Zahlen  2,  3 u.  s.  w.  in  folgender 


Zauberquadrat  mit  49  Feldern. 


22 

31 

40 

49 

2 

11 

20 

21 

23 

32 

41 

43 

3 

12 

13 

15 

24 

33 

42 

44 

4 

5 

14 

16 

25 

34 

36 

45 

46 

6 

8 

17 

26 

.35 

37 

38 

47 

7 

9 . 

18 

27 

29 

30 

3!) 

48 

1 

10 

19 

28 

Weise  zu  schreiben , jede  Zahl  kommt 
rechts  von  der  vorhergehenden  in  der 
unter  derselben  befindlichen  Reihe,  z.  B. 
7 rechts  unter  6 zu  stehen.  Würde  in 
dieser  Weise  irgend  eine  Zahl,  wie  a.  B. 
schon  2 unterhalb  der  untersten  Horiton- 
talreihc  kommen , so  substituirt  man  an 
deren  Stelle  die  oberste  Reihe  derart, 
dass  die  Vertikalrcihe  der  oben  gegebe- 
nen Regel  nach  gewählt  wird.  Ebenso 
wenn  eine  Zahl  rechts  von  der  letzten  Vcr- 
tikalrcihe  stehen  würde.  Sic  nimmt  dann 
ihren  Platz  in  der  ersten  Vertikalrcihe 
links,  ohne  dass  die  Horizontalreihe,  die 
sich  aus  unserer  Regel  ergibt,  geändert 
wird.  Z.  B.  in  dem  aus  25  Feldern  be- 
stehenden Quadrate  müsste  2 in  der  un- 
terhalb 1 befindlichen  Horizontalreihe 
und  im  vierten  Felde  derselben  stehen, 
da  eine  solche  Horizontalreihe  nun  nicht 
vorhanden  ist,  so  wird  2 ins  vierte  Feld 
der  ersten  Horizontalreihe  kommen.  23 
müsste  in  die  rechts  von  22  befindliche 
Vertikalrcihe  und  im  vierten  Felde  der- 
selben stehen,  da  sich  aber  22  in  der 
letzten  Vertikalrcihe  befindet,  so  kommt 
23  ins  vierte  Feld  der  ersten  Vertikal- 
reihe. Ist  ferner  der  Platz,  auf  welchen 
nach  diesen  Regeln  eine  Zahl  gestellt 
werden  muss,  schon  ausgefüllt,  so  ist  die 
fragliche  Zahl  vertikal  über  die  zuletzt 
geschriebene  zu  stellen.  Z.  B.  in  dem 
aus  25  Feldern  bestehenden  Quadrat  ist 
das  Feld  rechts  und  unterhalb  der  5 
schon  durch  1 ausgefüllt,  6 wird  also 
über  5 geschrieben,  der  Platz  der  7 er- 
gibt sich  nach  der  ersten  Regel.  Nach 
diesen  Regeln  sind  die  beiden  hier  hin- 
zugefügten Quadrate  construirt. 

Beweis  der  Regel.  Unser  Quadrat 
besteht  aus  (2w-fl)*  Feldern,  auf  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  je  2n-|-l  auf  ein- 
anderfolgende Zahlen  so  nach  unserer  Re- 
gel gruppirt  werden,  dass  unter  denselben 


4 

9 

2 

3 

5 

T 

8 

1 

~6~ 
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nie  2 in  derselben  Vertikalreihe  und  auch  reihe  Angehörigen  Zahlen  beliebig  in  die« 
nicht  in  derselben  Horizontalreihe  zu  ste-  ser  Reihe  verrücken,  wenn  nur  ihre  Ho- 
hen kommen.  Dies  ergibt  sich  daraus,  rizontalstellung  dadurch  nicht  berührt  wird, 
dass  man  ja  immer  zugleich  nach  unten  Statt  daher  die  Zahlen  zugleich  nach  rechts, 
und  nach  rechts  fortschreitet  Wir  be-  und  nach  unten  vurschreiten  zu  lassen, 
weisen  zunächst,  dass  die  Vertikalreihen  ist  cs  uns  gestattet,  nur  nach  rechts  in 
gleiche  Summen  geben,  fiir  diesen  Be-  derselben  Horizontalrcihe  vorzurücken, 
weis  können  wir  die  derselben  Vertikal-  Die  Ordnung  wird  dann  die  folgende: 


Allgemeine 

»>  »-(P-2) 

• * * * 

2p  +3,  2p -f  4,  2p +5, 

P~\~2,  p -f 3,  p+4, 

1,  2,  3, 

Zahlenbeispiel  für  2m -fl  =5. 


25, 

21, 

22, 

23, 

24 

19, 

20, 

16, 

17, 

18 

13, 

14, 

15, 

11, 

12 

7, 

8, 

9, 

10, 

6 

1, 

2, 

3, 

4 

5, 

wo  in  der  allgemeinen  Formel  p für 
2n  + l,  9 für  (2« -fl)’  gesetzt  ist.  Es 
ist  hier  nur  die  Ordnung  der  Zahlen  in- 
nerhalb der  einzelnen  Vertikalreihen  ge- 
ändert, wodurch  die  Summe  dieser  Ver- 
tikalreihen nicht  berührt  wird.  Die 
ersten  p (im  Zahlenbeispicl  5)  Zahlen 
bilden  die  unterste  Reihe,  über  der  letz- 
ten dieser  Zahlen  p oder  5 kommt  der 
Regel  gemäss  p + 1 oder  6,  also  ins 
letzte  horizontale  Feld  , ins  erste  Feld 
p-f 2 oder  7 und  so  fort , über  2 p oder 
10  kommt  2p-fl  oder  11,  in  gleicher 
Weise  wird  fortgefahren.  Die  unterste 
Reihe  enthält  also  die  Zahlen  von  1 bis 
p , die  zunächst  darüber  stehende  die  von 
p+1  bis  2p  u.  8.  w.  Jede  Zahl  der 
ersten  Reihe  hat  also  die  Form  n , jede 
Zahl  der  nächsten  Reihe  die  Form  p-f«', 
der  folgenden  2 p+n"  u.  s.  w, , wo  die 
Grössen  er,«',«"  alle  Werthe  von  1 bis p 
annehmen.  Die  Anordnung  aber  ist,  wie 
augenblicklich  zu  sehen,  der  Art,  dass 
in  derselben  Vertikalrcihe  nie  dasselbe 
n 2mal  Vorkommen  kann ; cs  rührt  dies 
daher,  dass  jede  Reihe  gegen  die  vor- 
hergehende um  eine  Stelle  verschoben  ist. 
Da  nun  jede  dieser  Verticalreihen  aus 
p Gliedern  besteht,  und  in  jedem  Glicde 
ein  anderes  rr,  also  alle  Zahlen  von  rt  = 1 
bis  u — 7 Vorkommen,  so  ist  die  Summe 
einer  jeden  dieser  Reihen: 
p-f  2p -f  .. . -f  (p  — 1)  p-f  l-|-2-f  3-f . . ,-f  p. 
Die  Vertikalreihen  haben  also  in  der 
That  dieselbe  Summe. 

Wir  wollen  jetzt  die  Summen  der  Ho- 
rizontalreiben bestimmen , and  können 
aus  diesem  Grunde  die  Zahlen  beliebig 


Formel. 

?-3, 

»-2, 

?_1 

...  3p, 

2p +1, 

2p +2 

• • • 2p  — 1, 
p— 2, 

2p, 

p+l 

p-1, 

P 

aus  einer  Vertikalrcihe  in  die  andere 
setzen,  wenn  wir  nur  die  Ordnung  inner- 
halb der  Horizontalreihcn  bewahren.  Wir 
wählen  folgende  Anordnung: 

Allgemeine  Formel. 

2,  2p— 1 • • • • 9 

3,  2 P ■ • • • 1~P— 1 


f— 1,  p-f 1 • • • • f-3 

p,  p+ 2 • • • • q-2 

1,  p-f  3 • • • • j— 1 

Zahlenbeispiel. 

2,  9,  11,  18,  25 

3,  10,  12,  19,  21 

4,  6,  13,  20,  22 

5,  7,  14,  10,  23 

1,  8,  15,  17,  24 

Die  1 beginnt  unten,  2 steht  darüber 
in  der  ersten  Horizontal  reihe , wie  cs 
die  Regel  verlangt ; wir  haben  uns  eben 
nur  gestattet,  diese  Zahl  nicht  nach  rechts 
zti  verrücken,  was  ja  uur  die  2 in  eine 
andre  Vertikalreihc  bringen  würde,  wo- 
rauf wir  jetzt  keine  Rücksicht  nehmen, 
p-f  1 oder  6 kommt  der  Regel  gemäss 
in  die  zweite  Vertikalreihe  über  p oder 
5,  p-f  2 ouer  7 unmittelbar  unter  p+1 
oder  6 und  so  fort;  cs  ist  klar,  dass 
sich  nunmehr  die  horizontalen  Reihen 
ganz  wie  früher  die  vertikalen  aus  den 
Zahlen  a,  p-f«»',  2p  -fr»".  ..  zusammen- 
setzen; auch  kann  dasselbe  re  nicht  2mal 
in  derselben  Vertikalrcihe  Vorkommen, 
denn  wie  man  sieht,  springen  die  Grössen 
1,  p-j-1,  2p+l,„oder  im  Zahlcn-Bcispiel 
1,  6,  11  immer  um  2 Felder  gegen  das 
vorhergehende  in  die  Höhe.  Es  könnte 
hierbei  nur  dann  eine  Horizontalreihe 
2 der  Zahlen  *p  + 1 und  *p-f  1 enthalten, 
wenn  p durch  2 theilbar  wäre;  p aber 
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ist  nach  unserer  Annahme  ungerade,  es  gleich  2n-fl  gesetzt  wird,  dass  jede 
werden  also  alle  Horizontalreihen  ein-  Reihe  von  2«-fl  Zahlen  n Felder  tiefer 
mal  und  nur  einmal  a = l,  n = 2 ...a  = p als  die  vorhergehende  die  Diagonale 
enthalten.  Die  Summe  einer  solchen  trifft  (also  für  2n-fl=5  um  2 Felder, 
Horizontalreihe  ist  also  gleich  der  bei  für  2n-fl  = 7 um  3 Felder  tiefer),  vor- 


den  Vertikalreihen  gefundenen. 


aüsgesctzt  dass  die  unter  dem  tiefsten 


Jetzt  haben  wir  noch  die  Diagonalen  gedachten  Felder  durch  die  am  höchsten 
zu  untersuchen.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  liegenden  der  Diagonale  ersetzt  werden, 
dass  die  von  links  nach  rechts  hinab-  wie  dies  ja  unsre  Regel  verlangt, 
steigende  Diagonale  die  natürliche  Reihe  Man  sicht  dies  am  leichtesten  ein, 
derjenigen  p auf  einander  folgenden  wenn  man  bemerkt , dass  die  mittlere 
Zahlen  enthält,  welche  in  der  Mitte  der  Zahlenreihe  (bei  2«4-l  = 5 die  Reihe  11, 
p * ersten  Zahlen  liegen;  diese  sind  offen-  42,  13,  44,  15)  unsere  Diagonale  in  der 
bar:  wenn  s-fl  die  kleinste  dieser  Zah-  Mitto  trifft,  die  folgende  Gruppe  aber 


len  ist: 

<+l,  *-f2,  . • . *+p, 
also  ihre  Summe  ps-fl-f2-f3  . 


+p. 


im  änssersten  Felde  unten,  also  in  der 
That  n Felder  tiefer;  dies  findet  aber 
allgemein  statt,  da  die  Gruppen  ja  in 


Es  ist  aber  leicht  ersichtlich,  dass  i-f  1 Bleicher  Weise  sich  gegen  einander  ver 
p*-fl  p— 1 
2 


gleich 


halten. 

Es  ist  aber  auch  zu  erkennen,  dass  wenn 
, * (2«-fl)  -f- « die  Zahl  einer  Gruppo  ist, 

oder  gleich  1+^-^ — ' ist;  es  ergibt  welche  die  Diagonale  trifft,  (* -fl)  (2« + 1) 


.2 


sich  also:  i~ ^ - 1-f  2-f  . . -f p- 
& 

also : 

pt-p  + 2p+  . . . -f  (p-l)p, 


-f«  — (m  — 1)  die  entsprechende  der  näeh- 
I sten  Gruppe,  also  dafür  — (n— 1) 

sein  muss.  Dies  erhellt  ebenfalls  augen- 
blicklich für  die  mittlere  Reihe,  wo  « = n-f  1 
ist,  und  für  die  folgende,  wo  «'  die  zweite 


« = — = »(2»t -f 1)+ n-f  1 


so  dass  für  diese  Diagonale  die  oben  ge-  ZahldcrGruppe,  alsofe'  = 2-n-f-l— (n  — 1) 
gebene  Summe  der  Vertikal-  und  Hori-  ist;  allgemein  folgt  dies  aus  dem  glci- 
zontalreihen  ebenfalls  stattfindet.  chen  Verhalten  zweier  auf  einander  fol- 

Bctrachten  wir  jetzt  die  von  Rechts  genden  Gruppen  gegen  einander.  Für  den 
nach  Links  hinabsteigende  Diagonale  Fall  wo  n — (n  — 1)  negativ  wird,  i6t 
Da  dieselbe  sich  in  entgegengesetzter  2«  + l hinzu  zu  fügen;  dies  ergibt  sich 
Richtung  nach  unten  bewegt,  als  wir  bei  daraus,  dass  eine  Zahl,  die  unterhalb  des 
der  Bildung  des  Quadrats  jeden  Cyclus  untersten  Feldes  zu  stehen  kommen 

von  p auf  einander  folgenden  Zahlen  würde,  oben  zu  schreiben  ist. 

fortschreiten  liessen,  so  wird  immer  eine  Es  möge  nun  a die  der  mittleren 

Zahl  aus  jeder  der  p Gruppen  einmal  Gruppe  angehürendc  Zahl  der  Diagonale 

diese  Diagonale  treffen,  und  sie  besteht  sein,  so  ist: 
also  ebenfalls  aus  den  Zahlen  r,  p-fn', 

2p  -fa"  u.  8.  w.  Jedoch  ist  nicht  er- 
wiesen und  auch  nicht  allgemein  richtig, 
dass  jedes  a hier  nur  einmal  vorkommt,  und  also  das  zugehörige  n wird  gleich 
Indess  sieht  man  leicht,  wenn  p wieder  «-fl,  die  Summe  der  a aber  wird  dann: 

u-f a7*!- a,,_f  . . . = (n-f-l — 2n)-f-(n-f-l  — 2 n — 2)-+-  . ...  -f-(n-fl — 2)-f (n-f  1) 

■f (n+l-f 2)-f (n4-l-f4)  + . . . -f (n-f  1-f 2n), 

wo  für  jede  dieser  Zahlen,  die  negativ  wird,  2n-fl  hinzuzufügen,  für  jede  die 
grösser  als  2n-f  1 ist,  diese  Zahl  abzuzichcn  ist,  dies  gleicht  sieh  jedoch  vollstän- 
dig aus,  und  man  erhält  schliesslich: 

n-fa,-fa,,-f  . ..  =(2«+l) (n-f l)  = l+2-f 3-f  ...  -4-2n-f-  1 = 1+24-3  . . . -fp. 

Diese  Summe  ist  also  genau  dieselbe,  Aufl.  Man  thcilt  das  Quadrat  in 
als  die  Summe  der  n in  den  Horizontal-  kleinere  Quadrate , deren  jedes  4 Thcilc 
und  Vertikalrcihen , hiezu  kommt  noch  des  grösseren  enthält,  so  dass  die  mjtt- 
ganz  wie  dort  p+2p-f  . . . -f(p  — l)p,  lern  4 Felder  ein  Quadrat  bilden;  nach 
wie  oben  gezeigt  wurde,  so  dass  in  der  aussen  hin  werden  dann  Felder  übrig 
That  beide  Diagonalen  unter  einander  bleiben,  die  nicht  im  Quadrate  unter- 
und  mit  den  Horizontal-  und  Vertikal-  zubringen  sind,  wie  dies  das  beigefügte 
reihen  dieselbe  Summe  geben.  Quadrat,  dessen  Seite  8 Theile  hat,  an- 

Fall  II.  Die  Seite  des  Quadrats  ent-  zeigt.  In  diese  Zeichnung  trägt  man 
halte  eine  grade  Anzahl  von  Theilen  und  nun  von  links  oben  beginnend  die  Zah- 
sei  von  der  Form  4«.  len  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  der- 


Quadrat  (magisches  oder  Zauber-).  1 2 Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 


art  ein,  dass  immer  abwechselnd  eins 
der  durch  die  Zeichnung  gegebenen  Qua- 
drate und  Rechtecke  ausgcfüllt  wird,  und 
eins  leer  bleibt;  die  zu  den  leeren  Fel- 
dern gehörigen  Zahlen  bleiben  darum 
weg.  Z B. : 


Die  Zahlen  2,  3,  5,  8 u.  s.  w.  wür- 
den hier  in  die  übersprungenen  Felder 
kommen  und  bleiben  darum  weg. 

Nun  fängt  man  die  Zahlenreihe  von 
neuem  an,  aber  von  unten  rechts,  derart, 


dass  man  nur  die  vorhin  übergangenen 
Felder  mit  den  zugehörigen  Zahlen  aus- 
füllt, also: 
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1,  4 u.  s.  w.  bleiben  fort,  weil  die  ent- 
sprechenden Felder  schon  ausgefüllt  sind. 

So  sind  die  beifolgenden  Zauberqua- 
dratc  gebildet : 

64  Elemente. 
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Beweis  der  Regel.  Zunächst 
sieht  man  augenblicklich , dass  beim 
Schreiben  der  ersten  Hälfte  der  Zahlen 
bereits  beide  Diagonalen  ausgefüllt  sind, 
dass  sich  also  in  ihnen  dieselben  Zahlen 
befinden,  welche  darin  enthalten  sein 
würden,  wenn  man  die  natürliche  Zah- 
lenreihe in  Form  eines  Quadrats  schriebe. 
Ist  p die  Anzahl  der  Thcile  der  Seite,  so 
werden  diese  Diagonalen  von  den  Zah- 
len: 1,  i»  + 2,  2p +3,  3p +4  . . . p . p und 
von  : »,2p— 1,3p—  2,4p— 3..  .(p— l)p+l 
. gebildet.  Die  Summe  beider  arithmeti- 
schen Reihen  ist  aber  gleich:  (1+2  + ... 
+ p — 1,  P+1  + 2+3+  . . . p,  ganz  wie 
schon  bei  Fall  I.  die  Summe  der  einzel- 
nen Reihen  des  Quadrats  angegeben  wurde. 

2(*-l)  *+l,  2(*-l)  i+2  . . . 2 (* 
die  entsprechende,  also  2s  — A-f-ltc: 

. 2(2»-*)  s+1,  2(2«-*)  s+2  . . . 2(2« 

2(2 


Was  non  die  Horizontal-  und  Verti- 
kalreihcn  anbetrifft,  so  wollen  wir  2n  = « 
und  die  (2»)1  ersten  Zahlen  wirklich  in 
der  Form  eines  Qnadrats  geschrieben 
denken,  also  2«  in  jede  Horizontal-  und 
Vertikalreihe.  Je  zwei  Reihen  (vertikale 
oder  horizontale),  welche  von  den  Seiten 
des  Quadrats  glcichwcit  abstchen,  mögen 
entsprechende  Reihen  heissen,  also  die 
*tc  und  die  2s  — *+lte;  wenn  man  dann 
die  Hälfte  der  Zahlen  einer  (horizontalen 
oder  vertikalen)  Reihe  mit  denjenigen 
der  entsprechenden  Reihe  vertauscht, 
welche  so  weit  vom  Ende  entfernt  sind, 
als  die  ersten  vom  Anfang,  so  haben 
alle  Reihen  gleiche  Summen.  Denn  die 
*te  Reihe  ist: 

-!)*+»  . . . 2(*-l)«+2i-l,  2*«, 

— A)  «-f-2« — t-f-1  . . . 2(2«—  *)  « + 2»  — 1, 
*+l  )*. 


Die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder 
beider  Reihen,  die  gleich  weit  von  den 
Enden  stehn,  ist:  4«*  + l,  also  die  Summe 
jeder  der  beiden  Reihen  2*(4«a  + l). 

Es  ist  aber  lcieht  zu  sehen,  dass  bei 
uuserm  Verfahren  diese  Vertauschung 
sowohl  für  die  vertikalen  als  für  die 
horizontalen  Reihen  vorgenommen  ist, 
woraus  die  Richtigkeit  des  Verfahrens 
folgt. 

Fall  III.  Die  Theilo  der  Seite  des 
Quadrats  seien  grade  und  von  der  Form 
4n  + 2. 

Aufl.  Die  Auflösung  beruht  auf  den- 
selben Prinzipien,  als  die  des  vorher- 
gehnden  Falles,  ist  jedoch  complicirter. 
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Man  ordnet  zunächst  alle  Zahlen  von 
1 bis  (4»-f-2)*  in  eine  quadratische  Form, 
derart,  dass  die  1 das  erste  Feld  links 
oben  inne  hat,  wie  dies  hier  für  die 
Werthe  n = l und  «=2  geschehen  ist. 
Die  links  geschriebene  vertikale  Ziffer- 
reihe zeigt  die  Ordnungszahl  der  horizon- 
talen Spalten  an , während  die  Ordnung 
der  vertikalen  Spalten  durch  die  erste 
Zifferreihe  bestimmt  ist.  Durch  die  Ver- 
einigung zweier  dieser  Ordnungszahlen 
ist  dann  jedes  Feld  und  die  darin  be- 
findliche Zahl  bestimmt,  so  nimmt  z.  B. 
in  der  ersten  Figur  die  Zahl  28  das 
Feld  (4,  5)  ein , d.  li.  6ie  ist  die  vierte 
Zahl  in  der  fünften  Vertikalreihe. 

Nun  bilde  man  folgendes  Schema,  das 
aus  2»i  + l Zeilen  und  2m  + 1 Vertical- 
colunmen  besteht. 

In  die  erste  Columne  kommen  alle 
Zahlen  von  1 bis  2/i-J-l  und  neben  ihnen 
ihre  Ergänzungen  zu  4n-|-3.  Die  erste 
horizontale  Reihe  wird  gebildet,  indem 
man  neben  1 noch  n+1  der  übrigen 
Glieder  als  Anfangsglieder  der  Columnen 
schreibt,  diese  Columnen  werden  dann  so 
ausgefüllt,  dass  unter  dem  Anfangsglied 
die  folgenden  in  der  Ordnung,  wie  sie 
in  der  ersten  Columne  stehen,  sich  be- 
finden, indem  man  das  erste  Glied  als 
auf  das  letzte  folgend  betrachtet. 

Die  in  der  ersten  Columne  befindlichen 
Zahlen  werden  mit  den  horizontalen,  die 
der  übrigen  mit  den  vertikalen  Ordnungs- 
zahlen der  Columnen  in  I.  und  II.  iden- 
tificirt.  Die  Glieder  unserer  Quadrate  I. 
und  II. , welche  dann  durch  die  Verbin- 
dung einer  der  Zahlen  der  ersten  Co- 
lumnen aus  unserm  Schema  mit  einer 
der  beiden  in  der  letzten  Columne  be- 
findlichen Zahlen  in  derselben  Zeile  be- 
stimmt sind,  haben  wir  durch  einen  Strich 
unter  der  Zahl  bezeichnet,  diejenigen, 
welche  durch  Verbindung  einer  der  Zah- 
len der  ersten  Columne  im  Schema  mit 
einer  daneben  stehenden  der  vorletzten 
Columne  bestimmt  sind , wurden  mit 
einem  Strich  oberhalb  versehen.  Dieje- 
nigen Zahlen  der  Quadrate,  welche  der 
Verbindung  einer  Zahl  der  ersten  Co- 
lumne mit  einer  dauebenstehenden  ir- 
gend einer  andern  ifn  Schema  (mit  Aus- 
nahme der  letzten  und  vorletzten  Columne) 
entsprechen,  sind -mit  hervorstechender 
Schrift  gedruckt.  Dies  wird  sich  durch 
Vergleich  der  Quadrate  I.  und  II.  mit 
den  hier  beigefiigten  beiden  Schema  er- 
geben. - 

Bier  ist  z.  B.  in  Fig.  II.  51  mit  dem 
Strich  unterhalb  versehen,  weil  sie  der 
Combination  (1,6)  aus  der  letzten  Columne 
als  Schema  entspricht,  76  hat  den  Strich 


Schema  zu  Fig.  I. 
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Schema  zu  Fig.  II. 
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oberhalb,  weil  die  Combination  (6,8)  aus 
der  ersten  und  vorletzten  Spalte  entnom- 
men ist,  68  ist  fett  gedruckt,  weil  die 
Combination  (8,7)  von  der  ersten  und 
zweiten  Spalte  des  Schema  herrührt.  Das 
Quadrat  enthält  nun  4 Arten  Zahlen, 
mit  denen  man  folgendcrmaassen  verfährt. 
1)  Die  weder  gestrichenen  noch  fett  ge= 
druckten  behalten  ihren  Platz.  2)  Von  den 
oben  gestrichenen  vertauscht  man  je  vier 
zusammengehörige,  d.  h.  welche  von  den 
einander  gegenüber  liegenden  Seiten  des 
Quadrats  gleich  weit  entfernt,  wenn  sie 
a • • • b 

die  Stellung  j * haben,  derart,  dass 

c • ♦ • d 
d • • • c 

ihre  Stellung  ] * wird.  3)  Von  den 

(t  • • • b 

unten  gestrichenen  werden  immer  4 zu- 
sammengehörige so  vertauscht,  dass  sie 
o • • • b 


aus  derStellung  ] * in  die  Stellung 


(l  • • • 

5 • « « 
in  2. 
b • • • 


a • • • 


c ♦ • • d 
a 

* 

übergehen  (statt  dessen  kann 
c 

c • • • d 

auch  Stellung  * in  3. 

a • • • b 
c 

genopimen  werden).  So  z.  B. 
d 
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verwechselten  in  Fig.  2 die  oben  gestri- 

3 • • 8 

ebenen  Zahlen  “ j ihre  Stelle,  so 
93  • • 98 
98  • • 93 

dass  daraus  * * wird,  dagegen  gc- 

3 • • 8 

35  . - 36 

hen  die  unten  gestrichenen  Zahlen 

05  • • 66 

66  • • 35 

in  * * über,  wo  die  zuerst  be- 

36  • * 65 

zeichnete  Stellung  gewählt  ist.  4)  Die 
fett  gedruckten  Zahlen  aber  werden  wie 
in  Fall  II.  ersetzt,  man  fängt  nämlich 
die  natürliche  Zahlenreihe  abermals  an, 
aber  von  rechts  unten  beginnend,  und 


füllt  die  den  fett  gedruckten  Zahlen  ent- 
sprechenden Felder  durch  die  nunmehr 
auf  sie  fallenden  Zahlen  aus.  Auf  diese 
Weise  nehmen  die  Figuren  I.  und  II. 
folgende  Gestalt  an. 
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Der  Beweis  der  Richtigkeit  beruht 
auf  denselben  Principien,  wie  der  zum 
Fall  II.  Auf  die  angegebene  Weise  wer- 
den nämlich  in  jeder  Horizontal  - und 
Vertikalreihe  die  Hälfte  der  Zahlen  durch 
die  Zahlen  der  entsprechenden  Reihe  er- 
setzt; der  Unterschied  vom  vorigen  Falle 
ist  indess  der,  dass  mit  den  zurückblei- 
benden Zahlen  Verwechselungen  inner- 
halb ihrer  Reihen  geschehen,  was  natürlich 
die  Summen  nicht  berührt.  Uebrigens 
behalten  die  Diagonal  zahlen  die  Stelle, 
welche  sie  in  der  natürlichen  Zahlenreihe 
einnehmen,  und  somit  gilt  für  sio  das 
oben  in  Fall  II.  Gesagte  ebenfalls. 


Ausser  diesen  Constructionen  gibt  es 
noch  viele  andere,  und  sind  dieselben 
auch  mancherlei  Bedingungen  zu  unter- 
werfen.  So  kann  man  t.  B.  einem 
Zanbcrquadrate  eine  magische  Einfas- 
sung geben,  d.  h durch  Einfassung  ein 
neues  grösseres  Quadrat  bilden,  welches 
ebenfalls  die  Eigenschaft  eines  magischen 
hat. 

Wir  haben  immer  in  die  Quadrate  die 
mit  1 beginnende  natürliche  Zahlenreihe 
gesetzt.  Es  ist  jedoch  ohne  Weiteres 
ersichtlich,  dass,  wenn  man  statt  dessen 
eine  beliebige  arithmetische  Reihe: 
a+A,  ä*4*2 A,  a-f  36,  a- f-46  • • • 
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nimmt,  es  eben  nur  auf  die  Zahlen facto- 
ren  von  b 1,  2,  3,  4 . . . ankommt  und 
mit  diesen,  so  wie  hier  gezeigt  wurde, 
verfahren  werden  kann. 

Was  die  Geschichte  der  magischen 
Quadrate  anbetrifft,  so  sind  sic  wahr- 
scheinlich indischen  Ursprungs,  uud  ha- 
ben wohl  zunächst  als  Talisman  oder  in 
irgend  anderer  Weise  dem  Aberglauben 
gedient.  In  Europa  hat.  soviel  man 
weiss,  zuerst  der  Grieche  Etnanuel  Mo- 
schopulos , der  ums  Jahr  1100  lohte, 
über  magische  Quadrate  geschrieben,  wahr- 
scheinlich auch  mit  Rücksicht  auf  ihre 
angenommenen  übernatürlichen  Eigen- 
schaften, dann  Agrippa  von  Nettesheim 
(gestorben  1535),  welcher  die  Quadrate, 
deren  Seiten  3 bis  9 Zahlen  enthalten, 
aufstelltc.  Er  ist  deshalb  der  Zauberei 
angeklagt  worden.  Rächet  de  Meziriae, 
sein  Schüler,  fand  eine  Methode  für 
alle  Quadrate , deren  Wurzel  ungrade 
ist.  Frcnicle  (im  17.  Jahrhunden)  zeigte 
die  Art,  wie  und  wie  oft  man  Qua- 
drate versetzen  könne , auch  lehrte  er 
den  Quadraten  magische  Einfassungen 
zu  geben. 

Poignard,  Canonicus  in  Brüssel,  schrieb 
1703  über  magische  Qnadrate ; er  zeigte, 
wie  man  z.  B.  cip  Quadrat  von  36  Fel- 
dern in  der  Weise  der  magischen  mit 
nnr  den  6 ersten  Znhlcn  ausfUllen  könne, 
derart,  dass  eine  Zahl  nie  zweimal  in 
derselben  horizontalen  oder  vertikalen 
Reihe  oder  in  einer  Diagonale  vorkomme; 
auch  ersetzte  er  die  arithmetische  Reihe, 
welche  die  Zahlen  bilden  sollen,  durch 
eine  geometrische.  La  Ilire,  welcher 
1705  über  diesen  Gegenstand  in  den 
memoire t de  P acadvmie  geschrieben  hat, 
gibt  ebenfalls  allgemeine  Methoden  Itir 
die  ungraden  Zahlen , und  in  denselben 
Memoiren  hat  sich  1710  Sau vcur  hiermit 
beschäftigt.  Von  Deutschen  ist  Adam 
Riese  (1550)  zu  nennen.  In  neuerer 
Zeit  hat  Moll  weide  (De  quadraHt  ma- 
gicu  commentatio.  Lip$iae  1816)  diesem 
Gegenstände  eine  Schrift  gewidmet. 

Wissenschaftliche  Anwendung  haben  die 
magischen  Quadrate  selbstverständlich 
nicht  gefunden. 

duadrate  (Methode  der  kleinsten). 

1)  Der  Zweck  dieser  von  Gauss  herrüh- 
renden Theorie  ist  es,  in  einer  Function, 
welche  gewisse  Constantcn  enthält,  wel- 
ch« durch  Beobachtung  specieller  Fälle 
su  bestimmen  sind,  diese  Constanten 
auch  dann  zu  bestimmen , wenn  die 
Anzahl  der  Beobachtungen  die  Anzahl 
der  zur  Bestimmung  erforderlichen  Glei- 
chungen übersteigt.  Da  nämlich  in  der 


angewandten  Mathematik,  Astronomie 
Physik  und  in  den  verschiedenen  prak- 
tischen Rechnungen  dergleichen  Beob- 
achtungen durch  Wagen,  Messen  u.  s.  w. 
erfolgen,  jede  dieser  Beobachtungen  aber 
einen  von  verschiedenen  Ursachen  hcr- 
rührenden  Fehler  culhält,  so  wird  auch 
dem  Resultat  ein  mehr  oder  minder 
grosser  Fehler  anklehcn.  Bestimmte 
mau  also  die  Constantcn  durch  nur  so- 
viel Beobachtungen , als  um  die  erfor- 
derlichen Gleichungen  zu  haben  nöthig 
ist,  licsse  dann  gewisse  Beobachtungen 
weg  und  ersetzte  sic  durch  eben  so 
viele  neue  uud  bestimmte  aus  diesen  die 
Constantcn,  so  würden  in  der  Regel  von 
den  Ersten  mehr  oder  minder  abwei- 
chende Resultate  sich  ergeben,  und  man 
wüsste  nicht,  welches  Resultat  dem  andern 
vurzuzichen  wäre. 

Es  empfiehlt  sich  also,  gleich  alle 
gemachten  Beobachtungen , so  viel  auch 
deren  seien,  zu  benutzen,  and  aus  diesen 
die  Constanten  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Fehler,  der  sich  daraus  ergibt,  ge- 
mäss den  Gesetzen  der  Wahrscheinlich- 
keit möglichst  klein  sei.  Der  Zweck 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 
cs,  dies  za  erreichen,  and  sie  ist  also 
als  eine  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf  die  angewandte  Ma- 
thematik zu  betrachten. 

Sei  F(a , 6,  r,  w ...)  eine  be- 

liebige Fnnction  der  Variablen  w.  c,  tc  and 
o,  6,  c stellen  Constantcn  vor,  deren  Zah- 
lenwertbe  durch  Beobachtungen  zu  be- 
stimmen sind.  Man  braucht  dazu  die 
Beobachtung  so  vieler  specieller  Fälle 
als  Grossen  <i,  6,  c . . . vorhanden  sind. 
Seien  in  einem  dieser  Fälle,  up  r,,  w,  ... 
die  Wertho  der  Variablen  m,  r,  ir,  C der 
Werth  von  F(a,  b,  e .. . u,,  r,,  *ct  . . .), 
wie  er  sich  durch  die  Beobachtung  er- 
gibt, so  wäre,  wenn  die  letztere  voll- 
kommen genau  wäre, 

F=C; 

da  aber  dies  nicht  der  Fall  ist,  so 
setzen  wir 

F-C=x 

und  nennen  <r  den  Be obacht ungsfehler. 
Er  ist  desto  kleiner,  jo  besser  die  ( ge- 
brauchten Instrumente  und  je  gewandter 
der  Beobachter  ist. 

Wir  haben  jetzt  gemäss  den  Gesetzen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  be- 
stimmen. wie  gross  die  Wahrscheinlich- 
keit sei,  dass  ein  gegebener  Fehler  x 
wirklich  vorkomme. 

Hierbei  macht  Gauss  folgende  Schlüsse. 

Der  einfachste  Fall  unserer  Aufgabe 
wäre  der,  den  wahrscheinlichen  Werth 
einer  Grösse  (u)  durch  verschiedene  Be- 
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obachtungcn  zu  bestimmen,  die  nicht 
völlig  gleiches  Resultat  geben.  Seien 
die  Beobachtungswcrthe: 

V = C,,  M=C,,  ...  « — Ci, 

so  ist  es  ein  allgemein  angenommener 
Grundsatz,  dass  die  arithmetische  Mitte : 

Ct  + C,+  . . . 4- CH 

H 

der  ■wahrscheinlichste  Werth  von  w sei. 
Von  diesem  Grundsätze  ausgehend,  ge- 
lingt es  Gauss,  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  gegebenen  Fehlers  im  allgemeinen 
Falle  zu  ermitteln. 

Es  sind 

w — C i - X,,  u — Ct=xJ  ...  u — CH  - xH 
die  Beobachtungsfehler  bei  der  Bestim- 
mung von  w,  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  w aber  ist: 

n * 


tf( r)  soll  der  Ausdruck  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  eines  ge- 
gebenen Fehlers  x sein,  also  dio  zu  be- 
stimmende Grösse.  Nach  einem  Satze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (siehe 
Artikel  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  wird 
nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  gleich- 
zeitigen Vorkommens  mehrerer  von  ein- 
ander unabhängiger  Ereignisse  durch  das 
Produkt  der  Wahrscheinlichkeiten  des 
Vorkommens  jedes  einzelnen  gegeben, 
und  es  ist  somit 

W = v(*,)  y(x.)  ...  y(x„) 

der  Ausdruck  fQr  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Fehler  xt,  /,  . . . x«  gleichzei- 
tig Vorkommen.  Setzt  man  also  hier 
hier  in  W für  xt,  x,  ...  ihre  wahr- 
scheinlichsten Werthe,  so  wird  W ein 
Maximum,  d.  h.: 

»r=y(f-C,)  y (f-C,)  ....  y (f-C.) 

sz  Maximum 

und  da  für  diesen  Fall 


also  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

der  Fehler : ~df  ~ 

x,  -f—Cx,  X,  =f—Ct,  ...  X.  - f-C.  wird,  so  ist: 

1 Mf-C,)  , 1 d;(f-C,)  1 i't (f—  C, ) . 

y(f-C,)  df  + v(f-C ,)  df  ‘ y (f-C.)  df 


Da  diese  Gleichung  richtig  sein  muss,  welches  auch  dio  beobachteten  Werthe 
von  h seien,  so  setzen  wir  n — 1 derselben  unter  einander  gleich,  also: 

, c,=c;=c. ...  =c  =c 

und  cs  wird : 

1 «<■/(/■- C.)_  (n-I)  d,(f-C) 


es  war  aber : 


vCf-C.)  df 


,,<S-C)  df 


r=-(c1+c1+’.  . . +c.)=  A(c,  + («-i)C) 

n n 

Wir  setzen  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  indem  wir  noch 


setzen,  also  : 


1 

rn  -iT-*® 

VKa-lHC-C,)]  = -(n-l).At-(C-C,)] 


oder,  wenn  man 

C \-C=B 

setzt,  nnd  durch  (1— n)  B dividirt: 
>/[(!-")  B]  _ Vjß) 

I)  (l-i.) fl  fl  ' 

n ist  zunächst  eine  beliebige  ganze 
Zahl.  Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen, 
dass  sie  eine  ganz  willkürliche  reelle  Zahl 
sein  kanu. 

Denn  setzt  man  zunächst  n = 2,  so 
kommt : 

y,(fl)=-<K-fi), 

also 

y,(— B)  _ B 

-fl  ~ fl  ’ 


da  aber 

-fl  - (a-l)Ä 

ist,  so  folgt,  wenn  man  n — l=s  setzt, 
aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit 
Gleichnng  I: 

<KB) 

II)  fl  sfl  -*B 

d.  h.  » kann  auch  eine  negative  ganze 

Zahl  sein.  — Es  sei  nun  fl  = y,  so  ist, 

wenn  man  in  II)  ß = y,  , = l sclIt: 

2 
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>(;) 


*00 

Y 


ud<1  ausserdem: 

ty  Y 

t t 

woraus  sich  ergiebt,  wenn  man  den  be- 
liebigen positiven  oder  negativen  Bruch 

— = q setzt : 

qy  y 

Es  kann  aber  auch  q eine  Irrationalzahl 
»ein,  da  solche  immer  als  Grenxwerthc 
eines  Bruches  zu  denken  ist,  dessen  Zfih- 
ler  und  Nenner  ins  Unendliche  wachsen 
Wenn  man  also  irgend  einen  angenäher- 
ten Werth  von  dem  irrationalen  q in  die 
letzte  Gleichung  setzt,  so  bleibt  sic  rich- 
tig, und  da  diese  Annäherung  kleiner 
als  jede  gegebene  Grösse  sein  kann,  so 
ist  damit  die  Allgemeinheit  der  Gleir 
chung 

Hß)  Hy) 

Ix'—Slf  -const. 

ß y 

erwiesen,  wo  q y — fl  gesetzt,  und  ß ganz 
beliebig  ist.  Mit  Rücksicht  auf  den  Werth 
von  V'(y)  kommt  nun: 
d.,(y) 

— - const. 

Y't \/)dy 

und  durch  Integration: 

lgf(y)=-«y+C 

wo  const.  = 2 ft  gesetzt  wurde  und  C eine 
neue  Constantc  ist,  also : 

'/M3  cc 

ist  der  Ausdruck  für  das  Vorkommen 
des  Beobachtung8fehlcr8  y. 

So  strenge  diese  Schlüsse  sind,  die 
sich  aus  der  Annahme  ergeben,  dass  die 
arithmetische  Mitte  der  Beobachtungen 
der  wahrscheinlichste  Werth  einer  zu  be- 
stimmenden Constantcn  ist,  so  ist  doch 
diese  Annahme  eigentlich  noch  zu  recht- 
fertigen. 

Die  Formel 

Cx  *t*Ci  + ...  Cm 

r= 

n 

ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

/■-C1+/--C,+  ...+f-C,=0; 

es  ist  also  unser  Satz  gleichbedeutend 
mit  dem,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
der  Grösse  der  wäre,  welcher  sich  er- 
giebt, wenu  man  die  Summe  aller  Beob- 
achtungsfehlcr  gleich  Null  setzt.  Es 


möchte  dieser  Satz  vielleicht  unmittelbar 
einleuchtcn,  für  den  Fall,  wo  *i  = 2 ist, 
denn  die  Formel 

r-c^+r-c^o 

oder 

spricht  eben  nur  aus.  dass  beide  Beob- 
achtnngsfchlcr  (abgesehen  vom  Zeichen) 
gleich  sind.  ■ Ist  nun,  wie  man  doch  an- 
nehmen kann,  irgend  ein  Beobachtungs- 
fehlcr  der  wahrscheinlichste,  so  ist  auch 
am  wahrscheinlichsten , dass  man  einen 
gleichen  bei  jeder  der  beiden  Beobach- 
tungen gemacht  habe , und  da  nicht  an- 
zunchmen  ist,  dass  beide  Fehler  dasselbe 
Zeichen  haben,  da  eben  so  gut  nach  einer 
als  nach  der  andern  Seite  eine  Abwei- 
chung möglich  ist , so  sind  sie  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  zu  nehmen.  In- 
des* selbst  diese  Betrachtung  findet  keine 
Anwendung  mehr,  wenn  n grösser  als  2 
ist.  Es  empfiehlt  sich  also  aus  diesem 
Grunde,  den  Werth  für  die  Wahrschein- 
lichkeit de»  Vorkommens  eines  gegebe- 
nen Fehlers  noch  auf  eine  andere  Art 
abzuleiten.  Wir  thun  dies  nach  Hagen 
(Grundzügc  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, 1837).  Die  Schlüsse , welche  der- 
selbe macht,  sind  folgende: 

Jede  Beobachtung  besteht  aus  ver- 
schiedenen Manipulationen , und  man 
kann  im  Allgemeinen  die  Anzahl  dersel- 
ben als  sehr  gross  betrachten , um  so 
mehr,  da  jede  Manipulation  wieder  1 in 
andere,  und  zwar  so  viel  man  deren  will, 
zerlegt  werden  kann.  Aus  jeder  dieser 
Manipulationen  ergiebt  sich  ein  Fehler, 
der  im  Allgemeinen  als  6ehr  klein  an- 
genommen werden  muss  ; aus  der  Summe 
dieser  vielen  kleinen  Fehler  setzt  sich 
dann  der  ganze  Be obaclitungs fehler  x 
zusammen.  Wir  nehmen  an,  diese  un- 
endlich vielen  kleinen  Klcmcntarfehlcr 
seicu  alle  unter  sich  gleich;  cs  rechtfer- 
tigt sich  diese  Annahme  dadurch,  dass 
jede  Manipnlntiou  doch  wieder  als  aus 
andern  zusammengesetzt  betrachtet  wer- 
den kann.  Sind  also  die  sich  aus  ge- 
wissen Manipulationen  ergehenden  Feh- 
ler ungleich,  so  kann  man  diejenigen, 
welche  grössere  Fehler  geben,  »ich  der- 
art gcthcilt  denken,  dass  schliesslich  die 
Fehler  gleich  werden.  Diese  Gleichheit 
gilt  aber  nur  für  die  absoluten  Werthe 
der  Fehler;  was  ihr  Zeichen  anbetrifft, 
so  nehmen  wir  an,  dass  jeder  derselben 
sowohl  in  positiver  als  in  negativer  Rich- 
tung einwirken  könne , in  der  That  ist 
eins  so  gut  möglich  als  das  andere.  — 
Bezeichnen  wir  nun  einen  dieser  Elc- 
mcntarfchler  durch  q und  sei  2«  die 
Anzahl  aller  Elementarfehler;  der  wirk- 
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liehe  Beobachtungsfehler  summirt  sich 
dann  aus  den  positiven  und  negativen 
g Ist  nnn  der  Fehler  2m  7.  so  kann 
dies  nur  eintreten,  wenn  alle  Elementar- 
fehler  positiv  sind;  ist  er  (2m- 2)  g,  so 
ist  dies  nur  möglich,  wenn  2m — 1 Mani- 
pulationen positive  Elemcntarfehler  und 
eine  einen  solchen  negativ  ergeben,  dies 
aber  kann  nach  den  Gesetzen  der  Cotn- 


binationsrechnung  auf  2m  verschiedene 
Arten  geschehen.  Ist  der  Fehler  (2m— 4)7, 
so  müssen  2m  — 2 Manipulationen  posi- 
tive und  2 negative  ElementArfehlcr  er- 
geben; dabei  sind  — — — Fällemög- 

lich  und  so  fort.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  folgende  Tafel : 


Beobachtungsfehler. 

2mg 

2(m-l)7 
2 (m  — 2)  7 

2(m  — 3)  7 


Anzahl  der  Fälle. 

1 

2m 

2m  (2m— 1) 

I.  2 

2m  (2m -1)  (2m -2) 
1.  2.  3 


2(m  — m)  7 ~0 


2m(2m  — 1)  . . . (m  + 2)(m  + l) 

1.  2.  3 fiT~ 


— 2«7 


2m 

1 


Von  dem  mittleren  Gliede  2'm  — »1)7 
oder  0 an  sind  die  Binomialcocfficienten, 
welche  die  Anzahl  der  Fälle  angeben, 
alle  symmetrisch,  und  die  entsprechen- 
den Beobachtungsfehler  unterscheiden 


sich  nur  durch  die  Vorzeichen.  Wir  kön- 
nen also  der  Tafel  auch  folgende  Ge- 
stalt geben,  indem  wir  27  = r setzen  und 
von  der  Mitte  beginnen: 


Beobachtungsfchler.  Anzahl  der  Fälle. 

2m  (2m  — 1)  (2m  — 2)  . . . (m+1) 

° 1.  2.  3 7~m~~ 


2m  (2m  - 1)  (2m  —2)  . . . (m-f-2) 
i7~2~ 3 . . ....  (m-l) 
2m(2m— l)(2m  — 2)  . . . (m+3) 
1.  2.  3 (m-2j~ 


±,r 

±(i  + l)r 


2m  (2m -i)  (2m -2)  . . . (m  + f + 1) 

1.  2.  3 (m-s) 

2m  (2m  — 1) (m  + s + 2) 

1.  2.  3 (m  — f — 1) 


+mr 

Sei  nnn#r  = x,  (i-f-l)r  = x+  A* , so 
ist  der  Zuwachs  der  Beobacbtnngs- 
fehlor.  Zieht  man  die  Zahl  der  Fälle, 
in  welchen  der  Fehler  sr  von  derjenigen 
Zahl  ab , welche  angiebt , in  welcher  er 
(s-f  l)r  ist,  so  erhält  man  den  Zuwachs 


1 

oder  die  Abnahme,  welche  diese  Zahl 
beim  Uebergange  von  x in  x-f-A*  er- 
leidet; ist  also  tj  die  Anzahl  der  Fälle, 
in  denen  der  Fehler  x Vorkommen  kann, 
so  wird  diese  Zahl  mit  ,',y  zu  bezeich- 
nen sein,  und  man  hat: 

2* 
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y- 


2m  (2m— 1)  (2m  — 2)  . . . (m  -+-*+2) 


1.  2.  3 (m  -i-l) 

2m  (2m  — 1)  (2m  — 2)  . . . (m  4- *4-1)/  m-s  2i  + 1 

1.  2.  3 (m  — *)  \»*4-*4-l  /'  ^»4**4- 1 


2«  (2m— 1)(2m 

T STa~ 


2)  . . . (m  + * + l) 

(m-i) 


oder  da  $—  — =:  war : 

r A* 


y = -y 


(m 

Hierbei  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Zunächst  seien  j,  x,  zwei  beliebige 
Wertbe  von  xundy(  y,  die  zugehörigen 
von  y,  so  geben  letztere  offenbar  das 
Verhältnis  der  Wahrscheinlichkeiten  an, 
in  welchem  diese  Fehler  Vorkommen  wer- 
den , denn  da  die  Wahrscheinlichkeit 
(siche  Artikel  Wahrscheinlichkeit)  der 
Anzahl  der  günstigen  Fülle  durch  die 
Anzahl  aller  Fülle  dividirt  gleich  ist,  so 
ist  da«  Verhältnis  zweier  Wahrschein- 
lichkeiten gleich  dem  Verhältnisse  der 
Anzahlen  yt  und  y,  der  entsprechenden 
Fälle.  Man  kann  also  die  Grosse  y als 
die  relative  Wahrscheinlichkeit  des  Feh- 
lers x in  Bezug  auf  andere  mögliche  Feh- 
ler betrachten. 

Ferner  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die 
6chr  kleine  Grösse  r oder  \x  verschwin- 
dend klein,  also  gleich  dx  sei,  so  ist 
auch  Ay  ~dy.  Die  Anzahl  der  Klemen- 
tarfehler  m ist  dann  als  unendlich  gross 
zu  betrachten.  Der  grösste  mögliche 
Fehler  wir  oder  mAx,  welcher  entsteht, 
wenn  alle  Manipulationen  nach  derselben 
Richtung  gehende  Elementarfehler  erge- 
ben , ist  im  Allgemeinen  als  unendlich 
zu  betrachten,  die  letztgefundene  Formel 
giebt  also , wenn  man  Ax  gegen  2x,  x 
und  A*  gegen  das  unendliche  m:\jt  ver- 
nachlässigt , und  übrigens  durch  dx  di- 
vidirt : 

<ty_  _ 2xy 

dx  tndx  * 


yCs* 

io  — — 


2x4*  a* 

»4*1)  Ax4-x* 

tndx1  wird  wieder  endlich  sein,  da  das 
unendliche  tndx  mit  dem  unendlich  klei- 
nen dx  multiplicirt  ist;  sei  demnach 
1 


mdx  - — , so  er  giebt  sich  : 
« 1 

rfy_ 


dx 


- — 2«txy 


oiler  durch  Integration: 


d.  h. 


lgy  — lgC-tt*x», 


v = ce~°  x 

Dies  ist  der  oben  gefundene  Werth.  — 
Um  die  Constante  C zu  bestimmen  , sei 
für  x-0,  y -yB,  so  kommt  C~y#: 
p — t i*x* 

Da  die  Wahrschcinlichheit  nur  eine  re- 
lative ist,  so  ist  der  Werth  von  y„  durch- 
aus ohne  Bedeutung.  Suchen  wir  aber 
die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens des  Fehlers  x , so  ist  offenbar 
die  Anzahl  y der  Fälle,  in  denen  der  Feh- 
ler x eintritt,  durch  die  Zahl  aller  mög- 
lichen Fälle  zu  dividiren,  welche  w ir  mit 
Sy  bezeichnen,  denn  dies  ist  die  Defi- 
nition des  Begriffs  der  Wahrscheinlich- 
keit. Sei  dieselbe  gleich  tu,  so  ist  also: 


~y 

aber  da  unendlich  viele  Fehler  eintreten 
können: 


r.y  * 


denn  die  Grösse  x kann  ja  allo  Wcrthc  von 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  hat  man: 


4-x  annehmen.  Aus  der 


/ 


folglich 


4" 30  p—  ftax ■ 

x 


dx  : 


i/-° 


di- 


_ V ' * 


ner 


dx 


absolute  Wahrscheinlichkeit  eines  einzel- 
nen unendlich  klein. 

Sucht  man  aber  die  Wahrschcinlich- 
\n  keit,  dass  der  Fehler  zwischen  zwei  ge- 

Es  darf  nicht  befremden,  dass  die  Grösse  gebenen  Gränzen  x0  und  liege,  so 
tu  mit  dx  multiplicirt  ist;  denn  da  un-  ist  die  Summe  aller  zugehörigen  tu  der 
endlich  viele  Fehler  möglich  sind,  ist  die  Ausdruck  für  diese  Wahrscheinlichkeit, 
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die  wir  mit  tr  bezeichnen , d.  h.  da  die 
Summe  die  Integralform  annimmt: 

Namentlich  ist 


«x, 

»=-^r  1 

Vn-I  z. 


dz 


n Z'+J'i  — a’z1  2«  /’z.  —tt’z*  2 nar.  -1' 

,r=rJ-^  rd.e  e 


<u 


der  Ausdruck  dafür,  dass  der  Fehler  ab- 
solut genommen  nicht  grösser  als  x,  sei. 
Das  Integral 

/."‘--■“-irr 

ist  in  endlicher  Form  nicht  darstellbar, 


di 


kleiner  wird  tr  oder  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  ein  Fehler  in  gewissen  ge- 
gebenen Grenzen  eintrete,  mit  andern 
Worten,  die  Resultate  werden  mit  wachsen- 
dem « verlässlicher. 

Derjenige  absolut  genommene  Werth 
, . _ von  x,  für  den  die  Wahrscheinlichkeit, 

jedoch  durch  mechanische  Quadratur  dieser  Fehler  nicht  überschritten 

leicht  annäherungsweise  zu  ermitteln.  Man 
hat  dafür  Tafeln  berechnet,  aus  denen 
sieh  ergiebt,  dass  es  sich  mit  wachsen- 
dem nxt  bald  dem  Werthe  nähert,  den 
es  für  ftxt=ao  annimmt. 


werde,  gerade  j,  d.  h.  für  den  es  gerade 
eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  die  Be- 
obnchtungsresultate  einen  kleineren,  als 
dass  sie  einen  grossem  Fehler  ergeben, 
Die  Grösse  a heisst  auch  Maass  der  heisst  wahrscheinlicher  Fehler;  sei  er 
Präzision,  je  grösser  nämlich  « ist,  je  gleich  p,  so  ist: 


1 _ 2(t  f*  o — n*x*  2 /•  i 

2 =y5.I.  e -=rJ. 


«Q  — i l 

e 


di. 


Hat  man  eine  Tafel,  die  zu  jedem 
rrxt  das  zugehörige  »r  giebt,  so  kann 
man  umgekehrt,  indem  man  = j setzt, 
das  zugehörige  finden,  und  in 

der  That  ergiebt  sich : 

nO-  0.47119360. 

mithin  ist 

O,47693f>0 

*,= — « — 

der  wahrscheinliche  Fehler;  er  ist  folg- 


achtung  ist  , desto  kleiner  ist  der  wahr- 
lichc  Fehler. 

3)  Kehren  wir  jetzt  zu  unserer  Auf- 
gabe zurück.  Es  war,  wenn  F die  ge- 
gebene Function  in  einem  bestimmten 
Falle,  C der  beobachtete  Werth  derselben 
für  diesen  Fall  ist, 

F—C=x 

der  Beobachtungsfehler.  Seien  nun 
F,  F,  F,  ...  bestimmte  Werthe  von  F, 
und  C„  C\,  C,  ...  die  ihnen  entspre- 


lich  dem  Mause  der  Prucision  umgekehrt 

proportional , je  genauer  also  die  Beob-  ebenden  Beobachtungsresultate,  ferner 
/■',  C,  = zv  F,  — C,=z„  . . . h„-Cm=zm 
die  Bcobnchtungsfehlcr,  tu,,  tu,,  tu,  . . . setzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
o'm  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Verkom-  (s.  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  gleich 
mens  derselben,  so  ist  die  Wahrschein-  tu,  tu,  ...  t*>*„  oder  wenn  man  die  vor- 
lichkeit  J2  des  gleichzeitigen  Vorkom-  hin  gefundenen  Werthe  von  tu  einsetzt: 
mens  aller  dieser  Fehler  nach  den  Gc- 

— a*x.a  « -/»*x.*  u — «*xw* 


n = 


Yn* 


dz- ~e 

\n 


dx  . . . —rzz 


d.  h. 


‘ Yne 

+ *rw»1) 


dx, 


Wären  die  Werthe  a , />,  r .'.  . der  in 
F enthaltenen  Constantcn  bekannt,  so 
wäre  Sl  demnach  gegeben.  Da  dies  aber 
nicht  der  Fall  ist,  so  ist  zn  untersuchen, 
welche  Bestimmung  der  a,  A,  c ...  zu 
tTeflen  sei,  damit  das  Resultat  ein  so 
viel  als  möglich  der  Wahrheit  sich  an- 
näherndes sei. 

Hier  ist  nun  folgende  Betrachtung  zu 
machen.  Mögen  verschiedene  Ursachen 
Ax,  At  ...  Am  eine  gewisse  Wirkung 
herrorbringen  können,  welche  bei  allen 
dieselbe  sei , aber  nur  von  einer  der  ge- 


gebenen Ursachen  herrührt,  wir  wissen 
nicht  welche,  und  fragen,  wie  gross  die 
Wahrscheinlichkeit  sei,  dass  etwa  At 
wirklich  die  Ursache  sei.  Möge  Ay  in 
p,  Fällen  diese  Wirkung  herbeiführen 
können,  As  in  p,  Fällen,  und  so  wei- 
ter, so  ist  offenbar  diese  Wahrscheinlich- 
keit   Ei , im  Nenner  stc- 

P 1+F1+  • • • +/’•" 

hen  nämlich , wie  dies  der  Begriff  der 
Wahrscheinlichkeit  verlangt,  alle  mög- 
lichen Fälle,  welche  die  entsprechende 
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Wirkung  herbeiführen  können,  im  Zah- 
ler die  günstigen.  Setzen  wir  voraus, 
dass  alle  Ursachen  gleich  möglich  seien, 
und  jede  von  ihnen  überhaupt  q Erfolge 
habe,  so  ist  unter  dieser  Voraussetzung 
der  gleichen  Wahrscheinlichkeit  aller 
Ursachen  dieses  q für  alle  Ursachen 
AlA1Am  dasselbe;  und  mithin  kann 
man  in  unsern  Bruche  für 


PlP 3 


Pm 


bezüglich 

Pi  - r P»  - r P?  - r 

9 9 9 

setzen,  60  dass  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Ursache  At  stuttgefunden  habe, 

gleich  —~z  wird,  d.  h.  gleich  «1er  Wahr- 
er) 

scheinlichkcit  r,  dass  die  gegebene  Wir- 
kung cintreten  könnte,  wenn  nur  die 
Ursache  Ax  vorausgesetzt  würde,  dividirt 
12  da  db  de  . . . 

L =r 


durch  die  Summe  aller  Wahrscheinlich- 
keiten, die  unter  Voraussetzung  jeder 
der  gegebenen  Ursachen  eintreten. 

In  unserm  Falle  nun  bestehen  die  Ur- 
sachen des  verlangten  Erfolgs  darin,  dass 
irgend  eine  Verbindung  der  Constanten 
n,  6,  c . . . stattfindet,  die  Wirkung  ist, 
«lass  die  Bcobacbtuugsfehler  die  Gestalt 
. xm  haben,  und  die  Wahr- 
scheinlichkeit. dass  dies  unter  Voraus- 
setzung «1er  eben  gegebenen  Ursache  cin- 
trete,  ist  firr|t  also  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  wirklich  die  Constanten  «lie 
Gestalt  <i,  6,  c . . . hatten,  ist  noch 

Obigem  gleich  , wo  im  Zähler  für 

die  Constanten  die  Werthe  «,  A,  c . . . 
zu  setzen,  im  Nenner  alle  möglichen 
Werthe  «lersclhen  von  — -x  bis  -f-x  zu 
nehmen  sind.  Man  erhält  dann  für  die 
verlangte  Wahrscheinlichkeit: 


/-fx  /*+x  r+x 

/ / ...  12  da  db  de  . . 

— X ./  —X  ./  —X 


— kSlda  db  de 


1 r+x  r+  x 

J . J J . . . lldadb  de  . . . gesetzt  ist. 

Diejenige  Auswahl  der  Constanten  wird  thunlich.  Da  dies  unmöglich  ist,  muss 
die  vorthcilhafteste  sein,  für  welche  diese  man  statt  dessen  sich  mit  der  grösst- 
Wahrscheinlichkeit  ein  Maximum  ist.  Hätte  möglichen  Wahrscheinlichkeit  begnügen, 
man  nämlich  Gewissheit,  dass  diese  Con-  Es  ist  also  klida  db  de  ...  oder  12  . . . 
stanten  eine  gewisse  Grösse  haben,  so  als  Maximum  zu  setzen.  Es  war  aber: 
wäre  die  gcnanc  Bestimmung  von  F 


-«»(x^+x,*-!- 


/«dx\" 

(pr) 

welche  Grösse  ein  Maximum  wird,  wenn 


+*■  w»1)» 


Xr*  = *i*  -f  x,*  + 


+ J*m1 


ein  Minimum  ist. 


Somit  sind  die  Constanten  derart  zu 
bestimmen,  dass  die  Quadratsumme  aller 
Bcobachtungsfchler  ein  Minimum  wird, 
daher  rührt  für  diese  Methode  der  Name 
der  kleinsten  Quadrate. 

4)  Es  wurde  bis  jetzt  die  Sache  so 
angesehen,  dass  alle  Beobachtungen 


und  es  muss 

«i**«,  + W + • • • 

ein  Minimum  werden.  Dieser  Fall  lässt 
sich  aber  auch  auf  den  vorigen  zurück- 
führen durch  folgende  Betrachtung.  Da 
«i  . jedenfalls  nur  annäherungs- 

weise bestimmt  werden  können,  so  kann 
man  sic  mit  einem  beliebigen  Grade  der 


gleich  gut  seien  un  i ihnen  gleicher  Ein- 
fluss cingcräumt  worden  müsse , d.  h. 
dass  die  Pricision  a constant  sei.  Heben 
wir  jetzt  diese  Voraussetzung  auf,  und 
mögen  den  Beobachtungen  die  entspre- 
chenden Präcisioncn  ««,,  «»,  . . . em 
zukommen,  so  wird  offenbar: 

*!*  + *,****+  • ..  *f  Ui*  * X„  *), 


+ = -Tr«1  X* 

Genauigkeit  als  Brüche  betrachten,  und 
diese  auf  gleichen  Nenner  i bringen,  es 
sind  demgemäss: 

. . . k't'm* 

ganze  Zahlen,  die  wir  mit  ßt  ßt  . . . ßm 
bezeichnen,  dann  ist: 
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*=Yßlß,  ■•■/»-( 

\X  \ 71/ 

Der  Ausdruck,  welcher  ein  Miniimim  werden  muss,  ist  dann: 


Nimmt  man  nun  an,  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen sei  ßt+ß.  4-  • . . + ßm. 
da  sämmtlichc  ß ganze  Zahlen  sind,  und 

giebt  jeder  die  Präcision  i,  den  ersten 

ß%  den  Beobachtungsfehler  x, , den  fol- 
genden ßt  den  Beobachtungsfehler  .r,, 
und  so  fort,  so  erhält  man  nach  der  in 
2)  gegebenen  Uegcl  den  entsprechenden 
Werth  von  i l ganz  wie  hier. 

Die  Coefficienten  ßtßt  . . * bezeich- 
nen die  relative  Günstigkeit  oder  das 
Gewicht  der  Beobachtungen.  Ks  ist  na- 
türlich nur  abschätzungswcisc  möglich, 
die  Gewichte  von  Beobachtungen  zu  be- 
stimmen. Es  setzt  die  Prüfung  der  In- 
strumente nnd  auch  der  Messenden 
voraus. 

Hat  man  zwei  Beobachtungen  von  un- 
gleicher Genauigkeit,  und  hat  man  sich 
irgend  wie  überzeugt,  dass  bei  der  einen 


der  Fehler  xt  ebenso  leicht  Vorkommen 
könne,  als  in  der  andern  der  Fehler  x., 
so  sind,  wenn  n tttt  die  entsprechenden 
Präzisionen  sind , die  relativen  Wahr- 
scheinlichkeiten des  Vorkommens  dieser 
Fehler,  wie  in  1)  dargethan  ist. 


und  diese  Grössen  sollen  gleich  6ein, 
worauB  sich  ergiebt: 


ir,*  und  trt*t  sind  aber  die  Verhältnisse 
der  Gewichte,  also : Die  Gewichte  verhalten 
sich  umgekehrt,  wie  die  Quadrate  der  als 
gleich  vermutheten  Fehler. 

5)  Da  der  Ausdruck 

*(*•)= *(F-C) 

ein  Minimum  ist,  so  sind  die  partiellen 
Differentialquotienten  nach  fl,  &,  c . . . . 
gleich  Null  zu  setzen.  Man  erh&lt: 


dF  of  dF 

°,  jr(F-CKf  = 0.  s(F-C)x-=  0. 


Ucbrigens  ist  die  Annahme,  dass  die 
Function  F («,  5,  c . . . w,  d,  w . . .) 
dieselbe  Form  für  alle  Gleichungen  ha- 
be , aus  denen  sich  a b e ergeben  soll, 
eine  durchaus  unwesentliche,  und  alle 
bis  jetzt  gemachten  und  künftig  zu  ma- 
chenden Schlüsse  bleiben  richtig,  wenn 
man  für  die  einzelnen  Gleichungen  sich 
die  Form  von  F geändert  denkt. 

Die  Anzahl  unserer  eben  entwickelten 
Gleichungen  ist  offenbar  gleich  der  der 
Constanten  a , b , c . . . und  ist  also 
durch  deren  Auflösung  das  Problem  ge- 
löst. Indessen  werden  die  Gleichungen 
linear,  wenn  fl,  bt  c . . . selbst  linear 
in  F enthalten  sind,  und  auf  diesen  Fall 
lässt  sich,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
die  allgemeine  Aufgabe  zurückführen. 
Sei  also 

F=au+bv+cie  . . ., 
so  werden  unsere  Gleichungen,  wenn 
wir  wieder  f.-C,  — x,,  F -C,  = x_ 
dF  öF 

u.  s.  w.  setzen,  da  = «,  -r-r-  “ r 

da  ob 

u.  s.  w.  ist. 

...  =0 

xt  r,-fx,  r,-fx,  r,+  ...  =0 
xlrl+x,ip1+jrtir1-f  ...  =0 


Da  aber 

x,  -aul-Mrl  + c*'i  — C\ 

u.  s.  w.,  so  erhält  man 
aSu * -f b£uv  4-cZwir-f  • • • — 2uC 
aZur  -f-öJT c*  -fc^ric-f-  . . . —SvC 
a~uic  + bürte + cJEtc*  + . . . = üicC 


Bei  der  Auflösung  ist  es,  namentlich, 
wenn  die  Anzahl  der  Gleichung  gross 
ist,  woblgethan,  die  Wcrthe  der  u und  t 
cinzusctzcn,  und  die  so  entstehenden 
numerischen  Gleichungen  aufzulösen,  statt 
A,  bt  c . . . zuerst  in  Buchstaben -For- 
meln zu  entwickeln.  Da  übrigens  z.  B. 

^ (“+»)*— 

ist,  so  lassen  sich  die  Coefficienten  der 
Unbekannten  fl,  6,  c immer  auf  Quadrate 
zurücklühren , und  daher  wird  eine  Ta- 
fel der  Quadratzahlen,  wie  sie  hier  im 
Artikel  Quadrat  sich  befindet,  wesent- 
liche Dienste  leisten. 

Wenn  nun  die  Grössen  F(a,  6,  c 
...  ii,  r,  ir)  nicht  lineär  sind,  so  kann 
man  folgendes  Verfahren  cinschlagen. 
Man  berechne  ans  einer  beliebigen  An- 
zahl der  Beobachtungen , die  gleich  der 
der  Constanten  <i,  b,  c ist,  die  letztem 
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seien  A,  R,  C . . . die  so  gefundenen 
Werthe,  man  kann  dann  allgemein  setzen: 


a = A + n,  h-B+ßy  c~  C-\-y  . . ., 


wo  A,B,C  die  gefundenen  Zuhlcnworthe 
nnd  a,ß,y...  im  Allgemeinen  nur  klein 
sind.  Betrachtet  man  nun  a,ß,y  als  die 
zu  bestimmenden  Constanten,  so  ist 
F(a,b,c. . . v ,r.ir. . .)  = F(A,B,  C. . . *. r.tr. . .) 

ÖF  dF  oF 

+ JItt  + Tuß+  ocr+-’ 


wo  F in  den  partiellen  Differenziahpio- 
tienten  immer  die  Funktion  F (A,R,C  . • . 
w, t,ic  . . .)  bedeutet , und  wo  die  höhern 
mit  n*,  aß...  mnltipli«  irten  Glieder  der 
Taylorsehen  Reihe  wegen  ihrer  Kleinheit 
ausser  Betracht  kommen.  In  diesen 
Gleichungen  ist  a,ß.y..  . aber  linear  ent- 
halten, und  das  oben  entwickelte  Ver- 
fahren hat  statt  Sollte  man  die  sich  so 
ergebenden  Werthe  von  a,ß, y...  nicht 
für  hinreichend  genau  halten , so  setze 
man: 


Aj-a~Ar, 

nehme 

a = y4'+«',  b-Bf+ß\  c=C+/  . . . 
und  wiederhole  das  obige  Verfahren,  wo 
dann  y'  die  neuen  viel  kleinern  Un- 
bekannten sind,  mit  denen  man  die 
Werthe  der  früheren  verbessert. 

Der  einfachste  mögliche  Fall  ist  der,  wo 


aus,  so  lässt  sich  dagegen  der  Satz  von 
der  arithmetischen  Mitte  erweisen. 

6)  Die  durch  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  erhaltenen  Werthe  von 
ä,  b,  c . . . sind,  obgleich  die  wahrschein- 
lichsten, doch  nie  völlig  genau.  Hatte 
man  dergleichen  Werthe,  so  könnte  man 
ancli  die  Beobachtungen  rectificiren,  und 
die  Fehler  derselben  r , — Cgnar,  u.  s.  w. 
bestimmen , woraus  sich  dann  auch  die 
Prürision  a nnd  der  wahrscheinliche  Fehler 

0,4769360  . _ - 

(>  — — ergeben  wurde.  Da  aber 


die  genauen  Werthe  von  «,  &,  e.  . . nicht 
bekannt  sind,  so  kann  es  sich  nur  darum 
handeln,  von  den  letztgenannten  Grössen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  zu  ermit- 
teln, und  nach  der  Wahrscheinlichkeit  zu 
fragen,  welche  stattfinde , dass  zwischen 
diesen  wahrscheinlichsten  und  den  wahren 
Werthcn  eine  gewisse  gegebene  Differenz 
stattfinde. 

Diese  Betrachtungen  sollen  hier  noch 
ansgeführt  werden. 

Der  Werth  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
irgend  eine  Verbindung  der  Constanten 
fl,  b,  c stattfinde,  war  nach  2) 

L = klldadbdc  . . . , 


wo 

1 _ r+OC  f+ oc  /’-foo 

A ./  _ —x 


lldadbdc  . . . 


F - a 

ist,  also 

ii  = 1,  e = ir  = . . . =0, 
in  diesem  Falle  ist  also  nur  der  wahr- 
scheinlichste Werth  einer  Constnnte  a 
durch  Beobachtungen,  deren  Anzahl  m 
sei,  zu  finden.  Die  Gleichung 

a^a1 + 4-c^«»c4-  . . . zzSuC 

verwandelt  sich  hierbei  in 

JC.  ••  ■+£? 

m 

wo  die  Ausdrücke  C die  beobachteten 
Werthe  von  F oder  a sind,  d.  h.  der 
wahrscheinlichste  Werth  einer  durch  Be- 
obachtungen zn  bestimmenden  Constante 
ist  die  arithmetische  Mitte  aller  Beob- 
achtungen. Von  diesem  Satze  ging,  wie 
wir  sahen,  Gauss  aus,  und  leitete  von 
ihm  den  Ausdruck  für  die  Wahrschein- 
lichkeit des  jedesmaligen  Fehlers  ab. 
Geht  man  von  der  Hagensehen  Annahme 
/uddry*  — a*2(x+Jx) 


ferner 


Unter  «,&, c ...  sind  die  durch  die  Me- 
thode der  kleinstcnQuadrate  gegebnen,  also 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  dieser  Con- 
stante jetzt  zu  verstehen;  nnterx,  j-,  . . . 
die  denselben  entsprechenden  Fehler,  das 
Maximum  von  Sl  sei  ferucr  jetzt  durch 
io  bezeichnet  Mögen  nun  diese  Con- 
stanten sich  um  sehr  kleine  Werthe  Ja, 
cf 6,  Je  ...  ändern,  so  dass  die  Fehler 
ebcn-fulls  um  <fx(,  Jxt  . . . wachsen. 
Das  Gesetz  dieser  Aendcruug  von 
a, b,c  ...  ist  ein  beliebiges. 

Da  nunmehr a,  b,c...  constant,  Ja,  Jb , 
Je  ...  als  veränderlich  betrachtet  werden, 
so  ist  für  da: 

d(a+Ja)z:dJa, 

ddx  für  <Lr  u.  s.  w.  zu  setzen,  also: 


=u*e 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  eine 
Verbindung  von  Werthen  um  Ja,  Jb, 
de  .. . von  den  gefundenen  a , b,  c . . , 


abweiche,  ist  gegeben  durch  Gleichung: 
L — kildJadJbddc  ... 
wo 


Digitized  by  Google 


Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  25  Quadrate  (Methode  derkleinsten). 


d.  li. 


i_/*oo  r x /■  x 
* •/  ./  ./  • -ßdefaUJ bfiJc , . . 


da  u’  <)A 


W ir  können  aber  auch  vorausseticn,  und  da 
dass  die  Function  Feine  lineare  Function 
ron  a,b,  c ...  sei,  da  sich  die  Aufgabe 
ja  immer  auf  diesen  Fall  zurückführen 
Hess.  Es  ist  dann  auch  itj ■ eine  lineare  **’  80  *mt  man  : 

Funktion  von  Ja,  Jb,  Je..  . nämlich  Jx=±Lja+±  M* 

• ob  de 

Jx  = UJa+rJb+*Je  es  wird  dann: 

r(-«0'---W.=2r(4)./.  + ..(4>)„+  . . . 

Da  aber  Jf.rJ  ein  Maximum,  also: 

= 0 
uo 

war,  so  hat  man : 

L=ka,e-<''z('t')\jaHHdJc 


_ da-  da: 

Zar— — - Xx — 

da  db 


wo  die  Jx  durch  die  Gleichungen 
Idz-,  =u1<fa  + r,<f/i  + irl(fc+  ...i 
1^^**  — Ujdad-rjdÄd-iCjded-  . 
gegeben  sind,  und 


Tat» 

äu  setzen  ist,  L ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
«lass  die  wahren  Werthe  der  Constanten  die 
Lnterschiede  Ja.  Jb,  Je  von  den  gefunde- 
nen wahrscheinlichsten  haben.  Buchen 
wir  jetzt  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  der  wahre  Werth  nur  der  ersten  Con- 
stantc  um  Ja  von  dem  wahrcchemlickstcn 
abwc'che,  wahrend  die  andern  Constanten 
'olhg  unbestimmt  bleiben.  Diese  ist 
offenbar: 


M = kudJaf  + X /'+x  /*+* 

./  — ao  ./  -x  ./  -x  ‘ ‘ ' L dJbdJc  . . ., 

denn  sic  ist  gleich  der  Summe  aller  Wahr-  anf  ,IA  ,r„  -•  i . v , , 

schemliehkeiten,  dass  a und  Ja  wächst  m-iren  ’ n’  ü ®b,Cr  “,nf  <fa  10  lntc* 
während  die  Zunahme  von  b und  c alle  ferm/  l&86‘  sich 

möglichen  Werthe  von  -xbis  +xnn  ^ Jer  Otachnngen  für  dar,,  Jx,  ... 

nehmen  können,  cs  ist  .Vo  in  Beeng  ‘ a"f  d,e  *0rm 

^ = ja^+j^,  + {et  + 'ix«eJaJb  + 2i'uicJa/e+  ... 

+22vwi)bJc+  . . 

Ks  «■ÄÄriÄXr:  jr 

du,  Jb,  Je,  und  kann  also  in  eine  Summe  ben  m " C"nSta,,U,n  aninden,en*  di™'- 

::Ärdtlt  werdcn  (,iche  • °'a*  ■ • ■ : 

bezeichnen.  dann  ist: 

* J = <*M  ... 

1 + »/«)*...  +(«  . Ja 


+ *,  -da  - 

«.N  I »-I 


• ■ - ^%_,^1du>_1+e._1d«)*+(.tfa)* 


^d«C  >■  w.,CeUbenC,ts”lC"  wls0^*"  8i”d’  die  ’ich  ans  dcn  Ausdrücken  Zu», 

ei/at+et/a2+  ■ • ■ + Y/n=;, 


■ + «/«=** 


so  erhält  man: 


* < ,d«  , + e 

*— t..— i .—I  h 


.Ja 


= 1 
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p+ao  p+ao  p t-x 
./  — x ./  — x./  —ao 
1 /'+0C  p + ao 

*1,1* 2,2  ••  -*•'  -*  e 

-CD 


d<taLddat  . 

-«•(V  + V + 

dl,  di. 


t»_l*+(eda)>) 
. rfi.-i 


v«~t  e 


— ftaf 1 Ja* 


1, 1*2,2  • ■ • '■»— 1, »— * 

« V"1  — «*e*(ta1 


kmdJa  /l  , V*-* 

also  #= 1 — 1 e 

*1,1  *2,2’  • • *«-l,a-l\  « / 


//,  = «e 


(1) 


In  1)  fanden  wir  für  die  Wahrscheinlich-  . - . kann  man  ganz  ähnliche  Aus- 

keit  eines  bestimmten  Bcobachtungsfeh-  drücke  bilden : 

1/  , - 

lers  den  Ausdruck:  1 wo  a , 

V* 

die  Präcision  der  zugehörigen  Beobach-  (2) 

tung  war;  unsere  Pricision  in  der  Be-  indem  man  e e so  aus  e entstehen 
Stimmung  des  wahrscheinlichsten  Wer-  lÄsst , dass  man  in  diesem  Ausdrucke 
thes  der  Con6tante  a wird  also  sein:  « mit  ai  oder  a mit  «,  u.  s.  w.  ver- 

II  _ . tauscht. 

n — ae’i  Zur  Bestimmung  der  Grösse  k hat- 

Für  die  andern  Constanten  b,  c . . . oder  ten  wir; 

{ =*/*+x  /+x  r+~e-m,U*' **•""*'-  •. 

* ./  — 00 ./  -«,/  —X 

wie  sich  ergiebt,  wenn  man  für  11  seinen  Werth  setzt.  Dieser  Ausdruck  aber 
liest  sich  wie  oben  finden,  wenn  man  noch  eda  = I seist : 

i , -n*(il>  + i1*-t-..  + i>  ,+A*) 

k~r~i » :/  I I •••e  di. ...  di  .di 

* *1,1  *2,2  •••'«—  t,  ,—t*./  —00./  —X./  —X  * “* 



*»-t,  «-1  \ « / 

Was  endlich  den  Ausdruck  für  e anbe- 


e • *1,1  '2,2 

M=~e-,l'<Sa' 

\n 


und  eben  so: 


V * 
r n 


da  en  = H war. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  bei  Be-  wo 
Stimmung  von  x war  nach  (1) 

0,4769360 
C = — ’ 


trifft,  so  crhllt  man,  wenn  man  die  Reihe 

*1,1  *1.»  ' ‘ ' *t  *2  » ’ ' ' *2,»-l 

*1  ’ ‘ *»-l,»-l  *•-!* 

mit  der  im  Artikel  Quadrat  anfgcstellten 

Reihe  der  b vergleicht,  b*  also  wie 

am  Schlüsse  dieses  Artikels  dargethan 
worden  ist : ! \ 

n- 


A = 


jetat  wo  // --  en  an  die  Stelle  von  n 
tritt,  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  in 
der  Bestimmung  der  Constanten  a: 

_0, 4769360  _ p 


•£(*)’  2(ur)  Jifiiir) 
z(m)  jh)'  Z(tw) 
Z(ut)  Z(ur)  Z(*)' 


und  Ai  die  betreffende  Unterdetermi- 
nante ist,  die  sich  mit  Weglassung  aller 
mit  u behafteten  Glieder  ergibt,  also: 


und  ebenso: 


P P 

p*=<q>  e»=7n 


Ai  = 


J(r)>  JT(r«r) 
Z(rtc)  Z(t 0* 
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Diese  Betrachtungen  geben  ein  Resultat,  welches  die  Rechnung  wesentlich  er- 
leichtert. 

Es  waren  nämlich  diejenigen  Gleichungen,  woraus  die  wahrscheinlichsten 
Werthc  der  Constanten  bestimmt  wurden: 

a J£(v)%  4-  b 2 (ut)  4-  c 2‘(u*c)  -f  ...  ~ ZCu 

a JS-(mc)  -f  b v(r)*  4-  c ^(rir)  4-  . . . = 2Cv 

a 2(uw)  4-  b 2(vw)  4-  c 2(tr)2  4-  • . . = 2Ctr 


und  die  daraus  zu  berechnenden  Werthc  der  Constanten  nehmen  die  Form  an : 

« = A ZuC+A  O ZtC+A  W ZtrC+  . . . 

4 = /llZ«C+i410  ZvC+aW  Z*C+  . . . 
c = A,ZuC+A,W  ZiC+A,W  s*c+  . . . 


Aa«  der  Theorie  der  Gleichungen  folgt  »her,  dass  A - ist.  ebenso  ist  A , der- 
jenige Werth  der  ans  — entsteht,  wenn  man  w mit  r vertauscht  u.  s.  w. ; es 

A 

ist  also  auch: 


H-a 


c) 

e — 


//= 


JX, 

I 3?  \ A (*> 


... . //,—■»  /__! — 

(*)  r a (*) 


also : 


1 


AX1  ' AL- 

q/a,  f,=ej /Ay\  P,=e I A(') ... 

Diese  Bemerkung  erleichtert  die  Rechnung,  wenn  die  Grössen  A , A / \a^  ^ be- 
reit« bekannt  sind. 

7)  Es  wurde  im  vorigen  Abschnitt  Werthc  der  Constanten,  2x2  die  Sum- 
die  Präeision  a der  gegebenen  Beob-  men  der  Quadrate  der  wahren  Beobach- 
achtung immer  als  bekannt  vorausgesetzt,  tungsfchler  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
Da  die  Bestimmung  derselben  aber  im  dass  den  beobachteten  Werthen  Ct  C,... 
Allgemeinen  nnthunlich  ist,  so  muss  man  C « ein  gegebenes  « entsprochen  habe, 
sich  begnügen,  den  wahrscheinlichsten  ist  dann,  wie  früher  erörtert  wurde, 
Werth  dieser  Grösse  zu  ermitteln,  und  o fidt( 

dies  geschieht  auf  folgende  Art.  Der  -.l£Lda 

Ausdruck: 


(m/j-vn  — K* 

V«)  e 


Sldtt 


1 _ /' 4-x 


Sldn 


zeigte  die  Wahrscheinlichkeit  an,  welche 
dafür  stattfand,  dass  sich  die  Bcobach- 
tuugswerthe  C\,  C,  ...  C\  für  die  zu  zu  setzen  ist. 

bestimmende  Function  ergaben.  Man  Für  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
denke  sich  darin  jetzt  die  Grössen  a b c Prucision  muss  dieser  Ausdruck  ein 
constanu  und  n veränderlich;  dies  findet  Maximum  sein.  Zu  dem  Ende  ist  also 
z.  B.  statt  wenn  a , 6,  c die  wahren 

dJi  "’l/  d.r\n  — r»,J fx*  _ (ndx\n  — u£x2 

' - ntx  \ ,~  \ e 


du 

zu  setzen;  dies  gibt: 


'/  dj-\n  — r»*Xr*  /ndx\n  - 


= 0 


Digitized  by  Google 


Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  28  Quadrate  (Methode  der  kleinsten). 


« = J " 

1 22x> 

als  wahrscheinlichsten  Werth  der  Pritci- 
sion.  Es  wird  dann,  da 

0,4769360 
p = S 

der  wahrscheinlichste  Fehler  war,  jetzt 
g - 0,4769360  l 

Man  kann  nun  ganz  denselben  Weg 
cinschlagen,  der  in  Abschnitt  6)  in  Be- 
zug auf  die  wahrscheinlichsten  Wertho 
von  n,  by  c ...  eingeschlagen  wurde. 
Wir  verstehen  also  jetzt  unter  « immer 


«-f  da  ein  beliebiger  Werth  der  Präcision. 
Es  ist  dann,  wie  oben  gezeigt  wurde  : 

j (“ + 1«)**  j - e - ( g 4-  du )'  2 X » 

» n J 


-(■+£)' 


ß—da('2'\+dn)2x1 


und  wegen  der  Gleichung 


den  Ausdruck 


also : 


2m* 


Vts 


also  die  wahr- 


/tf«  lcf«*\ 

Ji=w(1+^)*c~"VT+2^ 


scheinlichstc  Präcision, unter  wden  entspre- 
chenden grössten  Werth  von  ily  endlich  sei  zu  6ctzen.  Man  hat  aber: 


1 + 


also  auch : 

du  / ld«  v 

~ n 1 h • • • I 

Sl  = oi^  « ' 6 « ' 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  gegebenen 
Wcrthes  der  Pr&cision  n-fd«,  ist  dann, 
wenn  man  ganz  wie  in  6)  verfahrt: 
S-lSidduy 
wo 

1 /*>x 
- r / Slddu 

I •/  — ec 

zu  setzen  ist.  Es  ergiebt  sich  aber 
nüttels  des  Werthes  von  Sl: 


also  da  dieser  Fehler  positiv  und  nega- 
tiv sein  kann,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit — dass  die  wahre  Präcision  sich 
in  den  Grenzen: 

/ 0,4769360\  / 0,4769360\ 

"l1-“ pF) UDd  n(1+“l /T5) 

befinde.  Denn  nach  der  Definition  des 
wahrscheinlichen  Fehlers,  war  ja  dessen 
Wahrscheinlichkeit  Diese  beiden  Aus- 

drücke heissen  daher  wahrscheinliche  Gren- 
zen der. Pr&cision.  Eben  so  sind: 


d«1/  ld«  \ 

— . (1— s- — 1- ...| 
s=lme  “ ' ® " ’i 


dJa 


t 0,4769360  und  0.4769360 

Vn  1+  Yt 


oder  wenn  wir  nnnchmen,  Ja  wSre  im  “d*1  wcnn  man  die  höheren  Potenten  Ton 
Vergleich  mit  « nur  sehr  klein:  1 

vernachlässigen  kann: 

Szzluß  * «*  ddu  / 0,47693G0\  / 0,4769360\ 

Dieser  Ausdruck  mit  dem  schon  früher  \ Yn  ) * \ / 

betrachteten  <lx,  welcher  die  die  »atir.cheinlichen  Grenzen  des  wahr- 


Vn 

Wahrscheinlichkeit  des  Beobachtungsfeh- 
lers darstellte,  verglichen,  zeigt,  dass 

V» 

a 

der  Werth  dcrPrftcision  für  unsere  Grösse 
« ist;  der  wahrscheinliche  Fehler  in 
dieser  Bestimmung  ist  dann : 

0,4769360  . « 

V» 


schoinlichcn  Beobach  tu  ngsfchlcrs. 

Es  spielt  in  diesen  Betrachtungen  der 
Ausdruck 


/*Xr» 


. V2 


«1^  a 
eine  Holle  , sein  Quadrat  ist  die  arith- 
metische Mitte  aus  den  Quadraten  aller 
Beobachtungsfchlcr.  Man  nennt  daher 
auch  diesen  Ausdruck  den  mittleren  Feh- 
ler; es  ist  dann: 
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( n f 

n = )'2i(öi=«'yf 


0,707 1008  draten-Snmme  der  wahren  Bcohnchtungs- 

— — • und  fehler  haben,  sind  unter  r,  x,  ...  die 

wahrscheinlichsten  Bcobaehtungsfehler 
verstanden,  so  ist  also 

,_y'£(f±<fx)* 


pn  0,4769360  ^ - 0,6744897  >. 

Da  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  t , 

die  arithmetische  Mitte  aller  Fehlcrqua-  zu  setzen,  und  man  kann  für  2(x4-  dx)1 

(1  rate  iet  BA  ist  a rtnVi  .1  .loa  u-nkee.,1,«:«  J 1 I • . . / 


wieder  den  wahrscheinlichsten  Werth  die- 
ser Grösse  subsiituiren.  Ganz  wie  in  6. 
setzen  wir  unter  Voraussetzung  der  li- 


drate ist.  so  ist  auch  **  das  wahrschein- 
lichste aller  Fchlerquadrate. 

8)  Um  den  mittleren  Fehler  t zu  fin  WI11W  . ..raBWtl 

den,  müsste  man  2(x)*  oder  die  Qua-  nearen  Form  der  Function: 

(x  + Jx)  * — Zx*  = 2(uJa  4-  tJb  4-  in fc  + • . 

also 

-(•ff  dx)  * = 2 x*  -f-  Jf  ( uJa  -f  vJb  -f-  ic<fc)*,  und 
Jfx*  ist  bekannt.  wurde  in  6)  auf  die  Form  gebracht: 

V+V  + 4-Aa  ,4-Aa 

»—l 

nach  b)  aber  war  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  dieses  Fehlers: 


kwC 


-«■(V  + 4-4*  4-4a) 


ddadJbddc  =z 


Es  ist  hier  t als  Anzahl  der  Constan- 
zen genommen , um  es  von  « , welches 
jetzt  die  Anzahl  der  Beobachtungen  an- 
zeigt, zu  unterscheiden. 

Da  nun  die  Wahrscheinlichkeiten  des 
Vorkommens  von  lt,  ...  nach  dem 
Obigen  gleich 
« — n 

^ dl"  Hl 

^■(urJd+rJA-f  ic<Jc4-  . , 
zu  setzen,  und  man  hat  mithin 

Es  war  aber: 

^(x+cfx)*  = »w* 

also 
oder 


— a92X* 
ktce  dlt  ...  dk,-\di 


sein  müssen  (da  ~t=.C 
Vn 


(*-j)»*  = 

■VS 


‘ * *8-1, *-| 

3 

dx  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  von  x 
war),  die  wahrscheinlichsten  Werthc  die- 
ser Quadrate  aber  durch  die  Grösse 

**  = vorigen  Paragraphen  gege- 

ben wurden,  so  ist  der  wahrscheinlichste 
Werth  von 

« * 

genstand,  welche  seiner  Ucbersetzung 
von  Naviers  Differenzial-  und  Integral- 
rechnung (Hannover  1848)  angehftngt  ist. 
Diese  Abhandlung  ist  überhaupt  bei  die- 
sem Artikel  benutzt,  obgleich  mit  man- 
cherlei Ergänzungen  und  Vervollständi- 
gungen. 

Es  soll  das  specitische  Gewicht  des 
legirtcn  Silbers  als  Funktion  seines  Fein- 
gehalts dargestellt  werden.  Sei  v der 


Dies  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  des  tlc8  Silbers  in  Grän  (die  Mark 

mittleren  Fehlers,  $ ist  die  Anzahl  der  Z,U  Grän),  n das  specitische  Gewicht 
Conatanten,  n die  der  Beobachtungen  7C*.  ^ffirunff  verwandten  Kupfers, 
2x*  die  Summe  der  wahrscheinlichsten  , , ^unu“me  dcs  specifischcn  Gewichts 

VahiArnnadrota.  »«-.i..-  .1 , der  Legirung,  wenn  der  Feingehalt  um 


Fehlerquadrate;  es  werden  dann  die  wahr 
scheiulichsten  Werthe  der  Präcision: 

0,7071068 

t 

und  des  wahrscheinlichen  Fehlers : 
q = 0,6744897/. 

9)  Ein  einfaches  Beispiel  dieser  Mo- 


ein  Grän  vermehrt  wird,  dann  ist 
F—a+bv 

die  gesuchte  Funktion,  a und  b sind  zu 
bestimmen. 

Es  sind  nun  95  Beobachtungen  ge- 
macht, welche  die  folgende  Tabelle  ent- 
hält, C ist  das  beobachtete  specitische 
Gewicht  der  Legiruugcu,  sämmtlich  in 


- — UKOVI  utniwii  IICI  UVgiruUgCU,  B 

tnode  entnehmen  wir  einer  Abhandlung  geprägten  Münzen  bestehend , r der  gc- 
von  Theodor  Wittstein  über  diesen  Ge-  sctaliche  Feingehalt  derselben. 
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Tafel  1. 


t 1 

C 

* 

C 

r 

T: 

r 

— V 

1 

286 

10,492 

25 

259,2 

10,315 

4»!  240 

10,190 

73 

162 

9,746 

2 

10.487 

26 

— 

10302 

50 

— 

10198 

74 

150 

9.663 

3 

— 

10.458 

27 

— 

10.289 

51 

— 

10.202 

75 

— 

9 662 

4 

— 

10.480 

28 

— 

10289 

52 

— 

10.203 

76 

— 

9,64»; 

5 

_ 

10.506 

29 

10.271 

53 

— • 

10189 

77 

— 

9,640 

6 

10.497 

30 

10.300 

54 

216 

10.100 

78 

9,667 

7 

— 

10.467 

31 

— 

10,288 

55 

— 

10.092 

79 

■ 

9.662 

8 

28-1 

10,464 

32 

10.273 

56 

— 

10.072 

80 

— 

9.681 

9 

2664 

10374 

33 

— 

10,291 

57 

— 

10.067 

81 

— 

9,672 

10 

_ 

10.346 

34 

— 

10,281 

58 

— 

10,074 

82 

144 

9,637 

11 

_ 

10.351 

35 

_ 

10,272 

59 

— 

10.073 

83 

126 

9532 

12 

— 

10,355 

36 

252 

10.260 

— 

10.055 

84 

108 

9.439 

13 

— 

10,373 

37 

250 

10,265 

61 

213 

10,068 

85 

96 

9,385 

14 

264 

10,332 

38 

— 

10.261 

62 

193 

9,944 

86 

— 

9.383 

15 

261 

10.306 

39 

— 

10,257 

63 

192 

9.890 

87 

90 

9.333 

16 

260 

102112 

40 

— 

10.250 

64 

190 

9,888 

88 

— 

9,306 

17 



10.274 

41 

— 

10.252 

65 

— 

9.931 

89 

— 

9.317 

18 



10321 

42 

240 

10.237 

66 

168 

9.810 

90 

64 

9.203 

19 

259.2 

10,314 

43 

— 

10  211 

67 

— 

9,776 

91 

' — 

9,196 

20 

10.309 

II 

— 

10.211 

68 

— 

9,767 

92 

63 

9.196 

21 

_ 

10.296 

45 

— 

10.208 

69 

— 

9,765 

93 

— 

9.237 

22 

10.282 

46 

— 

10,207 

70 

— 

9,744 

94 

— 

9.153 

23 

10.297 

47 

— 

10.204 

71 

— 

9.766 

95 

9,197 

24 

- 

10,316 

48 

— 

10,202 

72 

— 

9,768 

Die  in  A)> schnitt  3 gegebenen  Glei-  menilen  Summen  lä**t  (ich  erleichtern, 
chungcn  für  die  wahren  Wertlie  der  wenn  man  diese  Summen  für  diejenigen 
konstanten  sind  jetat,  da  u = l,  i'«  = 95  Beobachtungen  einzeln  ausrechnet,  wcl- 
ist,  95o  + i(»)  .t~XC  ehe  zu  demselben  r gehören,  wie  z.  B 

X(r)  + l(t') . b~X(rC)  die  Werthe  1 bis  7,  und  dann  alle  Par- 

Die  Berechnung  der  hierin  vorkom-  tialemnmen  adilirt,  also: 


-*(«•) 

X(f) 

XC 

JT(eC) 

1-7 

2002 

57572 

73.386 

20988,4 

8 

2K4 

80656 

10,464 

2971,8 

9-13 

1332 

854845 

51,798 

13799.0 

14 

69696 

10,332 

2727.6 

15 

261 

68121 

10.306 

2689.9 

16-18 

780 

202800 

30.907 

8035.8 

19-35 

4406.4 

1142139 

174  985 

45356,1 

36 

252 

63604 

10  260 

2585,5 

37-41 

1250 

312500 

51,285 

12821,3 

42  53 

2880 

691200 

122.462 

29390.9 

54-60 

1512 

326592 

70,583 

16235,1 

61 

213 

4534»9 

10.068 

2144,5 

62 

193 

37249 

9.944 

1919,2 

63 

192 

.36864 

9.890 

1898.9 

64-65 

380 

72200 

19,819 

3765,6 

66-72 

1176 

197568 

68,396 

11490.5 

73 

162 

26244 

9.746 

1578,9 

74-81 

1200 

180000 

77.293 

11594.0 

82 

144 

20736 

9,637 

1387,7 

R3 

126 

15876 

9.532 

1201.0 

84 

108 

11664 

9,439 

1099,4 

85-86 

192 

18432 

18.768 

1801,7 

87-89 

270 

24300 

27,956 

2516.0 

90-91 

128 

8192 

18,399 

11,775 

92-95 

252 

15876 

36,783 

2317,3 

Summa 

19959,4 

4595195 

952,388 

202413,0 

Digitized  by  Google 


Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  31  Quadrate  (Methode  der  kleinsten), 


Diese  Werthe  in  die  beiden  Qleicbun-  Uoi  die  Genauigkeit  der  einzelnen 


gen  für  a und  b gesetzt  geben: 

95«  + 19959,40  = 952.388 
19959,4« +45951956  = 202413,0 
hieraus  folgt: 

a-  8,81297,  6 = 0,0057095 

also 

F= 8,81297  + 0,005695r. 


Beobachtung  zu  prüfen,  berechnet  mau 
für  jedes  in  der  ersten  Tabelle  enthal- 
tene v das  zugehörige  F mittels  dieser 
Formel.  F—C—x  ist  dann  der  Beob- 
nehtungsfehler.  Derselbe  und  sein  Qua- 
drat ist  in  der  folgenden  Tafel  ent- 
halten. 


I 


I 

I 


I 

! 

i 

i 


i 


i 


L 


I 


m 


Tafel  3. 


I * 


1 



0.002 

0,000841 

2 

I — 

24 

570 

3 

+ 

5 

25 

4 

! — 

17 

289 

5 

— 

42 

1704 

0 

— 

34 

1150 

7 

— 

4 

10 

8 

. — 

12 

144 

9 

t 

24 

570 

10 

I + 

5 

25 

11 

— 

1 

1 

12 

! — 

5 

25 

13 

1 

23 

529 

14 

+ 

4 

10 

15 

13 

109 

10 

+ 

01 

0001 

17 

+ 

39 

1521 

18 

— 

8 

04 

19 

5 

25 

20 

— 

0 

0 

21 

+ 

13 

109 

22 

+ 

27 

729 

23 

+ 

12 

144 

24 

— 

7 

49 

25 

— 

0 

30 

20 

+ 

7 

49 

27 

+ 

20 

. 400 

28 

+ 

20 

400 

29 

+ 

38 

1444 

30 

+ 

9 

81 

31 

+ 

21 

441 

32 

30 

1290 

33 

+ 

18 

0324 

34 

28 

784 

35 

+ 

37 

1309 

30 

+ 

7 

40 

37 

— 

10 

100 

38 

— 

0 

30 

39 

— 

2 

4 

40 

+ 

5 

25 

41 

3 

9 

42 

39 

1521 

43 

— 

13 

169 

44 



13 

169 

45 



10 

100 

40 

9 

81 

47 

. 

0 

36 

48 

— 

4 

10 

.r* 


49 

+ 0,008 

0,000004 

50 

— 

0 

0 

51 

— 

4 

16 

52 

— 

5 

25 

53 

+ 

9 

81 

54 

41 

1681 

55 

33 

1089 

56 

— 

13 

169 

57 



8 

64 

58 

— 

15 

225 

59 

" 

14 

196 

60 

+ 

4 

10 

61 

— 

26 

676 

62 

— 

17 

289 

63 

4- 

31 

961 

64 

4- 

21 

441 

65 

— 

22 

484 

66 

— 

28 

784 

67 

4- 

0 

30 

68 

+ 

15 

225 

09 

4- 

17 

289 

70 

+ 

38 

1444 

71 

4- 

16 

256 

72 

4* 

14 

1% 

73 

4* 

2 . 

4 

74 

4- 

15 

225 

75 

4- 

16 

\ 256 

76 

+ 

32 

1024 

77 

+ 

38 

1444 

78 

+ 

11 

121 

79 

4- 

16 

256 

80 

— 

3 

9 

81 

+ 

6 

' 36 

82 

+ 

7 

149 

83 

8 

64 

84 

— 

3 

9 

85 

18 

324 

86 

— 

16 

;256 

87 

1 

1 

88 

+ 

26 

676 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 
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Es  ist  also  der  wahrscheinlichste  Werth 
des  mittleren  Fehlers: 


# - 1 1 ***  = i - 0.020228, 

I n-s  | 93 


der  wahrscheinlichste  Werth  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers: 


q = 0,0744897#  = 0,013044 

/ 0,4709360  \ 

und  die  Werthe  p^l— — — 


(i+ 


0,47003<K) 

V»~ 


)' 


welche  die  wahr- 


scheinlichen Grenzen  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  geben,  sind: 

0,012976,  0.014312. 

Die  wahrscheinlichen  Werthe  der  Con- 
stanten  a und  b haben  die  wahrschein- 
lichen Fehler  (siehe  6): 


wo  e leicht  mit  Hülfe  des  unter  dem 
Artikel  Quadrat  angczcigten  dircctcn 
Verfahrens,  oder  durch  die  Formeln 
in  0) 


r = 


] /a~" 

. |2(«)*,  2{ud) 

} A,’ 

U(««0»  *(«*) 

= ^(«)UXr)*-[2-(«r)]*,  A,  = 2'(  r)« 


bestimmt  wird,  denn  dies  sind  die  Werthe 
der  entsprechenden  Determinanten  für 
n — 2.  Hier  ist  übrigens  « = 1, 
also  A = 952«*  — [-£(«■)]*>  A,  = 2t  *, 
und  mit  Hülfe  der  Werthe  von  2~r* 
und  2(r) : 

' * /381fö877 

r 469519a 
P = 0,00473 

Für  e * erhält  man,  indem  man  u mit 
r vertauscht  A't  = 2M*=95,  während 
A ungeändert  bleibt;  es  kommt  ' 


,_/38 165877 

■y  95 

Pt=  0,0000215. 


Setzt  man  aber  in  P und  P,  für  p die 
wahrscheinlichen  Grenzen  des  wahrschein- 
lichen Beobachtungsfchlcrs,  also: 
0,012976  und  0,014312 
so  erhält  man  als  wahrscheinliche  Gren- 
zen des  wahrscheinlichsten  Werthcs  von  a: 
0,00450  und  0,00490 
und  von  b : 

0,0000204  und  0,0000220 
10)  Es  ist  noch  eine  Bemerkung  über 
2 fux-l*  , 

das  Integral  p?=  J # € dl  zu  ma- 
chen, welches  die  Wahrscheinlichkeit  an- 
gab, dass  der  Fehler  nicht  grösser  als 
x ist.  Bezeichnen  wir  dasselbe  mit 
so  ergiebt  sich  mittelst  mecha- 
nischer Quadratur  oder  durch  Rcihcncnt- 
wickelung : 


<4 

•f 

•f 

V 
7 
7 

V 

V 
7 


0,4709363  = 0,5000000 
0.5951161  = 0,6000000 
0.7328091=0,7000000 
0,9061939  = 0,8000000 
1 =0.8472008 

1,1630872  = 0,9000000 
2,326754  *=0,9990000 
2,7510054  = 0,9999000 

(»)  = L 


War  p der  mittlere  Fehler,  su  ergab 
sich  = 0,4769360 ; es  ist  also 

(IX 

0,4769:300 

der  Werth  des  Fehlers  ausgedrückt  in 
Thcilen  des  wahrscheinlichen  Fehlers. 
Es  sei  noch  0,4769360  = <r,  so  nimmt  un- 
sere Tafel  auch  die  Form  an: 

7 0=0 
7 a = 05 

7 1,247 790er =0,6 
v 1.536618« =0,7 
«/  1.900032 r = 0,8 
7 2.0907  16<t  = 0.8427008 
7 2,438664*  = 0.9 
7 3.818930(7  = 0,99 
7 4.880475(7  = 0,999 
7 5,708204(7  = 0,9999 
7 oo  =1 

also  es  ist  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Bcobachtungsfehler  1,247790  des 
wahrscheinlichenFchlers  nicht  überschreite, 
gleich  0,6  u.  s.  w. 

Es  würde  also  in  unseren  Beispiele  die 
Wahrscheinlichkeit , dass  der  Fehler  x 
den  wahrscheinlichen  Fehler  0,0136  nicht 
überschreitet,  =7(0)  = 4 sein,  d.  h.  dies 
würde  unter  95  Fällen  47mal  Vorkom- 
men, was  aus  Tafel  3 sich  als  zutreffend 
ergiebt;  in  der  That  sind  47  der  unter 
x enthaltenen  Zahlen  absolut  genommen 
kleiner  als  0,0136.  Dass  der  Fehler  den 
wahrscheinlichen  nicht  um  das  Doppelte 
übertreffe,  dafür  ist,  wenn  man  zwischen 
den  Zahlen  1.9000326  und  2,0976716  in- 
tcrpolirt,  7 (2)  = 0,82,  d.  h.  es  würde  dies 
unter  95  Fällen  78mal  Vorkommen,  was 
sich  ebenfalls  durch  Tafel  3 bestätigt. 

10)  Auf  den  Nutzen  der  Anwendung 
der  kleinsten  Qnadratsummcn  der  Fehler 
hat  zuerst  Lcgcudre  (iVourc/fe*  melhodes 
pour  la  determinalion  des  orbiles  des  co- 
metes,  Paris  1806)  öffentlich  aufmerksam 
gemacht.  Gauss  hat  dieselbe  aber  einer- 
seits schon  früher  gekannt,  andererseits 
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dieselbe  aber  auch  zuerst  genauer  aus- 
geführt und  begründet.  Seine  Arbeiten 
darüber  sind  enthalten  in  der  Theoria 
molus  Corporum  Coeleslium  ( Hamburg 
1809)  in  zwei  Abhandlungen  in  der  Mo- 
natlichen Correspondenz  Theil  XX.  14 
und  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 
Bd.  I,  ferner  in  der  Theoria  Combina- 
tionis  obserrationum  erroribus  tninimus 
obnoxiae  (Göttingen  1828),  sowie  in 
einem  Supplement  zu  dieser  Arbeit. 

Einschlagcndcs  enthält  auch  Laplarc 
Theorie  analjtique  de  Prubabitite  Supp l. 
Besscl  Fundamen ta  aslronomiae  und  eine 
Abhandlung  desselben  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  Bd.  XV,  1838,  Ha- 
gen Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 1837,  so  wie  die  erwähnte 
Abhandlung  von  Theodor  Wittstein,  die 
den  Anhang  zur  Ucbersetzung  von  Na- 
viers  Differenzial-  und  Integralrechnung 
(Hannover  1848)  bildet;  auch  ist  die  sehr 
vollständige  Darstellung  dieser  Methode 
von  Enke  in  den  Berliner  Astronomi- 


schen Jahrbüchern  von  1834,  1835  und 
1836  zu  erwähnen. 


Quadratische  Factoren. 

1)  Quadratische  Factoren  sind  Facto- 
ren von  der  Form  x1 +2ax-f  ä.  Es  sind 
dieselben  von  Wichtigkeit,  weil  jede 
ganze  algebraische  Function 


2 n 2m- 1 . in-2 

+Afx  +A2x  +...+Au 

sich  in  ein  Product  von  dergleichen  Fac- 
toren zerlegen  lässt,  und  zwar  sind  in 
jedem  Factor  a und  b reelle  Zahlen, 
wenn  die  Cocfficienten  A A A . . . A 

i 2 n 


dergleichen  sind.  Der  Ausdruck : 

2i.fi  .2m  2«— 1 , 

fx  = x +Afx  +A2x  +”+^2.+, 

lässt  sich  in  einen  linearen  Factor  x-f  er, 
in  welchem  a reell  ist,  wenn  A,  A k ...  reell 
sind . und  in  ein  Product  von  quadra- 
tischen Factoren  zerlegen,  ebenfalls  un- 
ter der  angeführten  Bedingung  reeller 
Coeftlcienten. 

Da  nun 


x*  + 2nrx-f  6 = (x-f  «-f  — b)  (x-f  a— — b) 


ist,  V«*  — b aber  reell  und  imaginär  sein 
kann,  so  lassen  sich  beide  Sätze  auch 
so  aussprechen:  „Jede  ganze  alge- 
braische Function  lässt  sich  in 
ein  Product  von  linearen  Fac- 
toren zerlegen,  deren  Anzahl 
ebenso  gross  ist,  als  die  höch- 
ste Potenz  der  Function,  da 
sie  sonst  wirklich  multiplicirt 
nicht  ein  der  erstem  gleiches 
Resultat  geben  könnte.“ 

Sind  die  Coefficientcn  der  Function 
reell , so  sind  diese  Factoren  entweder 
reell,  oder  von  der  Form  x-fa-fei,  wo 
i=V  — 1 gesetzt  wird.  Ist  letzteres  der 
Fall,  so  muss  einem  Factor  x-fa-fc» 
immer  ein  andrer  x-fa  — ci  entsprechen. 
Ist  die  Function  von  einer  ungraden 
Ordnung,  so  ist  immer  wenigstens  ein 
reeller  Factor  darunter. 

2)  Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt 
sich  auf  folgende  Hülfssätze : 

I)  Sei  f(x)  eine  beliebige  ganze  alge- 
braische Function  von  x und  x—a  ein 
Faktor  derselben,  so  dass 

/(*)=(*-«)»(*) 

wo  qx  eine  andere  um  einen  Grad  nie- 
drigere ganze  Function  ist , so  ist 
offenbar 

rt«)= 0; 

denn  da  a — a gleich  Null  ist,  könnte 
(x— a)yx  nuf  dann  für  besagten  Werth 
von  x ungleich  Null  werden , wenn 
9(0)  gleich  unendlich  ist;  dies  ist  aber 


unmöglich,  da  f/(x)  eine  ganze  Function 
ist,  und  folglich  nur  für  x = oo  den  un- 
endlichen Werth  annehmen  kann , ein 

Werth  von  <r,  der  hier  ausgeschlossen 
bleibt. 


11)  Es  lasst  sich  aber  auch  umgekehrt 
beweisen,  dass  wenn  f(rr)  = 0 ist,  noth- 
wendig  x — a ein  Factor  von  f(x)  sein 
muss.  Denn  dividirt  inan  /"(x)  durch  x—a, 
so  erhält  man  jedenfalls : 

™=V,+JL, 

X—a  r x—a 


wo  i/>x  eine  ganze  um  einen  Grad  nie- 
drigere Function  als  f{x) , B aber  der 
Divisionsrest , also  eine  Constante  ist. 
Es  folgt  hieraus  : 

k *)  = 

oder  wenn  man  x = a Betzt: 

f(a)=B 

Da  aber  nach  der  Voraussetzung  /][«)  = 0 
war,  so  ist  auch  Ä = 0,  und 

was  zu  beweisen  war. 

III)  Wenn  /*(«)  = 0 ist,  so  ist  a eine 
Wurzel  der  Gleichung 

/W= 0 

Unser  Satz  von  der  Zerlegung  der  gan- 
zen Functionen  kommt  somit,  wie  leicht 
zu  sehen,  auf  einen  andern  zurück: 
„Jede  algebraische  Gleichung  hat  cino 
Wurzel  von  der  Form  «-f/1».“ 

Wir  werden  von  diesem  wichtigen  Satze 
zunächst  einen  elementaren,  von  Cauchy 
3 


0 
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herrührcndcn  Beweis  geben.  Es  geschieht  ist  in  dem  bekannten  Werke  Cauchy  s, 
dies  nn  dieser  Stelle,  weil  an  ihn  einige  „Tonri  d'analyse  algcbrxque  mitge- 
Betrnchtungcn  angeknüpft  werden  sollen,  theilt. 

die  sich  nicht  mehr  anf  algebraische  Zunächst  lässt  sich  zeigen,  dass  jede 
Gleichungen  beziehen.  — Dieser  Beweis  Gleichung  von  der  Gestalt 

n n I fl  — 2 


({x)-x  + Atx  +A,x 
wo  das  von  der  Unbekannten  freie  Glied 
A negativ  ist,  immer  eine  reelle  Wurzel 
« 

hat,  die  gleich  oder  grosser  als  Null  ist. 
Der  Ausdruck  f(x)  ändert  sich  nämlich 
offenbar  nur  continuirlich , da  er  nicht 
für  endliche  Wcrthc  von  x unendlich 
werden  kann.  Für  x = 0 ist  nun  ^(0)  = — A 

also  negativ,  für  x—  + oo  dagegen  ist 

das  erste  Glied  x"  derart  überwiegend, 
dass  cs  das  Zeichen  von  f(x)  bestimmt, 
so  dass  /^  + x ) = -+-x  wird ; die  Function 
f(x)  hat  also,  während  x von  0 bis  cc 
sich  ändert,  auf  continuirliclicm  Wege 
sich  von  einem  negativen  Wcrthc  bis 
zu  einem  positiven  geändert,  und  muss 
also  für  irgend  einen  dazwischen  liegen- 

«eU=rV?i+e,r— 


+ . . . +An-{  x — An- 
den,  also  positiven  Werth  von  x,  der 
aber  auch  Null  sein  kann,  durch  Null  ge- 
gangen sein;  ist  also  n dieser  Werth, 
so  ist  /*(«)  = 0,  was  zu  beweisen  war. 

Sehen  wir  nun  von  dem  Werthe  des 
letzten  Gliedes  ab. 

In  dem  Ausdruck 

Hx)^x‘+Atx’-t  + A2xn~2+  ...  + \, 

wo  A , A ...  A beliebig  reelle  oder 
12" 

imaginäre  Zahlen  sind,  setzen  wir 

a =p  e“.*,  x=re*\  n*)=«eli 

i i 

Die  Modale  p,r,  H sind  bior  als  positiv 

I 

zu  betrachten.  Man  hat : 

t,  r— +',*)i+ ...  +P„e“"i. 


oder,  wenn  wir  mit  dividiren: 

Äe(A-«y)i_r»+eir—lgO‘.-»)*+eir"“2e('‘*-2l,),+  • • • cne{-Un~n',)> ' 

Da  hierin  aber  die  reellen  und  imaginären  Thcilc  rocht«  und  links  einzeln  ver- 
glichen gleich  sein  müssen,  so  ist  auch: 

+PBß— ^U*— 


Trennt  man  hier  den  reellen  vom  imaginären  Thcilc,  so  erhält  man,  wenn  man 
beido  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt : 

a»=(r"+p,r"_1  cos  «,  4-  p,r"  2 cos  «,+  . ..  +e.co*  "»)* 


+ (?i 


sin  ai  + (>**■  •inrr1  + 


+ Q*  BinO», 


wo  der  Kürzo  wegen  gesetzt  ist : 

ci  —u  —ft 

i 4 i 

Der  kleinste  mögliche  Werth  des  Aus- 
druckes rechts  ist  offenbar  der , wo  alle 
Sinus  gleich  Null , alle  Cosinus  gleich 
—1  gesetzt  werden,  denn  in  diesem  Aus- 
druck wird  von  dem  stets  positiven  r" 
soviel  als  möglich  abgezogen,  während 
das  letzte  Quadrat  ganz'vcrschwindet.  Es 
ist  also: 

2 . / f*  I»—1  «-2  \2 

-9tr 


Die  Gleichung 

n 1 


-e  =o 

V(* 


deren  letztes  Glied  negatir  ist,  hat  aber 
nach  dem  Vorigen  immer  eine  reelle  po- 
sitive Wurzel,  und  der  Ausdruck  links 
in  dieser  Gleichung  wird  für  wachsen- 
des r über  alle  Grenzen  hinaus  zuneh- 
men, ans  diesem  Grunde  muss  auch  Ä*, 
welches  stets  positiv  und  von  r und  p 
abhängig  ist,  über  alle  Grenzen  mit  zu- 
nehmenden r wachsen , und  kann  auch 
nicht  unter  Null  sinken;  es  wird  also 
/i»  für  einen  bestimmten  Werth  von  r 
nnd  if  einen  kleinsten  positiven  Werth 
haben. 

Dieser  kleinste  Worth  sei  eben  ft, 
welcher  Ausdruck  durch  die  Gleichung 
gegeben  war: 
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Äeli  = rV'/i  + ?tr"-V"-1»+',')i+e,r"-V— 

Wir  wollen  nun  r ändern,  also  für  r wo  die  Ausdrücke  n , rr  . . . # com- 

r-f-<r  schreiben,  wo  dann  Ä und  JL  auch  . ~ r . , 1 , , , 

i n»  .L  j*  • • . n * plexc  Grössen  sind,  von  denen  jedoch 

andere  Wertlie,  die  wir  mit  fl.,  /.  bc-  r.  . ^ ,,  . . ..  _ a . 

. , . ,1’  1 einzelne  Null  sein  können.  — Sei  a 

zeichnen,  annehmen;  wie  leicht  zu  er-  p 

sehen  ist,  hat  man  dann:  die  erste  der  Grössen  «|f  die  nicht 

o *>*»•  . 2 , n Null  ist,  und  setzen  wir  a zzA&  y so 

fl  & ~ RC  -j- -f  -f  > • • +«  p 


kommt: 


ä,«1'  = Rel,+  >ie',,<ip+nJ+1 

Es  können  nämlich  nicht  alle  a Null  werden,  da  an=en‘*'  ungleich  Null  ist 


Das  bis  jetzt  beliebige  a bestimmen  wir,  in  dem  wir  setzen:  fl  - 


_L 

RPe  V • 
J Oi 
APeP 


s sei  eine  positive  Zahl.  Dann  wird 

R,el,i  = Rei(i-tp+ßp+1>p+1  + ...  +*„«"), 

wo  ß , t wieder  complcxc,  leicht  zu  bestimmende  Zahlen  sind  oder 

fl1e(A,-A)i=fl(i-»p+/»/>+1*p+1  + ... 

Es  ist  nun  klar,  dass  mit  abnehmen-  fl,  >fl 

den  , der  reelle  Theil  des  Ausdruckes  m ,ber  R dcr  k,cjn8te  Wcrth  wftr_  I0 

*+ß  * + . ..  * ist  dies  unmöglich,  und  es  muss  fl,  d.  h.  der 

i * j f/i’V  Modul  des  Ausdruckes  fix)  gleich  Null 

zuletzt  das  Zeichen  seines  ersten  Gliedes,  Ä ' v \v.-tk  VAn  .. 

, . . . iii  werden  lur  irgend  einen  Wenn  von  r 

also  dos  negative  erhalt,  wodurch  der  ...  , . .•£  ,T1 

reelle  Theil  de,  Ausdrucke,  in  der  Klam-  1 «nch  «')  “<:lbs,>  zn 

mer  zuletzt  kleiner  als  Eins,  folglich  1 

fl , cos  (i  — 1 ,)>  fl  3)  Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes 

wird, wenn  iiichtfl=OiBt,dcnn  fl  tcos(A  — A,)  geben  wir  noch  den  letzten  derjenigen 
ist  der  reelle  Theil  des  Ausdruckes  links,  3 Beweise,  welche  von  Gaus«  licrrühren. 
und  da  Ä,  und  R positiv  sind,  um  so  mehr  Es  sei 

f(x)  = A + A x + A t2  + . . . -f  A x~£  Apx* . 

0 1 2 " , paO 

wo  die  Grössen  A rcel  seien,  und  setze  man 

x = f+«i, 

p /-N 

so  ist : f = lA  r cos  pq 

P 

P ^ 
u~£A  r sin p#f, 

wo  r der  Modul  von  x ist. 

Wir  setzen  nun  noch: 

u d$  di 

arcl3T  = .,  .=5? 

Um  r und  w sn  bestimmen,  sei 
. P ^ 

I.  = £pA  r cos  ptp 
I p rf 


«j  = ZpAt  sin  pif. 


dt»  dir 

iL-lL 

dr  ~ r 
dr~r 

de 


•o  ist 


e 
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dv. 


= t. 


nnil  wenn  unter  dt  das  vollständige 
Differenzial  von  < verstanden  wird: 


dt  =; 


tdu~vdt 

l’-j-u’ 


r=,JiiZ±£i 

r(<*  +«’) 

_ H,+Ml| 
W~  O + M» 
Setzen  wir  ausserdem: 

I , = l'p'Ap  cos  py 
»,=2p1Ap  sinpy, 


Leitet  man  jetzt  ans  rf»  das  Differenzial  so  kommt,  wenn  man  u-  nach  r diffc- 
nacb  r,  nnd  das  nach  if  ab,  so  kommt:  renziirt: 

/ dt  d«  dt  dii\  / dt  do\ 

_ (<,+r,)l,dr+"^+,-57-,-"‘S-)-2(',-'t-“,,.)('d7-,-"d;) 


(t’  + n*)1 


und  wenn  man  für 


ihre  Werthe 


dr* 


du 

dry 


* , 

dr  ’ 


dr 


cinsctzt,  so  wird : 


y= 


(l1  + Mt)(tt,+MH,  + tl1+M1I)-2(l  1,+s«!)1 


r(l,  + ii*)* 


Diejenigen  Glieder  von  w,  f „ v,,  l„  11,, 
welche  zu  p-0  gehören,  verschwinden 
ganz,  da  in  «:  sin  py,  in  t,,  u,  aber 

unter  der  Summe  der  Factor  p vorkommt ; 
aus  diesem  Grunde  kommt  im  Zähler 
kein  mit  r*  raultiplieirtcs  Glied  vor,  nnd 
derselbe  ist  durch  r theilbar ; man  hat : 


1 = 7 


M 


wo  M eino  leicht  zu  bestimmende  ganze 
Function  von  r,  sin  y und  cos  y ist. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Doppel -In- 
tegral : 

wo  R zunächst  eine  beliebige  Constante 
sei.  Gicht  es  nun  zwei  zusammenge- 
hörige Werthe  von  r und  wo  r zwi- 
schen 0 und  R liegt,  und  welche  den 
Ansdrnck  f(x)  verschwinden  machen,  d. 
h.  hat  Gleichung  f(x)  = 0'  eine  Wurzel, 
deren  Modul  zwischen  0 und  R liegt,  so 
wird  für  diese  Werthe  von  r nnd  y : 

i = u=0, 

also 

y ~cc  . 

Unser  Integral  geht  dann  durch  die  Un- 
endlichkeit und  es  ist  nach  einem  be- 
kannten Satz  der  Integralrechnung  in 
diesem  Falle,  aber  auch  nur  in  diesem 
möglich,  dass  bei  der  Umkehrung  der 
Ordnung  des  Integrirens  unser  Integral 
verschiedene  Werthe  annimmt.  Geschieht 
letzteres  also,  so  muss  nothwendig  auch 
die  Gleichung 

«*>= o 


eine  Wurzel  in  den  bezeichneten  Gren- 
zen haben,  denn  y kann  nur  nnter  die- 
ser Bedingung  unendlich  werden,  da  nur 
dann  der  Nenner  (f*4-w*)*  gleich  Null 
wird. 

Es  ist  nun: 


/. 


ydyzzt 


tu.-ut. 


>(«’+«*) 

Setzt  man  in  den  Werth  von  r zuerst 
2 t und  dann  0,  so  geben  beide’ Ansdrücke 
einzeln  Noll,  da 

sin  2/m  = sin  0 = 0 

ist,  also: 

’2Vv  =0 

./  o 

und 

2 V,  -0, 

Vertauschen  wir  jetzt  die  Grenzen  In : 


r: 


/> 


1/,+wu, 


fürr  Null  setzend,  erhalt  man  auch  »c  = 0, 
also 

'R  Ut+uut 

wo  in  den  entsprechenden  Ausdrücken 
R für  r zu  substituiren  ist.  Man  hat 
dann: 

Gicht  cs  nnn  einen  Werth  von  R , für 

welchen  der  Ansdrnck  ie  = für 

t’+M* 
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jeden  Werth  von  gr>  dasselbe  Zeichen  hat, 
so  kann  das  Integral  nicht  verschwinden. 
Es  hat  dann  in  der  That  die  Umkeh- 
rung der  Ordnung  des  Integrircns  zu 
einem  von  Null  abweichenden  Wcrthe 
geführt,  und  Gleichung  f( x)  = 0 hat  eine 
Wurzel.  Es  lässt  sich  aber  die  Mög- 
lichkeit eines  solchen  Werthes  von  R 
auf  folgende  Art  beweisen: 

Sei 

T=SA/cos{l  +"-**) 

U=  2 A^r  >in  ( j + " — P7 ) 

T 1 = 2tjAp''’cot(i  +H~P'l) 

V , = n^p<f  ^ 

Multiplicirt  man  T mit  cos^ny-f^  nnd 

U mit  sin^ny+^  and  addirt,  so  erhalt 
man : 

Tcos^ny  +^  + l/sin  (»7+^)  = ,> 


Multiplicirt  man  aber  T mit  ain^ny  + ^ 
und  U mit  cos^ny  und  snbtrahirt, 


so  kommt: 


fsin^rty  +j)~  ffcos^ny  + ^ = k; 
in  derselben  Weise  ergiebt  sich: 
7’lcos^ny  -f  0 + tf,  »>n(»y  = 

T,  sin(»»y+2)-f/,cos(«y  +j)  = «„ 

nnd  aus  dic«en  Formeln  folgt : 
lll+uul  = TT,  + U(/l 


und 


also  auch: 


TT.  + UV. 

»f  — * * 

r» 


Dieser  Ausdruck  ist  positiv , wenn 
T,  V , T,.  ff,  positiv  sind.  Es  handelt  sich 
also  darum,  einen  Werth  von  R zu  fin- 
den, der  diese  Ausdrücke  für  jedes  y> 
positiv  macht.  — Wir  schreiben  jetzt 

A =1,  A =A,  A „ -B , A =C 
" »_1  ’ n — 2 1 »-3 

u.  s.  w.,  so  wird: 


T - r"cos^-+r"— Mcos y^+r"- 2ß  cos  + 2y)  + r"~3  Ccos^y  + 3y) 


+ • • •> 


V - Vain^.+r'’- * sin  y)+r*-2  Äsin  ^ +2y^+r*— 3 Csra^-2.  + 3y) 

+ . . . 


Es  ist  aber: 


also 


nnd  folglich: 


C0*  4 


n nn> 

r C0ST 


_.-2 


r=^(r+^,«V/^+^(r,+fi».»^+^:(r,  + Cs1»V'2)+ 


a}2 


»V2 


wo  die  Ausdrücke  it,  . positive 

oder  negative  echte  Brüche  bedeuten ; 
die  ersten  Glieder  jeder  Klammer  addirt 


geben  nämlich  — -jz.  also  das  erste  Glied 
n\  aS 

von  r,  während  die  letzten  Glieder  der 
Klammern  die  übrigen  Glieder  von  T 
ergeben.  Einen  ganz  ähnlichen  Aus- 

71  71 

druck  erhält  man  für  F,  da  $hij=coiji 
und  die  siuus  wie  die  cosinus  stets  echte 


Brüche  sind.  Es  sind  folglich  nun  T 
und  V immer  positiv,  wenn 

r>An  ^2,  r»>ßi*V,2,  r*>C»p2... 
d.  h.  wenn  r grösser  als  der  absolut 
grösste  Werth  der  Ausdrücke: 

i 

A- np2,  Vß-nj  2,  Vc«^2... 

ist. 

Für  einen  solchen  Werth  sind  aber 
auch  Tt  und  U \ positiv,  denn  es  ist: 
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=*r"C08^-  + (n— l)r“-U  cos  (-J+  y)  + (m  — 2)r""2jBcos  ( * + 2y)  + . . . 
oder 

r"— 1 _ r»~ 2 _ r"~3 

'■  T‘=w(r+("-1)y'2J,‘)+yr(r’+(',-2)t®ß,,)+vF(r'+(”~3)t'2C‘‘) 

+ • . . 

und  ein  ähnlicher  Ausdruck  findet  auch  für  U i statt.  Damit  dieser  Ausdruck 
stete  positiv  sei,  muss  r grösser  sein  als  der  absolut  grösste  Werth  von : 


(»- 1)^24,  )/(n— 2)  ]/2  B,  V/(h-3)K'2C... 


Dies  jedoch  ist  schon  der  Fall,  wenn, 
wie  oben  angenommen,  r grösser  als  der 

grösste  Werth  von  An  \ 2 , V B n Y 2, 


V Cn\  2 


u.  s.  w.  ist,  cs  kann  also  un- 


ser Integral  nicht  Null  sein,  und 
oder  t und  u werde  gleich  Null  lur  einen 
Werth  von  x,  dessen  Modul  innerhalb 
der  Grenzen  0 und  R liegt,  wenn  man 
R hinreichend  gross  nimmt;  es  ist  also 
f(x)  einmal  gleich  Null  für  einen  com- 
plcxcn  Werth  von  x,  was  zu  bewei- 
sen war. 

Dieser  Beweis  gilt  allerdings  zunächst 
nur,  wenn  die  Cocfficienten  der  Glei- 
chung reell  sind,  er  lässt  sich  aber  auch 
leicht  auf  den  Fall  nusdehnen,  wo  com- 
plexe  Coefficicnten  Vorkommen.  Seien 
nämlich  in  2 Ap  xp  in  der  That  die  A 
complexc  Zahlen,  setze  man  x z=y  + ii, 
und  trenne  llcellcs  und  Imaginäres,  so 
kommt : 


2ApXP-F(y , i)+*y(y,  s), 

wo  die  algebraischen  ganzen  Functionen 
F und  y reelle  Cocfficienten  haben. 
Setzt  man  nun  einzeln: 


F(y,s)  = 0,  y(jös)=0, 
so  lässt  sich  aus  der  Verbindung  dieser 
Gleichungen,  indem  man  3 eliminirt,  je- 
denfalls nach  unserm  Satze  ein  Werth 
von  y = a + ßi,  und  das  zugehörige 
s = y-f-d*  ablfciten;  es  muss  dann  der 
Ausdruck  x — y-\-*i  = a—  cf+i(/9+y)  die 
Gleichung 

SApxp  = 0 

erfüllen. 


4)  Ist  nun  /(«,)  = 0,  so  ist  als 

wo  /\(x)  eine  ganze  rationale  Function 
von  x ist,  die  einen  Grad  niedriger  als 
f(x)  ist.  Da  auch  ft(x)  für  einen  Werth 
rf,  von  x Null  werden  muss,  so  kommt 

f(x)  = (*-«,)  (x  -«,)/•,  ( x) 
und  indem  man  so  fortführt 

= (*”«*)  . . . (x— a»)  C, 

wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  f(x)  vom 
nten  Grade  ist.  C wird  dann  eine  Fun- 
ction vom  Grade  Null  x d.  h.  eine  Con- 
stante  sein.  Es  lässt  sich  aber  auch 
leicht  beweisen,  dass  keine  andre  Zerle- 
gung von  f{x)  in  linelre  Factoren  mög- 
lich ist.  Denn  sei : 

f(x)  — (x~ßi)  (X  — £,)  . . . (x  — ßn)  D, 

so  wäre  nach  dem  Obigen  z.  B. 

fißi)= 0; 

da  aber 

ftßi)  — (ß  i ~ ai)(ßt  ~~n})  • • • (ßn—ttn)C 
ist,  so  müsste  einer  der  Factoren  ß l — ng 
gleich  Null  sein,  woraus 

ßi  = nt 

folgt,  und  da  dies  für  jedes  ß gilt,  so 
sind  die  ß mit  den  n identisch. 

Seien  jetzt  alle  Coefficicnten  von  f(x) 
reell.  Die  Ausdrücke  a.2  ... 

können  reell  oder  complex  sein.  Sei 
z.  B.  complex  und  gleich  r cos  tf  4- 
trsiny,  so  ist  in: 


f{x)  = ZAx‘  = I(At 

sowohl  lAtr*cossy  als  auch  .S/^r'siniy 
einzeln  gleich  Null  zu  setzen,  und  hier- 
aus folgt,  dass  «,  = reos  y — ir  sin  y eben- 
falls eine  Wurzel  unserer  Gleichung  sein 
muss. 

Jedem  complexen  Factor  von  f(x) 
x — a — bi  entspricht  also  ein  andrer 
x—a+bi,  und  beide  geben  das  Product 


'*  cossy  -fi^/'sinjy) 

(x— «)a  + Äc.  * 

d und  b sind  hier  reell  \ also  alle 
imaginären  Factoren  lassen  zu  zweien 
sich  auf  diese  Form  zurückführen,  von 
den  reellen  aber  immer  je  2 ganz  belie- 
bige sich  zu  oinem  quadratischen  Factor 
vereinen.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  die 
höchste  Potenz  von  x von  grader  Ord- 


I 


1 


i 

! 


i 
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nang  ist,  sich  die  Gleichung  in  quadra- 
tische Factoren  mit  reellen  Cocfticicntcn 
lerlegen  lässt.  Ist  die  Ordnung  ungrade, 
so  muss  ein  line&rer  Factor  wenigstens 
reell  sein,  da  ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  imaginären  Factoren  paarweise  Vor- 
kommen müssen. 

5)  Nur  in  wenigen  Fallen  liest  sich 
die  Zerlegung  in  quadratisch®  Factoren 
wirklich  genau  durchführen.  Am  leich- 
testen findet  dies  bei  dem  2glicdrigcn 
Ausdruck 

jr"+o 

statt,  mit  dem  wir  uns  jetzt  beschäftigen 
wollen.  Es  sind  hierbei  jedoch  mehrere 
Fälle  zu  unterscheiden.  Sei  zunächst 
gegeben! 

x —a 

Die  Glcichuhg 

2"-n 
x — a =0 

fUhrt  zu  den  Wurzeln 

2» 

*=«yT 

WO 


2« 

vr=en 


und  s eine  beliebige  ganze  positive  oder 
negative  Zahl  ist.  Da  aber  , 


und 


(2-—  )ni  — 

~e  " 

(2+i-),i 


-e 

ist,  so  kann  man  sieh  i immer  als  zwi- 
schen — (n  — 1)  und  -f  n einschliesslich 
liegend  denken,  denn  jeder  andre  Werth 
von  t gibt  der  Exponcntialgrfteso  einen 
Werth,  welcher  einem  aus  dieser  Reihe 
gleich  ist,  und  da  die  Anzahl  dieser 
Wurzelwcrthe  von  x gleich  dem  Grade 
der  Gleichung  ist,  so  kann  keine  Dop- 
pel wurzcl  darunter  sein.  Die  Wurzeln 
unserer  Gleichung  sind  also: 
tni 

x=ae  ", 

wo  s einen  der  angeführten  Wertbe  hat  und  aus  diesem  Grunde : 



. (ü-Osiv  / —(n—V  ;jiv 

(x-aß  "/\x— aß  " / (x— a)(x  + o). 

Es  sind  n&mlich  die  entsprechenden  positiven  und  negativen  Exponenten  von  C 
zusammengestellt  und  die  den  Werthen  s = 0 und  s = n entsprechenden  Factoren 
zuletzt  genommen.  Man  hat  nun: 
tni 

— r tn  . tn 

e "1=  cos— + »sin— 

— tnt 

— an  tn 

P n = cos — — * sin—’ 
c n n 


also : 


/ sjnW  -»J»k 

Vr -se  " /v-«e  " / = (*-«)•  cos—  s1“  „ ~x  “ 


tn 

*,(tx  COS— -ffl1 


also: 


x" —a*  — (x*— o?) (**—  2ojt cos (x*— 2«x co?~+a)  . •• 


/ 2 (•-*)/»  2\ 

1 x — 2rtx  cos — J • 


Sei  jeut  u-nun. 

der  zu  zerlegende  Ausdruck,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichnng 

‘*+1 

X -«  — v 

von  der  Form 
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2»_  rt«  2»  + 1 

x=aC2n+l  — aV  1, 

wo  s jeden  der  Werthe  von  — n bis  +n  annimmt;  cs  wird  also  s 

**"+l-o2"+1  = (*-o)(*-ae2n^l)  (x-fle2T+l)  (x_fle2»Tl) 

(— 4ii\  / 2nui  \ / — 2i»niV 

x—aC2"+l)  ' ' ' \x_0g2b  + 1^  \x— «C  2»+l  J 

oder,  wenn  man  die  Factoren  in  aweien  mit  einander  multiplieirt: 

Jr2n+1  - o2"  + 1 = (jr-o)(jr*  - 2ajrcos^-+  o*  )(*•  - 20^008^^+  o»  ) 


-2«co.gL  + «>). 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Aus-  und  der  letztere 
drücke  2« 4-1  2*  -fl  ni 

x2"  + <.2",  x2"+1+o2,,+1  x = aY~~l  = ae 8»  + l. 

»erlegen.  Der  erste«  Ausdruck  gleich  lm  e„teren  hat  man  fQr  , lUo  W#rthe 
Süll  gesellt  gi  >t  nuiu  ii  von  j,j,  .(.(b— 1),  jm  letzteren  von 

2« . /T...  71  — n bis  4-n  zu  setzen,  und  erhftlt  indem 

x~a  Y-l  — aß  2 n man  ähnlich  wie  oben  gruppirt: 

2n  2n  / n \/  - Zn  \ 

x 4-«  = Io:*- 2oj:cos  — 4- - 2«jrcos^  + 


Es  sind  die  Werthe  von  s = 0 mit^— 1»  1 —2 

chend  verbunden,  und 


(*•  _2„ cos +«.*). 

, n— 1 mit  —i*  entspre- 


Jr2"+14.o5"M  = (;r+a)(ir*-2<trcos~|+o,)(-r,-2nj:eos^^  + <.>)  . . . 

(»>—  2«co.-feffi+.») 


2p  0 f f . , 2p 

x —lax  cosa  4- « 


2p  . 0 P P . , 2p 
X *f  2«  X COS  A + fl 


6)  Functionen  von  der  Form 

x *4-2flx  +b  und 

lassen  sich  zunächst  durch  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung  in  2 Fac- 
toren, und  dann  nach  der  eben  gegebe-  VOn  denen  der  erste  gleich  Null  gesetzt 
nen  Methode  weiter  zerlegen.  Am  ein-  gibt: 

fnehsten  geschieht  dies  mit  den  Aus-  p p i' 

drücken  x = ap  cos  k +<«  i sin  k = a e—  * , 

also  ist: 

-2«V  eo.A  + 

Der  erste  Factor  gleich  Null  gesetzt  gibt: 

lsn  + 1 i 


x - aC  p 


der  zweite 


2*ti  — X i 


x - aß  p 

Sei  p grade,  also  gleich  2«,  so  nimmt  * alle  Werthe  von  — (n  — 1)  bis  -f»,  und 
wenn  cs  ungrade  gleich  2» 4-1  ist,  von  — n bis  +n  an.  Vereinigt  man  wieder  jo 
2 Factoren,  so  ergibt  sich: 
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x — 2«**j:**  cosl+o4*  = ^ 1 — 2ax  cos  ^ -f  n 1 )(-  4 2axcoa~  + a’J 

(x‘  —2nx  cos  — 4 n’^  (-r1—  2m  cos  * 4 n1  — 2ax  cos 

(z*  — 2m  cos 4 o1) |rl-2i»coi-^  ^ + g*| 

(jr J - 2 ax  cos  4 «»). 

Die  ersten  beiden  Factoren  rechts  sind  ren  sind  ans  jedem  der  beiden  Werthe 
2 , . . von  x immer  die  Werthe  von  s:  -f-s 

n ' nnd  —i  zusammengenommen.  Sei  nun 

entstanden,  indem  man  in  x-aP  P p ungrade,  also  gleich  2*  4*  1»  *o 

die  Werthe  s=0  und  s = +n  mit  den  nimmt  $ alle  Wertho  von  — n bis  -f  n 

o an,  verbindet  man  die  den  Wertheil'  s 

1 und  — $ entsprechenden  Factoren,  und 

entsprechenden Werthen vom:  = a6  P die  beiden  s = 0 entsprechenden  aus  bei- 
verbnnden  hat.  In  den  übrigen  Facto-  den  Werthen  von  x,  so  kommt: 


4n+2  0 2»+l  2n-fl  . , 4n+2  / . 

x — 2a  x 1 cos  1 + a = Ix*  - 


2azm,W+a 


■) 


{*'  -2“ co*  + a*)  (*’  - *"x  c08  S+i  -1-  •')  ('■  - 2" cos  SS  + “’) 


(*•- 


2 ax  cos 


4e  — X 

2iTfI 


4 ■*)  • 

(• 


2»41 

/ . „ 2nrt+X 

(.r* -2m  cot  -^rpf-4 


, _ 2«n— X , \ 

* -2“c"S+r  + * l 


2»41 


"■) 


Untersuchen  wir  jetzt  den  Ausdruck 

lp  . „ p P , , tp 
x 42»  x cos  X 4 • 

welcher  gleich  Null  gesetzt  ergibt 

x =■—  (/"(cos X4äsinX)  = — a ‘ . 

also  entweder: 


oder 


(2s41)n+Xi 

x=ae  r 


(2»41)  n— Xi 
x~a€  P 

Hierin  setzen  wir  zuerst  p = 2«  und  lassen  j alle  Wertho  von  — n bis  4 (n~  1) 
annehmen;  von  diesem  gruppiren  wir  folgende  Werthe  von  s zusammen: 

0 mit  —1,  1 mit  —2,  2 mit  —3  u.  s.  w., 


so  dass  man  erhält: 


4"  2«  2" 

x 4 2a  •*  cos 


X4«  = (jt*  — 2as:  cos  4 «’)  — 2m  cos  4 


(x'-2ax  cos^jjp  4«*)  (■**  — 2«  cos  4 «’),(** -2*«  cos  — + °’) 

(f— 2«co.^4s-) (<*— 2agco.  - + «») 

(**  -2«  + “’)• 

Ist  dagegen  p=2«41,  so  nimmt  s alle  Werthe  von  -nbis4»  »n  und  indem  man 
ganz  wie  vorhin  verbindet,  bleiben  dann  die  beiden  * — n entsprechenden  c he 


« 


Digitized  by  Google 


Quadratische  Factoreu. 


42 


Quadratische  Factoren. 


von  x frei;  und  die  entstehenden  beiden  linearen  Factoren  werden  mit  einander 
iuultiplicirt,  man  erhalt: 

x4*+2+2«2“+1*2"  + 1co.1+.4"+2  = (x>  + 2«co.i  + „’) 

(x>  _2«xco.^±i  + »•)  (*«-2«*co.£=±  +«*)  (*»-2<ttco8|f±i  + «’) 

(**  ~2ax  cos  lüi  + •*) (**  -2ox  co“  “^+1-  + «•) 

/ _ 2n—ln  — k \ 

V * — 2flxco»  fc+1 -+<")■ 

7)  Man  kann  indess  der  Zerlegung  in  <V  _ .d/“ 

quadratische  Factoren  eine  weit  grös-  ^ — ~*jrr 

scrc  Allgemeinheit  geben,  indem  man  sic  also  /"(x)  60  beschaffen  ist,  dass  derDif- 
nieht  allein  auf  algebraische,  sondern  ferenzialquotient  davon  unabhängig  von 
auch  auf  transccndentc  Functionen  bezieht,  der  Art  de8  unendlich  kleinen  Zu- 
vorausgesetzt,  dass  diese  1 unctionen  ein-  Waehses  wird,  also  gleiches  Resultat  gibt, 
dcutig  sind.  Also  auf  1 unctionen  wie  mftn  mßge  denselben  als  reell,  rein  ima- 
die  2 Werth e haben,  und  wie  ginär  oder  complex  betrachten.  Man 
lg(x),  die  unendlich  viel  Werthe  haben,  setzt  dies  in  der  Regel  bei  den  Functio- 
ist  diese  Verallgemeinerung  nicht  zu  nen  voraus,  indessen  sind  hier  einige 
übertragen.  Betrachtungen  nothwendig,  die  man  un- 

Unter  Function  von  x ist  hier  jede  ter  dem  Artikel  Quantität  (imaginäre) 
Grösse  f(x)  verstanden,  die  der  Art  von  nachschen  möge.  Unser  Satz  für  ein- 
x abhängt,  dass  wenn  man  x — p + qi  dcutige  Functionen  lautet  nun: 
setzt,  also  eine  complexe  Grösse  dar-  Jede  eindeutige  Function  f(x)  von  x 
unter  versteht:  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 


f(*)  = 


K) 

fl 

K) 

f 1 

['-) 

f 

K) 

fl 

!'-a 

f 1 

K-) 

f 

</(*)> 


wo  </( x)  eine  Function  von  x ist,  die 
für  keinen  der  Werthe 

J = «t,  x~cr7  . . . x = er f 
Hüll,  und  für  keinen  der  Werthe 
x — ßt,  ßt  • . . x-ßrj 

unendlich  wird.  Die  Ausdrücke  nt,  r»4 
• • • Pit  Pi  stellen  gnnze  positive  Zah- 
len vor,  die  Ausdrücke  <x  sind  die  Wur  - 
zeln der  Gleichung 

n*)= o 

und  die  Ausdrücke  ß die  der  Gleichung 


Hat  also  jede  dieser  Gleichungen  un- 
endlich viel  Wurzeln,  so  lässt  sich  aus 
diesen  Betrachtungen  die  Zerlegung  von 
f(x)  in  ein  unendliches  Product  hcrstellen. 
Ist  übrigens  f(x)  eine  mit  reellen  Coef-. 
ficienten  versehene  Reihe,  oder  der  Quo- 
tient zweier  solcher  Reihen,  so  lassen 

sich  die  Wurzeln  von  f(x ) = 0 und  -x— r = 0 

v /(x) 


in  so  weit  sic  imaginär  sind,  ganz,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  2cn,  in  quadra- 
tische Factoren  ordnen.  ' 

8)  Zum  Beweise  unseres  Satzes  sind 
einige  Hülfssätze  nöthig,  bei  denen  wir 
auf  Betrachtungen  Rücksicht  nehmen 
müssen,  die  in  dem  Artikel:  imaginäre 
Quantitäten  nachzuschlagen  sind. 

Satz  I.  Jede  eindeutige  Function  von 
x wird  wenigstens  einmal  unendlich  für 
einen  complexen  Werth  von  x , der  je- 
doch auch  selbst  unendlich  gross  sein 
kann. 

Beweis.  Wir  setzen  hierbei  voraus, 
dass  die  Function  nur  dann  discontinuir- 
lich  wird,  wenn  sie  unendliche  Werthe 
annimmt.  Es  lässt  sich  dann  f{x)  für 
alle  Werthe  von  x in  eine  convcr- 
gente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  x entwickeln,  deren  Modul 
kleiner  ist,  als  der  kleinste,  für  welchen 
fix)  aufhört  endlich  zu  sein.  (Siche  den 
Artikel  Quantitäten  (imaginäre).  Ange- 
nommen nun  f(x)  werde  für  keinen  end- 


b 
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liehen  Werth  von  x unendlich,  so  mups  diese  ltcihe  also  immer  convcrgircu. 
Diese  Reihe  ist  aber  die  Mnclaurin'schc : 

/oo  = m + *ro  +— ro+  j—  r"o+  • • • +^f(x,o+  . . . 


Nach  einer  von  Cauchy  herrührenden  Entwickelung  nimmt  sic  aber  auch  die  Form 
an  (siehe  den  oben  angeführten  Artikel): 


«•>  .... 


J 0 kV7*  > 


wo  ß eine  beliebige  reelle  Grösse  ist.  ton  Null  und  folglich,  wie  die  Maclau- 
Aus  der  Vereinigung  beider  Gleichungen  rin’sche  Reihe  zeigt: 
fo!gt:  «*)=«  0) 

r»zT  f[R(}lxyi,p  «•  gleich  einer  Constanten. 

nT,p*'t » Satz  II.  Jede  eindeutige  Function 

**  /(x)  wird  wenigstens  einmal  gleich  Null. 


/"’O-l  -2-  3 


■j: 


Wird  nun yfx)  Oberhaupt  nie  unendlich,  Beweis.  Nach  dom  vorigen  Saue 
so  muss  fix)  irgend  einen  Werth  haben, 

J _ 1 1 ..  1 - . 1 .1 . . . . . ■ a us  i..i  dia  . ! m .1  h ■■  1 ! « ■ TA . — * - T 


dessen  Modul  der  grösstmöglichc  M w'r(l  die  eindeutige  Function  — -r  einmal 

sei,  und  cs  ist  dann  offenbar  der  Modul  , . ß.x> 

gleich  go,  was  voraussetzt,  dass 


fiRe',x)  f(*)~  0 

von  — ‘ / kleiner  als  il  oder  hoch-  geworden  ist.  Dieser  Satz  enthält  die 

e"7'  Vcrallgcmeincrnng  des  in  2 und  3 be- 

stens gleich  .W,  also  auch  der  Modul  wiesenen  Satzes,  dass  jede  algebraische 
von  Gleichung  eine  Wurzel  habe,  cs  gilt  der- 

selbe also  auch  für  transcendcntc  Glei- 


q_  1 q seioe  also  ai 

rir,f{Re1')d,  ^ r27  chungcn. 

./.  S./.  Satz  IQ. 


/„)  Gleichung 

also  wenn  A der  Modul  von  f 0 ist, 
auch : 

A ^ 2iWa  • 2-3  ■ ■ . » 


Wenn  der  Werth  x — n die 


«*)=0 

erfüllt , wo  f ix)  wieder  eine  eindeutige 
Fnnction  ist,  so  ist  noch  allgemein 


ß" 


Da  man  aber  ß beliebig  gross  machen 


wo  f , 


f(x)  = ix-u)  r {x), 

4(«)  nicht  gleich  Null,  n ei: 


eine  ganz 


kann,  so  mn.s  A in.  Unendliche  abneh-  P08itive  Z,hl  i8»' 
men,  folglich  Beweis.  /■(*)= ft« +.*—«)  lässt  sich 

/"W-0  für  Werthe  von  x—n,  deren  Modnl  eine 

/ W— U.  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  nach 

Es  wären  also  alle  Differcnzialqnoticn-  dem  Taylorschon  Satze  entwickeln.  Also : 

«*)=/(«)  + (*—  )r(«)+Ö^V(«)+  • • . + „)  + . . . 

1 *z  1-2  ...  n 


Es  ist  aber  ^(«)  = 0.  Ausserdem  kann  noch  eine  Anzahl  der  ersten  Diffcrenzial- 


qnotienten  Null  sein,  wenn  x = n wird.  Sei  nnn  f \n)  der  erste  Diffcrenziol- 
quotient,  der  nicht  verschwindet,  so  ist  offenbar: 


fjx)=  (^V.)+^^(„)+.  (J-g/  /»+*>(„)+  - 

1-2...  «V  w «+r  W (a+l)  (n+2)'  / 


Der  Aasdruck  in  der  Klammer  wird  f *\n)  für  X — n geben,  alao  nicht  verschwin- 
den: woraus  unser  Satz  sogleich  folgt. 


♦ 


I 
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Satz  IV.  Wenn  der  Werth  x = ß die  V'O*)  — 0 

Gleichung  wird : 

/■(*)  = « oder  ir=0  <f(x)=(x—ß)r  ißlx 

wo  *// , (/J)  nicht  gleich  Null  und  » eine 
erfüllt,  so  ist  ganze  Zahl  ist,  also: 

W ' iK*)  (x-ßy 

wo  yt(/J)  nicht  unendlich  ist«  wo 

Beweis.  Nach  dem  vorigen  Satze  ^/t(x)  = — - — 

ist,  wenn  wir  T,w  *.(*> 

1__  , x für  x=ß  nicht  verschwindet. 

\ — Aus  diesen  vier  Sätzen  folgt  der  un- 

serige  augenblicklich.  Man  hat: 


«-)' 


setzen,  da 

/•(J-)  = (x-«,)"‘  /■1(x)  = (x-«,)"‘  (*-«1)"V,(*)  = (x-«,)"‘  (x-„,)B«  (X-«,)"* 


«.)"■  • . . 

. (x-«,)"Y,  (x), 

wenn  n a ...  n Wurzeln  der  Gleichung 

12  M 

f(x)  — 0 sind,  denn  cs  muss  dann  rr,  auch 
eino  Wurzel  der  Gleichung 

U.  8.  W. 

ist,  auch 

Ferner  ist,  wenn 
/Wi)  = ® 

f(ß,)  = x> 

r>(*)=o 

und 

sein,  folglich /‘l(x)  = (z:— «,)/*, (x);  nt  ist 
eine  Wnrzel  der  Gleichung 

rfcr0 

/•«(*)  = 0 

also: 

/■(')  = 


(x-al)"'(x-(jJ)B* 


(*-«)" 


(x-n,)"‘(x-a,)B*  . . 


■Tito 


(*— J».)P,C*-^.)P*  • • • (*-/».  )P* 

ein  Ausdrnck,  der  sich  leicht  auf  die  in  Wenn  f(x)  nicht  unendlich  wird,  so 
7 gegebene  Form  bringen  lasst,  muss  es  irgend  einen  Werth  l von  x ge- 

9)  Der  Beweis  des  Sattes  I , auf  den  ben , Ihr  den  der  reelle  Theil  von  fix) 
auch  Satz  II  beruht,  ist  hier  nach  Briot  ein  Maximum  wird.  Setzen  wir  nun 
et  Bouquet,  Theorie  dei  fonctions  dou-  , , . 

blement  periodiques  gegeben;  obgleich  x-  + , 

einfach , setzt  er  doch  Begriffe  aus  der  wo  x beliebig  ist,  so  wird,  wenn  f(x)  nie 
Integralrechnung  eomplexcr  Grössen  vor-  unendlich  ist,  immer  eine  Entwickelung 
ans.  Wir  wollen  hier  daher  versuchen,  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  X 
noch  einen  andern  elementaren  Beweis  möglich  sein.  Wir  setzen: 
zu  fuhren. 


also: 


rtx)=ne7\  /TO=ee«>,  h=re9\ 

Äe»i=eco4+r#1\5<*+“->i+^|e(2»+«.)J+  . . , + . 

1 • 2. • . w 


Es  können  möglicher  Weise  einige  der  Grössen  p,  p, 
gn  die  erste,  wo  dies  nicht  stattfindet,  also: 


qs  verschwinden ; sei 


Äe»i=penii±LL(e/B,+0*)i  -fe(1+1re<B+19+nn+i)4+  . . . ) 


»+i 


•> 


* 
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Bezeichnen  wir  nun  mit 

^1  Tn  Ti 

diejenigen  Werthc  von  R und  y,  welche  entstehen,  wenn  wir  bezüglich  $ = 0 und 
. n 

9 rr  - setzen,  so  ist: 

n 


n+1 

«,e'‘ 


'/>»_  «t 

9 <?e 


n / 


fr»l  , 

-e.e  +p, 


»-Hn+o 


’n  + l re 

»+1 


,P3 


) 

■)‘+ 


) 


Man  kann  nun  das  beliebige  r so  so  ist 
klein  nehmen,  dass  das  erste  Glied  in  cos</>p  cos  a. 

den  Klammern  die  übrigen  dermaassen  tv  • « » .«  in 

libcrtrifft,  dass  e»  <U>  Vorzeichen  des  ™Ca  »t  unmug  ,ch  weil  p cos  « der  reelle 
reellen  Thcils  derselben  bestimmt,  denn  P6'1  v°n  fW'  nlso  em  Max'mum  war- 
die  übrigen  Glieder  sind  alle  mit  Polen-  Es  '9t  “ 80 
sen  von  r mnltiplicirt.  Die  reellen  Theile  e„-U 

der  ersten  Glieder  in  den  Klammern  bei  d.  h.  der  Modul  aller  Diffcreniialquo- 
11^1 i*  und  haben  aber  entge-  tientcn  von  f W rerschwindet,  und  da: 

gengesetzte  Vorzeichen,  und  gilt  dies  f(x)  - f(l)+  hr,i  + - '„f"(l)+  . 
daher  ron  den  ganzen  Klammern;  es  K K ’ 

folgt  daraus,  dass  auch  je  die  reellen  80  würde 
Theile  von 


n*)=rw 

also  einer  Constantcn  gleich  sein,  in  je- 
dem andern  Falle  aber  f(x)  wenigstens 
einmal  unendlich  werden. 

Quadratische  Form  (Zahlenlehre). 

1)  Quadratische  Form  heisst  eine  ganze 
algebraische  Function  der  Variablen 
y,  i . welche  dieselben  nur  höch- 
stens in  zweiter  Dimension  enthalt , also 
der  Ausdruck: 

— Durch  lineare  Substitution  wird  die 

ten  ganze  Zahlen  sind , und  betrachten  Form  f in  eine  andere  ähnliche  Form 
der  Zahlenlehre  besonders  verwandelt  ff.  Wir  setzen  nämlich: 

1)  x = t,x’+ßy' 

2)  j i = yx’+dx’ 

so  ist: 

3)  /■'+nV«+24Vy'  + c'S" 
die  sich  ans  der  ersten  ergebende  Form, 


Ä.ev.i.  ee»i 

und 

entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Diese 
Theile  sind: 

R,  cos  y , — p cos  n 
R,  cos  </,— ocoso. 

Ist  also 

Rt  COS  !f  ! <Q  cos  or, 

axi4-6xy-fcy*-f-dxz+es,-f-  . 
Wir  setzen  voraus , dass  die  Cocfficicn- 


wichtigen  homogenen  binären  Formen 
▼on  der  Gestalt 

«*.r,+26.ry-f  cy* 

Wir  haben  hier  den  Coefficientcn  des 
mittleren  Gliedes  26  als  grade  angenom-  „„„  „v.  , 

men‘  Sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  wo  zu  setzen  ist: 


a’  — <*«*  -f-26«y  4-cy* 
cf  — aß*  -f  2bß(J  -f  cd* 
b'  = aaß -f- b(ad + ßy) + cy  <f 
Sei  noch 

D^i^-oV 

die  Determinante  der  zweiten  Form,  so 


so  wird  er  grode  gemacht , indem  man 
die  ganze  Form  mit  2 mnltiplicirt.  Von 
Wichtigkeit  für  die  ferneren  Betrachtun- 
gen ist  der  Ausdruck: 

D — b^—ac 

den  wir  als  Determinante  bezeichnen.  i/Ct«i«u.uuuku  u«r  zweiten  xur 
Wir  wollen  ferner  die  gegebene  Form  ergibt  sich  leicht  durch  Einsetzen  : 
mit  f oder  wenn  cs  nöthig  sein  sollte  D*  = D(atf—ßy)* 

mit  f (/i , by  c ) bezeichnen.  Von  Wich-  Wir  bezeichnen  die  zweite  durch  li- 
tigkeit  ist  namentlich  der  Uebcrgang  von  ncare  Substitution  aus  der  ersten  entstan- 
einer  quadratischen  Form  auf  andere  dene  Form  als  in  derselben  enthalten, 
ähnliche  auf  dem  Wege  linearer  Sub-  Bemerken  w-ir  noch,  dass  man  schreiben 
stitution.  kann : 

a/*=«*x,-f-2n6xy-f  (6*  — D)y*  = (dx-f-Äy)^  — Dy 
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2)  Es  wird  jetzt  dio  Frage  gestellt: 
Wie  müssen  die  Formen  f und  ('  be- 
schaffen sein , damit  sowohl  die  zweite 
in  der  ersten,  als  auch  die  erste  in  der 
zweiten  enthalten  sei? 

Damit  das  erstere  stattfinde,  war 
D'  — Du* 
wo 

u = aJ—fly 

war  zu  setzen ; es  muss  also  der  zweiten 
Bedingung  wegen  auch 
D-lTv* 

sein,  wo  r eine  ganze  Zahl  ist.  Die 
Multiplication  beider  Gleichungen  gibt 
DDf-DD,u*t* 

also 

«**'  = 1. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  in  gan- 
zen Zahlen  ist  offenbar: 

u ü 4_1  und  t = 41 
so  dass  also: 

u — ad—ßy  — 4:1* 

wird. 

Nun  aber  fragt  sich  noch,  ob  immer, 
wenn  dio  letzte  Gleichung  stattfindet, 
auch  jede  der  Formen  wirklich  unter 
der  anderen  enthalten  ist. 

Wegen  der  Gleichungen 
x -at’+ßtf 
y = yx'+J$’ 

ist  offenbar 

ux*  = da—ßtf 
uy'=—yx+*y 

wie  man  augenblicklich  durch  Auflösen 
dieser  Gleichungen  ersieht,  welches  auch 
der  Werth  von 

u = aJ —ßy 

sei.  Ist  nun  w=4_l,  so  ist 

x’  = ±(Jjr-ßy)  9’ =±(-yx +«</); 
also  cs  findet  in  der  That  eine  linefirc 
Substitution  mit  ganzen  Coeflicienten 
statt.  Also  die  Bedingung  w = 44  ist 
für  das  Enthaltensein  der  Formen  unter- 
einander nothwendig  und  ausreichend. 
Zwei  Formen  dieser  Art  heissen  äqui- 
valent, die  Substitutionen,  durch  welche 
eine  der  äquivalenten  Formen  f in  die 
andere  fr,  und  die,  durch  welche  f in 
f Qbergeht,  heisscu  entsprechende. 
Ist  «=+1,  so  heissen  die  Formen 
eigentlich  äquivalent,  ist  u=  — 1 uneigent- 
lich;  es  ist  also  im  erstem  Falle  = 
im  letztem  Dr-—D. 

Führt  eine  Substitution  von 
ax*  +2bxy+cy% 
auf  die  Form 

axl*+2ij,y4 


so  sagt  man,  sie  fQhrc  dio  Form  auf 
&irh  selbst  zurück. 

3)  Wenn  zwei  Formen  einer 
dritten  äquivalent  sind,  so  sind 
alle  drei  äquivalent.  — Dieser 
Satz  folgt  leicht  aus  folgenden  Betrach- 
tungen. Seien : 

1)  ax*-\-2bxy  + cy* 

2)  «1*1,+241xljfl+c,vl’ 

3)  «.-r.’+äi.ejy.+c.y,* 

die  drei  Formen.  Die  Substitution,  durch 
welche  die  erste  in  die  zweite  übergeht, 
sei: 

4)  x=»xl+ßyi,  9=yx,+<fyl 

und  die,  durch  welche  die  zweite  in  die 
dritte  übergeht 

ü)  »,=y, *,  + <*,», 

Setzt  man  die  Werth e von  und  yt 
ans  Formel  4 in  5 ein,  so  hat  man  eine 
lineare  Substitution,  die  von  1 zu  5 führt. 
Sind  ausserdem  D,  Diy  D%  die  Determi- 
minanten  von  1,  2,  3,  so  ist,  wenn  1 mit 
2 äquivalent  ist 

D=±D 

und  wenn  2 mit  3 äquivalent  ist 

ß,=  4ü, 

d.  h.  1 und  3 sind  ebenfalls  äquivalent. 
Diese  Acquivalenz  ist  eine  eigentliche, 
wenn  die  Acqui Valenzen  von  1 und  2 
und  2 und  3 gleichartig  (eigentlich  oder 
aneigentlich)  sind,  im  andern  Falle  ist 
die  Acquivalenz  von  1 und  3 ungleich- 
artig. 

Die  Ausdrücke,  die  wir  in  Abschnitt 
l).für  af,  b'y  c'  hingeschrieben  hatten,  zei- 
gen , dass  in  den  Formen  1 und  2 die 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,  6,  c 
auch  solche  von  a\  b\  (/  sind.  Da  im 
Falle  der  Aequivalcoz , wo  a,  b , c auf 
ähnliche  Weise  aus  a\  b\  cf  entstehen, 
dieser  Satz  sich  auch  umkehren  lässt, 
so  folgt:  — „dass  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  a,  6,  c auch  der 
grösste  von  a.,6|,  r,  ist.“  Multiplicirt 
man  den  Ausdruck  für  b in  Abschnitt 
1)  noch  mit  2,  so  sieht  man,  dass  Glei- 
ches anch  für  a,  2i,  c und  2 br  c, 

gilt.  — Nehmen  wir  jedoch  an , dass 
a,  6,  c keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben,  d.  h.  wenn  ein  solcher  vorhanden 
ist,  dividiren  wir  durch  denselben.  Es 
ist  also  hierbei  nicht  ausgeschlossen, 
dass  a,  2b,  c noch  den  Factor  2 gemein 
haben. 

4)  Wir  wollen  jetzt  ermitteln,  wie  alle 
gleichartigen  Substitutionen  gefunden 
werden  können,  die  von  einer  Form  zu 
einer  gegebenen  aequivalenten  führen.  — 
Die  Formen  seien: 
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1)  2)  f («„*„«,) 

worunter  die  Ausdrücke  1 und  2 des 
vorigen  Abschnitts  verstanden  sind.  Die 
Substitution , welche  von  1 zu  2 führt, 
wird  bezeichnet  durch 

8)M- 


die  aus  zwei  andern  entsteht,  wie  z.  B. 
diejenige  , welche  im  vorigen  Abschnitte 
von  1 zu  3 führte,  bezeichnet  werden 
durch 


Ferner  soll  eine  Substitution, 


fi"’  ß,  «I,  II  _ + 

Llj’i  ,f>  y,<  J Kr«, +'?/,)<  (yßi+Jß,) 


Nun  lässt  sich  beweisen , dass  wenn 
4)  r*  H »He  eigentlichen  Sub- 


„ . testet 

Es  ist  dann  offenbar: 

»|+W,)I 

K’/J  t:  fl]=fc  * 


(M  I Y,  ^IJ  !r»»  <M 

()|  man  alle  gleichartigen  Substi- 

stitntionen  bedeutet, durch  wcl-  tutionen  erhält,  durch  welche 
che  f (a,  K c)  in  sich  selbst  über-  f{a,  6,  c)  in  /*(al6tcl)  Ab  ergeht,  und 
geht  und  man  jede  dieser  Sub-  zwar  jede  nur  einmal.  — Denn zu- 
s ti  tutionen  mit  der  in  3)  combi-  nächst  kommt  jede  Substitution  nur  cin- 
nirt,  also  mal  vor,  da  die  Gleichungen: 

a,=ln+fty,  ß,  = Xß  + y,=ya+py,  i/,=fiß+eß 
immer  einen  Werth  von  1,  fi,  r,  p er-  Es  Bind  übrigens  dieso  Werthc  von 
geben.  X,  fi,  y,  p,  wenn  man 

Auch  ist  a<f—ßy  = t 

Ap— /s*=l,  setzt: 

weil  die  Substitution  eine  eigentliche  war; 

5)  X=t(ali-ß,y),  y = t{y,ß—if,y),fi  = i(ß,n-alß),  p = »(cf ,a—y,ß) 


Noch  ist  zu  beweisen,  dass  wenn  ir- 
gend eine  Substitution 


denken  kann,  wo  |*’  |U|  eine  eigentliche 

ly,,  (T,|  Ton  Substitution  ist,  welche  f (u,  4,  c)  auf  sich 
/■(«,  4,  c)  zn  f («,,  4,,  c,)  führt, man  diese  selbst  zurückführt.  — F.s  ist  zun&chst: 

aus  P’  ‘U  |<,,,  ^1  zusammengesetzt  sich  ■ ß))  — “i<f,—ßly , 

| y,  p|  |y,  cT|  ° wie  in  2)  bewiesen  war.  l>a  nun 

ait—ßy  und  alitl—  ßtyj  beide  gleich  +1  oder  - — 1 
sind,  da  die  Substitutionen  gleichartig  in  f (a,  4,  c)  über,  und  folglich  ist 

also  die  Substitution 


führt  f (a,  4,  c)  auf  sich  selbst 


5)  Durch  den  eben  bewiesenen  Satz 
ist  die  Aufgabe,  alle  gleichartigen  Sub- 


sein sollen,  so  ist 

Xp  — fiy=+\. 

also  die  Substitution  in  der  That  eine 
eigentliche.  Aber  jede  gegebene  Sub- 
stitution i“1’  kann  ja  auf  diese 

. IJL  ul  . , . stitutionen  zn  finden,  die  von  f («,  4,  c) 

We.se  aus  ß ^ und  der  andern  gege-  la  führen,  auf  die  Aufgabe 

. |o,  dl  . . . zurückgebracht , die  eigentlichen  Substi- 

benen  Jj  zusammengesetzt  werden,  tutionc*  I0  findcil)  d|C V(«.  c)  auf  sich 

wenn  man  für  A,  k,  ^ die  obigen  Werth e selbst  zurückführcn. 
ß nimmt.  — Sei  nun  iy  die  Form,  in  Es  sei  jeut  wieder 
welche  f (a,  4,  c)  durch  Substitution 

P*  H übergeht,  so  geht  y durch  Substi-  ^ b,e)—ax  +2bry  + cy 
| ..  2)  xsix.+^j,,  y-yxt+py, 

tution  | ’ in  f{at,  4,,  c,)t  nnd  durch  Xp—fty  = 1. 

dieselbe  Substitution  geht  auch  f (o,  4,  c)  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Determi- 
in  f(av  4,,  e,)  über.  Eine  Substitution  nantc  weder  eine  Quadratzahl  noch 
nnn,  durch  welche  /*  (0,4,0,)  in  y über-  gleich  Null  sei,  verlangen  jedoch  noch 
geht,  kann  vollständig  durch  o,  ß,  y,  cf  nicht,  dnss  /.  u.  y.  n auch  ganze  Zahlen 
nach  Abschnitt  2)  bestimmt  werden;  sind.  Qlcichung  1)  mit  a multiplicirt 
auch  durch  letztere  geht  nlzo  f(at,bi,cl)  gibt: 

af-  o'x1 + 2a4xj + (4*  — D) y * = («x + (4 +/5)j)  («» + (4 — Yb) y). 

Setzt  man  ans  2 die  Werthc  für  x und  y ein,  so  kommt: 
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[(ol+4*'  + >'V'fl)x1  +(au  + 4p+pV'ß)y1]  [(aA+bx-xVßJx,  + (<tyi  + 4p— pV'O)?,) 
oder: 

(j,x  + qy)(rx+ty)  = (j>,x,+q,y,)(r,x,+t,y,), 

WO  • 

p-r=a,  7 — b + ]/D  ,t  — b— ]/ D, 

p,=aX  + ky  + yY ü,  qx-aft  + bQ  + qYÖ,  rl=al-yby  — v)/ U,  s,  =aji+bf  — pY  ^ 

zu  setzen  ist.  — Da  aber  die  Form  auf 
sieh  selbst  znrfickfiihrt , sind  die  Coeffi- 
cientcn  von  x*  und  x,1  gleich,  d.  h. 

3) 


Pi^_l 


Pr 

ebenso  .die  Coefficicnten  von  xy  und 
x,y,,  sowie  von  jf1  und  y,’,  d.  h. 

pt+qr=pl,l  + <ltrl  und  = 
oder  durch  pr~ptrt  dividirt: 

v _ ___ 

“““  P 


—+  —=  —+■  — und  — • — = — 


P r,  P 
d.  h.  entweder: 


oder: 


4)  ül=  il  ü-  Ll 

P 1 ' r t 


5)  -=■ 


Pi  £i 


7 + = — • 

P 

und  wenn  Gleichungen  5)  stattfindcn: 

7 +y,YW=r-i. 

9 

wo  (f-  und  \p  rational  sind.  Setzt  man 
dann  den  mit  } U multiplicirten  and  den 
von  \ D freien  Theil  des  Ausdruckes 
rechts  bezüglich  gleich  ff  und  so  zer- 
fÄllt  die  Gleichung  in  zwei  andere,  welche 
dann  die  entsprechenden  zweiten  Glei- 
chungen: — - — oder  — = —identisch 
r g r t 

machen,  so  dass  diese  letzteren  nicht 
weiter  zu  betrachten  sind.  — Im  Falle 
der  Gleichungen  4)  ist  nun,  wfcnn  man 


Wenn  Gleichungen  4)  stattfinden,  setzen  fljr  £i  die  obi-en  Wcrthe  setzt: 
wir:  • P 9 

ai+4e  + rj/ß  a,u  + 4p-t-p/ß 

7 +vYD  = —a  = b+y3 

oder  im  Falle  der  Gleichungen  5): 

ak+by—vY  D an+bQ—(>Y  D 


t+*Yi>=- 


aber  in  beiden  Fällen: 

_P  iri_ 


ff*  — ip*D —■ 


Pr 


1, 


denn,  wenn  man  die  Werthe  von  p,  r, 
p(,  rt  vergleicht,  so  sicht  man,  dass 
im  Falle  wo 


ist, 


v+vYd  = ^ 

7 -V,Vß  zr  r-b 


b+Yo 

und,  wenn 

9 +<pY  D = -jr> 

y-^'ß  =£ i 

sein  muss.  Die  zwei  Ausdrücke  in  je- 
dem Falle  mit  einander  multiplicirt,  ge- 
ben aber  das  obige  Resultat.  — Durch 
Sondern  des  rationalen  und  irrationalen 
Theiles  erhält  man  noch  im  Falle  der 
Gleichungen  4): 


aX+by  = atf,  v — ni/'t  ftyi+Ap  — b<f+Di/>t  Q = ff+b\fi «, 

oder  wenn  die  Gleichungen  5 gelton: 

al+by=a— (f,  * = —aip,  afA+bQ  — bq+Dip,  p=— 

Ans  der  ersten  Reihe  von  Gleichungen  ergibt  sich: 

A=f.— fy,  fA~—apy  v=ay>y 

also 

XQ—fiv  = ff*  — Dy>7  = 1, 

wie  dies  auch  sein  muss. 

Die  zweite  Reihe  von  Gleichungen  dagegen  würde  geben: 

i t 2A«»  , ö-f  A*  . 

X = (f-\-byj,  ft=z — -L-j i/j,  y—-a\l'yQ-—(f—b\lfy 

a a 

also 

Ag— py=  — (?’— D<p')=  —1- 
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Da  aber  die  Aequivnlenz  eine  eigentliche  am1 

sein  soll,  ist  diese  Reihe  von  Wcrthen,  wi 

also  die  Gleichungen  5 ganz  zu  ver-  ganze  Zahlen, 
werfen. 

Die  Gleichung 

•f  * — Di/<*  - 1 

wird  gewöhnlich  die  Pellsche  Gleichung 
genannt. 

6)  Sei  jetzt  a>  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Faktor  von  o,  26  und  e;  so  lügst 


und 


t'-b'u* 


Es  ist  aber  auch 
4/*  — 46,•<,  = 4« 7 — 4tfcu* 

4/-’  2 1 

und  deshalb  auch  — - also  auch  - eine 

CU 

ganze  Zahl,  nnd  aus  diesem  Grunde: 


sich  tigen,  Ja..,  um  k,u,yQ  zu  gamen  cine  cbcn  S()lfh  so  wic  h; 
Zahlen  zu  machen,  die  Bedingung  noth- 
wendig  und  ausreichend  sei,  dass  auch 
und  uiip  ganze  Zahlen  sind.  Dies 


wy  . _ 

soll  jetzt  bewiesen  werden.  Es  ist  nach  Es  ist  nun 
Abschnitt  5) 

1 oi  2* 
n — l—lbtp  — — UUp, 


* = 


2# -f”26u 


4 1 

2A+2e=- 


U = 

Ul 

a 

W»/'. 


26  c 


d.  h.,  da  der  Ausdruck  rechts  immer 
grade  ist,  2i  und  2g  zu  gleicher  Zeit 
beide  grade  oder  beide  ungrade. 

Aber 

21-2^* l-f"1, 


Da  die  Ausdrücke  — . — , — keinen  ge-  also  gleich  einer  durch  4 theil baren  Zahl» 
ui  tu  oi  H b7  * 

meinschaftlichen  Faktor  haben,  so  kann,  da eine  ganze  Zahl  war;  hier- 

wenn  q — X,  fx  v ganze  Zahlen  sind,  tu »/' 


aus  folgt , dass  2A  • 2g  immer  grade  ist, 
also  auch  2A  und  2g  einzeln  genommen, 
das  heisst  X und  g sind  ganze  Zahlen. 


kein  Bruch  sein. 

Sei  jetzt 

M — CU»/' 

eine  ganze  Zahl,  dann  ist 
diA  — ui  ff  — bu , 

also  auch  cuy  eine  ganze  Zahl,  wenn  zeigen  ohne  Weiteres,  dass  u nnd  v 
g — X,  (u,  y dergleichen  sind.  Unsere  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind. 

Bedingung  ist  also  nothwendig ; sic  ist  i nnd  u sind  durch  die  oben  gegebene 
aber  auch  ausreichend.  Denn  seien  jetzt  Gleichung 


Die  obigen  Wcrthe  von  14=  — — , * = — 
01  tu 


U-tÜffy 

in  der  That  ganze  Zahlen,  dann  ist: 
f — Au  cu 

1)  1= — — , ,u  = , 


P-Du^u* 


- zu  bestimmen,  wo  ui  der  grösste  gemein 
au  ^ — * ~t~pm  Roh  fl  ft  licht»  Factor  von  n.  9A  nnd  r i*t? 


und  wegen 
hat  man 
oder 


Xg— py  — 1 

cu*  = I*-0m* 
l>  — 6*u*  = to*—  «CM* 


schaftliche  Factor  von  <1,  26  und  c ist; 
nnd  alle  Wertho  von  t und  tt,  welche 
diese  Gleichung  erfüllen , gehen  ent- 
sprechende Werthc  von  X,  ft,  y,  g dnreh 
die  Gleichnng  1).  Es  sind  dies  also 
auch  alle  Werthc,  welche  X,  ft,  y,  g an- 
nehmen können.  Wir  haben  oben  ge- 

v zeigt,  dass  wenn  l”1*  Jl|  irgend  eine 

Da  — nnd  — ganze  Zahlen  sind,  so  sind  0 . 

ü)  tu  b Substitution  war,  die  za  einer  acquiva- 

auch  lenten  Form  führte,  zu  setzen  war: 

"1  =«*+///,  ßt+ßX...t ffi,  y,=o»4-j/p,  dx=ßy+#g, 
also,  wenn  jetzt  für  X,  u,  y,  g die  bezüglichen  Wcrthe  eingesetzt  werden: 
tt(t  — bv)  — C)ti  ß(l  — bu)  — cdu  anu+y(t+ba)  f 

— « — ■ ß'~ — ü ’ Y'~  i » • 

7)  8ci  jetzt: 

ax*  +'2bxy+cy*  —m 


Factor,  und  sind  auch  nicht  beide  gleich 
ax  -vioxu-rc,  Null,  «°  k“nn  auch  nichtm^(?  ,oin'  dc"n 

d.  h.  e.  sollen  x und  y ganze  Zahlen  «""»<  «&<•«.  wcnn  ™,t  “ muU‘- 

«ein , welche  dieae  Gleichung  crfüllon.  P*lclrl ! 

Man  sagt  dann,  m «ci  dnrcli  die  Form 
(o,  4,  e)  dnrgstcllt  oder  an.gedrückt.  Ha-  “•  "• 
ben  x und  j keinen  gemeinschaftlichen 


(ax  + ky)’-l>y‘=0, 
ax  + kyzzy]/  D 
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Da  also  D kein  vollständiges  Quadrat 
und  nicht  gleich  Null  ist,  wie  wir  angc- 
nomraen  haben  (Abschnitt  5),  so  müsste 
<u*-fAy-()  und  y = 0,  d.  h.  jr  = y = 0 
sein.  Seien  jetzt  runds  die  Werthe  von 
x und  i /,  die  unsere  Qieichung  erfüllen, 
so  dass  wir  setzen  können: 

1)  ar,  + 26rs-f  c**  = m 

Sei  |*’  irgend  eine  Substitution,  die 

von  f (ft.  A,  c)  zu  einer  eigentlich  äqui- 
valenten Form  /(«l»6,,cl)  führt,  so  ist 
nach  Abschnitt  1) 

<1,  = art*q-26nr)'-f  ey  *. 

Wenn  also  der  erste  Cocfficient  dieser 
äquivalenten  Form 

a t — m 

ist,  so  wird : 

2)  m — na* +2bay-j-cy* 

und  es  ist  nach  Gleichung  1)  zu  setzen 
a = r,  y = s 

und  die  Substitution  hat  den  Ausdruck 


4)  r<r  — QS=.  1 

ist,  a und  p aber  unendlich  viel  Werthe 
annehmen  können. 

Sei  f(m y n,  p)  der  Ausdruck  für  die 
Form,  in  welche  1)  auf  diese  Weise 
übergeht,  so  ist  wegen  der  Aequivalenz 

6)  n1  — mp  - D ; 

der  Ausdruck  für  die  neue  Form  also 
auch 


Der  eben  hingestellte  Werth  der  Deter- 
minante erfüllt  offenbar  die  Congruenz : 
n1  r/fmodm 

(siehe  den  Artikel : Quadratischer  Rest 
und  Zahlcnlchre  wegen  der  Bedeutung 
dieser  Zeichen)  — und  hieraus  folgt  der 
8atz:  „Wenn  eine  Zahl  m durch  eine 
quadratische  Form  ausgedrückt  werden 
kann,  so  dass  die  Unbekannten  r und  s 
relative  Primzahlen  sind , so  muss  die 
Determinante  dieser  Form  quadratischer 
Rest  dieser  Zahl  m sein.“ 

Wegen  des  Werthes  von  A,  in  Ab- 
schnitt 1)  ist  aber  auch 

6)  » - rtrp-f-A(r«i  +»p)+c*d  ; 
in  dieser  Gleichung  sind  für  p und  er 
diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  welche 
die  unbestimmte  Gleichung  4)  r<x— sp  — 1 
erfüllen. 

Sind  nun  p#,  a9  irgend  ein  Paar  zu- 
sammengehöriger Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, so  ist  allgemein: 

p- o = <r,+st, 
wo  t eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Es 
folgt  dies  aus  den  Elementen  der  Theo- 
rie der  unbestimmten  Gleichungen.  Diese 
Werthe  in  6)  eingesetzt  zeigen  aber, 
dass 

n — 

ist.  wo  n0  der  p0  und  a#  entsprechende 
Werth  von  « ist.  Es  ergibt  sich  näm- 
lich zunächst 


n:-arCo+i(r<i.+*e.)4- ). 


was  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  zu  dem 
obigen  allgemeinen  Werthe  von  « führt. 
JEs  ist  also  immer: 

nE  », modm, 

was  auch  p und  a für  Werthe  haben 
mögen. 

8)  Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte 
Gesagten  lässt  sich  die  Aufgabe,  eine 
gegebene  Zahl  m durch  eine  gegebene 
quadratische  Form  auszudrücken,  auf  die 
andre  Aufgabe  zurückführen,  zu  einer 
Form  alle  ihr  eigentlich  aequivalentcn 
Formen  zu  finden,  worin  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  gleich  m ist. 

Jede  Darstellung  der  Zahl  m durch 
Form  /■(<*,  A,  c)  gehört  dann  zu  einem 
Werthe  von  n,  welcher  die  Gleichung 
n*  — mp—D  oder  die  Congruenz  n'  = D 
mod  m erfüllt.  Man  kann  also  sagen, 
m entspreche  einem  Werthe  n von  der 
Quadratwurzel  aus  D für  den  Modul  m. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  jede  Darstellung  von  m 
durch  Form  f(a , A,  e)  auch  eine  Form 
f(m,  n,  p)  ergibt,  die  f(a , A,  c)  eigent- 
lich äquivalent  ist,  denn  solche  Dar- 


stellung gibt  einen  Werth  von  r und  s. 
Nehmen  wir  nun  die  Gleichungen  4 des 
vorigen  Abschnittes  als  bestehend  an.  60 
sind  durch  dieselbe  pundu  auf  unendlich 
viel  Arten  zu  bestimmen.  Nach  Ab- 
schnitt 3 spricht  die  Gleichung  4)  aber 
aus , dass  die  Determinante  der  aus 

f(nt  b,  r)  durch  die  Substitution  |^’  j| 

entstehenden  Formen  gleich  der  von 
f(a,  A,  c)  ist,  dass  also  eine  eigentliche 
Aequivalenz  stattfindet. 

Es  ist  indessen  noch  zu  beweisen,  dass 
wenn  /"(m,  «,  p)  irgend  eine  mit 
/*(«,  A,  c)  eigentlich  äquivalente  Form 
ist,  m immer  durch  f(nt  A,  c)  darstell- 
bar ist,  dass  jede  Substitution  JJJ 

die  von  f(n,  A,  c)  zu  f(m,  n,  o)  führt, 
eine  andre  Darstellung  von  m gibt,  wenn 
man  x~r,  y — t in  die  Form  setzt,  de- 
ren jede  zu  einem  Werthe  von  Y ü modm 
gebürt,  dass  endlich  jede  dieser  Darstel- 
lungen nur  einmal  vorkomrat. 

Dieser  Beweil  ergibt  sich  aus  folgen- 
den Betrachtungen.  Sind  b,  c)  und 
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f(m,  n,  p)  eigentlich  äquivalent,  so  gel- 
ten die  Gleichungen  2,  4,  5,  6 des  vo- 
rigen Abschnittes.  Gleichung  2 aber 
sagt,  dass  tn  durch  f(a,  6,  c)  darstell- 
bar ist,  Gleichung  5),  dass  die  Darstel- 
lung zu  einem  Wcrthc  von  mod  «n 
gehört.  Käme  nun  eino  Darstellung 
2 Mal  vor,  so  gaben  2 Transformationen 
mit  verschiedenen  g und  a dasselbe  r 
und  s,  was  unmöglich  ist,  da  die  Glei- 
chungen 4)  und  6)  g und  a durch  r und 
s völlig  bestimmen,  l ndlich  aber  kann 
auch  keine  Darstellung  ausfallen,  denn 
für  eine  solche  würden  immer  noch  die 
Gleichungen  4)  und  6)  als  richtig  an- 
zunchmcn  sein,  die  zur  Bestimmung  von 
p,  a und  n führen,  und  nach  dem  ersten 
Theilc  unseres  Beweises  geben  diese 
Gleichungen  eine  mit  f{a , 6,  c)  eigent- 
lich äquivalente  Form. 


9)  Die  Entwickelungen  in  6)  zeigen,  wie 
man  aus  einer  Substitution  jJ|,  die 
von  f(a,  by  c)  zu  f(mt  n,  p ) führt,  alle 
andern  r1’  v finden  kann,  welche  das- 

I y«. 

selbe  bewirken,  und  zu  demselben  Werthe 


von  Yü  mod  m gehören.  Eine  solche 
Reihe  von  Darstellungen  möge  jetzt 
Gruppe  heissen.  Für  unsern  Fall  ist  in 
den  am  Schlüsse  von  Abschnitt  6)  ge- 
gebenen Formeln  für  «i»  ßti  /j»  cf,  nur 
r,  q,  ty  a an  die  Stelle  von  er,  ß,  y%  J 
zu  schreiben. 

Wir  machen  zunächst  folgende  An- 
nahmen: a,  by  c sollen  keinen  gemein- 

schaftlichen Factor  haben,  es  ist  dann  in 
Abschnitt  6)  w,  welches  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Faktor  von  u,  2 b und  c 
war,  entweder  gleich  1 oder  gleich  2, 
und  die  Gleichung  I*  — Du*:=w*  nimmt 
die  Gestalt  an 


' oder 


t*-Du  =4. 


Ferner  soll  die  Determinante  D fur’s 
Erste  positiv  sein. 

Ist  io  - 1 , so  sind  a und  c grade , b 
aber  kann  als  ungrade  angenommen 
werden,  weil  man  sonst  die  Form 
«ur*  -f 2&xy+ cy’  mit  2 dividiren  könnte, 
ohne  dass  das  mittlere  Glied  aufhörte 
einen  graden  Coefficicnten  zu  haben. 


Jedes  Quadrat  einer  ungraden  Zahl 
ist  immer  von  der  Form  4u-f-l,  denn: 

(2*+l)’=4t>’+4*+l 

und  ac  ist  in  unserm  Fall  von  der  Form 
4u;  also  wegen  der  Gleichung 
D — b * —ac 

muss  D von  der  Form  4w-f  1 oder 
D = 1 mod  4 

sein. 

Sei  nun  <o  ganz  beliebig,  so  kann  t 
niemals  Null  werden,  da  Du*  stets  ne- 
gativ ist,  also  die  Gleichung 

I*  — Du1  = ai* 

in  diesem  Fall  nicht  erfüllbar  ist.  Ist 
m = 0.  so  wird  t- :u>.  Wir  werden  diesen 
Fall  indess  ausschlj essen.  Sind  T und 
U zwei  zusammengehörige  Auflösungen 
der  Gleichung  V -Du*  zzw'y  so  wird, 
wenn  ein  andrer  Werth  von  t grösser 
als  T ist,  anch  der  zugehörige  von  u 
grösser  als  U sein  müssen,  da  #*  und 
Du 7 ungleiche  Vorzeichen  haben,  man 
kann  also  annehmen,  dass  T und  U die 
kleinsten  Auflösungen  unsrer  Gleichung 
sind. 

10)  Es  lässt  sich  nun  zeigen, 
dass  der  Ansdruck 

i+u\'ü_/T+uy'l}\" 

OJ  , \ U)  / 

wo  w eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  and 
w = l oder  =2  ist,  in  jedem  Falle 
die  allgemeinen  Werthe  von  I 
und«  aas  den  kleinsten  Werthen 
T und  V ergibt,  wenn  man  durch 
Trennung  des  rationalen  und 
irrationalen  Theils  diese  Glei* 
chung  in  2 andre  zerlegt. 

Sei  zunächst  nämlich  corl,  und  seien 
zwei  Wurzelpaare  unserer  Gleichung 
tu  und  tlvi  gegeben,  so  dass  man  hat 
4*-Z)u’=l 
und 

V-OVrzl 

oder 

(I \+*fD)(t-uy,D)  = \ 

and 

so  ist  auch 

~ Du1)  (I,t  — Dv,')=l; 
and  wenn  man  in  Faktoren  zerlegt: 


(l+u^O)  (<-«//>)  (t , + « , Vß)  (f , - « , Vß)  = 1. 


Es  ist  aber: 
also 


(<±  »yw)  (<,+», “,+ Dum^yo  (ui  ,+<«,), 
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nml  man  hat  ein  neues  Wurzelpaar  un- 
serer Gleichung: 


T = (tl-t-Duul  und  c = + 

welches  sich  ergibt,  wenn  man  Yd 
und  <,+«! y'f)  multiplicirt,  und  den  ra- 
tionalen Theil  vom  irrationalen  trennt. 
Es  ergibt  sich  aber  auch  durch  Division: 


= (i . +« . yd)  («t  »Ym 

t + uV  I) 

= (lll-Duui)±yD(lul-vll) 

wenn  man  mit  lj_u  Yd  erweitert, 


da  der  Nenner  des  Ausdruckes  rechts 
<»  — Du*,  also  =1  wird. 

Da  nun 

tt+utVD  Q-i 

t+u\T)  ’ t-uY~D  t*-u*D 

iet , so  ergibt  sich,  wenn  man  für  die 
beiden  Quotienten  des  ersten  Gliedes  die 
obigen  Wcrthe  schreibt: 

Ti*-Dv*  = l, 
wo 

T1  = U1—1)UU1,  Vl=tUl-Mli, 

cs  ist  also  ein  neues  Wurzelpaar.  Ist 

t positiv,  so  ist  auch  die  Summe  der 

beiden  Faktoren  t-\-u\D  und  I — uYD 
gleich  2t  positiv.  Ihr  Product  war 
gleich  1;  also  haben  beide  Faktoren 
gleiches  Vorzeichen  und  sind  mithin  po- 
sitiv, da  jedenfalls  ein  Faktor  positiv 

sein  muss.  Dasselbe  gilt  vou  Yd 

nnd  t l—u,Y D,  wenn  /,  positiv  istj  dann 
ist  aber  auch  (lJruY^)  (f  t zilM  i V D)  po- 
sitiv, also  auch  r +t\  D und  i—t\  D, 
d.  h.  auch  r ist  positiv,  und,  wie  man 
in  gleicher  Weise  ersieht,  auch  r,. 

Wird  nun 


i = 1 1 = r,  u=ut  — U 

gesetzt,  also  statt  der  beiden  Wurzcl- 
paare  nur  eins  genommen,  so  gibt 

C T+uYD)*=tt+utYi> 

ein  neues  Wurzelpaar,  und  wenn  man 
t~  T,  u—U,  t,  = t,,  u , = u , nimmt, 

(T+uYoy=ti+uiYD 

ein  anderes.  Führt  man  so  fort,  so 
kommt  allgemein: 


(T+uYÜ?=tm+unYDt 


wo  « eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  und  f„,w„  ein  Wurzelpaar  ist.  Da 

{T-UYD)  - (T+UYW* 

so  findet  dasselbe  auch  statt,  wenn  n 


eine  beliebige  negative  ganze  Zahl  ist. 
Es  sind  nümlich  T und  — U ebenfalls 
Auflösungen. 

Noch  ist  zu  beweisen,  dass  der  Aus- 
druck (T+  UYD)n  auch  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  I*  — Üu^  — 1 gibt.  Denn  sei 
ein  Paar  nicht  gegeben,  etwa  r und  c, 
und  sei 

t + u^\Yö>  i + * Yd  >ih+*Yd, 

so  ist  also  auch 

t+u\D  t.+uJD 

Aber  da 

t +umYlT=  (T+UYD)m  und 

<.+i+^iVD=(T+uyvjr+t 

war,  so  ist 

/ — t + vYd 

Der  Ausdruck 

t+vY  ZT 
- ( T+Ufi))n 

gibt  als  Quotient  zweier  Wurzelpaarc 
cntsprcclicndcr  Ausdrücke  wieder  ein 
Wurzelpaar,  welches  mit  t',u'  bezeichnet 
werde.  Es  ist  dann 

T+UYI)>t'WYD>l‘, 

aber  da  t und  m gleichzeitig  zunehmen, 
auch 

r>p,  u> 

was  unmöglich  ist,  da  T und  U das 
kleinste  Wurzelpaar  war. 

Auch  kann  keine  Auflösung  zweimal 
Vorkommen,  sonst  gäben  verschiedene 
Exponenten  n gleiche  Wcrthe  von  t und 
u,  was  unmöglich  ist. 

Um  auch  die  negativen  Werthc  von 
t und  u zu  haben,  nimmt  man  lieber 
den  Ausdruck: 

±(T+uYj))n 

als  allgemeines  Symbol  der  Auflösungen. 

Das  wirkliche  Aufifinden  der  Wurzeln, 
wenn  das  kleinste  Paar  bekannt  ist,  ge- 
schieht folgcndcrmasscn  am  bequemsten. 
Man  setzt:  ' 

T+Uyl)=a}  T-UfD-b, 
dann  ist 

<n=\  («*  + «"). 

u„=l  - b"). 
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*»+1  ~ 2 a 


n-|  i 


da  ab  = 1 ist, 
also 


* +1  =2  fl, 

*-ft  **— 1 « 


t =2Tt  -t  ; 
*+i  n »—l 

und  in  derselben  Weise  folgt: 

v,  4“,+'  4r+' 

l " i *» 
ä a ‘-~2  * * 


also 


u -2  Th  —u 

»+1  N »—1 


11)  Sei  jetzt  «=2.  Sind  dann  f,  u 
nnd  I,,  u,  Lösungen  der  Gleichung 

<*-u>ß  = 4,  ' 

so  ist  auch : 

* 1 

1 +*Vd  + 

2 2 2 

und  t,  m j ist  ein  neues  Paar  von  Lö- 
sungen. E9  sind  nämlich  offenbar: 

U,  + uu,D  tu,+ut, 

',  = j-i-und 


ganze  Zahlen.  Da  nämlich  nach  Ab- 
schnitt (9)  in  diesem  Falle  Z)  = lmod4 
also  eine  ungrade  Zahl  ist,  und  wegen 
t*  — Du * =4  auch.t  und  u gleichzeitig  grade 
oder  ungrade  sein  müssen,  ebenso  wie 
so  ist  sowohl  //.+««,/?,  als 
auch  (Mj-f-uf,  durch  2 theilbar.  Die 
Multiplication  führt  also  immer  zu  einer 
neuen  Auflösung. 

Aus  einem  Wurzelpaar  TU  erhält  man 
also  unendlich  viele  durch  die  Gleichung : 


I +»  \D 

n n 
2 


12)  Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  die 
Gleichung  I*  — Dt<*  = l immer  eine  Auf- 
lösung hat. 


Es  ergibt  sich  dies  aus  der  Theorie 
der  Kettcnbrüchc.  Sei  nämlich  a ein 

solcher,  — , — , — drei  auf  cinan- 

v , IC,  5 1 

der  folgende  Näherungswerte  desselben, 
£ der  letzte  Nenner  des  Kcttcnbruchcs, 

z 

der  in  — noch  vorkommt,  so  dass  also 

»I 


mTl 


« + 


+ 1 
{ 

i6t,  dann  ist  nach  der  bekannten  rccur- 
renten  Formel,  aus  welcher  die  Nähe- 
rungswerte des  Kettenbruchs  gefunden 
werden : 

s _ ic|-|-r 

*7  "»ii+t.1 

also: 

t>s,— e,s=  — f(tC5,  — «5,s), 

aber  immer  ist 

ics,—  «?j5  = Hhl 

(siehe  den  Artikel  unbestimmte  Aufgaben 
über  diesen  Gegenstand)  also  auch 

+ rsi  — r,5. 

Sei  nun  ij  derjenige  l'heil  desKettcn- 
bruchcs,.  der  zum  Nenner  £ hinzugefügt 
werden  muss,  um  den  Kcttenbrnch  zu 
vervollständigen,  der  Art,  dass 

a=  1 
m + 1^ 

« + 


'+  1 

so  wird , ganz  wie  oben  gezeigt  wurde, 
auch  : 

a_  *c(g  + »?)  + r 
«,i(£  + >?)  + r, 

sein,  also: 


_i_-  (“**■  — ^i») + pia  _ in 

5,  »I  [«PiCf  + fJ  + t,]  Si(m,|({  + 'j)  + ®|] 


Ferner  war 


s,  + 

denn  im  oben  gegebenen  Ausdrucke  von  — stimmen  die  Zähler  und  die  Nenner 

si 

einzeln, überein,  also 
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und  deshalb  auch 


abgesehen  vom  Vorzeichen,  also  jeden- 
falls: 

s 1 

a < . 

*i  *u 

Ist  also  - jetxt  ein  beliebiger  Nähe- 

y 

rungsbruch,  so  wird  immer  die  Gleichung 
erfüllt 


wo  if  ein  positiver  oder  negativer  ach- 
ter Bruch  ist 

Verwandeln  wir  nun  den  Ausdruck 
yj)  in  einen  Kettenbruch  (siehe  den  Ar- 
tikel quadratische  Gleichung),  so  wird 

also  wenn  — ein  Näherungsbruch  ist: 

' /-  * 
x - y\D  + - 

y 

oder,  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt: 

J* 

x* =$*n+2cfy  ü + — 

oder: 

x»-D|f*=2<f/D  + ~. 

d.  h.  also  der  Ausdruck:  **  — Dy*  be- 


findet sich  jedenfalls  innerhalb  der 
Grenzen : 

4- (2/0+1)  und  —(2/0+1). 

Da  der  irrationale  Ausdruck  Y I)  unend- 
lich viel  Nftherungswcrthe  hat,  die  sich 
durch  den  Kcttcnbrueh  ergeben,  x>-0,* 
aber  eine  ganze  Zahl  ist,  die  also  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthcn  an- 
nehmen kann,  falls  sie,  wie  hier,  in  ge- 
wissen Grenzen  liegt , so  muss  sich  ein 
Werth  derselben  m unendlich  oft  wie- 

derholcn,  wenn  man  für  — alle  Nähe- 

rungswerthe  nimmt. 

Es  hat  also  die  Gleichung 
x*  — Dy*  =m 

unendlich  viel  Paare  von  Wurzeln.  Es 
müssen  darunter  jedenfalls  unendlich  viel 
x,yaml.r',yr  sein,  die  so  beschaffen  sind, 
dass 

x-^x*  modm  und  y=y'raod  m 
wird,  denn  es  gibt  ja  nur  m Zahlen,  die 
nach  Modul  m incongruent  sind.  Die 
Congrucnz  x ^ x'  mod  m hat  also  unend- 
lich viel  Auflösungen,  von  den  zugehö- 
rigen y können  aber  auch  immer  höch- 
stens nur  w — 1 incongruent  sein,  also 
hat  auch  die  Congruenz  y ~ y'  mod  m 
unendlich  viel  Auflösungen. 

Dann  ist  auch 

xyf  = yx'  modm. 


iVun  ist  aber 

(xx'—yy'D),—D(xy'—yx'),=(x"—y’'D){x,-Dy,)~i*', 

**  — Dy,=x'*  — £),'*  = >» 


Wegen  xy'  -x  yx'  mod  m ist  aber  also 


fü eine  ganze  Zahl,  folglich  mnss 

m , 

„ich  11  — eine  solche  sein.  Da 


^rx'-yy'Dy  _ ry' -yx’  y _x 

ist,  so  geben  die  Ausdrücke 

xx’-uy'l)  xy'—yx' 

t — — — , w = — ' — — 

m m 

jedenfalls  eine  Auflösung  der  Gleichung: 
I»-Dii*  = l. 

Auch  kann  hier  xy'—yx'  nicht  gleich 
Null  sein,  sonst  wäre  ja 


also  die  beiden  Näherungswcrthe  von 
y/J  identisch,  was  unmöglich  ist,  da 
dieselben  an  )'  D immer  näher  heran- 
rücken. 

Um  also  eine  Auflösung  nnsrer_Glei- 
chung  zu  finden,  hat  man  nur  \ D in 
einen  Kettenbruch  zu  entwickeln  und  die 
Nilierungswerthe  desselben  so  lange  tu 
x x' 

verfolgen , bis  man  auf  2 , — und  — : 

y y 

kommt,  deren  Zähler  und  Nenner  die 
Ausdrücke  x’-öy*,  x'*  — Dy'»  gleich 
machen,  wo  aber  x und  x',  sowie  y und 
y’  für  den  gemeinschaftlichen  Werth  die- 
ser Ausdrücke , als  Modul  betrachtet, 
congruent  sind. 

13)  Die  Auflösung  der  anbestimmten 
Gleichung 

ax'+ikxy+cy*  — m 
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durch  unendlich  viel  Wertho  von  x und  aufzulösen,  wenn  a und  c nicht  beide 
y,  falls  die  Determinante  positiv  ist  und  grade  sind,  und  die  Gleichung!*— Dm*  =4, 
a,  b,  c keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  wenn  <i  nnd  c grade  sind.  Eine  solche 
haben,  lässt  sich  also  durch  folgende  Lösnng  der  ersten  Gleichung  gibt  die 
Rechnungen  ausfQhren.  Theorie  der  Kettenbrüche  mittelst  der 

Zunächst  ist  die  Gleichung  I*  — Du*  :=!  Formeln,  • 


1)  T=- 


m irgend  ein  Werth  von  x*~ Dy*  Dy'*, 

- und  — t iVkherungsbrüchc  vou  V D - Vb1  —ac 

y y 

x = xr  mod  an,  y = y'  mod  m 


und 

ist. 

Ist 

I*  — Dm*  = 4, 

so  kann  man  die  obigen  Wcrthe  von 
7*  und  U in  1 doppelt  nehmen,  und  muss 
dann  die  letzte  Gleichung  offenbar  durch 
die  Zahlen  2 T und  2 ir  gelöst  werden. 

Aus  einer  Lösung  aber  lassen  sich  un- 
endlich viel  gewinnen  mittelst  der  Yor- 
mel : 

2«)  ‘.+1 

denen,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  « = 2 ist,  die  folgenden  entsprechen 


2)  (I±£V£)"= 

wo  n eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl , w gleich  2 oder  1 ist, 
je  nachdem  a nnd  c gleichzeitig  grade 
sind  oder  nicht.  Im  letztem  Falle  be- 
dient man  sich  statt  der  Gleichung  2 
noch  bequemer  der  recurrenten  Formeln: 

“.+1  =2Tui<-s(,+,, 


2b)  *«+ 1 - T U_  l»_t) 
2 2 2 2 


t*»4d  _ T Uh 

2 2 2" 

was  sich  leicht  ganz  wie  in  Abschnitt  10  ergibt. 


«ü±!, 

2 


Alle  Wurzelpaare  f,  m der  Gleichung 
!•  — Du*  = 1 fuhren  zu  einer  Gruppe  von 
Auflösungen  unseres  Problems.  Wenn 
man  nämlich  im  Stande  ist  eine  Auflö- 
sung der  Gleichung  <ur*  + 26.ry  + ry*  r:  m 
zu  Anden,  eine  Aufgabe,  deren  Möglich- 
keit voraussetzt,  dass  D quadratischer 
Rest  nach  Modul  m ist,  und  x = r,  y = s 
die  Werthc  dieser  Auflösung  sind,  so 
werden  p nnd  a dazu  dnreh  die  Glei- 
chung : 

Setzt  man  endlich  wie  in  Abschnitt  6) 
r (»-tu)-«« 

* Cil 


3)  rc  — sp  = l 

bestimmt.  Sind  p#,  e a ein  Paar  Wur- 
zeln dieser  Gleichungen,  so  sind  die  all- 
gemeinen Wcrthe: 

4)  e = p«  + rV  <r  = <r0+sA, 
wo  h eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  je 
zwei  zusammengehörige  Wcrthe  von  p 
und  a bestimmen  dann  eine  Gruppe  von 
Auflösungen. 


<irii+ s (!  + bu) 


_e(«— &w)  — gow 
(0 

f _°eM  + °(l  + ^u) 


60  führen  die  Gleichungen: 


6)  r = <rlr1+^lsl,  * = y»rl  + <flsl 


zu  der  ganzen  Gruppe,  wenn  man  für  ! und  ii  alle  möglichen  Werthe  setzt. 


Die  Art  übrigens,  wie  eine  Auflösung 
der  Gleichung  ox*  + 2A.ry  + cy*  = m ge- 
wonnen wird,  ist  in  dem  Artikel  qua- 
dratische Gleichungen  nachzusehen.  Der- 
selbe enthält  auch  die  Auflösung  des 


Falles,  wo  die  Determinante  negativ  ist, 
so  wie  darin  gezeigt  wird,  dass  die 
kleinsten  Wcrthe  von  T und  V sich 
immer  auf  eine  einfacho  Art  au*  dem 
Kettenbrache  für  »'!)  be»timmen  U»»eu. 
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In  gegenwärtigem  Artikel  kommt  es 
eben  hauptsächlich  auf  die  Eigenschaften 
der  quadratischen  Formen  an. 

14)  Es  sei  wieder  f(n,  6,  c ) eine  ge- 
gebene Form;  wir  wollen  für  sie  eine 
möglichst  einfache,  eigentlich  äquivalente 
Form  bestimmen.  Sei  zu  dem  Ende 
wieder: 


x = ttx>+ßy,,  yzzyx^Jg,, 
ad—ßy- 1. 

Setzt  man: 

« = 0,  fi~\,  y-  —1, 
so  bleibt  noch  immer  J willkührlich,  und 
c«  ist  x=ylf  — Xj  + tfy,. 

Die  äquivalente  Form  ist  dann: 


cx ! * +2(— 6— cö)x ,y  t -f  («  + 2W+ rt/*)y , 1 . 


Schreiben  wir  lieber  für  c,  so  ist 
die  erste  Form: 

i)  /■(<*>  *>  «.)> 

die  zweite: 

2)  /■{«,,  4„  «,) 

und  die  Substitution: 

3)  I °'  l\ 

J 1-1,  <J|’ 

*ns8«rdem  noch: 

i,  = -i-a, J, 

d.  h. 


bt  ~—b  mod  a , . 


Da  nun,  wenn  n,  ungrade  ist,  jede  Zahl 

a.  — 1 

mit  einer  ans  der  Zahlenreihe ~ — 


bis  — ‘2“ ~ für  Modal  a,  congruent  sein 
mnss,  und,  wenn  a,  grade  ist,  mit  einer 


ans  der  Reibe:  — ~ bis -f  ~ — 1,  so 

kann  ot,  abgesehen  vom  Vorzeichen 
immer  grösser  als  26,  oder  wenigsten 
gleich  dieser  Grösse  angenommen  wer 
den.  Macht  man  in  2)  dieselbe  Substi 
tution  3)  und  fahrt  so  fort,  60  komm 
man  schliesslich  auf  eine  Form 


n« 


, — i* 


* 

n— 1 


a )» 


wo  a j grösser  als,  oder  wenigstens 

gleich  26  4 ist. 

n— 1 

Ist  nun  der  erste  Coefficient  immer 
grosser  als  der  dritte , so  nimmt  die 
Reihe 


15)  Sei  jetzt  die  Determinante  nega- 
tiv, also: 

D*  = b*  — ac-  — A, 

so  müssen  a und  e auch  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  da  6a  stets  positiv  ist. 
Ist  f(a\  6',  c')  irgend  eine  transformirte 
Form,  also: 

a'  = a«,-t-26rty-f  cy% , 

so  wird : 

<taf  z (ao-f-6|')*  — 

ein  Ausdruck,  welcher  stets  positiv  sein 
muss.  Es  haben  also  a und  auch  stets 
dasselbe  Zeichen. 

Es  sei  noch  £c<t'2by  also  die  Form 
eine  reducirte,  und  nehmen  wir  zunächst 
an,  a und  6 hatten  gleiche  Zeichen,  so 
haben  auch  c und  6 gleiche  Zeichen. 
Allgemein  ist 

«c>46*, 


d.  h.,  da  6,  — ac  = — £ war, 

36*  <£, 

I 3 

Diese  Betrachtung  macht  cs  möglich, 
im  Falle  die  Determinante  negativ  ist, 
alle  reducirten  Formen  zu  ermitteln.  Es 
ist  nämlich 

6*4*  = oc  *, 

nimmt  man  also  6<|/_ , and  zerlegt 


r " 

AHA  «uf  alle  möglichen  Weisen,  je- 
doch so,  dass  a>26  ist,  so  erhält  man 
alle  Werthc  von  a und  c. 


beständig  ab,  und  man  kommt  auf  einen 

Werth  a , welcher  kleiner  als,  oder 
»—1 

höchstens  gleich  a ist.  Eine  Form,  wo 

•t 

dies  stattfindet,  heisst  reducirte.  In 
einer  solchen  ist  also  immer: 
c^a^2b, 

abgesehen  vom  Vorzeichen. 


Für  negative  Determinanten 
ist  also  die  Anzahl  der  reducir- 
ten Formen,  welche  einer  ge- 
gebenen entsprechen,  immer 
endlich. 

Beispiele.  Sei 

= 1,  so  ist  6 = 0,  also  a = l und  c = l. 
Sei  ferner 

£,  = 2,  so  ist  6 = 0,  also  a = 1,  c = 2; 
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ferner: 

A = 3,  also  entweder  4 = 0,  a-1,  c=3, 
oder  4 = 1,  a = 2,  r = 2; 

A = 4,  also  4 = 0,  a = 2,  c=  2 

oder 

4 = 0,  o = l,  e=4.  Wäre  4 = 1, 
so  ergäben  sich  keine  Werthe  fiir  a nnd  r, 
weil  a = l nicht  grösser  als  24  ist. 

16)  Es  ist  su  bestimmen . unter  wel- 
chen Bedingungen  2 reducirto  Formen 
mit  negativer  Determinante  äquivalent 
sind.  f(a,  4,  c)  nnd  /'(«„  4„  c\)  seien 
diese.  Wir  setzen 

«,£«. 

sei  eine  Substitution,  welche  von 

der  ersten  zur  zweiten  Form  führt,  also 
ttef — ßy  = 1,  und 

na'  = (oo  -f  4y) 1 + Ay*. 

Da  nun 


und 

ne— 4*  = A, 

so  mnss  auch: 


sein,  nnd  deshalb  auch 


da  a,Sa,  nnd  a = c ist. 

Wegen  des  Werthes  von  an,  kann 
hiernach  y nur  einen  der  Werthe: 

0,  +1  oder  —1 

haben,  denn  in  jedem  andern  Falle  wäre 
A y*  grösser  als  aa„  was  unmöglich  ist. 

Sei  zunächst  y = 0.  Wegen  der 
Gleichung  ad—ßyz:  1 ist  dann 

«cf  — 1,  n = (7=  ‘1, 

folglich 

«,  = an* +24ay +cy‘  = a, 

4 , = aaß + b(ni + ßy)  + eyd  — b-rtß 
also 

4 1 — 4 = 'aß. 

Es  war  aber 


i»,  ß 

Y>  d 


Man  findet  entweder  4,  =4,  was  nichts 
Neues  gibt,  da  dann  auch  c,=c  ist,  oder 


da  4 , und  4 beide  kleiner  als , oder 
höchstens  gleich  ~ waren. 

Die  beiden  redudrten  äquivalenten 
Formen  sind  demnach 


f(«t  j,  c ) und  /'(o,  -y,  c). 

Wegen  der  Gleichung  4*— ae  = 4,  * — a,e, 
muss  nämlich  dann  auch  c,  = c sein. 

S c i ferner  y = +1,  dann  gibt  die  Glei- 
chung für  a, : 

an*  +24a=o'— c. 

n'— c kann  indess  nicht  positiv  sein,  da 
a'£a  nnd  agc  war;  es  muss  also 
an  * £ 24a 

sein,  was  unmöglich  ist,  wenn  « grösser 
als  1 wäre,  da  u>24  war.  Es  mus6 
mithin  sein : 


o = 0,  oder  a = l,  oder  o=—  1. 
Sei  zunächst  a = 0,  so  ist 
a,=e, 

nnd  da  a, £ai e war,  auch 
o = e,  ßy- -1 

und 


4'=  — 4+ctf, 


d.  h. 


4'+ 4 


= +</ 


e — 

und  da  4'  nnd  4 kleiner  alt  oder  höch- 
stens gleich  — sind,  d.  h.  kleiner  als 


oder  höchstens  gleich  so  ist  wieder 
4'= — 4,  oder  4'  = 4=+c. 

Die  Formen,  die  sich  hieraus  ergeben, 
a — a 

sind  alBO  f(a,  g-,  a)  und  f{a,  -g-,  a), 

die  schon  in  der  obigen  enthalten  sind, 
ausserdem  noch  die  neuen  Formen: 
f{a,  4,  a)  und  f(a,  -4,  a). 


, i <1* -'ü. 

= 2’  ‘”2  “ 2 ’ 

also  must  4, — 4 zwischen  — a und  +t 
liegen. 

Es  ist  aber  - = -yß  eine  ganzi 


Zahl,  und  aus  diesem  Grunde  kann  4,-4 
nur  die  3 Werthe 


0,  +o,  — a haben, 


Sei  nun  « = 1,  so  wird : 


a,  = a+24  + e 

oder 

q-24  = n+c— a,. 

Da  aber  a a,  und  c5a,  war,  und 
diese  Grössen  gleiches  Vorzeichen  ha- 
ben, man  übrigens  eine  von  ihren  a 
stets  als  positiv  annchmen  kann , indem 
man  im  entgegengesetzten  Falle  die  Vor- 


\ 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Form  (Zahlenlehre).  58  Quadrat.  Form  (Zahlenlehre). 


Zeichen  von  a,  b,  c umkehrt,  so  ist  auch 
a— «,  und  c— a,  nie  negativ,  also  -f-2 b 
wenigstens  gleich  c und  wenigstens  gleich 
a.  Es  muss  also 

a — c—-r<lb  — ai 

sein,  da  c2ra^2A  ist,  und  die  Gleichung 
a-f a— a , < a auch  at=:a  gibt. 

Noch  ist 

«tf=l-F/fy; 

also  da 

6'  = anß  -f-  A(«  J1  -f-  ßy)  + cyJ 
war,  auch : 

b ' = a«^4-  aßy  + b 4-  ayJ. 

Hieraus  ergibt  sich : 

b’-b-ka , 

wo  k eine  ganze  Zahl  ist,  und  ganz  wie 
oben  lässt  sich  schliessen,  dass  6'  — b 
einen  der  Werthc 


0,  a und  — a 

haben  muss.  Dies  führt  aber  zu  den 
schon  dagewesenen  Formen:  f{a,  — a) 

und  f(a,  + |,  a). 

Es  sind  also  nur  2 Paare  äquivalen- 
ter Formen  möglich: 

/■(<*>  2’  c)  uml  /(*»  “2*  r)» 


f(a,  b,  a ) und  (a,  — b , a). 


Noch  i6t  zu  beweisen,  dass  diese 
möglicher  Weise  äquivalenten  Formen 
auch  wirklich  Vorkommen.  Macht  man 
in  Form-  f (a,  b,  c ) die  Substitution 


1, 

0, 


ß 

1 


, so  erhält  man  /(a,  aß  + b,  ct); 


für  b- 


;9  = 1 nehmen  diese  Aus- 


drücke aber  die  zuerst  gegebenen  Werthc 

/"(*>  -J.  c)»  -y»  c)  an* 

Setzt  man  ferner  in  f(a,b,a),  *=y., 
y = a?,,  so  führt  dies  zu  f{a,  — b , a), 
somit  kommen  beide  Paare  auch  wirk- 
lich vor. 


17)  Man  kann  sonach  die  eigentlich 
äquivalenten  Formen  mit  negativer  De- 
terminante in  Klassen  theilcn,  und  mit 
Ausnahme  dieser  beiden  Fälle  gibt  cs 
zu  jeder  Klasse  nur  eine  reducirte  Form, 
von  der  man  sagt  sic  repräsentire  diese 
Klasse. 

Es  gibt  also  nach  dem  in  16)  Gesag- 
ten für  die  Determinante  —1  und  —2 
je  eine,  für  —3  und  —4  je  2 Klassen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  a,  2 b und  c hät- 
ten keinen  Factor  gemein.  Es  soll  jetzt 


untersucht  werden,  welche  Zahlen  durch 
eine  gegebene  Form  mit  negativer  De- 
terminante, und  wie  oft  dieselben  durch 
dieselbe  darge6tcllt  werden  können. 

Wir  haben  bereits  in  8)  angenommen, 
dass  in  der  Gleichung 


ax*-f-2hjy-f  cy*  = m 

x und  y relative  Primzahlen  seid.  Diese 
Zahl  m sei  positiv  ungrade , und  eine 
relative  Primzahl  in  Bezug  zur  Deter- 
minante, so  muss  die  Darstellung,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  irgend  einem 
Werthe  von  \D  mod  m gehören.  Seien 

«,  »* , , n,  . . . diese  Werthe  von  Yd. 
Es  gibt  dann  zu  jedem  n eine 
Darstellung  durch  eine  redu- 
cirte Form  und  zwar  nur  eine. 
Denn  damit  m durch  die  gegebene 
Form  darstellbar  sei , muss  sie  mit 


f|  1 /)  * 

f (m,  «,  — — — ) äquivalent  sein.  Es  ist 


m 


aber  nur  eine  reducirte  Form  mit  der 
letztem  äquivalent,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  und  diese  reducirte  Form  vertritt 

n*  — I) 

die  Klasse,  zu  der  f {in,  n,  ) und 


m 

/■(a,  b,  c)  gehören.  Die  Zahlen  m,  n 
und  p — haben  keinen  gemein- 

l/l 

schaftlichen  Factor,  denn  jeder  Factor 
von  m und  « muss  ein  solcher  von 
D — n'  — mp  sein,  und  es  ist  vorausge- 
setzt, dass  m und  D keinen  Factor  ge- 
mein haben.  Da  m ausserdem  ungrade 


ist,  so  haben  auch  in,  2 n und 


»»  — /■> 
m 


keinen  Factor  gemein. 


18)  Es  soll  jetzt  die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen, die  für  m möglich  sind,  ge- 
funden worden. 

Es  war 

at  = at  — (nb  + yc)u, 

■Yi  = y*  + («a  + j'6)u, 

l*  + A«*  = l. 

Ist  A grösser  als  1,  so  gibt  es  nur  2 
Auflösungen  dieser  Gleichung,  nämlich 

w — 0,  t—  n_I ; 
ist  A = 1,  so  ist  entweder: 
t = +1,  m — 0 

oder 

1 = 0,  «=+1. 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  2 Darstel- 
lungen, welche  den  Werthen : 

«,  = _l_r<  und  yt-+Y 

entsprechen.  Nur  wenn  A = 1 ist,  gibt 
es  4 Auflösungen.  Im  Allgemeinen  also 
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hat  inan  doppelt  so  viel  Darstellungen, 
als  die  Cougruenz: 


i1  = f)  mod  m 

Wurzeln  hat;  wenn  aber  ^ = 1 ist,  so  hat 
man  4 Mal  so  vieL 
Möge  die  Anzahl  der  einfachen 
Factoren  von  m sein.  Sind  /,,  /,  . . . 
diese  Factoren  selbst,  hl%  ht  ...  die 
Exponenten  der  Potenzen,  in  welchen  sie 
bezüglich  Vorkommen,  so  ist: 


I lP 
V • 


Wenn  i*  = ö mod  m , so  ist  nach  ilem 
Rcciprui  itätsgesetze  für  die  quadratischen 
Reste  (siehe  den  Artikel  quadratischer 
Rest): 


Es  stellt  n&mlich  bekanntlich  der  Aus* 

druck  (•p)  die  Zahl  -fl  oder  —1  vor, 

je  nachdem  /)  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  von  l ist. 


Die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Con- 

gruenz  ;*  = Tlmotlm  ist  2 , also  die 
der  Darstellungen,  von  denen  wir  hier 
u+l  u+2 

sprechen,  2 , für  A = 1 jedoch  2 

Es  sei  A = l.  Dann  ist: 

n »*~D. 
ns 

äquivalent  mit 

/( 1.  0,  X)i 

denn  diese  Wcrthc  ergaben  sich  für  die 
A = 1 entsprechende  reducirte  Form. 
(Abschnitt  13).  Es  ist  dann  also: 

*1+y*  = r». 

Da  aber 


(7r)-(-fr)=  ••• 

sein  mn6s,  ss  müssen  die  einfachen  Fac- 
toren von  m alle  von  der  Form  4Jk+ 1 
sein  (siche  den  Artikel:  quadratischer 
Rest),  d.  h.  wenn  man  die  Stellung  und 
das  Voraeichcn  der  Variablen  nicht  be- 
rücksichtigt (wo  also  die  Anzahl  der 
Darstellungen  auf  den  ölen  Thoil  redu- 
cirt  wird),  bat  man  den  Sa's: 

„Jedes  Product  von  Primzahlen  von 
der  Form  44+1,  wo  y die  Anzahl  die- 
ser Factoren  ist,  lasst  sich  2,U  1 mal 

durch  die  Summe  zweier  Quadrate  aas- 
drücken.“ 


Z.  B. 

65=5-13=8*  + l*  = 4*  + 7\ 

da  hier  u = 2 ist.  Ist  m eine  Primzahl, 
so  ist  ^t  = l,  und  1 die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen. 

Wenn  A = 2,  so  war  nach  Abschnitt  13) 
4=0,  «=1,  c=2, 
also  die  Qcstalt  der  Form  ist 
x’+2y1. 

Die  Gleichungen: 

(t’Mv) 

setzen  voraus,  dass  alle  Factoren  /, 
...  eino  der  Formen  84+1  oder  84+3 
haben.  Ist  dies  der  Fall,  so  hat  also 

U — 1 

die  Zahl  m wieder  2 Darstellungen, 
abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Varia- 
blen, wodurch  die  2^^"  auf  den  4ten 
Theil  reducirt  wird. 

Z.  B.  die  Zahl  33  = 11x3  hat  2 Fac- 
toren von  der  Form  8A  + 3,  es  ist  also 
wieder  u = 2,  und  die  Zahl  2 mal  durch 
die  Form  x*-f2y*  darstellbar.  In  der 
That  ist  33=  l*-f  2*  4*  =5*  -f 2*  2*. 

19)  Seien  jetzt  m eine  beliebige  positive 
ungrade  Zahl,  die  zu  & relativ  einfach 
ist,  /t,  /,  . . . ihre  einfachen  Factoren, 
und  es  werde  vorausgesetzt,  dass 

GfH^)=  •••=*• 

so  gebürt  zu  A,  wie  in  13)  gezeigt 
wurde,  immer  eine  endliche  Anzahl  re- 
ducirtcr  Formen: 

»x*+24zy+cy*,  «,x*-j-24,xy-|-«1y>.  . . 
Sehrcibt  man  nun  jede  der  Zahlen  m, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  so  oft, 

als  die  Zahl  2"+1  Einheiten  hat , so 
geschieht  dasselbe , als  wenn  man  in 
allen  diesen  rcducirten  Formen  für  x 
und  y alle  Werthe  setzt,  die  zu  ein- 
ander relativ  einfach  sind  nnd  eine  der 
Zahlen  m darstellen  (dass  x nnd  y re- 
lativ einfach  sind,  ist  nämlich  bei  allen 
bisherigen  Betrachtungen  über  Darstel- 
lungen vorausgesetzt);  denn  immer  eine 
dieser  Formen  ist  ja  dann  mit  m gleich- 
bedeutend. Nach  Abschnitt  17)  und  18) 
aber  ist  m durch  die  Ocsammtheit  die- 

u-f  1 

scr  Formen  so  oft  darstellbar  als  2 
Einheiten  hat. 

Man  kann  danach  sowohl  den  Ausdruck 

(f  *f  1 14  *f  1 

Z 2'  m,  als  auch  Z2  F(-),  wo  F 
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eine  beliebige  Function  von  m ist,  auf  diese  Weise  darstellcn,  wenn  das  Zeichen 
2 links  auf  alle  Werthe  von  m geht. 

Also: 

2J2ttF(»*)=-Z^(«*>+26xy-fcy*)^JfF(al**+26l*y+‘f,V*)  + 

Verstehen  wir  nun  unter  l,  /,,  /,  . . . irgend  welche  Primzahlen,  die  der  Bedin- 
gungen genügt,  dass  D oder  — £ quadratischer  Rest  zu  /,  /„  /,  ...  ist,  und  6ci 

F(m)  — , so  ist  offenbar: 

m 

2“  / 2 2 2 \ / 2 2 \ 

V"( V W + ■ ■ ')  (1+_p"+7*  + "•)  ' 


v q r 

da  jedes  » = #,/,/  ...  ist,  und  durch  Multiplication  sich  alle  Ausdrücke 

1 % 

von  dieser  Form  rechts  ergeben,  wobei  sich  dann  gleichzeitig  der  zugehörige 
Zähler  2^  einstellt. 


Nun  ist: 


also  muss  auch: 


2 2 2 
1-f  *4*  2*4*  3*4- 
/ l l 


1 

1 

1 

u 14*  f 

r2  * 

1+  /' 
i 

1 + 

r 

•% 

I 

.1 

II 

1 

i 

m 1 -~ü 

1__  /* 

1- 

r 

» * 


sein.  Sei  nun  q irgendeine,  nicht  in  2/s  enthaltene  Primzahl,  und  n eine  belie 
bige  ungrade  Zahl,  die  mit  £ keinen  Factor  gemein  hat,  so  iöt  auch : 


1 w 1 1 w 1 1 \ 1 

*4*«*)(l4-  *4-  2*4*  • •)  (l-f-  * + 2*4*  • •)  — 2 * 

q 7 \ q,  qv  7 V 9,  7 » 


wo  die  Summe  auf  alle  Zahlen  » von  den  bezeichneten  Eigenschaften  geht,  und 
ebenso  ist,  wenn  man  die  unendlichen  Summen  links  addirt: 


Entwickelt  man  aber  den  Ausdruck: 


in  eine  Reihe,  wo 


die  oben 


gegebene  Bedeutung  hat,  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (siehe  den  Artikel: 
quadratische  Reste): 


D 


D 


Quadratische  Factoreu. 
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io  kommt: 


*+(").  K");K4>?+ 


also  wenn  man  alle  Werthe  Ton  q nimmt:  q,  qt,  qt,  und  multiplieirt,  so  wird 

1 1 


'©4-rir- 


HSV-©*  «-©*- 


Setzen  wir  noch  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  X~  überall  2 < statt  s, 

n 

so  ist: 

1111 

1 ' 1 ' 1 

" 1— ~ E 1--JT  1 — “5" 


also: 


n ' ' h 
1 

1 ~£ 


1 & 

1 


1 

1-“ST 


(‘-fO(K^)  (■-*)(■-(, °),i) 


1 + 


1 1+T 


Alle  diejenigen  Factoren,  wo  )=  — 1 ist,  heben  sich  auf,  es  sind  also  nur  die- 
jenigen o zu  berücksichtigen,  für  welche  die  Determinante  quadratischer  Rest, 

also  '»*•  Dies  sind  aber  diejenigen  Zahlen,  die  wir  mit  /,,  / 

bezeichnet  haben,  und  dann  stimmt  unser  Product  mit  demjenigen,  welches  den 
Werth  von  X — gab,  überein;  folglich  ist: 


1 /Dv  1 


xt  = 


■*~E~ 

H 


Also  wenn  man  für  22—  den  Ausdruck  durch  die  quadratischen  Formen  nimmt, 

m 

und  mit  X~j^  multiplieirt,  so  wird 


„ 1 1 1 
2 n*^"V  = 'r?f 


_ 1 1 

(W-f2Ar»+c»*)>  + *„•*'  +21 .xp+c,,  )' 


i 


4H 


V-.'  'V", 


Digitized  by  Google 


«■ 


Quadrat.  Form  (Zahlenlehre).  62  Quadrat.  Form  (Zahlenlebre). 


wo  man  auch  setzen  kann: 


'“n2'  ~ (ax'1  + 2ixy+ry’)* 


— T- 


' [«(» j)  * +2&(n  j)(ny) -f  r(»i/) 1 Jf 

1 

“*(axl<+2Ax,yl+cyl’)*  + 

wo  x,,  yl  dann  andere  Werthe  von  x und  y sind. 

Es  stellen  sich  hierbei  alle  Werthe  aber  auch  in  den  Formen  alle  x und  y, 
x,,  y , ein,  die  so  beschaffen  Bind,  dass  die  zu  einander  relativ  einfach  sind,  und 
axl*-J-2ix,y,  -f-cy,*  zu  2 D relativ  ein-  alle  w,  die  es  zu  D sind,  vor.  Sei  näm- 
fach  ist.  Die  Bedingung,  dass  x und  y lieh  n der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
relativ  einfach  zu  einander  sein  sollen,  tor  von  x,  undy ,,  oderx,  = wx,y , :rny,  so 
ist  also  jetzt  aufgehoben.  Denn  es  war  kann  n keinen  Factor  mit  2 D gemein 
sowohl  n,  als  auch ax  y +26x,yl-f*ryl  * zu  haben,  weil  ihn  sonst  die  ganze  Form 
2 D relativ  einfach,  also  ist  dies  auch  mit  haben  mösste.  x und  y haben  also  bei- 
der neuen  Form  der  Fall.  Es  kommen  neu  gemeinschaftlichen  Factor  mehr. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergibt  sich: 

1 1 

S n Jn'~  ‘^(ax1+2Äxy-f-cy,)*  + • ••  • 

Die  Summe  rechts  geht  auf  alle  x und  y.  also  jedes  r so  oft  vor,  als  es  sich  iu 
Diese  Formel  wird  die  Formen  geben,  2 Factoren  zerlegen  lässt.  Dabei  wird 

welche  zu  21)  relativ  einfach  sind.  /Z>\  , , , , , , ,, 

^—1  bald  positiv,  bald  negativ. 

Ist  also  x der  Ueberschuss  der  An- 
zahl der  Factoren  n von  r,  für  welche 
D quadratischer  Rest  ist,  über  die,  wo 


Ferner  ist: 


(««,)* 


wo 


<£) 


•r  = *m,  ö Nichtrest  ist,  so  erhält  man  22j 

zu  2 D relativ  einfach  ist.  Es  kommt  und  es  ist: 

(ax7-f2ixy  + cy*)'-'^'1  (a^-H^xy+e^*)' 

Auf  der  Seite  rechts  kommt  nun  jedes  r so  oft  vor,  als  r durch  die  Formen: 

ax>-f 2&xy  + cys,  alx*  + 26,xy  + c,y* 

darstellbar  ist. 

Es  lässt  sich  nun  aber  auch  beweisen,  dass  die  beiden  Reihen  links  und 
rechts  in  den  einzelnen  Gliedern  äbereinstimmen,  welche  einem  bestimmten 
Werthe  von  r*  entsprechen.  Seien  die  Reihen: 

/ ABC  A'  B'  C \ 

U5+F'T'+  ‘ ' • ^ W + ■■■  ) 


oder 


±(a  + *(“-)‘+c(i)'+  . . . +<{ 7)’+  • • • ) 

Unter  er,  af  sind  die  kleinsten  Werthe  der  Grössen  er,  ß,  y . . . und  bezüglich 
ß\  y'  verstanden. 

Nehme  man  nun  an,  es  wären  er  und  n ' ungleich,  so  kann  man  immer  er ' 
kleiner  als  « annehmen,  weil  wir  im  entgegengesetzten  Falle  die  Bezeichnung  von 
u und  ol  vertauschen  können.  Es  ist  dann : 

‘4(f)’+  *(7)' ’+  Ky)  + • • • = jl'+*'(7)  + c’(y)  +••••* 

wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  nft  roultiplicirt. 
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Setzt  man  nun 

* = oo, 

so  wird  A'  = 0,  was  nicfct  möglich  ist. 
Jedenfalls  also  hat  man  «'  = *,  und  da- 
her für  s = ao  auch: 

A'  = A; 

ebenso  ergibt  sich 

B’  = B,  C'  = C . . . 

Der  Coefficient  von  — - links  ist  nun 
r 

2k,  und  rechts  stellt  er  die  Anzahl  der 
Darstellungen  von  r durch  die  Formen 
nx*-f26jry-f-cy3,  a|jr,-f 2A‘xy  + c,y*  ... 
vor,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  x und  y 
relativ  vielfach  sind  oder  nicht  und  man 
hat  folgenden  Satz: 

„Ist  r irgend  eine  positive  Zahl,  die 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  mit  2 Ü 
hat,  so  bestimmt  man,  wieviel  Primfac- 
toren  von  r das  I)  zum  quadratischen  Reste 
und  wieviel  D zum  Nichtrestc  machen 
(den  Factor  1 eingeschlossen) ; der  dop- 
pelte Ucberschnss  k der  ersten  Zahl  über 
die  zweite  gibt  dann  an,  wie  oft  r durch 
eine  quadratische  Form  mit  Determinante 
D = — A darstellbar  ist.  Nur  für  D = — 1 
ist  der  vierfache  Uebcrschnss  zu  nehmen.“ 
Beispiel.  187  = 17  *11  *1;  1 und  17  ma- 
chen 13  zum  quadratischen  Reste,  11 
nicht,  also  A = 2— 1 = 1,  und  187  lasst 
sich  2 mal  durch  eine  Form  mit  der 
Determinante  13  darstcllen. 


20)  Ist  in  der  That  lf  so  sind 

die  Factoren  von  r,  welche  /)  zum  qua- 
dratischen Reste  machen,  von  der  Form 
4A  + 1,  die  andern  von  der  Form  4A  + 3. 
Die  entsprechende  rcducirte  Form  war 
die  Summe  zweier  Quadrate.  Für  eine 
Primzahl  von  der  Form  4A  + 1 ist  A = 2, 
da  1 auch  von  der  Form  4A  + 1 ist;  für 
eine  Primzahl  von  der  Form  4A+3  ist 
A = 0,  also: 

Jede  Primzahl  von  der  Form 
4A-+-1  ist  eine  Summe  von  2 Qua- 
draten p*-f -q*,  sie  l&sst  sich  also 
auch  auf  die  Form  (p+yi)  (p  — 9») 
bringen.  Sic  ist  mithin,  wenn 
man  u -f  9»  als  complexc  ganze 
Zahl  betrachtet,  keine  complexe 
Primzahl.  Dagegen  lasst  sich 
eine  Primzahl  von  der  Form 
4A+8  nie  als  Summe  (>  von  Qua- 
draten ausdrQcken,  und  ist  daher 
auch  eine  complexc  Primzahl. 

Wir  buben  bewiesen , dass  in  unsem 
Summen  auch  die  einzelnen  Glieder 
in  ihren  Coefficicnten  übercinstimmen. 

Man  kann  also  auch  statt  oder 

1 

— eine  beliebige  Function  von  r 

(»».) 

multiplicirt  mit  dem  cntprerlienden  Coef- 
ficicntcn  in  die  Summen  setzen.  D.  h. 
es  ist: 


2i(®)y(»»|)  = Jfy(a.r,+2&rs(+ep,)  + .ZV(«1x,+24,.ry-t-c1jr,)+  . . , 
wo  tf  eine  beliebige  Function  ist.  Sei  z.  B. : 

'/(")=  v“. 

8j(£)f"">  = _r9**’+a%+t»’+  + 


so  kommt: 


wo  statt  der  2 links  4 zu  setzen  ist,  wenn 
D=—  1 ist.  Es  ist  aber: 

fi  — 1 

(siehe  den  Artikel:  quadratischer  Rest) 
und  die  Formen  rechts  rcducircn  sich 
auf  die  eine  x* -fy*,  also: 
n — 1 

2 km.  xa+y* 

4*(-l)  » *=Z, 

Die  durch  x*  4-  y*  darzustellcnde  Zahl 
sollte  ungrade  sein.  Setzt  man,  um  (1cm 

4(,+ta,+fB%- 


zu  genügen,  also  für  x alle  graden,  für 
y alle  un graden  Zahlen , und  dann  um- 
gekehrt Air  y alle  graden  und  x alle 
ungradeu  Zahlen,  welches  letztere  das- 
selbe ist,  als  ob  die  durch  das  erste 
Verfahren  entstehende  Summe  verdop- 
pelt würde,  führt  man  dies  auch  für  die 
negativen  Zahlen  aus,  so  wird  hierdurch 
eben  nur  der  aus  den  positiven  Zahlen 
entstehende  Theil  vervierfacht,  weil  x 
oder  y einzeln  und  auch  beide  gleich- 
zeitig negativ  genommen  werden  müssen, 
mit  Ausnahme  der  Glieder,  die  y-0 
entsprechen,  und  welche  nur  verdoppelt 
werden.  Es  ist  dann,  wie  leicht  zu  sehen : 


■ )<l+2»2+2«4,+2»6% 


♦ 
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« — 1 

In  ßr  " leJe  ungrttdc  Z“hl  ZU  ‘<"‘en’  d'  h-  dle  Samme 

wird: 

, n'  3»'  . „5h'  , t 1 

1+9 

Summirt  man  diese  Reihe  aber  nach  so  kommt: 

«4-1  "“1 


. ..  2 «»'  ^ 

■T(-l)  9 - ■*( 


1-9" 


und  der  Vergleich  aller  3 Summen  gibt  folgende  Formel: 


9 + t"  + ' + 

0 i» 

. J^-+-»— = + 

1+,2  l+9°  1 + 91Ü 

, 2 1 6 1 10 

1-9  1-9  1-9 

3«  5’ 

= (9+9  +9  + 

. . . ) (l+292*+294’+  . - - )- 

Es  ist  aber  auch 

,}(*+»)* +*(*-»)’  , 

•4 

H 

+ 

Vs 

hl 

II 

d.  h.  wenn  man 
setzt,  wo: 


x+y-t,  x— y=« 


t+u  _ l—u 

x-~2~’  2“ 

wnrd,  und  Ar  < und  « alle  ungrade«  Zahlen  nimmt  so  erhält  man  alle  möglichen 
Werthe  von  * und  y.  Wie  leicht  zu  sehen,  ist  n&mlich 

g=2*+l+2j±l=i+t+1|  y=»+l-^±l  = >->, 

wo  * und  1 beliebige  Zahlen  sind.  Da  aber  *4- * 

oder  ungrade  sind,  so  wird  x immer  gr  ^ in  ¥dcr  That  immer  das  Quadrat 
"“r^enZahTln  dem  dner  graden  addit,  wie  dies  bei  diesen  Betrachtungen 
stattfinden  muss,  also: 

*(,!)'•+«’=  *{(,«) ‘W) 

ist  der  Ausdruck  für  unsere  Summe,  dieser  aber  offenbar  gleichbedeutend  mit 

(?i  + (,*)3,  + (,*)5,4- 

also  wenn  man  noch  mit  9 vertauscht,  und  diesen  eben  gefundenen  Ausdruck 
einem  früher  gefundenen  gleichsctat: 

2 »6  910  . . 3*,  .5’ 


-12+' 


20 


,+  ...=  (9+93  +9°  +9*  +■ 


>a 


Es  sind  nämlich  rechts  eigentlich  alle  positiven  und  ^"enten  GUeto 

wodurch  ein  Factor  4 erscheint,  der  sich  gegen  den 

der  Gleichung  weghebt.  ,1+3.1,  und  cs  ergibt  sich  ans 

Setat  man  noch  D=-2,  so  wird  die  Form  x > 
ähnlichen  Betrachtungen  wie  oben: 

, . ,3  96  JLx.  ^.4-.8,+  9B‘+  ••  •) 


1+  * R „ 10  1 -U+ 

2 , o.2-2’  . n„3-2 


l-92T!-96  l-*10  1-* 


. . (l+292+292-2’+293'-  +■••)• 
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Auf  einen  Theil  der  hier  entwickelten  auf  einem  ganz  andern  Wege  gefunden 
Reihen  ist  Jakobi  durch  rein  analytische  hat,  in  einfacherer  Weise  verbunden  mit 
Betrachtungen,  welche  die  Theorie  der  neuen  Sätzen  in  diesem  Gebiete.  Es 
elliptischen  Functionen  betreffen,  gekom-  hat  dadurch  Dirichlct  die  Verbindung 
men.  Ihre  zuhlentheoretischc  Ableitung,  der  Analysis  und  der  Znhlcntheoric  be- 
die  hier  gegeben  ist,  rührt  von  Lcjeune-  gründet,  welche  von  so  grosser  Wicli- 
Dirichlet  her.  Die  allgemeinen,  dcmsel-  tigkeit  geworden  ist. 

heu  berühmten  Mathematiker  angchöri-  21)  Es  sollen  jetzt  nach  Dirichlct  noch 

gen.  Sätze,  worauf  dieselbe  sich  stützt,  einige  Anwendungen  der  Analysis  auf 

geben  zugleich  diejenigen  Betrachtungen  die  Theorie  der  quadratischen  Formen 
Uber  quadratische  Formen,  welche  Gauss  gegeben  werden.  Die  bekannte  Reihe: 

V^)_i1+e+(4+(l)  1+?+(4+2/i)1+e  + 
convcrgirt  bekanntlich  nur  dann  und  dann  wenn  f(x)  eine  beliebige , in  den  Grcn- 
immer  für  reelles  p,  wenn  p positiv  ist,  zen  x und  x -f  h stetige  Function , 9 

vorausgesetzt,  dass  A und  a positive  irgend  ein  positiver  achter  Bruch  ist 

Zahlen  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  (siehe  die  Artikel  Tuylorsclier  Salz  und 
die  Summe  dieser  Reihe  für  den  Fall  zu  Reihen).  Ist  also 
ermitteln,  dass  p in’s  Unendliche  ab- 
nimmt. Bekanntlich  ist  f(x)-=x 

f (*+A)  = fx+h/'(x+ SA),  so  erhält  man  hieraus: 

(4+a)“*=i_f-«p(i+»<i)-1-e 

(A+2fl)~‘,  = (4+a)-e-ap(&+a+9'«)-1~P 

(b+3a)~?=  (A  + 2a)-e  -ap(Ä+2a+9'a)-1~e  . . , 

Adilirt  man  alle  diese  Gleichungen,  die  setzt  man  aber  & = 1 , so  wird  die 
sich  big  in’s  Unendliche  erstrecken , so 
werden  sich  alle  Glieder  links  bis  auf 

das  letzte  (A+iuj)""^  wegheben,  dieses 
aber,  da  n = oo  ist  und  g negativ,  der 
Null  sich  nähern,  so  dass  man  hat: 


man  aber 
Summe  verkleinert,  nlso: 
w — 00  1 

I 


n = 0 (A+(n+l)«)1  + e «eAe 


d.  h.  da 


o=A~e~ 


^»=0  (A+na+9a)*+e 


(A+na)  1+e 
V'(p)  bezeichnte  Reihe  ist: 


die  oben  mit 


oder 


1 


n = oo 
:=  ~ 


aQ Ap  s=0  (i+«s+S«)1+f' 

.9  liegt  immer  zwischen  0 und  1.  Setzt 
man  also  9 = 0,  so  wird  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  vergrössert,  und  man  erhält : 
» = oo 1^  1 

n = 0 (A+na)^~®  apA^’ 


22)  In  der  Gleichung: 


.„d 

Da  für  unendlich  kleines  p beide  Gren- 
zen sonach  zusammcnfallcn,  so  hat  man 
als  Grenzwerth  von  i/-(p) : 

Km  tt-(p)=-i- 

agb " 

oder  da  g der  Null  sich  n&hert: 
apv(p)  = l. 


2i 


1 (D\  1 


1 


:+ 1- 


(aar’-l- 2Ajy+ey*)*  (a,*1-!- 2A,.ry-l-e,y*)* 

die  wir  in  Abschnitt  19)  betrachtet  ha-  alle  diese  Divisionsreste  sind  zu  2j^  re- 
ben,  wollen  wir  nun  diejenigen  Werthe  lativ  einfach,  weil  n selbst  so  beschaffen 
von  n zusammennehmen , wo  der  Divi-  war.  Man  erhält  also  auf  diese  Weise 

<->»"  •«*  55  ** “ “ 
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Diese  Zahlen  seien:  /4,  und  sei  ferner  s = l*f£,  also: 


1 1 

■ — Jf  — füT  "1 1 , ' H 

' (2A«+f,)1+f  (2 Al  + /,)1  + (? 


wo  die  Summen  auf  die  Werthe  von  ( 
gehen.  Also  wenn  man  p ins  Unendliche 

abnehmen  lässt,  so  ergibt  sich  s 

als  Werth  jeder  Reihe,  die  Anzahl  die- 
ser Reihen  aber  ist  »/(2^),  unter  y(x) 
die  bekannte  zahlenthcoretische  Function 
verstanden,  welche  angibt,  wie  viel  Zah- 


len zu  einer  gegebenen  x relativ  einfach 
und  kleiner  als  diese  Zahl  sind.  Man 
hat  also: 

1 V(2  ■) 

n1+e  ' 

Wir  betrachten  nun  den  Ansdruck 
rechts: 


j JT- _ 

(«**  4*  26j-y+ry,)1'*'tf  (a,** + 26,.ry +c,y*)*  + " 


+ . . . 


Es  ist  hierbei  nicht  grade  nöthig,  im 
Nenner  nur  die  reducirten  Formen  jeder 
Klasse  zu  betrachten,  sondern  man  kann 
überhaupt  aus  jeder  Klasse  eine  beliebig 
als  Vertreterin  dieser  Klasse  nehmen. 
Auf  diese  Weise  kann  man  es  stets  60 
cinrichtcn,  dass  die  Coefficicntcn 
zu  2a  relativ  einfach  sind.  Es  sind 
dann  zn  setzen : 

x = 2 AJ+ff,  y=2A««+y, 
wo  I und  u alle  ganzen  Zahlen,  a und  y 
alle  Zahlen  von  ö bis  2A  — 1 vorstellen 
und  immer  ist: 

Jr"rtmod2A1  ^~^mod2A* 

Es  muss  also  jetzt 

an*  +26ny+cy 1 

relativ  einfach  zu  2A  sein,  aber  da  dies 
in  Bezug  auf  a statttindet,  so  kann  man 
auch  diesen  Ausdruck  mit  a multipli- 
ciren;  also  ist 

(a«  + 6^)*  + Ay* 
relativ  einfach  zu  2A* 

Sei  y zunächst  grade,  so  muss 
an  + 6/ 

zu  2A  relativ  einfach  sein.  Setzt  man 
für  a alle  Zahlen  von  Null  bis  2A  — 1» 
so  kann  man  für  den  Ausdruck  a«+6y 
alle  Reste  in  Bezug  auf  2 a setzen.  Es 
sind  dies  bekanntlich  dieselben  Zahlen, 
aber  in  andrer  Ordnung;  y( 2A)  ist  die 
Anzahl  derjenigen  darunter,  welche  auch 
zu  2A  relativ  einfach  sind. 


Sei  jetzt  y ungrade  und  möge 
zunächst  A grade  sein,  so  ist 
<i«  + 6y  ungrade  und  relativ  einfach  zu 
A zu  nehmen,  d.  h.  nach  zu  2A»  ulso 
der  Fall  ist  gnm  wie  der  obige  zn  be- 
handeln. 

Seien  nun  gleichzeitig  y und 
A ungrade,  so  ist  a«+by  grade  und 
relativ  einfach  in  Bezug  auf  A zu  neh- 
men; es  6ind  also  die  Zahlen  der  Reihe 
0,  2,  4 . . . 2A-2 

zu  betrachten,  welche  zu  2A  relativ  ein- 
fach sind,  oder  was  dasselbe  ist,  man 
betrachtet  die  Zahlen  der  Reihe 
0,  1,  2 . . . \-l, 

welche  zu  A relativ  einfach  sind.  Ihre 
Anzahl  ist  also  y(A)»  da  aber  y(2)  = l 
ist,  so  hat  man 

7(A)=»(2),(A)=»(2A) 

and  immer  also  i*t  die  fragliche  Anzahl 
= v(2a)»  d.  h.  e«  entsprechen. jedem  y 
immer  </(2  A)  Zahlen  n.  Da  die  Anzahl 
der  y aber  gleich  2A  ist,  so  hat  man 
2A*y(2A)  Werthe,  die  den  « und  y 
entsprechen. 

23)  Diese  Entwickelungen  machen  cs 
jetzt  möglich,  die  Frage  zu  beantworten : 

„Wie  oft  wird  ax*  +26jry+cy 1 nicht 
grösser,  als  eine  gegebene  Zahl  a wer- 
den, wo 

* = 2A l + n,  y = 2 A«+y 
gesetzt  wird,  a aber  eine  sehr  grosse 
Zahl  wird?“ 


Diese  Frage  ist  offenbar  gleichbedeutend  mit  der  folgenden : 
„Wann  ist 


- • Bigitired  hj 
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Wir  setzen: 

-L-«  _! — , 

. 2a  n 2a  y 

also  es  soll 

«$•+261*4- 

werden . 

Denkt  man  zieh  unter  £ und  * di« 
rechtwinkligen  Coordinuten  eines  Punk- 
tes, so  stellt  immer,  wenn 

6*  — ac—, — £i. 

also  negativ  ist,  die  Gleichung 

«|*+26|*+c*Ä  =1 

eine  Ellipse  vor,  also  die  Ungleichheit 

fl^*+26|*+c**^l 

umfasst  die  Coordinatcn  aller  Punkte, 
die  innerhalb  dieser  Ellipse  oder  anf  ih- 
rem Umfange  liegen. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  diejeni- 
gen Werthe  von  f,  welche  uns  nngehen. 
eine  arithmetische  Reihe  bilden , ebenso 
wie  die  Werthe  von  17,  und  dass  die 

2a 

Differenzen  beider  Reihen  -tt=,  also 

V o 

unter  einander  gleich  sind,  so  ergibt  sich, 
dass  die  Coordmaten  jedes  Punktes  £,  17 
gegen  den  vorhergehenden  um  dasselbe 
Stück  wachsen,  dass  also  die  Punkte 
£,  * Quadrate  innerhalb  der  Ellipse  bil- 
den. Wird  a sehr  gross,  so  wird  auch 
die  Anzahl  der  Quadrate  sehr  gross  wer- 


Fig. 8. 


den,  und  «ler  iniuill  aller  imiiert  sich 
immer  mehr  dem  der  Ellipse;  da  nun 

der  Inhalt  der  letztem  gleich 

f siehe  Artikel:  Ellipse  oder  Quadratur 
(geometrische)),  der  Inhalt  eines  Qua- 
drates aber  gleich 

$)• 

so  kann  man,  wenn  S die  Anzahl  dieser 
Quadrate,  und  S sehr  gross  ist,  annähe- 
rungsweise setzen: 

4S.\s 

° ~y~ 

oder: 

4 a* 

Es  wird  also  S unabhängig  von  a und 
b und  mit  a proportional. 


24)  In  der  Summe : 

1 


(<u'  + 26jry  + cy»)1  + P (<t,.r,-|-  2i,jry  + ely*)1  + ^ 


■f  . 


denken  wir  nns  jetzt  n und  y bestimmt 
und  die  Ausdrücke  <ur,4-2A.ry4- ry’  ihrer 
Grösse  nach  geordnet,  so  dass  wir  mit 
dem  kleinsten  beginnen;  seien  dieselben 
gleich 


1 2 » 


Wir  setzen  ferner 

l —np 
* rm 

und  beweisen,  dass  mit  wachsendem  n 
sich  p einer  Constante  nähert. 

Es  gibt  nämlich,  wie  wir  angenommen 
haben,  n Werthe  i^,  ....  welche  nicht 

grösser  als  I sind;  ist  aber  I gross, 


so  war  die  Anzahl  dieser  Werthe,  nach 
der  obigen  Entwickelung  anch  gleich 
nl 

-.  Es  muss  also 

4A1 

* . 

« = 1 1n 


4a! 


und 


P = 


-+d=l 

is 


werden,  wenn  wir  unter  P eine  Con- 
stante verstehen. 

6* 
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Man  kann  nun  in  der  Reihe: 


P 


_1 1 

+ i l + o + 1 + p + 

1 2 


»i  so  gross  annchmcn,  dass  von  dem 
entsprechenden  Gliedc  an,  alle  » zwi- 

9 n 

sehen 

/>+</  und  P-  d 

fallen , «if  aber  so  klein  wird , als  man 
will;  dann  liegt  auch  jedes  l zwischen 
n(P—ö)  und  n(P+d),  und  p nähert 


sich  also  in  der  That  einer  eonstanten 
Grenze. 

1 

Wir  bezeichnen  nun  den  mit  7TT 

l 1 ■+*  P 

N 

beginnenden  Theil  der  Reihe  durch  7, 
so  ist: 


< 7 < 


1 

(/*+d)1+?(? 

__  1 

(P_j)1+ee 


/ i j 

*i.1  + t’+(n  + l)1  + P+  ' 
/ 1 1 

V+e+(n+l)1+^+  ‘ 


) 

) 


Es  ist  nämlich  für  / einmal  »(P+d) 

und  einmal  n(P—d)  gesetzt,  wodurch 
der  Werth  der  Reihe  im  ersten  Falle 
verkleinert,  im  letzteren  vergrössert  wird. 


Der  Ausdruck  aber  in  der  Klammer 
nähert  sich  mit  abnehmenden  p,  wie  wir 
im  Abschnitt  21  gesehen  haben,  dem 

Werthe:  — (da  « = 1 ist);  also  cs  wird 

F zwischen 

1 . 1 

r+d  und  r-d 

zu  liegen  kommen,  und  schliesslich,  da 
auch  d ins  Unendliche  abnimmt,  sein: 


Der  übrige  Theil  unserer  Reihe  aber  ist 


endlich,  und  nähert  sich  wegen  des  Fac- 
tors p der  Null,  weun  p ins  Unendliche 
abnimmt. 

Der  Werth  der  ganzen  Reihe  ist  also 
wegen  des  Ausdruckes,  der  für  P ge- 
funden wurde: 

n 

4a* 

Nun  war  unsere  Reihe 

e(jiTe+J^rre+]J+i+  • • • ) 

mir  der  Ausdruck  für 

qz 

(<ix*  + 2bxtf+cjf*) 

wo  a und  y einen  bestimmten  Werth 
haben.  Es  ist  nun 


V ±2 — I 

(ax*  + 2Axy  + cya)*  (d,x*  + 26,xy  + cly»)  * 

zu  bestimmen.  Die  Anzahl  aller  Reihen,  die  den  verschiedenen  Werthen  von 
« und  y entsprechen,  war 

• 2 A— y(2A); 

mit  diesem  Ausdrucke  ist  also  der  gefundene  Werth 


n 

4A* 


zu  multipliciren,  wegen  des  ausfallenden  Factors  p durch  p zu  dividiren  und 
schliesslich  das  Ganze  so  oft  zu  nehmen,  als  Klassen  für  eine  gegebene  De- 
terminante vorhanden  sind.  Sei  A diese  Klassenanzahl,  so  wird  also: 


1 ■■  — I jr  - ■ - . ^ 

(ax*  + 2&ry+cy*)*  + ^ («i**  + 2blxy  + + e 


A<y(2A)n  » 2a 
4oA* 


/my(  2A) 

2p A^  * 
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Es  war  dieser  Ausdruck  aber  auch  gleich : 


n*  — 1 


2JT 


und  da 


1 

1— 


M-V1 

.*  Wn* 

»(2  a) 

• ~Mn\+e~  2Ap 


war  (Abschnitt  22),  so  ergibt  sich  ans 
dem  Vergleiche  beider  Sumraenwerthe : 

Aav(2,-.)  2,(2.  ) r(/0\l| 

2 { 2Ap  ~\\nj  n I’ 


© = <-»  8 

men. 


hinzukommen.  In  jedem  Falle  also  wird : 

n-1  n»-l 

2 8 


: Si 


d = (-l) 


m. 


3+i 

2 


d.  h. 


n \»  / n 


Wie  schon  öfters  bei  ähnlichen  Unter-  trifft,  so  ist  er 


und 

< gleich  +1  lilr  ungrade  Determinanten, 
gleich  —1  ihr  grade  Determinanten  ist 
Was  noch  den  Werth  von  i anbe- 


suchungen  bemerkt  wurde,  ist,  wenn 
D oder  — & = — 1 
wird , noch  mit  2 zu  multipliciren. 
diesem  Falle  ist: 

da  die  Zahlen  abwechselnd  von  der  Form 
2m+1  und  2n+3  sind,  also  (— ) 
abwechselnd  +1  nnd  —1  wird. 


In 


anch 


gleich  —1,  wenn  3 von  der  Form  4A+1, 
gleich  +1,  wenn  3 von  der  Form  4i+3 
ist.  Die  einfachen  Factoren  von  3 seien 
jetzt 

N> i>P».  • • • 

also: 

(t)  = (f )£)£)■•• 

26)  Nach  einem  von  Dirichlet  herriih- 


25)  Für  den  allgemeinen  Fall  aber  ist  renden  Satz , den  man  in  dem  Artikel 
• quadratischer  Rest,  bei  demjenigen  Be- 

weis des  Reciprocititgesetzes,  welcher  von 
Dirichlet  herrtthrt,  entwickelt  finden  wird, 
ist  nun : 

t = p—  1 2asni  — 1\* 

- (-;)« ' 

i~i 

hn  erstcren  Falle  wollen  w0  n ejne  beliebige  Zahl,  immer  dann, 
wenn  n nicht  durch  p theilbar  ist  Fin- 
det diese  Bedingung  aber  nicht  statt,  so 
ist  die  Summe  links  stets  gleich  Null, 
i ist  hier  der  Ausdruck  für  )/— 1. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  also  für  tm- 
sern  Fall  immer,  da  n zu  3 eine  relative 
Primzahl  war: 

i2nit 


cs  jetzt  noch  nöthig,  den  Ausdruck : 
zu  suramiren. 

Möge  die  Determinante  .mit  keinem 
quadratischen  Factor  behaftet  sein.  Es 
sind  dann  noch  die  beiden  Falle  zu  un- 
terscheiden, wo  sie  grade  und  wo  sic 
ungrade  ist. 
wir 

D--  2d, 

im  letzteren 

D--d 

setzen.  Es  findet  also  immer  das  Rcci- 
procit&tsgcsctz  der  quadratischen  Reste 
für  d statt,  d.  h. 

ü — 1 n — 1 

"2  2 


(v)  = 2 ' 2 ■ 

V.ll  wn  i«t.  l/  o p/ 


Filr  den  Fall  aber,  wo  D = —21  ist, 
muss  wegen  des  Factors  2 in  den  Sum- 
me naus  druck  noch 


also: 


©■ 


, i 

ff-1) 

t 

i — i 

fPtziV 

t ~{ 

l 2 J 

) \ 

l 2 ) ' 

[ 2 ) 

r. 


zp-1 


1=1 


JHs+Sf  ••  M 
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Nun  ist: 


(!. +•-!+?•  + . . .)*»!  = (^+^+^+  . . .) 

V Fi  Pi  1 'P  Fl  Fl  1 

*d  .... 


2 uni 


Man  kann  aber  auch  statt  der  Grössen  — ihre  Reste  nach  d setzen.  Es  wird 

P 

dann  derselbe  Rest  nicht  2 Mal  Vorkommen,  denn  sei 
sd  *,d  _ öd  rtjd 

FF  i PF»  moa’  ' 

so  müssten  beide  Ansdrflckc  links  und  Man  bekömmt  nun  soviel  Reste  als 
rechts  auch  nach  p und  pi  congruent  Verbindungen 
sein.  Alle  Grössen  ausser  einer  links  ^ ( ^ f ^ 

- — und  einer  rechts  “ sind  aber  durch  P Fi  Fa 

p theilbar,  cs  müsste  also  auch  sein:  Vorkommen,  d.  h. 

, (f-l)  0>.-l)  (p,-1)  . . . 

p - p mod.  p 

d . ist  die  Anzahl  derselben.  Es  ist  dies 

und  da  — nicht  durch  p theilbar  ist,  so  dieselbe  Zahl,  welche  bekanntlich  an- 

muu  di«  mit  der  Fall  sein.  . Bit«,  wieviel  Zahlen  kleiner  als  d und 

Diese  beiden  Zahlen  sind  aber  aus  der  zu  d relativ  einfach  smd. 

Reihe  0,  1,  2 . . . p — 1 zu  entnehmen,  £g  jtann  ft]BO  jede  der  entspre- 
es  ist  dies  also  nur  möglich,  wenn  *_<r  ckcndcn  Zahlen  auch  nur  einmal 

ist.  Ebenso  müsste,  im  * alle  die  beiden  v 0 r ko  m m c n.  ist  nun 

verglichenen  Ausdrücke  gleiche  Reste  ha- 


ben sollten,  auch 


•i  — ^i»  *i  — i 


sd 

f- 

P 


Fi  Pi 
so  ist  auch: 


+ “ + •••=*  mod.  p , 


p mod 


also: 


sein. 

Die  erhaltenen  Reste  sind  aber 
auch  relativ  einfach  zu  d,  denn 
hatte  einer  mit  d den  Factor  p gemein, 
so  müsste  auch 

. . ... 

V Pi  Fi 

diesen  Factor  haben,  also  auch  das  erste 

Glied  da  er  in  allen  andern  Glte-  Ind<-m  man  in  dieser  Weise  fortführt, 

p’  - erhalt  man  nach  und  nach  für  p,,  p,,  p t 

dem  wirklich  vorhanden  ist.  Dies  ist  ...  alle  Combinationen  der  p und  alle 
d ■ „ . „ _•  v,  Zahlen  p im  Nenner.  Multiplicirt  man 

unmöglich,  da  - diesen  Factor  ment  ^ go  entstehenden  Gleichungen,  so  hat 

besitzt  und  s kleiner  als  p ist.  man  dann : 

■ £)(?)©(?)  • - 4)0  - ■«) 

/p-i.p.-i  \ 

(0=  (,t)  Ct)  fe)  — <“1)  2 2 

Es  war  aber: 

• (;-)= -(V)  ^)(^) . . . 

(-+— + -*•+  2«ni? 

\p  Pi  p,  / ’ 


oder 
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und  auch  : 


(-1)  2 2 U 2 ' 

also  mnltiplicirt  man  hiermit  den  Ausdruck  für  so  kommt  die  Exponen- 

tinlgrössc : 

Es  lässt  sieh  aber  auch  beweisen,  dass 

p-i,y  i-i . p»-i  , _a-i 

2 2 2 ~2  mod.2 

» — 1 

ikt.  Uenn  M t*cn  wir  ^ — r,  also 

p:r2r+l,  j»l  = 2<',  + l,  p,  = 2r,-|-l  . . ., 

»o  wird 

«=l+2(r+rl+r,+  . . . )+A, 

wo  t durch  4 thcilbar  ist,  wie  man  ersieht,  wenn  man  durch  Multiplication 

d=PPiPi  • ■ • 

bestimmt.  Es  ist  also  Aach : 

ä-li2(r+r1+r,+  . . . ) mod.  4 

und 

^r  = r+rl  + r1+  ‘ ’ ’ mod.2, 

aus  diesem  Grunde  kann  man  setzen. 

,-&*?*?*■■■) -r(rV 

Durch  diese  Entwickelungen  vereinfacht  sich  der  für  ^ ^ gefundene  Werth  der 
Art,  dass  man  hat: 


oder  — 0, 


2 ntni 

\~2~) 

(’-'l 

>)e  ~W 

yd 


.Mi, 

n \0/  n 


je  nachdem  n zu  d relativ  einfach  ist  27)  Der  Ausdruck  für  die  Klassen- 
oder nicht.  Der  imngin&re  Theil  des  anzahl  der  Formen  mit  gleicher  Deter- 

Ausdrurkes  links  muss  verschwinden,  minantc  war : 

Es  ist  sonach,  wenn 

c)  = 1 . . 

fnotI*  weun  d von  der  Form  4k  -f  3 , und  die 

d.  h.  wenn  d eine  Zahl  von  der  Form  Determinante  ungrade  ist.  Es  möge  2' 
4s + 1 ist  als  Öummcnzcichen  auf  alle  Zahlen  sich 

1 / 1\  2nlrt  /n\  erstrecken,  die  zu  *)  relativ  einfach  sind; 

(.7/  008  ~d~  = vTy°^cr  = setzt  man  dann  für  seinen  eben  ge- 

l»t  aber  fundenen  Werth,  so  ist  die  Bedingung, 

d = 3 dass  n und  d relativ  einfach  waren,  nicht 

tnod.  4,  weiter  zu  beachten,  denn  diejenigen  Glie- 

d.  h.  von  der  Form  4*-f  3,  so  ergibt  sich  : der,  bei  welchem  dies  nicht 

geben  ja  für  den  entsprechenden  Sum- 

1 • 2ntn  " 1 -O  mentheil  den  Werth  NuU,  verschwinden 

8,n  “d~  = W <***  - U*  also  und  man  hat: 
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n n \o  / d 


2 T/t  \ _,1  . 2 Hin 

“ s,n  — T“- 

n \o  / n ,) 


Man  hat  bekanntlich  für  üic  Summe  - folgenden  Summeuausdruck: 


8»n  x ^ sin  3r  t sin  bx  t n 

1 + 3— +~5~  + ‘ * * ~+4’ 


wenn  x zwischen  den  Grenzen  0 und  n liegt,  und 


sin  x bin  3*  «in  5x 
1 +~ 3~  +— 6 + 


71 

"4* 


wenn  .r  «wischen  den  Grenzen  0 und  unterscheiden;  dann  ist: 

—7i  liegt.  Man  hat  also  hier  den  ersten  « /,  v * ,t  v 

Werth  zu  nehmen,  wenn  A = £ ▼'/  ill 

^ 2 \o/  2 \ d / 

Zieht  man  eine  zu  d relativ  einfache 
Zahl  von  d ab,  so  crhftlt  man  wieder 
und  den  zweiten,  wenn  eine  zu  d.  relativ  einfache  Zahl;  es  ist 

t)  also  immer 


1<T 


l:  2' 

ist.  Wir  wollen  diese  beiden  Werth- 
arten von  I durch  die  Buchstaben 
I,  und  I, 

Es  ist  aber 


und 


t,  gleich  einem  der  Wcrthe  d—ll 


da 


(%- 

ist,  wenn  d die  Form  4*4-3  hat.  also 

-(*> 


*=^i 


d.  h. 


positiv  ist,  über  die  Anzahl  der- 
jenigen, die  kleiner  als  ^-nnd 

d 2 

mit  - relativ  einfach  sind,  aber 

wo  negativ  ist.“ 

Aus  diesem  höchst  wichtigen  Saue 
folgt  auch  zugleich,  „dass  bei  Mo- 


»“gicicii,  „nass  doi  Mo- 
„Dte  Klassenanzahl  der  qua-  dulon  von  der  Form  4*4-3  mehr 
d ra tts eben  bormen  zu  der  Da-  Zahlen  Vorkommen,  welche  un- 
t.rmin.nte  0 die  gleich  4*4-3  ter  dem  halben  Modul  liegen  und 
ist,  ist  gleich  dem  Uebcrschuss  /t  \ 

der  Anzahl  derj  eni  gen  Zahlen  (,  wo  Gl  Pofi,*v  ist,  als  solche, 

die  kleiner  als  -rund  zu  d relativ  „ \ 

2 11  wo  negativ  ist.“  Es  muss 

einfach  sind  und  wo  z u glei ch  (-)  n*mlich  die  Klasscnanznhl  * jedenfalls 

\d  / positiv  sein. 

28)  Möge  jeut  d von  der  Form  4*4-1  sein.  Es  ist  dann: 

a 1 

r) 


aber 


(-D- 


-i cos  x -Sä!  +S2iöf. 

» 3^5 


ein  Ausdruck,  der  gleich  ~ wird,  wenn  x in  den  Grenzen  0 nnd  ~ liegt,  dagegen 
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gleich  wenn  x »wischen  ^ und  ~ liegt,  wieder  +|,  'wenn  * »wischen 


2 n und  2?»  liegt. 
Möge  nun  liegen 


I,  »wischen  0 nnd 

. » » 
f,  zwischen  -t  und  — -, 
4 4 

i,  zwischen  -z-  nnd  d, 

4 


so  ist: 


ausserdem  aber  l,  = d—ll,  woraus  folgt,  und  da  ebenfalls 
dass  die  dritte  Summe  gleich  der  ersten 
ist*  Also  hat  man 

— f+H-ft). 

letzte  Summe  in 


Thcilt  man  noch  die 
2 Theile,  je  nachdem 


war,  so  ist  auch 
2 


G)-4>» 

I 

O 


I,  »wischen 


und  ^ 


Die 

und 


aber  bestehen  aus  allen  mit  I, 
bezeichnten  Zahlen,  cs  ist  also 


oder 


. . » ,3* 

»wischen  g und  — 


und  desshalb: 


liegt,  so  kann  man  statt  der  ganzen 
Summe  den  ersten  Theil  derselben  dop- 
pelt nehmen,  und  cs  wird: 


'&)«&)- 

Ci). 


/.  = 2.1 


Denn  bedeutet 
d 

kleiner  als  — 


t irgend  eine  Zahl,  die 
und  zu  d relativ  einfach 


wo  0 <1.  <T  zu  setzen  ist;  d.  h.: 

4 

„Ist  die  Determinante  von  der  Form 
4A  -f- 1 , so  ist  die  Klassenanzahl  gleich 
dem  doppelten  Ucberschuss  der  Anzahl 
aller  zur  Determinante  relativ  einfachen 
<) 


ist,  und  %r  die  Zahl  d — s,  so  ist  offenbar:  Zahlen,  die  kleiner  als  T sind,  und  wo 

4 


G) 


positiv  ist,  über  die  Ansahl  derjeni- 


da  s nnd  >'  complcmcntäre  Zahlen  sind. 

Versteht  man  aber  jetzt  unter  u alle 
zu  d relativ  einfachen  Znhieu  von  Null 
bis  d,  so  ist 


gen,  wo 


^ j negativ  ist.“  Auch  folgt 

hieraus,  „dass  cs  unter  den  Zahlen,  wel- 
che kleiner  als  der  vierte  Theil  de»  Mo- 
dul sind,  mehr( gibt,  wo  positiv  ist, 

als  solche,  wo  ^ j negativ  ist“ 

Die  Ausdehnung  eines  Thcilcs  dieser 
Betrachtungen  auf  die  Theorie  der  qua- 

(u\  dratischen  Beste  mit  positiver  Determi- 

- 1 eben  nante  würdo  grössere  Schwierigkeiten 

»m..  ..1,/L..  ■ . ■> . 1 2m  D auf  / 1 1 a ■ ti  ml 


-G)=°= 


denn  man  erhält  alle  u,  wenn  man  d 
in  seine  einfachen  Kactorcn  zerfällt,  diese 
beliebig  corobinirt  und  alle  Zahlen  nimmt, 
die  in  keiner  dieser  Combinationen  auf- 


- , . , — — • . machen,  und  ist  in  Bezug  auf  die»  und 

so^oft  positiv  als  negativ  wird.  Es  ist  Jic  Ausmhrung  Uic,cr  Th”orie  Oberhaupt 

auf  die  gleich  anzufUhrcmlen  zahlenlhco- 
rctischen  Werke  und  Abhnmllungcn  hin- 
zuweisen. 
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Jedoch  wollen  wir  hier  noch  einen 
Satz  über  Formen  mit  positiver  Deter- 
minante geben. 

29)  Wir,  haben  oben  Abschnitt  15  ge- 
sehen , dass  für  eine  gegebene  negative 
Determinante  nur  eine  endliche  Anzahl  re- 
ducirter  Formen  möglich  war.  Wir  wollen 
schliesslich  diesen  Satz  noch  für  positive 
Determinanten  beweisen.  Es  ist  bei 
einer  reducirten  Form 


cSri^.  26, 

also 

46*11  ac. 

Es  kann 

also 

b*—ac=D 

nur  dann  positiv  sein,  wenn  ac  negativ 
ist,  d.  h.  wenn  a und  e ungleiche  Vor- 
zeichen haben.  Die  reducirtc  Form  hat 
also  immer  die  Gestalt: 

ax*-\-2bxy  — cy*1 

wo  unter  a und  c Zahlen  mit  gleichem 
Vorzeichen,  beide  positiv  oder  beide  ne- 
gativ, verstanden  sind , und  die  Deter- 
minante ist: 


l)  = 6?  + ac ; 

da  4 6*5lac  war,  so  ist  dieser  Ausdruck 
immer  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
54*,  d.  h. 


Setzt  man  also  iu 

I)  — b * - ac 


für  6 alle  Wcrthe, 


die  kleiner  als 


sind,  so  müssen  die  entstehenden  Werthc 
von  f) — 6*  sich  in  2 Factoren  zerlegen 
lassen , und  die  Anzahl  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  D kann 
nicht  grösser  sein,  als  die  Anzahl  der 
Arten  * auf  welche  alle  Ausdrücke  von 
D—b * sich  in  2 Factoren  zerlegen  las- 
sen, ist  also  jedenfalls  endlich. 


30)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Formen  hat  ihren  Ausgangspunct  in  der 
Auflösung  der  unbestimmten  quadrati- 
schen Gleichungen  mit  2 Unbekannten 
durch  ganze  Zahlen  genommen.  Da  es 
sich  hierbei  darum  handelt,  die  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl 
durch  eine  quadratische  Form,  d.  h.  die 
Ar.zahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 

f(xy  y)  = 0, 

wo  f(x , y)  eine  ganze  algebraische  Func- 
tion zweiter  Ordnung  von  x und  y mit 
ganzen  Coefficicnten  ist,  zu  übersehet, 


so  ist  diese  Aufgabe  Grund  einer  neuen 
Theorie  geworden,  so  wie  die  Verein- 
fachung dieser  Gleichung  auf  die  Trans- 
formationsmethoden geführt  hat.  Als 
Schöpfer  dieser  Theorie  ist  La  Grangc 
zu  betrachten,  dessen  Abhandlungen  aus 
diesem  Gebiete  sich  namentlich  in  den 
Denkschriften  der  Berliner  Akademie 
finden.  Das  bis  dahin  Vorhandene  hat 
Lcgendre  in  seiner  „ Theorie  des  tiom- 
bres (erste  Ausgabe  1799,  3te  von  ihm 
noch  selbst  besorgte  Ausgabe  von  1833) 
gesammelt  und  erweitert.  In  dem  be- 
rühmten Werke  von  Gauss  „ disquisitio - 
nes  arithmeticac “ (Erste  Ausgabe  von 
1801,  jetzt  neu  erschienen,  1803,  als 
Anfang  der  von  der  Göttinger  Akademie 
besorgten  Ausgabe  von  Gauss’s  sämmt- 
lichcn  Werken)  sind  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen  ganz  neue  Stand- 
puncte  abgewonucn  und  durch  die  Satze 
über  Klassencinthcilung,  Gruppen  der 
Darstellungen  u.  s.  w.  diese  Theorie  im 
Gegensatz  zur  Behandlung  der  unbe- 
stimmten quadratischen  Gleichungen  als 
eine  selbständige  Lehre  hingcstellt  wor- 
den. Einem  Theil  der  Gaussischen  Sätze 
i6t  durch  Lcjcune  - Dirichlet  ein  neuer 
Standpunct  abgewonnen  worden,  indem 
er  auf  sie  Betrachtungen,  die  der  Ana- 
lysis entnommen  waren,  anwandte.  •'  Es 
gelang  ihm  dadurch  die  Gauss’schen 
Sätze  auf  eine  minder  abstracte  Art  zu 
beweisen,  und  dadurch  im  hohem  Grade 
zum  wissenschaftlichen  Gemeingut  zu 
machen  , zugleich  aber  diese  Theorie 
wesentlich  zu  erweitern.  Seine  Arbeiten 
in  diesem  Gebiete  sind  sowohl  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie, 
namentlich  aber  auch  in  Crclle’s  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathema- 
tik enthalten. 

Wir  führen  hier  au: 

„.Sur  l'usage  des  scries  infinies  dans  la 
theorie  des  nombres “ (Grelle  Band  18, 
Seite  259), 

,, Recherches  sur  diverses  applicalions  de 
l'analyse  infinitesimale , ä la  theorie 
des  nombres : premicre  parlic  (Crelle 
Band  19,  Seite  324),  seconde  partic 
(Band  21,  Seite  1). 

Die  von  Dirichlet  begründete  Anwen- 
dung der  Analysis  auf  die  Zahlentheoric 
hat  iu  neuerer  Zeit  bedeutende  Erweite- 
rung gefunden,  namentlich  sind  Kum- 
mer, Liouville,  Herraitc  auf  diesem  Felde 
thätig  gewesen. 

Die  Ausdehnung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen Formen  auf  Formen  höheren 
Grades  ist  in  neuester  Zeit,  namentlich 
durch  Kumtneris  berühmte  Arbeiten  er- 
folgt. 
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Ein  andres  Verdienst  hat  sich  Dirich- 
Ict  auch  durch  die  im  Verfolge  seiner 
Universitfttslaufbahn  öfter  wiederholten 
Vorlesungen  über  die  Zuhlcnthcorie,  na- 
mentlich mit  Bezug  auf  die  quadratischen 
Formen  erworben,  und  ist  er  wohl  als 
derjenige  zu  betrachten , der  die  Kennt- 
nisse hiervon  zuerst  in  weitere  Kreise 
hineingetragen  hat. 

Bei  der  hier  gegebenen  Uebersicht  ist 
neben  andern  Arbeiten  von  Gauss  und 
Dirichlct  auch  ein  Theil  einer  dieser 
Dlrichlctschen  Vorlesungen  benutzt  wor- 
den, was  wohl  keinen  Anstand  linden 
dürfte,  da  diese  Vorlesungen  unter  dem 
Titel:  „Vorlesungen  über  die  Zahlentheo- 
ric  (hcrausgegeben  von  Dedekind)“  bereits 
im  Drucke  erschienen  sind. 

duadratische  Gleichungen. 

1)  Jede  algebraische  Gleichung  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekannten,  heisst 
quadratisch,  wenn  sie  auf  die  Form  einer 
ganzen  algebraischen  Function,  die  gleich 
Null  ist,  gebracht  werden  kann,  in  wel- 
cher kein  Glied  die  Unbekannten  in  e ncr 
hohem  Dimension,  als  der  2tcn  enthält. 
Die  Gleichung 

x*-f*5y*x-f-3  = 0 

ist  also  keine  quadratische,  weil  zwar  x 
und  y einzeln  in  keiner  höhern,  als  der 
2ten  Potenz  Vorkommen,  das  Glied 
5y*x  aber  in  Bezug  auf  beido  Unbe- 
kannten von  der  3ten  Dimension  ist. 

Die  Frage , ob  eine  Gleichung  qua- 
dratisch ist  oder  nicht,  kann  also  erst 
entschieden  werden,  wenn  sie  auf  die 
Form  einer  ganzen  algebraischen  Func- 
tion , die  gleich  einer  Constanten  ist, 
gebracht  worden  ist. 

So  z.  B.  ist  die  Gleichung 

•—4 l_-r 

x+3  *-2 

eine  quadratische,  obgleich  sie  in  dieser 
Gestalt  nur  erste  Potcnzcu  von  x ent- 
hält, denn  schafft  man  die  Nenner  weg, 
vereint  die  zusammengehörigen  Glieder, 
so  kommt : 

5**  + 13x— 41  = 0. 

Die  schliesslich c Form,  auf  die  sich 
eine  quadratische  Gleichung  bringen  lässt, 
ist  somit  allgemein 

AjJ+flx+CnO, 

also  wenn  man  mit  A dividirt  und 

R C 


y und  q können  positive  und  negative, 
im  Allgemeinen  auch  imaginäre  Zahlen 
sein;  auch  können  sic  ganz  gebrochene 
oder  irrationale  Wcrthe  haben. 

Um  diese  Gleichung  nufzulösen,  kann 
man  sie  noch  auf  die  Form  bringen  * 
x7  -fpx=  — q 

und  durch  Hinzufügung  des  Ausdruckes 

-f  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 

das  erste  Glied  derselben  in  ein  voll- 
ständiges Quadrat  umwandeln.  Es  ist 
dann: 

*•+»4)’-  (•+})•■  ©' 

Unter  dieser  Form  ist  die  Gleichung 
durch  Ausziehen  einer  Quadratwurzel 
aufzulösen.  Also : 


Der  Wurzel  aber  ist  das  doppelte  Vor- 
zeichen zu  geben,  da  sic  sowohl  positiv 
als  negativ  seiu  kann.  Die  Gleichung 
hat  also  immer  2 Auflösungen: 


und 


—in'©'-« 


-in©'-« 


setzt: 


2)  Dieser  Umstand,  dass  es  2 Auflö- 
sungen oder  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung  gibt,  ist  wichtig.  Zu  solchen 
Gleichungen  führen  in  der  That  oft  Auf- 
gaben, die  einer  zweifachen  Lösung  fähig 
sind.  Bei  anderen  Aufgaben  allerdings 
hat  oft  die  eine  Wurzel  für  diese  gar 
keine  Bedeutung,  insofern  ihr  Werth  für 
dieselbe  keinen  Sinn  gibt. 

Wir  wollen  dies  an  Beispielen  zeigen. 
Bekanntlich  ist  die  Formel  für  die  Summe 
S einer  arithmetischen  Progression,  deren 
erstes  Glied  a,  deren  Differenz  b und 
deren  Gliederanzahl  m ist: 

•>_nrt  g — b. 

Stellt  man  sich  nun  die  Aufgabe,  aus 
Sf  n und  b die  Grösse  n zu  finden,  so 
ist  eine  quadratische  Gleichung  zu  lösen. 

Sei  z.  B. 

das  erste  Glied  n-  3, 
die  Differenz  6 = 2t 

und 

die  Summe  S = 168, 


x*+px+q  = 0. 
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168  = 3-  » + 2 

oder 

n’  +2»=  168. 

Vergleichen  wir  ‘liege  Gleichung  mit  ilem 
in  1)  auf^estclltcn  allgemeinen  Schema, 
so  ist 

p = 2,  j=  — 168, 

also  

»=-14  V'l69 

und  die  beiden  Wcrthc  von  n sind,  da 

yi69  = 13, 

int 

* = 12  und  n = —14. 

Man  sicht  aber,  dass  eine  Reihe  keine 


negative  Anzahl  von  Gliedern  haben 

kann,  weshalb  der  Werth  —14  hier  au 
verwerfen  ist. 

Solche  Wurzeln  wurden  früher  auch 
„falsche  Wurzeln  der  Gleichung“  ge- 

nannt. Ihr  Falsches  bezieht  sich  indes« 
keinesweges  auf  die  Gleichung  selbst, 

sondern  nur  anf  die  Aufgabe , welche 

zur  Gleichung  führte. 

Um  aber  auch  ein  Beispiel  dafür  zu 
geben,  dass  zuweilen  beide  Wurzeln  zur 
vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  nö- 
thig  sind,  wollen  wir  die  bekannte  geo- 
metrische des  goldenen  Schnittes  betrach- 
ten : „Es  ist  von  einer  Linie  ein  Segment 
abzuschneiden,  welches  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  dem  andern  Segmente 
der  Linie  und  dieser  selbst  ist.“ 


Fig.  9. 


Bezeichnen  wir  die  Linie  AB  mit  m, 
das  abzuschneidende  Segment  AC  mit  jcy 
so  ist  das  andre  Segment  BC-tn—x ; 
cs  muss  also  sein : 

= x) 

oder : 

Also  wenn  man  in  die  Auflös  ungsfor- 
mcln : 


Wurzelzeichen  mißgestaltet , ergeben  sich 
die  beiden  Werthe  von  .r: 


und 


x=-f  (J/5-+1). 


setzt: 


m , ,// "> V i ... i 

*=-2±yh') + ’ 

also  wenn  man  den  Ausdruck  unter  den» 

Fig. 


Da  aber  V'öVl  ist,  so  Übersicht  man, 
dass  der  erste  Werth  von  x positiv,  der 
zweite  negativ  ist.  25un  scheint  aller- 
dings auf  den  ersten  Blick  der  Begriff 
eines  negativen  Segments  einer  Linie 
keinen  Sinn  zu  geben.  Indess  weiss 
man,  dass  wenn  die  Richtung  einer  Linie 


von  A nach  B hin  als  positiv  betrachtet  AC7  = AB*  BC 

wird,  die  entgegengesetzte  von  B nach  isl  l)ns  andre  Segment  BC  ist  in  dic- 
A als  negativ  zu  nehmen  ist.  Die  ne-  gem  pa|i0  grösser  als  die  Linio  AB- 
gative  Wurzel  deutet  also  an,  dass  auch  3)  Betrachten  wir  jetzt  die  beiden 
ein  Stück  AC  in  der  entgegengesetzten  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
Richtung,  also  in  der  Verlängerung  von  . # 

AB  über  A hinaus  abgeschnitten  werden  *=  -X+l/1  JLl  -9 

kann,  derart,  dass  ^ \ \ Z/ 
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etwas  naher,  p und  q sollen  reell  sein. 
So  lange  q negativ  ist,  wird  der  Aus- 
druck — q immer  positiv  sein,  und 

dies  ist  noch  der  Fall,  wenn 

q positiv,  aber  kleiner  als 

ist,  oder  was  dasselbe  sagt,  so  lange 
p*>4q 

ist.  Wird 

P*<4q, 

so  ist  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen negativ  und  die  Wurzel  selbst 
imaginär. 

Es  hat  also  jede  quadratische  Glei- 
chung entweder  2 reelle  oder  2 imagi- 
näre Wurzeln,  je  nachdem  q analytisch 

genommen  kleiner  oder  grösser  als 

ist;  in  den  ersten  Fall  sind  nämlich  die 
negativen  Werthe  von  q mit  inbegriffen. 

Uebertragen  wir  das  Gesagte  noch  auf 
die  Gleichung  in  ihrer  ersten  Gestalt: 

A.r*-f-ff.r  + C=0, 

• B C C 

80  I8t  A Ä ^ur  ^ zu  8Ctzcn’  unt* 

es  hat  die  Gleichung  reelle  oder  imagi- 
näre Wurzeln,  jo  nachdem 

C B* 

-t—  kleiner  oder  grösser  als  tt- 

A b 4A* 

oder 

B*  C 

~Ä 

positiv  oder  negativ  ist.  Der  letzte  Aus- 
druck ändert  sefn  Zeichen  nicht,  wenn 
man  ihn  mit  der  immer  positiven  Grösse 
4A*  multiplicirt,  und  es  kommt  daher 
auf  das  Zeichen  von 


B*-4AC 


überträgt.  Das  Resultat  einer  solchen 
Rechnung  kann  dann  wieder  reell  sein, 

Wenn  man  z.  B.  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  addirt,  so 
kommt  die  reelle  Grösse  — p als  Summe 
heraus.  Es  kann  aber  auch  der  Schluss 
der  Rechnung  zu  einer  imaginären  Grösse 
führen,  und  im  Falle  z.  B.  einer  geo- 
metrischen Aufgabe,  ist  dies  das  Zeichen 
dafür,  dass  die  gestellte  Aufgabe  zwar 
an  sich  nichts  Widersinniges  habe,  dass 
aber  die  Zahlcnwerthc,  welche  man  den 
Raumgrössen  gegeben,  nicht  derart  sind, 
um  ein  Resultat  möglich  zu  machen. 

In  keinem  Falle  aber,  sieht  man,  kann 
man  sich  des  Rechnens  mit  imaginären 
Grössen  entschlagcn. 

4)  Es  ist  noch  zu  erörtern,  in  welchen 
Fällen  die  Wurzeln  positiv  und  negativ 
sind.  Wie  in  der  Geometrie  die  imagi- 
nären Grössen,  so  geben  in  andern  Dis- 
ciplincn  die  negativen  keinen  Sinn,  wie 
z.  B.  in  dem  Falle,  welchen  wir  in  Ab- 
schnitt 2)  behandelten,  wo  es  sich  um 
eine  Anzahl  handelte.  In  solchen  Fäl- 
len ist  also,  je  nachdem  eine  oder  beide 
Lösungen  negativ  sind,  die  Aufgabe  nur 
einer  oder  gar  keiner  Lösung  fähig. 

Sei  zunächst  q positiv,  aber  kleiner  als 


(I)1- 


so  ist  immer 


j/(|)  -7  kleiner  als 


ist  also  p negativ,  so  wird  sowohl  der 
Ausdruck 


als  auch 


-5-) 


an. 


Die  Auflösung  der  quadratischen  Glei- 
chung hat  Anlass  zur  Einführung  des 
Imaginären  in  die  Algebra  und  Analysis 
gegeben.  Da  nämlich  viele  Aufgaben, 
z.  B.  geometrische  auf  quadratische  Glei- 
chungen mit  ganz  unbestimmten  Cocffi- 
cienten  fuhren,  so  sieht  man  sich  genö- 
thigt,  diese  Gleichungen  aufzulöscn,  ohne 
zu  wissen,  ob  sic  zu  reellen  oder  ima- 
ginären Wcrthen  führen.  Wenn  man 
nun  mit  den  Wcrthen  von  x,  die  sich 
durch  diese  Auflösung  ergeben,  weiter 
operirt,  so  kann  es  Vorkommen,  dass 
man  in  der  That  mit  imaginären  Grös- 
sen rechnet,  auf  welche  man  die  Gesetze 
des  Rechnens  mit  reellen  Grössen  eben 


positiv  soin,  da  der  erste  Ausdruck  aus 
2 positiven  Theilon  besteht,  im  zweiten 
aber  der  positive  Theil  überwiegt,  ist 
dagegen  p positiv,  so  sind  beide  Aus- 
drücke negativ,  da  im  ersten  der  negative 
Theil  überwiegt,  im  zweiten  beide Theile 
negativ  sind. 

Sei  jetzt  q negativ,  so  ist 

+q  immer  grösser  als 

es  ist  also,  wenn  p positiv  ist,  in  der 
ersten  Wurzel  der  positive  Theil  über- 
wiegend, in.  der  letzten  beide  Theile  ne- 
gativ; ist  p negativ,  so  sind  in  der  ersten 
Wurzel  beide  Theile  positiv,  in  der  zwei- 
ten der  negative  Theil  überwiegend.  Bei 
negativem  q ist  also  immer  die  eine 
Wurzel  negativ,  die  andre  positiv,  wie 
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auch  das  Zeichen  von  p beschaffen  »ei. 
Hieran»  ergibt  «ich  folgende  Tafel  für 
die  Beschaffenheit  der  Wurzeln : 

Fall  I.  9 positiv  und  kleiner  als 

(ff 

a)  p ist  positiv: 

2 negative  Wurzeln. 

b)  p ist  negativ: 

2 positive  Wurzeln. 

Fall  II.  9 positiv  und  grösser  als 

(ff 

2 imaginäre  Wurzeln. 

Fall  III.  9 negativ: 

eine  positive  und  eine  negative  Wurzel. 

Führt  man  statt  p und  q aber  die  Grös- 
sen A.  B,  C ein,  so  ist  die  Bedingung. 

It  fj 

dass  - oder  i- positiv  sind,  gleichbeden- 

A A 

tend  mit  der,  dass  Zahler  und  Nenner 
gleiche  Zeichen  haben,  und  die  Bedin- 
gung, dass  der  Bruch  negativ  sei , mit 
der , dass  diese  Zeichen  ungleich  6cien. 
Die  Tafel  nimmt  dann  folgende  Ge- 
stalt an : 


f>)  Bei  Einfühlung  der  Grössen  A,  Bt  C 
nehmen  die  Wurzel werthe  die  Gestalt  an  i 

*=-u+mVB'-*AC 

und 

x= B'-iAC- 

So  einfach  diese  Ausdrücke  auch  sind, 
so  sind  sie  in  dieser  Gestalt  doch  für 
das  logarithmischc  Rechnen  sehr  unbe- 
quem, falls  A , Bq  C Irrationalzahlen 
oder  Decimalhriiehc  mit  mehreren  Stel- 
len sind. 

Man  hat  daher  verschiedene  Methoden 
die  Rechnung  nbzukürzen. 

Eine  solche  bietet  die  Trigonometrie 
dar.  Sie  soll  jetzt  gegeben  werden. 

Da  sich  hierbei  die  Rechnung  in  je- 
dem unserer  mit  I.,  II.  und  III.  bezeich- 
nten Fällen  anders  gestaltet,  so  wollen 
wir  für  Fall  III.,  wo  A und  C ungleiche 
Zeichen  haben,  statt  des  Ausdruckes 
y B*  —4AC  lieber  )f  B*  +AAC  schreiben, 
indem  wir  auf  das  negative  Zeichen  von 
AC  Rücksicht  nehmen. 

Fangen  wir  jedoch  mit  Fall  I. 
an.  In  die  Formeln: 

= ~WÄ  +^(ß*-4iQ 


Full  I.  C und  A hüben  gleiche 
Zeichen,  und  B1  ist  > 4 AC. 

a)  B bat  gleiches  Zeichen  mit 

A und  C: 

2 negative  Wurzeln. 

b)  B hat  entgegengetztes  Zei- 

chen mit  A und  C: 

2 positive  W urzeln. 

Fall  II.  C und  A haben  gleiche 
Zeichen  und  B!  ist  < 4 Al: 

2 imaginär«  Wurzeln. 

Fall  III.  C und  A habon  un- 
gleiche Zeichen: 
eine  positive  nnd  eine  negative  Wnrzel. 


und 


*«  = 


ß 
2 A 


-^VlB'-LAC) 


wird  gesetzt 


2 YAC 

B 


— b\ü</  . 


Es  wird  hier,  da 

ß*>4^C,  also  B>2YaC 
ist,  der  Werth  von  sin//  immer  ein  ‘ach- 
ter Bruch  sein,  also  sich  stets  bestim- 
men lassen.  Diese  Wcrthc  dienen  dazu, 
um  die  Grösse  4AC=  B*  sin// a zu  be- 
stimmen und  man  hat: 


*.=  —234(1  — ^1—  Biny»)  = — — cos,) 


2 Av 


und  ebenso 


*.  = ~2^(1  + C0SV)- 


Es  ist  aber 

1 — cos  7.  = 2 sin  , 1 + 00»  7 = 2cos(y)  • 


also 
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In  Fall  II.,  wo  B'<4AC  war,  sind  Winkel  9 ist  kleiner  oder  grösser  als 

die  Wurzeln  a-,  und  x , auf  die  Form  n . , , ... 

, ",  je  nachdem  0 positiv  oder  negativ  ist. 

i9i  _ i __  —9i  * 

- • and  re 

In  Fall  III.  war  zu  setzen: 


re'  and  re 
zurfickzuluhren , wenn  man  die  reellen 


and  imaginären  Theilc  dieser  Ausdrücke  R 1 


neue  uiescr  Austirm-Ku  " , Li/pTT-TI/T 

denen  von  xt  und  x,  einzeln  gleich  setzt.  1 2/f  ^ 2A'  r4/lL, 

Rs  ist  dann: 


0 . Y'iAC-K’'  *•“  2/1  ‘2/dfl  +iAC' 

r cos  .9  = — r sin  «9  = _ 1 

Ganz  unabhängig  von  der  Gr  Asse  der 


quarrt  man  diese  Ausdrücke  und  ad-  Ausdrücke  A,  0,  C kann  man  setzen: 
dirt  sie,  so  kommt : 2 \ AC 

. C _>  = 

* ■“  ^|*  r s A 1 und  x|t  sowie  x.  werden  dann: 


*.=  -^Q-V'l+'gr’), 


eine  immer  reelle  GrAsse  , da  C und  A - » — — -jv 

gleiche  Zeichen  haben.  Wir  betrachten  2/i 

sic  als  positiv.  Dieser  Werth  in  den  jj  

Ausdruck  für  r cos  .9  gesetzt,  gibt  dann:  xi  = + V 1 *)• 


Zs 


. 'C 


eos  9 = — - 


2|//4C’’ 

jedenfalls  ein  echter  Bruch , und  der 
so  wird: 


Da  aber 


V'l  + tgy ' - 


cos  7’ 


oder 


0 

*,=  2A 

cos  y — 1 
cos  7 

B 

X,~  2Ä 

1+  cosy 
cos  7- 

0 

■in  (f )’ 

0 

cos  (l 

~ A 

cos  7 

*•=  “Ä 

cos  7 

Wird  dies  in  in  Gestalt  einer  Tafel  geordnet,  so  hat  man  folgende  Wurzelwerthe, 
wo,  A und  C immer  positiv  vorausgesetzt.  U ein  beliebiges  Zeicheu  haben  kann : 


Gleichung  Ax*  4-#x  + C=0: 
Fall  I.  B*>4AC 


2 VAC  B . /</V  B /«V* 

V1  ,t  = -^.,,n(l)  ’ x*  = ‘Äeo,(T)- 

Fall  IL  h*<4AC 

“’=~2F7ü’  x'=\Äe  ’ x,=yTe  • 

Gleichung  Ax*-f  Äx  — C=0: 

_2tfic  0 ^(a)1  0CO,(1) 

D * i rm  ii,  * ^***~  j »n.  • 


0 


A cosy 


A cos  y 


6)  Beispiele. 

Für  den  ersten  Fall  der  Gleichung 

Ax'+Bx+C= 0 

nehmen  wir  als  Beispiel: 

7,29136*’ -67c213*+2, 901348  = 0, 
wo  offenbar  0’>4AC  ist. 


r-a 

b 

• 9 ß -t 


J 
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Also 


A=  7.2913G, 
ß = -67,213. 

C-  2.901348. 
lg  A-  0.8628058 
lg«  = l,8274533(..) 
lg  C=  0,4025998 
lg«4C=  1.3254056 


\%\AC- 0.6627028 

lg  2 = 0.3010300 

addirt : 0.9737328 

lg  «abgezogen:  0,1362795— 1(") 
lg  sin ./  = 0,1362795— 1(«) 

„-S=  7*  51'  58".  47 
7 = 187*  51"  58",  47 
(Das  Zeichen  ii  hinter  einem  Logarithmus 
deutet  an,  dass  die  anfiusehlagendc  Zahl 
negativ  ist.  Dem  negativen  Werthe  eines 
Sinus  entspricht  aber  ein  Winkel,  der 
grosser  als  180  Grad  ist) 

-|  = 93*  55'  59",  23 
lg  sin  |-  = 0,9989759-1 
lg  cos|-  = 0,8362733-l(«) 
lg  ( --£)  = 0,9646475 
lg  sin^)*  =04)979618  = 1 
lg  cos  (f)’ =0,6725466-1 

lg*.  =0.9625993  *7  = 9-17 

lg  *,=0,6372941  *,=4,338046 

Für  den  ..weiten  Fall  sei  gegeben: 
81,235r:  +12, 227*+3, 2156=0, 

al‘°'  A = 81.235, 

« = 12.227, 

C=32156. 
lg  « = 1,0873199  _ 
lg  «4  = 1,9097432 
lg  C= 0.5072620 


Man  bat:  112«  = 1,9547688 
13'  =0,0037815 
32"  = 0.0001551 
0,80"  = 0,0000039 
.1  = 1,9587093 
lg  C=  0,5072620 
lg  A = 1.9097432  _ 

lg -£=0,5975188-1 


f 


0,7987594-1 


-£  = 6,291575 


-1,9587093  Ver! 


lg  AC=2,417Q062 

lg  YAC  = 1,2085026 
lg  2 = 0,3010300 
addirt:  1,5095326 

lg  cos  ,1  = 0,5777878— l(n) 
n-9-  67*  46'  27",  20 
,1  = 112*  13'  32",  80 
Der  Winkel  9 ist  aber  in  Theilen  von 
n auszudrücken , um  ihn  in  den  Expo- 

nenten  von  6 setzen  zu  können. 


tk  =6,2915756 

1,9587093^-1 

x.  = 6.2915756 

Für  den  Fall  einer  Gleichnng  von  der 
Form 

Ax'+iBx-C- 0 
wollen  wir  das  Beispiel  nehmen : 
63,27*’ +44.15*-28,217  = 0, 
also  A-  63,27,  «-44,15,  C- 28.21t. 
lg  A- 1,801 1978 
lg  « = 1,6449307 
lgC=l,4505108 
lg  «4C= 3,2517080 

lg/ÄC  = 1,6258543 
lg  2 = 0,3010300 
addirt:  1,9268843 

lg«  abgc- 

zogen : 0,281953b 
lg  ,«=0.2819536 
6 « =62*  24'  54",  33 
lg  cos «/  = 0,6656397  — 1 

£ = 31*  12'  27',  16 
& 

lg  sin -¥-=0,7144468  — 1 
i 

lg  cos  i =0,9321149-1 
lg  sind)’  =0,4288936-1 
lgcos(§V  = 0,8642298-1 


lg  -5  = 0,8437329-1 
lg(«)sin(|)5  = 0-2726265-1 

4sMÖ=a7079627_1 

lg  cos  <f  — 0,6656397—1 
lg*.  =0,6069868-1  *,=0,4045637 
lg  *,  = 0,0423230(n)  *,  = -1,102358. 
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Es  versteht  sich,  dass  in  fast  allen 
Fallen  bei  der  Rechnung  weniger  als 
7 Stellen  hinreichende  Genauigkeit  ge- 
währen. 

7)  Eine  andre  Methode  der  Berechnung 
würden  die  Gaussischcn  Logarithmen  für 
Summen  und  Differenzen  gewähren.  Die 
Art,  wie  dieselben  zu  verwenden  sind, 
bedarf  wohl  keiner  Ausführung.  Indess 
muss  man , ganz  wie  bei  der  hier  ge- 
zeigten trigonometrischen  Methode,  auch 
bei  dieser  2 Mal  in  die  Tafeln  eingchn, 
ehe  man  die  Logarithmen  der  Wurzeln 
fiadet* 

Gaus«  hat  aber  selbst  angegeben,  wie 
durch  eine  Er  Weiterung  seiner  Tafel  die- 
selben zur  Auflösung  quadratischer  Glei- 
chungen derart  geeignet  gemacht  werden 
können,  dass  ein  einmaliges  Aufschlagen 
genügt,  um  die  Logarithmen  der  Wur- 
zeln zu  bestimmen.  Die  derart  erwei- 
terten Gaussischen  Tafeln  enthält  die 
erste  Ausgabe  der  Sammlung  mathema- 
tischer Tafeln  von  Hülste  (Leipzig  1840). 
Bei  der  spätem  Ausgabe  sind  dieselben 
indess  wcggelassen  worden , um  einer 
7ziffrigen  Tafel  für  die  Logarithmen  der 
Summen  und  Differenzen  Platz  zu  ma- 
chen. An  dieser  Tafel  wäre  eben  nur 
auszusetzen,  dass  bei  der  Erweiterung 
für  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  keine  Interpolationstäfclchen 


ander  stehenden  Zahlen,  die  folgenden 
durch  Addition  der  Zahlen  unter  A und 
C,  die  letzte  durch  Snbtraetion  der  Zah- 
len unter  A von  denen  unter  H ent- 
standen. 

Um  die  Anwendung  auf  die  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  zu  zeigen, 
gehen  wir  von  der  Gleichung 
Px'+Qx+R=0 

aus,  um  keine  Verwechselung  der  früher 
gebrauchten  Bezeichnung  A,  U , C für 
die  Cocfficicnten  mit  den  Ueberschriften 
der  ersten  drei  Spulten  in  der  Gaussi- 
schen Tafel  herbeizuführen. 

Bemerken  wir  ferner,  dass  wenn  man 
eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
j-.hat,  die  andre  x9  sich  leicht  aus  den 
Gleichungen  ergibt: 

Q ä 

xi  + x«  — ~~pj  x*  — ~py 

deren  erste  angewandt  wird,  wenn  man 
mit  den  Wcrthcn  von  xt  und  x7  selbst, 
die  zweite,  wenn  man  mit  ihren  Loga- 
rithmen operirt. 

Diese  Formeln  ergeben  sich  leicht  aus 
der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichun- 
gen, lassen  sich  aber  auch  unmittelbar 
aus  den  Werthen: 

Q 1 , 

*.  = -^+äpV/<?’-4PÄ, 


berechnet  sind. 

Die  Einrichtung,  wie  eie  Gauss  ange- 
geben hat,  ist  folgende. 

Bekanntlich  enthalten  die  Tafeln  nntcr 
A die  Logarithmen  aller  Zahlen  a , die 
grosser  als  1 sind,  und  dazu  unter  B 
dio  Werthe  dor  Logarithmen  von 

i = l+i, 

ebenso  unter  C die  Logarithmen  ron 
• c = l+a. 

Die  Beziehung  zwischen  6 und  c er- 
gibt sich  durch  Elimination  von  a,  aus 
den  Gleichungen  für  b and  r,  es  ist: 
b e 

e = 7 — t und  4 = r 

6—1  e— 1. 

Bei  der  Erweiterung  der  Tafel  sind 
nun  3 Spalten  D,  E.  F hinzugefügt,  de- 
ren erste  die  Logarithmen  der  Zahlen 
d = 6c, 

die  zweite  die  Logarithmen  von 


xi  — 2 ~p  +2pV  iPR 

vcrificiren. 

Setzen  wir  ferner: 


so  dass  die  Gleichung  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

kg~0. 

Von  dem  Falle  welcher  imaginäre  Wer- 
th e ergab,  sehen  wir  hier  ganz  ab,  und 
unterscheiden  noch  3 Fälle: 

F a 1 1 I.  V und  B haben  gleiche  Zei- 
chen (also  auch  h und  a haben  gleiche 
p » H 

Zeichen)  und  oder  - ist  nicht  grOs  ■ 
In  g 

scr  als  4. 


Fall  II.  P und  B haben  nngleiche 


Zeichen  (also  auch  h und  g)  und 


PR 

Q' 


«=oc, 

die  letzte  endlich  die  Logarithmen  von 


enthält.  Es  lat  also  dio  ersto  durch 
Addition  der  unter  A und  C neben  cin- 


oder  — J-  ist  grosser  als  2. 

Fall  UI.  P und  B haben  ungleiche 

Zeichen,  und  oder  ist  kleiner 

V " 

als  2. 

6 


* 


Digitized  by  Google 


Quadratische  Gleichungen.  82  Quadratische  Gleichungen. 


Der  Fall,  wo  Pund/2  gleiche  Zeichen  Gauss,  wie  in  jedem  der  3 Fälle  zu  ver- 
hüben und  grösser  als  4 ist,  gibt  ^‘lliron  ist* 

, Die  Buchstaben  a.  b,  c , d,  e,  f zeigen 

nämlich  offenbar  imaginäre  'Wurzeln.  Zahlen  an>  dercn  Logarithmen  in  den 

Das  folgende  Täfelchen  zeigt  nach  Spalten  A,  B,  C , D,  E,  F sich  befinden. 


Fall  I. 

9 

Fall  II. 

~i=' 

Fall  III. 

-l=f  . 

Im  ersten 

Falle  z.  B. 

Erste  W urz el. 

A 

b 


ar,  = -j-  oder  ~ —gc 
9 


x.  ~ ha  oder  = — — 
c 

A g 

t ——  oder  = — v 
a b 


Zweite  Wurzel. 

X;  z=  —gb  oder  = — — 

c 

9 i A 

x.  = - oder  = 

n • c 

x7  -ga  oder  r:  — hb. 


t ...  A derselben 

Logarithmus  von  - m Spalte  D auf-  _ _ 

g *1  — 9C 

zusuchon,  und  der  Logarithmus  der  er-  ergibt  sich  daraus,  dass 
sten  Wurzel  (mit  umgekehrtem  Vorzei-  k—  bc 

eben)  ergibt  sich  dann,  wenn  man  den 

daneben  in  Spalte  B stehenden  Werth  ^ar-  Die  «weite  Wurzel  kann  aus  der 
von  IgA  abzieht,  oder  den  in  C stehen-  Formel 
den  Werth  zu  lg  g addirt.  Wie  die  Ti  jr*  = A g 

zweite  Wurzel  aufgefunden  wird,  und  in  gefunden  werden,  wenn  man  für  cin- 

den  andern  Fällen  zu  verfahren  ist,  sieht  setzt.  In  derselben  Weise  wird  man 

sich  wohl  von  selbst  ein.  das  in  den  Fällen  II.  und  III.  angege- 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  ^ene  Verfahren  verificiren  können. 
Verfahrens  beruht  darauf,  dass  man  die  Dies  Verfahren  ist  namentlich  dann 
Gleichung  von  Vortheil,  wenn  man,  wie  dies  oft 

x4-f-Ä4f-f^A  = 0 vorkommt,  nicht  die  Wurzeln  selbst,  son- 

nnter  der  Form  »chreiben  kam,:  " '''eUCr<:n 

+ l)  =:  — 8)  Wir  kommen  jetzt  auf  einige  An- 
A VA  7 A Wendungen  der  quadratischen  Glcichun- 

Im  Falle  I.,  wo  ?-  positiv  ist,  denke  gea  einer  Unbekannten,  und  wollen 
h zunächst  solche  nehmen,  welche  die  Al- 

gebra selbst  betreffen. 

a)  Eine  der  einfachsten  ist  die:  Eine 
gegebene  ganze  Function  vom 
zweiten  Grade  in  2 lineäre  Fac- 
toren  zu  zerlegen. 

Sei 

Ax * + Bx+C=  A(x — u)  (.r — ß) 

die  zu  zerlegende  Function. 

Soll  der  Ausdruck  links  gleich  Null 
sein,  so  muss  entweder 

x = a oder  r=ß 

werden.  Die  Grössen  er  und  8 werden 
also  gefunden,  indem  man  die  Gleichung 

A.r*+&r+C=0 

auflöst  und 

it  = xv  ß-xt 

8CtZt. 


man als  in  der  Spalte  B enthalten, 

X i 

also  gleich  b gesetzt;  es  wird  dann: 
g b — 1 
h~  6*  ’ 

wofür  man  auch  wegen  der  Gleichung 
b 

b-l~C 

schreiben  kann : 

— = bc  = d, 

g 

welcho  Gleichung  in  Verbindung  mit 

ft  _ 

A “ b 

oder 

A 


Wl~  ~b 


Es  ist  also,  wenn  wir  die  in  6)  gegebenen  Beispiele  anwenden: 
7,29136**  -67,213*4-2,901348  = 7,29136  (*-9, 174858)  (*- 4,338046), 
81,235*  * + 12327*  -f  3,2156  = 

81,235(*  -6,291575e1,958709^  _1)(*- 6,2915756“ 1,908709]/  - 1^ 


i 


i 

i 


i 
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endlich : 


63,27 jt'  +44,15* -28,217  = 63,27  (-r— 0, 4045637)  (*+1,102358). 

1 


b)  Bekanntlich  hat  jede  Zahl  3 dritte 
Wurzeln,  von  denen  jedoch  immer  nur 
eine  reell,  und  2 imaginär  aind,  wenn 
auch  die  Zahl  reell  iat.  Ks  vollen  diese 
imaginären  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Auf- 
lösung einer  quadratischen  Gleichung  be- 
stimmt werden. 

Sei  a die  Zahl,  deren  dritte  Wurzeln 
zu  finden  sind  und  6 diejenige  Wurzel, 
welche  reell  ist,  so  gibt  die  Gleichung 

**  — n 


Die  Gleichung,  mit  - — multiplicirt, 

nimmt  nämlich  die  Form  an: 

z*  * „ 4 4 1 . 

rj+  r + H — |-  — j = 0 ; 

4*4  x x* 

und  wenn  man 

* 4 , -»  *» 

s = 7 -) — also  »* 

4 * 

einsetzt,  wird: 


alle  3 Wurzeln,  oder  da 
a = 4*, 
ist 

**— 6*  = 0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  jeden, 
falls 

X — b. 


Es  muss  also  **  — 4*  den  Factor  *— 4 
haben.  Indem  man  mit  demselben  die 
Gleichung  dividirt,  erhält  man: 

**+4x+4*=0 

nnd  diese  qnadratischc  Gleichung  ent- 
hält nur  noch  die  beiden  imaginären 
dritten  Wurzeln,  in  der  That  sind  die 
Auflösungen  beide  imaginär,  und 

und 


*,  und  x,  sind  also  die  beiden  imagi- 

nären  Wcrthe  von  ) o.  wenn  4 der  reelle 
Werth  dieser  Wurzel  ist. 


c)  Durch  Auflösung  quadratischer  Glei- 
chungen lassen  sich  auch  die  4 imagi- 
nären 5ten  Wurzeln  einer  gegebenen  Zahl 
finden. 

Denn  sei 

o diese  Zahl, 

und 

b = ]/a  der  reelle  Werth  der  Wurzel, 
so  wird  wieder 

*•— 6‘=0 

sein , oder  wenn  man  durch  x — b di- 
vidirt : 

x4  + 4x*  +4*x*+4*x+4*  =0. 

Diese  Gleichung  4ten  Grades  lässt  sich 
auf  quadratische  zurückfahren,  wenn  man 
eine  neue  Unbekannte  einfuhrt: 


z*+z-I=0, 

d.  h. 

‘.  = -^(1+^5).  *,  = -(1-/5). 

Der  Werth  von  * aber  erfüllt  die  Glei- 
chung: 

x*  —bix+b*  zz  0, 

also 

*.= 

x,  = |(*-/^4). 

Setzt  man  also  sowohl  in  r,  als  auch 
in  x,  für  s die  berechneten  Wcrthe  von 
t,  und  s,  ein,  so  hat  man  die  4 ima- 
ginären Werthe  von  Va.  Dieselben  sind’: 

*i  = j(— 1+/5  +/(~ 10— 2/35) 
x,  =j(-l-/5  +/(— 10+2/5)) 
x,  = |(-l+/6  -/(-10+2V  5)) 

*» = j(— 1— /5  —/(— 10+2/5)), 

Die  Aufgabe,  die  imaginären  nten 
Wurxeln  der  Einheit  xu  bestimmen,  ist 
identisch  mit  derjenigen,  den  Kreis  in 
nTheilc  zu  thcilen.  (Siehe  den  Artikel: 
Theilung  des  Kreises).  Die  Auflösung 
einer  geometrischen  Aufgabe  durch  qua- 
dratische Gleichungen  aber  zeigt  an,  dass 
dieselbe  durch  Construction  mittels  der 
geraden  Linie  und  des  Kreises  gelöst  wer- 
den kann. 

In  allen  Fällen  also,  wo  die  Auflösung 
der  Gleichung 

x*-b*  = 0 

auf  quadratische  Gleichungen  fuhrt,  ist 
eine  geometrische  Theilung  de«  Kreises 
in  nTheilc  möglich.  Die  Aufgabe,  diejeni- 
gen Wcrthe  von  r»  zu  bestimmen,  wo  dies 
möglich  ist,  wird  mithin  von  der  gröss- 
6* 


Quadratische  Gleichungen.  84  Quadratische  Gleichungen. 


Ion  Wichtigkeit  sein.  Sie  ist  vollständig 
von  Gauss  gelöst  worden. 

9)  Eine  der  wichtigsten  algebraischen 
Anwendung  der  quadratischen  Gleichun- 
gen ist  die  auf  die  rcciproken  Gleichun- 
gen beliebiger  Grade. 


Unter  reciproker  Gleichung  versteht 
man  eine  solche  algebraische  Gleichung, 
worin  jeder  Wurzel  x - a eine  zweite 

r = — , also  ihr  reciproker  Werth  ent- 

R 

spricht. 


Sei  die  reciproke  Gleichung  jetzt: 

x*4-  Atx*  2+  ....  + + *+<4„=0. 

Da  jedem  Werthc  von  x ein  Werth  -j-  entspricht , so  muss  diese  Gleichung  mit 
der  folgenden: 


A--i  . „ 

+ +^.=o, 


d.  h.  mit 

Anx  + x 4-  Am  fX  + • • . . 

ganz  dieselben  Wurzeln  haben,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Coefficicnten  der- 
gleichen Potenzen  bis  auf  einen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  in  beiden  Glei- 
chungen übereinstimmen.  Es  ist  also: 


Die  lotzte  dieser  Glcichnngon  zeigt,  dass 

Am  nur  die  Werthc  +1  und  —1 
haben  kann.  Findet  das  erstere  statt,  so  ist  also 

A\  =An_ij  Ai  = Am__2'  ^3=^«-3  * • * 

nnd  die  Gleichung  nimmt  die  Gestalt  an: 

wenn  n grade,  also  gleich  2 m ist: 

+Am_i*m+i + 

<4  x 2+  • • • +-^r*,4-^iar+l  = 0» 


, 2«  . 2m-\  2m-2 

L x 4 ■ Avx  4 - Atx  -f- 


und  wenn  n ungrade,  also  gleich  2m 4-1  i*t: 

IL  *‘m+i+AlxU‘+A,**m-t+  . . . +^,*“+,+ + V’+ 

A ,-‘+  ..  . +A,x>+Alx+1=Q, 

»-1 

in  jedem  dieser  beiden  Felle  stimmen  die  Coefficienten  der  gleich  weit  von  beiden 
Enden  entfernten  Glieder  überein. 


Sei  jetzt: 


A.  = ~h 


SO  ist: 


Ai-—An-V  ~ — A.-2’ 


A.-i  = ~Af 


Ist  n von  der  Form  2m,  so  hat  die  mittlere  dieser  Gleichungen  die  Form : 

Am  = = ~Am’ 

also  Am~ 0.  Die  Form  der  reciproken  Gleichung  wird  dann: 
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flT  . . 2* — t . . 2m— 2 . 

UL  X + Atx  + Atx  + . . . +A 


«+1  «— 1 
X — A x — 
m — 1 m— 1 


A x 

m-2 


m — 2 


— . . . —Aax*—A  ^—1  = 0. 


Es  fällt  das  mittlere  Glied  weg,  und  die  von  den  Enden  gleich  weit  entfernten 
Cocfficienten  haben  gleichen  Zahlcnwenb,  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

Ist  n endlich  von  der  Form  2m  4*1»  so  findet  die  Beziehung  für  den  Cocffi- 
cientcn  des  mittleren  Gliedes  nicht  statt,  und  es  ist 


IV. 


2m  2—1 

x 4*  A{x  4*  Atx  4* 


. m-f2  1 m 

. +A  Ax  4*  A x 4-  A x — 
w— 1 m m 


A x~  - 

m — 1 


• — Atx*—  Akx— 1 = 0. 


Es  ist  also  eine  reciproke  Gleichung 
leicht  zu  erkennen.  Es  müssen  nämlich 
in  derselben  immer  die  von  den  Enden 
gleich  weit  entfernten  Glieder  numerisch 
gleich  sein  und  entweder  alle  bezüglich 
dasselbe,  oder  alle  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben.  Ist  die  Ordnung  der 
Gleichung  eine  grade  Zahl,  und  findet 
der  zweite  Fall  statt,  so  muss  ausserdem 
dos  mittlere  Glied  fehlen.  Diese  Bedin- 
gungen sind  dafür,  dass  die  Gleichung 
reriprok  sei,  offenbar  ausreichend  und 
nothwendig. 

m . m—l  . m-  2 

x +A.x  4- • • • A-A 

* * i»— 


10)  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass 
durch  Auflösung  quadratischer  Gleichung 
jede  reciproke  Gleichung  auf  eine  Form 
gebracht  werden  kann , worin  ihr  Grad 
höchstens  die  Hälfte  des  ursprünglichen 
ist. 

Setzen  wir,  um  dies  zu  beweisen,  zu- 
nächst Fall  I.  voraus,  wo  die  entspre- 
chenden Coefficienten  der  Gleichung  glei- 
ches Zeichen  haben,  und  die  Ordnungs- 
zahl grade  ist.  Dann  lässt  sich  die 
Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

lX+4.+  Am+lX~'  + Am+2X~i+  • ■ • 

. . . +Alx-<m-i>+x-m= 0 


oder: 


m — n*  . m—l  —(■»—!).  . — 2 — (« — 2). 

x 4-a?  4"^i(*c  4--1  )4- 

-1, 


• * • )+^  -0. 

m—l'  m 

Es  wird  eine  neue  Unbekannte 

-1 

s = x-{-x 

eingeführt,  und  man  hat,  wie  sich  leicht  aus  dem  binomischen  Satze  ergibt: 
»3  = »3  + x-3  +3(x+ x~‘ ), 


*,+jr,+4(*<+*~'‘)+6 


i3-  = x!-+x-^+2m(x^-2+x^-*))+2-^^:i)(x2--4+x-<a--1))+  . . . 

, 2m(2«i— 1)  . . . (m+2)  , , . 2m(2m— 1)  . . . (m  + 1) 

• ' • +~  l-TT m-T  <■  +*  > + 1-2 - " 


+ 


+(2m+l) 


(2*i+l)2m 

l-2— 


(X3—3  3>)  + 


(2m-H)2n»  . . ■ (w  + 3)  x_3j 

h (2»+l)2m  . • • (w+2)^t  | 


— 1 * — • *»  , 

Aus  diesen  Formeln  lässt  sich  auf  recurrcntem  Wege  a?4-x  , * 4-*  » * t* 

. . . durch  » bestimmen.  Es  ist  n&mlich; 
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*+•*  =»> 

2,-2  2 o 

x -f*  =»  —2, 

x3+x'3-t3-ii, 

rV',  = .4-h’+!, 

5—5  5 3 

x -f-x  = * -*5s 

6-66  4 2 

x+x  = * -6*  +9*  +3.  . 


Diese  Entwickelungen  sind  für  die 
Auflösungen  der  reciproken  Gleichungen 
allerdings  hinreichend.  Es  sind  aber 
diese  Formeln  an  sich  interessant  ge- 
nug, mn  hier  die  tierlcitnng  eines  Aus- 

n —m  . 

drucke»  für  x +x  in  Potenzen  von  » 
zu  rechtfertigen,  den  wir  noch  geben 
wollen.  Mit  der  Gleichung 


x+i=' 


verbinden  wir  eine  andre 


so  ist  offenbar: 


ferner 


**  = »*  — 4* 


S — M 

~~2  ' 


Diese  beiden  letzten  Gleichungen  lassen 
sich  auch  auf  die  gemeinschaftliche  Form 
bringen: 

Vf  »+*vr 


X 


2 * 


Je  nachdem  man  nämlich  -1-1  oder  — 1 
für  VT  setzt,  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  und  den  Werth  von  x oder 

von  - an.  Nach  dem  binomischen  Satze 
x 

aber  ist: 


2 J.«(»-l)("-2)(*-8) 

+ 1-2S-4  * 


-v+ 


.Vl  1,  ■ "(»-l)(»-2)  .-3  3 . 

+ “+  1-2- 3 * *+--h 

wo  die  mit  Vl  multiplicirtcn  Glieder  von  den  übrigen  getrennt  sind. 


Die  Reihe  bis  an’s  Ende  zu  verfolgen  ist  nicht  nöthig,  da  sie  von  selbst 

, nVT 

abbricht.  Setzt  man  11=  +1  in  x r 1 , so  wird  auch  der  zweite  Theil  der 
Reihe  rechts  mit  -f-1  multiplicirt  sein,  und  dieser  Factor  wird  —1,  wenn  man 

VI  = “1  im  Exponenten  von  x fl  setzt.  Durch  Addition  der  beiden  sich  so  er- 
gebenden Resultate  erhält  man: 


x + -2—i^  + iTa  * "+  i. 2^3-4  “ + •••; 

oder 

p (;"+«,  i"-S(S8-4)  +»4  (.2-  4)*+»,  .-‘(.2-  4)3+  . . .). 

Es  ist  hier  nämlich  für  u*  sein  oben  gefundener  Werth  gesetzt,  und  mit 
sind  der  2te,  4tc  . . . Binomialcocfflcient  bezeichnet. 


Es  ist  schliesslich  klar,  dass  wenn  man 
mittels  dieser  Ausdrücke  dio  Grössen 

x"-fx  " in  unserer  Gleichung  durch 
Potenzen  von  * ersetzt,  man  eine  Glei- 
chung vom  mten  Grade  erhält,  also  eine 
solche,  die  nur  den  halben  Grad  der 
gegebenen  hat.  Ist  sic  aufgelöst,  so  ist 
jede  Wurzel  » in  die  Gleichung 

x -f—  — s oder  xa— *x  = — 1 
x 

einzusetzen,  wo  sich  dann  für  jedes  s 


zwei  Werthe  von  x,  also  in  der  That 
2m  Wurzeln  der  reciproken  Gleichung 
ergeben. 

Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  ist  die 
in  8)  c.  gegebene  Auflösung  der  Glei- 
chung 

x*  + 6x*-|-6'x*-f6,x-f64  =0, 
welche  die  Form  einer  reciproken  Glei- 
chung annimmt,  wenn  man  6 = 1 setzt, 

oder  T~y  annimmt, 
o 
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11)  Es  möge  jetzt  FaII  II.  stattfindcn,  also  die  entsprechenden  Coefti- 
deuten  gleiches  Vorzeichen  haben,  aber  die  Gleichung  von  einer  ungeraden  Ord- 
nung sein. 

Man  sicht  sogleich,  dass  wenn  in 

x*m  ! 1 jt2"  * 4-  . . . +Aix*  + Aix -fl  = 0 

X—  — -1  gesetzt  wird,  die  gleich  weit  von  den  Enden  entfernten  Glieder  sich  heben, 
also  der  Ausdruck  links  in  der  That  Null  wird.  Es  ist  also  jr=r— 1 immer  eine 
Wurzel  der  Gleichung,  nnd  es  lasst  sich  der  Factor  4*4-1  absondern. 

In  der  That  verwandelt  sich,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  durch  *4-1  di- 
vidirt,  dieselbe  in: 

x 2 4-(4,—  l)*2  4-(At— At4-l)x  4-(4s  — 4,4-4  ,*-l)x  -+■  • • • • 

. . . 4-(4a-4l4-l)**4*(4,-l)4:4-l  = 0. 
Dies  ist  abermals  eine  recurrente  Glci-  haben  das  entgegengesetzte  Zeichen,  so 
chang,  aber  von  grader  Ordnung  und  sieht  man  sogleich,  dass 
in  den  ersten  Fall  gehörig,  also  nach  * = 1 

Abschnitt  10)  zu  behandeln. 

Ist  der  vierte  Fall  vorhanden,  also  eine  Wurzel  ist,  dass  man  also  durch 
die  Gleichung  von  ungerader  Ordnung,  x—  1 dividiren  kann.  Die  Gleichung 
die  entsprechenden  Coefficienten  aber  wird  dann: 

x2*" 4- (.4,4-1).***  *(4-4 ,4-4 ,4-1)*  4-  •••  4-(4, 4-4, 4-l)4-,4-(4, 4-l)*4-l  = 0, 

also  ist  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle  zu  behandeln.  Immer,  wenn  der  Grad 
der  Gleichung  ungerade  ist,  wird  dieselbe  also  von  der  Ordnung  2m  4- 1 auf 
die  Ordnung  m rcducirt. 

Dt  endlich,  wie  in  Fall  III.  gezeigt,  die  Ordnung  gerade,  die  entsprechenden 
Coefficienten  von  ungleichen  Vorzeichen  nnd  es  fehlt  das  mittlere  Glied,  so  ist 
ebenfalls  x=l  eine  Wurzel.  Dividirt  man  aber 


2 m . 2 m — 1 2«— 2 

j:  4-4,4:  4-4,4:  4- 


• • 4*  Am 


m-|1 


- A.-ix 


m-2 


~ Am- 2X  “ ••• 
-.4 ,4:*  — Atx— 1 = 0 


durch  4t— 1,  »o  kommt: 

x2"'  *4(^1  + l)xJ“  2+(>*1+^l  + l)**"  3+  ...  +(.Am-i+ Am-.2+-+A\+l)* 

+Am_2+  ■ • • '+(^*-2  + -*»-3+  • • • +Ar\-1)*  + 

. . . +(^,+^,+l)4r*+(Ml+l)x+l  = 0, 


also  eine  recurrente  Gieichung  von  ungrader  Ordnung,  welche  die  Wurzel  — 1 
hat,  und  wie  oben  gezeigt  zu  behandeln  ist. 


12)  Sehr  wichtig  aber  ist  die  Auflö- 
sung quadratischer  Gleichungen  für  die 
Geometrie.  Es  lässt  sich  nämlich  zeigen, 
dass  immer,  wenn  die  Coefficienten  Kaum- 
grössen bedeuten,  die  Auflösung  der 
Gleichung  zu  einer  Construction  mittels 
der  graden  Linie  und  des  Kreises  führt. 
Das  dabei  einznschlagende  Verfahren 
nennt  man  die  Construction  der  quadra- 
tischen Gleichung.  Dieselbe  soll  hier 
dargestellt  werden. 

Die  Gleichung  möge  eine  der  Formen 
haben : 

Ax*+Bx+C=Q,  Ax*-\-Bx—C -0. 

In  jedem  Falle  wird,  wenn  man  sich 
unter  x eine  Linie  denkt , B eine  Di- 
mension höher  sein  als  4,  und  C zwei 
Dimensionen , da  die  3 Glieder  der 


Gleichung  doch  homogene  Grössen  (Li- 
nien, Flüchen  u.  b.  w.)  vorstellen  müs- 
sen. Es  wird  daher  von  erster  Dimen- 

C 

sion  sein,  also  eine  Linie,  von  der 


zweiten  also  irgend  ein  Flächenstück  be- 
deuten, das  wir  uns  als  in  der  Ebene 
befindlich,  und  von  graden  Linien  be- 
grünst denken.  Nach  dem  Im  Artikel 
Quadrat  Gesagten,  lässt  sich  dies  immer 
in  ein  Quadrat  auf  geometrischem  Wege 
verwandeln,  was  wir  hier  als  geschehen 
voraussetzen  wollen.  Hieraus  ergeben 
sich  folgende  4 Formen  der  Gleichung, 
wenn  wir  noch  zwischen  positiven  und 


negativen  — unterscheiden: 
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a)  x*+px  = q*  oder  x (x+p)=f*, 

b)  x*~ px=q*  oder  x(x-p)  = ^% 

c)  x*+p*=-f*  oder  -x(x-f  p)  = 9*, 

d)  .r*  — px  = — q*  oder  x(p— x)  — q*. 

Die  Grössen  p und  q stellen  jetit  Li- 
nien vor,  welche  man  immer  positiv  sieh 
denkt,  x ist  ebenfalls  eine  Linie;  hat 
x ein  negatives  Vorteichen,  so  teigt 
dies  an , dass  die  Richtung  von  x der 
zuerst  angenommenen  entgegengesetzt  ist. 

Die  Construction  beider  Wcrthe  von 
x in  jedem  der  4 Falle  ergibt  sich  leicht 
aus  bekannten  Sätzen. 

Fall  a.  Man  schlägt  über  Linie 
AB  = p als  Durchmesser  einen  Kreis, 
und  trägt  an  denselben  CD=q  als  Tan- 
gente an.  Verbindet  D mit  dem  Mit- 
telpunkte 0 dureh  Linie  DF,  die  den 


Fig.  11 


Kreis  in  £ und  F schneidet.  DieWerthe 
von  x sind  dann : 


xt=-DF. 

Die  zweite  Wurzel  zeigt  also,  dass  die 
zu  constrnirendc  Linie  in  einer  derjeni- 
gen entgegengesetzten  Richtung  zu  neh- 
men ist,  welche  man  anfangs  annahm. 

Der  Beweis  folgt  sehr  einfach  aus 
der  Betrachtung,  dass : 

DE-DFzzDC\ 

oder 

DE(DE+p)zz  q1 

der  in  a gegebenen  Form 
übcrcinstimmt , wenn  DE  zz  x gesetzt 
wird. 

Auch  kann  man  setzen: 

DF\DF-p)  = ,r 

oder 

- DF(-DF+p)=1 «, 

was  ebenfalls  die  Form  a gibt,  wenn 
man 

x =-DF 


18  Quadratische  Gleichungen. 

aetat.  Es  sind  also  DE  and  — DF  die 
Wurzeln  der  Gleichung. 

Fall  b.  Die  vorige  Construction  führt 
auch  hier  zum  Ziele,  nnr  ist 

jt,  = DF  und  x,  = —DE 
su  setzen.  Die  Gleichungen: 

DF(,DF-p)  = 1 «, 

DE  ( DE  +p)=,1 

oder 

— DE(— DE— j>)  = j* 

stimmen  nämlich  unter  dieser  Voraus- 
setzung mit  der  Form  in  b)  überein. 

Fall  c.  Man  schlägt  wieder  über 
Durchmesser  AB  = p einen  Kreis,  und 
trägt  die  Linie  ü = 2y  als  Sehne  hinein. 


Fig.  12. 


fällt  vom  Mittelpunkt  U auf  CO  daa 
Loth  00,  welches  man  bis  zur  Periphe- 
rie nach  E und  F hin  verlängert.  Die 
Wurzeln  der  Gleichung  werden  dann 
dargestellt  durch  die  Linien: 

xt  = —EG  und  x,  = —FG. 

Da  nämlich 

EG-GF=GD\ 

d.  h. 

EG  (p — £ff)z,* 

oder 

G b (p — GF)= y* 

ist,  so  sicht  man  leicht,  dass  die  Wcrthe 
— EG  und  —FG  iur  j:  gesetzt,  der  Glei- 
chung die  Form  c)  geben. 

Fall  d.  Die  Construction  ist,  wie  in 
c),  nur  ist 

ar,  = +EG,  x,  = +FG 
zu  setzen , was  die  oben  gegebene  For- 
mel ohne  Weiteres  zeigt. 

Die  beiden  letztem  Fälle  lassen  sich 
offenbar  nur  dann  auf  diese  Weise  lOscn, 
wenn  CD<AB,  d.  h.  2?Sp  ist.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  hat  aber  die  Glei- 
chung nach  dem  in  Abschnitt  4)  Gesag- 
ten 2 imaginäre  Wurzeln. 
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Selbstverständlich  können  diese  Con- 
struetionen  vielfacher  Abänderung  unter- 
zogen werden.  Auch  kann  man  in  den 
Formeln  für  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung  die  einzelnen  Theilc 
construircn. 

Wir  wollen  von  den  hier  gegebenen 
Construetioncn  indess  ein  Pnar  Beispiele 
geben. 

13)  A.  Es  ist  ein  Quadrat,  dessen 
Seite  n ist,  in  ein  Rechteck  zu  verwan- 
deln, in  welchem  die  Summe  zweier  an- 
stossenden  Seiten  gegeben  und  gleich 
b ist. 

Auflösung.  Bezeichne  man  die  eine 
Seite  des  Rechtecks  mit  x,  so  ist  die 
andre  b— x,  und  man  hat  die  Gleichung 

x(b  — x)  = a7, 

welche  genau  mit  dem  Falle  d des  vo- 
rigen Abschnittes  iibereinstimmt,  also  in 
der  daselbst  angegebenen  Weise  2 Lö- 
sungen ergibt. 

B.  Sei  aber  von  dem  Rechteck,  in 
welche  das  Quadrat  zu  verwandeln  ist, 
die  Differenz  c zweier  Seiten  gegeben. 


Fig.  13. 


Dass  auch  der  Werth  x=—DF  eine 
Bedeutung  habe,  ist  schon  in  Abschnitt 
II.  dargethan  worden. 

D)  Es  sei  ein  Winkel  ABC  und  ein 
Punkt  D gegeben.  Es  soll  eine  Linie 
durch  letzteren  gezogen  werden,  welche 
mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels 
ABC  ein  Dreieck  von  gegebenem  Flä- 
cheninhalte begrenzt. 

Auflösung  I.  Der  Punkt  O liege 
ausserhalb  des  Winkels  ABC. 

Fig.  14. 


Auflösung.  Es  ist  dann 
c)  — u7. 

Der  Fall  a ) findet  hier  statt,  und  man  erhäl 
positiven  und  einet 


daher  für 


x einen 

negativen  Werth.  Bei  dieser  Einklci 
düng  der  Aufgabe  ist  allerdings  de: 
letztere  zu  verwerfen,  wenn  man  nich 
Betrachtungen  über  die  Richtung  de: 
Seite  des  Rechtecks  machen  will. 


C.  Augenblicklich  ergibt  sich  au; 
unsern  Construetioncn  die  Lösung  de: 
Aufgabe  des  goldnen  Schnitts.  Es  lau- 
tet hier  die  Aufgabe  bekanntlich  so : 
Eine  Linie  so  zu  theilen,  dass  der  eine 
Theil  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
dem  andern  Theile  und  der  ganzen  Li- 
nie ist. 

Auflösung.  Ist  a die  Linie,  x 
der  gesuchte  eine  Theil,  so  ist  offenbar: 

x3  = a(a-x ), 

eine  Gleichung,  die  sich  leicht  umge- 
stalten lässt  ln: 

x(x+a)  = a*. 

Der  Fall  a)  findet  also  statt. 

Man  schlägt  über  dem  Durchmesser  a 


Man  ziehe  DE  parallel  AB  bis  zum 
verlängerten  Schenkel  AC,  ausserdem  DF 
senkrecht  auf  AC. 

Sei  nun  q der  gegebene  Flächeninhalt, 
so  kann  man  jedenfalls  ein  Rechteck  be- 
stimmen, dessen  eine  Seite  DF,  und  des- 
sen Flächeninhalt  gleich  q ist.  Sei  die 
andre  Seite  dieses  Rechteckes  gleich  GH. 

Ist  ferner  DC  die  gesuchte  Linie.  Da 
nun  Dreieck  EDC  </)  BAC,  so  hat  man, 
wenn  man  die  Flächeninhalte  vergleicht, 
EC'DFi2q=EC':BC1, 


DF:2q  = EC:BC3, 


einen  Kreis,  macht  Tangente  CD  an 
demselben  gleich  dem  Durchmesser,  Punkt 
D wird  mit  Mittelpunkt  O verbunden 
durch  Linie  DF,  welche  die  Peripherie 
in  E und  F schneidet,  es  ist  dann 
x=DE  die  gesuchte  Linie. 


oder  wegen  des  Werthcs  von  q — Gll-DF : 
1:2  GH=ECiBC*, 

d.  h. 

BC*  = 2EC’  GH 

oder 

BC*  =2  (EB+BC)  GH ; 
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in  diesem  Ansdrucke  sind  alle  Linien 
mit  Ausnahme  von  BC  bekannt.  Setzt 
man  also  BC-X,  so  hat  man 


Fig.  16. 


*»=2  (EB+x)GII 


uder:  r(x-2GII)-2EHGH. 

Das  Rechteck,  welches  zu  Seiten  hat 
2 EB  und .GH.  kann  als»  in  ein  Qua- 
drat verwandelt,  und  es  kann  dann  wie 
in  Fall  b)  verfahren  werden.  Indess  ist 
diese  Verwandlung  in  ein  Quadrat  nicht 
erst  uothwendig,  wenn  man  folgendcr- 
massen  verfahrt:  Man  schlage  mit  Ra- 
dius GH  einen  Kreis,  trage  BE-2GH 

Fig.  15. 


Der  Fall  d)  findet  statt.  Wenn  man 
die  Verwandlung  von  2GH-  BE  in  cm 
Quadrat  vermeiden  will,  so  verfahrt  man 
lolgcnderniassen. 

Es  wird  ein  Kreis  mit  Radius  GH 
geschlagen  , und  RS  - GH  4-  2ßE  als 
Sehne  hineingetragen,  von  dieser  Stück 

Fig.  17. 


als  Sehne  in  denselben  ein.  Sei  RS  die- 
selbe. Man  verlängert  sio  um  das  Stück 
ST  = 26’//,  und  verbindet  T mit  dem 
Mittelpunkte  O,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie den  Kreis  in  U und  I'  schneidet. 

Da  nun  - 

TU-  TV— TS-TR 

oder: 

TV(TV—2GH)=2BE’UH 
ist,  so  sieht  man,  dass  TV-x  ist,  also 
BC=TV  gemacht  werden  muss. 

TU  würde  cino  zweite  Lösung  sein, 
und  das  negative  Zeichen  deutet  hier  an, 
dass  von  der  Verlängerung  der  Lime 
BC , also  nach  Richtung  BF.  hin,  ein 
Stück  abgeschnitten  werden  muss. 

Auflösung  II-  Her  Punkt  D liegt 
innerhalb  des  Winkels. 

Man  siehe,  wie  vorhin,  DC  parallel 
mit  AB,  und  DF  senkrecht  auf  BC  wie 
oben;  auch  habe  GH  die  obige  Bedeu- 
tung. Es  folgt  dann  wie  oben 
BC'=2EC-  Gll, 

aber  diese  Gleichung  verwandelt  sieh  in 
unserra  Falle  in  die  folgende: 
BC*-2(JBC—BE)GH 

oder 

BL(?GH-BC)  = 2GHBE. 


RT=GH  abgeschnitten , und  Linie  UV 
durch  T und  den  Mittelpunkt  gezogen, 
welche  die  Peripherie  in  (r  und  V schnei- 
det, man  hat  dnnn  UT  und  I T als 
Werthc  von  BC.  Es  ist  n&mlich 
VT-  VT-  RT-  TS, 

Ujr  UT(2GH-UT)-2BE’Gll, 

aUCt'  VT(2GII  — VT)-2BF.  -Gll. 

Es  können  also  hier  2 Stücke  BE  nach 
derselben  Richtung  hin  abgeschnitten 

werden.  , . , . 

Die  Auflösung  der  letzten  Aufgabe 
machte,  ehe  man  zum  Ansatz  der  qua- 
dratischen Gleichung  kam , welche  die 
Construction  bestimmte,  verschiedene 
Hülfslinien  und  geometrische  Betrachtun- 
gen nöthig.  Solches  wird  in  der  Regel 
eintreten,  wenn  man  in  der  angegebenen 
Weise  verfährt. 

Man  kann  aber  jede  Willkürlichkeit 
der  Betrachtungen  ausschliesSon , wenn 
man  sich  der  analytischen  Geometrie 
bedient,  und  mittelst  Einführung  recht- 
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winkeliger  Coordinaten  die  Aufgabe  be- 
handelt. Jedoch  werden  auf  dem  lctz- 
lern  Wege  die  Constructionen  in  der 
Kegel  nicht  einfach  werden.  Wie  man 
denn  Oberhaupt  nicht  glauben  muss,  dass 
die  direct  gefundenen  und  einfachsten 
Formeln  auch  eine  einfache  Construction 
ergeben. 

Indess  nimmt  dies  dem  Werthe  der 
Anwendung  der  Gleichungen,  namentlich 
der  quadratischen  Als  llülfornittcl  zur 
Auffindung  geometrischer  Constructionen 
nicht«.  Man  behandelt  nämlich  eine 
geometrische  Aufgabe  zunächst  durch 
algebraische  Methoden,  um  zu  sehen, 
durch  welche  HQlfsmittel  eine  Construc- 
tion  möglich  sei.  Kreis  und  grade  Li- 
nie reichen  hin , wenn  die  algebraische 
Lösung  durch  quadratische  Gleichung 
bewerkstelligt  werden  kann. 

Ist  diese  Möglichkeit  dann  einmal  dar- 
gethan,  so  wird  man  sich  auf  syntheti- 
schem Wege  nach  den  einfachsten  Con- 
structionen umzusehen  haben.  l>a«  alge- 
braische HQlfsmittel  aber  wird  selbst  von 
den  bedeutendsten  und  gewandtesten  syn- 
thetischen Geometern  nicht  verschmäht. 

14)  H Oh  er e G lei  chu n gen  lassen 
sich  oft  auf  zwei  oder  mehrere 
quadratische  reduciren. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Glei- 
chung 4ten  Grades: 

x(x  -F  <»)  (x  + 2«)  (x + 3<i)  = b. 
Dieselbe  würde  keiner  bemerkenswerthen 
Vereinfachung  unterzogen  sein,  wenn  wir 
Alle  4 Factorcn  links  mit  einander  mul- 
tiplicirten. 

Multiplicircn  wir  dagegen  den  ersten 
nnd  4ten,  so  wie  den  2tcn  und  3ten 
Factor  entsprechend  mit  einander,  so 
kommt: 

Cr*  +3<ix)  (x*  +3a*+2a1)  = 6. 

Offenbar  kann  man  diese  Gleichung  durch 


die  Substitution: 

x*+3tfx  = y 
in  eine  quadratische 

y(sH-2  <t7)  = b 

verwandeln.  Bestimmt  man  nnn  aus 
dieser  beide  Werthe  von  y,  so  wird  die 
Hölfsglcichnng,  die  nach  x qnadratisch 
ist,  zu  jedem  2 Werthe  von  x ergeben, 
so  dass  dann  alle  4 Wurzeln  der  Glei- 
chung 4ten  Grades  bekannt  sind. 

Dergleichen  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung, welche  zu  quadratischen  führen, 
lassen  sich  sehr  leicht  bilden.  Nimmt 
man  z.  B. 

x9-Fwx  = © 

und  denkt  sich  die  Grössen  m und  s 
durch  die  quadratischen  Gleichungen: 

M '•  + <111  = 6, 

©*  + « = « 

bestimmt,  und  climinirt  aus  diesen  3 
Gleichungen  u und  r,  so  hat  man  eine 
höhere  Gleichung  für  x,  die  nichts  desto 
weniger  durch  3 quadratische  Gleichun- 
gen gelöst  werden  kann. 

Wir  wollen  diese  Elimination  hier  aus- 
führen. Zunächst  gibt  der  Werth  von 
r aus  der  ersten  Gleichung  in  die  3te 
gesetzt : 

(x*  + ux)*  + c(x>  + wx)  = e 

oder 

u*x*  + ux(2x,+c)  = e— x*(xa+e); 
es  ist  hier  nämlich  nach  Potenzen  von 
u geordnet.  Die  2te  Gleichung  wird  mit 
x*  multiplicirt,  und  hiervon  abgezogen. 
Es  kommt: 

ua(2x*  -f-c— ux)  = e— x’(x*  + c+  b). 
Der  hieraus  zu  bestimmende  Werth  von 
u kann  nun  in  die  2te  Gleichung  ein- 
gesetzt werden.  Das  Resultat  ist,  wenn 
man  die  Nenner  entfernt: 


(« — •»  4 — (c + ’ -F  «x(e — x 4 — (c -f  4)x 9 )(2x  * — ox + c)  = Äx f (2x  ’ -f  c — ux) 1 

offenbar  eine  Gleichung  8ten  Grades,  wie  dies  auch  sein  muss,  denn  combinirt 
man  die  beiden  Werthe  von  u mit  den  beiden  von  r,  so  können  die  Cocffi- 
cienten  der  Gleichung 

x*  + iix  = r 


4 verschiedene  Werthe  annchmen,  und  es  werden  somit  8 Wurzeln  vorhanden  sein. 
Unsere  Gleichung  nach  Potenzen  von  x geordnet  hat  übrigens  die  Gestalt: 

x*-2rixa  + (2c+66+<i*)x4-(3<ic+6rt6)x»  + (c*+66c-f6a-2e+a«c-F2rt*Ä)x4 
+(2oe  — 3abc  — ac,)x,-F(^c*  — a*e— 2be— 2ce)xa+acex-{-e*  =0. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  fQr  <r,  6,  c,  e Selbstverständlich  ist  dies  aber  nicht 
beliebige  Zahlen  oder  Buchstabenwcrthc,  der  einzige  Weg,  um  auf  solche  Glei- 
so  wird  man  also  Gleichungen  8ten  chungen  zu  kommen. 

Grades  erhalten,  die  sich  auf  quadra-  Ein  andres  Mittel  wäre  es,  wenn  man 
tische  reduciren  lassen.  in  eine  Gleichung  von  der  Form 
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x%*-\-axm  — b, 

die  in  Bezog  auf  x"  quadratisch  ist,  für 
x einen  Ausdruck  von  der  Form 

«y’+ßy+y 

schriebe  u.  s.  w. 

Beispiele  von  Gleichungen  höheren 
Grades,  die  auf  quadratische  führen,  fm- 
dl 4-  1 

o,4-  . 


-M 

1 


den  sich  übrigens  in  den  meisten  Lehr- 
büchem  und  Aufgabensammlungen. 

15)  Mit  Hülfe  einer  quadrati- 
schen Gleichung  lässt  sich  der 
Werth  eines  pe  r i o d i s chen  K et- 
tenbruchs  bestimmen. 

Ein  periodischer  Kettenbruch  ist  von 
der  Gestalt: 


1 


ö<+— 

o*+. 


’ +_1 


oder 

Oj  -f  1 

<*j  4"  1_ 

o,4-  . 


*4"  i 

a,  4-  1 


o,4- . 


4-  1 

o«+-l4-o, 4*  . 


Die  letztere  Form  geht  in  die  erstcre 
über,  wenn  man  o»+i  gleich  Null  setzt. 

Es  kann  also  diese  Form  als  die  allge- 
meinste angenommen  werden. 

Ist  v der  Werth  des  periodischen 
Kettenbruchs  , so  erfüllt  derselbe  offen- 
bar die  Gleichung:  

«.+i+y 

and  diese  Gleichung  iit  cs,  welche  wir  aufzulösen  haben. 


f = + I 

oa4-  1 
o,4-  • 


Digitized  by  Google 


Quadratische  Gleichungen.  93  Quadratische  Gleichungen. 


Wir  setzen  zu  dem  Ende  folgende 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
voraus,  die  in  dem  Artikel  „Unbestimmte 
Aufgaben“  bewiesen  werden. 

I.  Ist 

. y=°i  + L 


+1 

<*-+1 

X 

ein  Kettenbruch,  und  die  Näherungs- 
brüche, wie  sie  sich  aus  Berechnung  der 
Werthc  von 


1*  • • • 


a,-f  1 


«,+  l 


At 

• • • • • • » j 

Dt 


ergeben,  seien: 

dl  di 

B* 

so  sind  diese  Brüche  immer  abwechselnd 
kleiner  und  grösser,  als  der  Werth  y 
des  ganzen  Kettenbruches. 

II.  Es  gibt  keinen  Bruch  der  dem 

P 

Werthc  von  y näher  kommt,  als  ein  be- 
liebiger Näherungswerth  ~1  wenn  nicht 

DC 


und 


« grösser  als  As 


ß grösser  als  Bt 

ist,  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass 
a und  ß relative  Primzahlen  sind. 

III.  Die  Naherungsbrüche  werden  ge- 
funden durch  folgende  Formeln: 

Al  = al,  Bt=.  1, 

A 3 — At  a7  + 1,  Bt  — at , 

At  — A , at-j-A B 4 = B a ai  + B lt 
Al=AlaA+Ai,  Bi  = BlaA+Btt 


IV.  Es  ist  immer 

AnB»-i-An-\Bn-±l- 

Das  Pluszeichen  gilt,  wenn  » grade  ist, 
das  Minuszeichen,  wenn  n ungrade  ist. 
Aus  III.  folgt  sogleich 

V.  Wenn  n die  Anzahl  der  Theil- 

brüche  ist,  die  — vorangeht,  so  ist: 

«r 

A x-f-A  s 


und  es  braucht  hierbei  x keine  ganze 
Zahl  zu  sein,  sondern  derjenige  Quo- 
tient, welcher  hinzugefügt  werden  muss, 
um  den  Kettenbruch  zu  seinem  voll- 
ständigen Werthe  y zu  ergänzen,  also 
der  sogenannte  vollständige  Quotient. 

16)  8ei  jetzt  der  periodische  Ketten- 
bruch: 

L 

<ia+jL 


-fl 

o»+y 

gegeben,  so  ergibt  sich  ans  dem  Satz III. 
des  vorigen  Abschnittes  offenbar  der 
Werth  von  y,  wenn  man  in  der  Formel 
daselbst  an+y  für  x,  für  An  und  * 

aber  AH_i  und  und  AH_2  und 

Bn—i  und  Bn  | Betzt.  Es  ist  also : 

An-i(on+y')+An-2_An-iy  + An 

B*-i(an+y)+Bn-2  Bn-\y+Bn' 

der  letzte  geschriebene  Werth  beruht 
darauf,  dass 

An — l**r»  An — 2 = AnfBn-i^n  + Btt— 2 = Bn 

war.  Ist  übrigens  a„=0,  so  wird  der 
erste  Werth  von  y,  d.  h. 

v_A»-\y+An~2 
*«-1  y+Bu_2 

genommen.  Man  hat  also  die  quadrati- 
sche Gleichung 

+(ß„-4,_i)y-4.=o. 

durch  welche  dieser  Kettenbruch  bestimmt 
werden  kann,  wenn  an  nicht  gleich  0 ist. 
Die  Grössen  alt  a3  . . . sind  sämmt- 
lich  positiv,  also  auch  y,  es  muss  also 
immer  die  positive  Wurzel  unserer  Glei- 
chung genommen  werden. 

Ist  aber  «„= 0,  so  ist  die  quadratische 
Gleichung 

Beispiele.  Sei 
y = l+! 

2+1 

3+1+1 

2+l_ 

3+  . 
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Es  ist  hier 
»=3,  also 

A,=  1,  ßt  = 1, 

^,  = 8,  B,= 2, 

.*,  = 10,  ß,  = 7. 

Die  Gleichung  wird  sein : . 

2y’+4y-10  = 0, 
y = -l±V'C, 
und  da  nur  die  positive  Warsei  su  neh- 
men  ist,  so  ist  y/g  _ 1 der  Werth  des 
Kettenbruchs. 

Sei  ferner 

y = l+l 

r+i 
2+1 
1 + 1 

3+1 
1+1 
i+i 
2+1 
1+1 
3+ . 

also 

y=l+l 

1+i 

2+l_ 

1+1 

3+1 

y- 

so  ist  hier  n„=0,  i*  = 6 su  setzen  und 
1=1,  «,  = 1. 

A,~%  Bt  = 1, 

A , = 5,  B |=3, 

At~7,  Bt  = 4, 

>4,  = 26,  ß,  = 15, 

also 

15y*-22y-7  = 0, 
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Bn  = A-V 

oder  wenn  der  zweite  Fall  stattfindet 

ist.  Diese  Bedingung  ist  übrigens  in  der 
ersten  mit  inbegriffen , und  entspricht, 
wie  oben  gescigt,  dem  Fall,  wo  fli  gleich 
Mail  ist. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Gleicbnng 
su  verstehen,  wollen  wir  2 Kettenbrüche 
von  der  Form: 
y=rt,+! 

Oj+  1 

«i+  . 


‘ +1 

<s 

und 

* = <•.+  ! 

an~2 

+ 


'+1 

«I 

miteinander  vergleichen,  wo  also  die 
Theilnenncr  des  ersten  im  2ten  Kettett- 
bruchc  in  umgekehrter  Reihenfolge  Vor- 
kommen. Man  nennt  solche  Ketten- 
brüche entgegengesetste. 

Es  ist  nun: 

Am~\  a»  + A»-\' 

Bn-i  + 

da  a*  der  letzte  Theilnetmer  ist;  wir 
setzen 


s=ir; 

Um  s zu  berechnen,  wollen  wir  aber 
. nicht  die  in  15  gegebene  Methode  an- 
17)  An  diese  Kntwickelungen  knüpft  wcnden,  sondern  vom  letzten  Bruche  be- 
ich  zunächst  die  Frage,  in  welchen  ginnend,  die  Nenner  nach  einander  Weg- 
fällen die  Bestimmung  desWerthes  der  gchaffcn> 
periodischen  Kettenbrüche  zu  reinen  Qua-  gg  jgt  namlich 
Iratwurzeln  führe.  i „ /»  4-1  A 

Die  Bedingung  dafür  ist  offenbar  die,  - — 1 * . - — 

lass  ai  di 


o*  + 


1 . A j __  AaaÄ  -\-A t _ Ax 

J7+T“  a,  + A,~  At  ~At 
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so  dass  man  schliesslich  hat: 


Die  Aasdrücke  At , ...  An  aber 

sind  dieselben,  welche  als  Zahler  in  den 
N&hernngswerthcn  des  Kettcnbnichs  y 
Vorkommen. 

Sind  also  2 entgegengesetzte  Ketten- 
bräche  zu  bestimmen , so  ist  der  Werth 
eines  jeden  gleich  dem  Zähler  des  Wcr- 
thes  des  entgegengesetzten  Bruches,  di- 
vidirt  durch  den  Zähler  seines  letzten 
N&herungswerthcs. 

Ein  Kettenbruch  heisst  symmetrisch, 
wenn  in  ihm 

rt!  ~anJ  a%~att—V  **»  ~ «—2  * * * 


ist,  wenn  er  also  die  Form  hat: 

y=«.+J_ 

a,  . 

~f  1 

«j  -f- 

rt,  -f~  1 
a,y 

ofTcnbar  ist  dann  der  entgegengesetzte 
Bruch  gleich  y , man  hat  also 

a±=±. 

ß.  A,_t 

0,lcr 


Dies  war  aber  die  oben  gefundene  Gleichung.  Es  lasst  sich  also  jeder  Ketten- 
bruch auf  eine  Quadratwurzel  zurück  führen , dessen  Periode  einen  symmetrischen 
Bruch : 


»=«.+L 

°.+  • 


' + i_ 

«,+_i 

ai  +®i  + i 

«.+ 


bildet.  Es  ist  dann: 


Ä— isr*=^.. 

Beispiel: 

y=l+l 

3+1 

1+1 

1+1 

3+1 


hier  ist  « = 6, 


l+i+y: 


A,  = l,  B,=  1, 
^.  = 4,  fi,  =3, 
A i—ö,  Ä,=4, 
^.=9,  JS.  = 7, 


-4,  =32,  B,  =25, 

A.zzil,  B,  = 3Q, 

»Iso  At  = B„  wie  dies  aoeh  sein  muss  nnd 
26y’=41,  y = J^?. 


18)  Noch  wichtiger  ist  indess  die  um» 
gekehrte  Aufgabe:  „Die  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung  auf  Kettcnbrii- 
che  zurückzuführen“;  nicht  dcishalb,  weil 
diese  Auflösungsart  wesentliche  Erleich- 
terung der  numerischen  Rechnung  dar- 
böte, sondern  weil  sich  aus  dieser  Auf- 
gabe Sätze  ergeben,  dio  für  verschiedene 
Zwecke,  namentlich  auch  für  die  Auflö- 
sung unbestimmter  quadratischer  Glei- 
chungen in  ganzen  Zahlen  sehr  nöthig 
sind.  Wir  werden  uns  also  mit  dieser 
Aufgabe  beschäftigen. 

Da  aber  die  Auflösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  eben  zu  Quadratwur- 
zeln führt,  so  kommt  cs  zunächst  nur 
darauf  an,  eine  Quadratwurzel  in  einen 
Kcttcnbrnch  zn  verwandeln;  und  es  er- 
gibt sich  schon  ans  den  eben  beendeten 
Betrachtungen,  dass  dieser  Kettenbruch 
nothwendig  ein  periodischer  eoin  muss. 
Es  lasst  sich  nämlich  zeigen,  dass  A„ 
nnd  .1  „ _ i einen  belitbigcn  Werth  haben 
können. 

Es  sei  D zunächst  eine  positive  ganze 
Zahl,  jedoch  keine  Quadratzahl,  a die 
grösste  in  )fT)  enthaltene  ganze  Zahl,  also 
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Es  wird  aber 

Yl)-a  + 1_ 

wird  ein  positiver  achter  Bruch  sein  0|4-1_ 


Y D -a-~ 
x 


Es  ist  also : 

/-I  1 

y d— a+—,  *=- 


ö,-f-  . 


+ 1 

«,+l 


Yö-a  * 

Im  Werthe  von  x wird  nnn  Zähler  und 
Kenner  mit  YOya  multiplicirt,  dann 
ergibt  sich: 

yD+a  wo  x$  der  vollständige  Quotient  ist,  der 

9m~  D—aV  * den  Kettenbruch  zum  Werthe  von  Y D 

a.  sei  die  grösste  in  x enthaltene  ganze  cg*“11-  — 

Zahl  also  Beispiel.  Wir  wollen  y21  in  einen 

1 Kettenbruch  verwandeln. 

x~ax  4-—  Es  ist  dann 

l.  a = 4, 

wo  3*|  grosser  als  1 ist.  Die  Zahlen  j 

x,  xt  . . . nennt  Legendrc  vollständige  V21— 4=— , 

Quotienten. 

Setzen  wir  ferner 

J=o,  N-D  — a1, 


V^I+4  K'21+4_1  , 1 

=~r— 1+~’ 


so  ist: 


yu+j  . . i 

c— ~ir-a>+T: 


Eins  ist  nämlich  die  grOsste  in 
enthaltene  ganze  Zahl. 


V5T+4 


_ N K(yD-J+axN) 
r'~YD+J-atN  D-(J-a,N)' 

D -(J— tlV)«_„. 

N 

und  IS\  ist  eine  ganze  Zahl,  denn 
D— (/—<«.  iV)*  = D—J%  4-  JV(2«  a — JV) 

= 1H+N(2ax-N) 

ist  ja  durch  N theilbar.  Sei  ferner 
so  kommt: 

_ fÖ+J, 

", 

In  dem  man  so  fortfahrt,  also: 

-,1V. 

setzt,  so  dass  allgemein 

"„ 

so  lässt  sich  ganz  wie  oben  zeigen,  dass 
N$  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann: 

Yd+j- 

x>~  N. 


.jfa+l  , 1 


Y§i -1  4 

4 _ yn  +3 

Y%i  —3  ‘ 

4 _V/2i  +1 


14--—, 


= 2+-—, 


3 _V'21  +3_,  1 

^21  -3  ~ 4 


= l+i. 


* v^i-i 

6 y'21+4  a,  1 

r.  ss  “t== = = =oH , 

V21  -4  1 *• 


**  "^2i-4 


.YTl+i 


nnd 


es  ist  also  x#=x,  die  Theilnenner  wie- 
derholen sieh  nnd  man  ist  zur  Periode 
gelangt.  Man  hat  also: 

^21  = 4+^ 

i+L 

i+i_ 

2+1 

i+i_ 

1+L 

8+l_ 

1+. 


*.-1= «.+— • 
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Die  Periode  ist  übrigens,  wie  vornus- 
zusehen  war,  eine  symmetrische,  wie  man 
ersieht,  wenn  man  4+4  statt  8 setzt. 

Noch  aber  ist  die  Convcrgenz  dieser 
Entwickelung  zu  beweisen,  d.  h.  es  muss 
direct  erwiesen  werden,  dass  sich  die 
Näherungswerthc  dem  Werthc  der  gege- 
benen Wurzel  wirklich  bis  auf  jede  be- 
liebige Grenze  nähern. 

Es  folgt  dies  aus  der  Formel  für  die 
Kettenbrücke  (siche  den  Artikel:  unbe- 
stimmte Aufgabe) , die  schon  in  Ab- 
schnitt 15  und  16  dieses  Artikels  an- 
gewandt wurde. 


so  haben  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
die  Gestalt: 


YT>-I 


Seien  y der  Werth  der  'Wurzel,  _ 


,-l 


B 


-1 


Die  Verwandlung  in  einen  Ketten- 
bruch geschieht  ganz  eben  so,  wie  es 
bei  den  Wurzeln  aus  ganzen  Zahlen  ge- 
schah. 

Sei  z.  B.  die  Gleichung 
3x*  + f>.r  — 1 — 0, 

also: 

_ ^37-4  _ _-ll/37-| 

3 


*1  = 


3 ’ r*~ 


zwei  aufeinander  folgende  Nähcrungs- 


werthe,  x der  auf  ~ folgende 

ständige  Quotient,  so  war 
— Anx-\-  An_  | 

«T+Ci' 

hieraus  ergibt  sich  sogleich: 


voll- 


y- 


Da  aber  immer  A n ^ B n — A n B n ^~  +1 
ist  (siche  Abschnitt  15,  IV),  so  wird 


+ 1 


Es  ist  zunächst 

_ lYüi  i 2 


3 


6 V37  + 5’ 

IÄ6=5+i 

x,  2 a,’ 


n,  = 


2 

V 37"— 5 
6 


Ä±_5=1+! 


v_2L±i=1+I, 

6 a.  ’ 


Bn~Bn(Bn*  + B»-i  )’ 

Es  nehmen  nun  sowohl  die  Zähler, 

A 

als  die  Nenner  der  Ausdrücke  — fort- 

Bn  ■ 

während  zu , und  wächst  somit  der  Nen- 
ner des  Ausdruckes  rechts  bis  zur  Un- 

Ah 

endlichkeit,  woraus  ' folgt , dass  y— — 

Bn 

sich  mit  wachsendem  wjder  Null  nähert,  und 
wird. 

19)  Sei  jetzt  die  quadratische  Glei- 
chung 

ax'1  + 6x+c=0 

gegeben,  a,  b,  c sollen  ganze  Zahlen, 
und  a positiv  sein.  Sind  es  nämlich  Brüche 
oder  a negativ , so  lässt  sich  ja  die 
Gleichung  leicht  auf  diese  Form  bringen. 
Sei 

tl  A — - 


^37-1  6 “» 

6 _V37+5 

”^37-5“  2 ’ 

also  da  a,  = — ist,  so  ist  die  Periode 

x i 

gefunden.  Man  erhält  also  : 
x,  = 1_ 

5+1 
l+i 
l+l 
~5  + l 
!+•♦ 


Es  musste  hier  — berechnet  werden, 
weil  i,  kleiner  als  1 ist. 

Was  die  2te  Wurzel  anbetrifft,  so  ist 
.+37+6  1 

— ~1+< 

G ^37  +1  , , 1 

- 1 6 °» 


G - V37  +5 


1 
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V'ST+ö 


2 

(t  | — 

V M7  -6 


6 


also: 

— x,=l+l 

1 + 1 
r>+i 
1+1 
1+1 
5+. 


Wie  mau  nuB  den  Kettenbröclien  Nahe- 
rungsworthe  für  die  Wurieln  ableiten 
kann,  ist  selbstverständlich. 
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20)  Seien 

A , A’ 

B UnJ  B' 

zwei  auf  einander  folgende  NÄherutigs- 
werthe  des  Kettenbruch* , welcher  eine 
der  Wurzeln  einer  quadratischen  Glei- 

f>  4' 

chung,  z.  B.  \ /)—  r gibt,  der  auf 

2 ü 

folgende  ganze  Quotient  aber: 

so  ist.  wie  in  Abschnitt  15)  V.  angeführt 
worden  ist: 


y'ö-f 


2 _rl'p+-4 

«’y+ß 


Die  vollständigen  Coefßcientcn  des  fl 

Kettenbruchs  haben  immer  wieder  die  um* 

\’T) +J  d fi-ß  d-+l; 

Form  — — — Wie  oben  ist  auch  hier  wegen  des  Wertheg  von  (J  verwandelt 
J’i  sieb  die  vorletzte  Gleichung  in: 

|Vf  immer  eine  ganze  Zahl.  Ja  ist  auch  ^ 

eine  ganze  Zahl,  wenn  h grade,  hat  aber  r Wn,  a*  jiäv 

den  Nenner  2,  wenn  b ongratle  ist.  Bei-  = — — - , 

des  soll  sogleich  gezeigt  werden.  a tf\  n+ßfJ+  BN 

d.  h.  wenn  man  die  Nenner  wegschafft: 

B,D-bz(B’J+B,\)  + yrD(B,J+BX-\kBr)  = a(A’J+AS)+aA'fö; 


d.  h. 


B’D-b-  (B’J+  BX)-a(A'J+AX)  = \,D(-B’J-B\  + ^bB'+oA'), 


y U i»t  »brr  eine  Irrationalzahl.  Dies  muss  nämlich  bei  diesen  Schlüssen  vor- 
ausgesetzt werden.  Es  kann  dann  diese  Gleichung  sich  nur  erfüllen,  wenn  ihre 
rechte  und  linke  Seite  einzeln  genommen  Null  geben,  d.  h. 


1) 


B’J+BX-^bB'+aA' 


und 


B'D~~{B’J+  BS)+a{A'J+AX). 


Die  zweite  Gleichung  aber  nimmt  auch  eine  ähnliche  Gestalt  an , wenn  man  die 
erste  benutzt: 

a^A'J+AN)z,B’  U-^aA'  + |ß') 


oder,  da 


4« 

0 = 2 — ac 
■ 4 


1. 


2)  A'J+AX=  ~(cB'+~bA'). 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  soll  jetzt  J eliminirt  werden. 

3)  {BA'-AB')X-aA''-\-bA'B’+cB'K 

Eliminirt  man  aber  X aus  1)  und  2).  so  wird: 


Man  erhält  : 


4)  ( AB’-HA')J=aAA'+lb(AB'+BAr)+cBB 

2 
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Da  aber 

= 4-1, 

so  muss  nach  Gleichung  3)  N noth wen- 
dig eine  ganze  Zahl  sein. 

Es  ist  aber 

AB?+BA9=BAB?+l, 

folglich  immer  eine  ungrade  Zahl,  und 
daher  lehrt  Gleichung  4) , dass  J eine 
ganze  Zahl  ist,  wenn  b eine  grade  Zahl, 
dagegen  durch  2 theilbar,  wenn  J un- 
grade ist. 

Mit  Bezug  auf  die  Gleichungen  3)  und 
4)  machen  wir  übrigens  auf  ihre  Ueber- 
einstimmung  mit  denjenigen  aufmerksam, 
welche  in  der  Lehre  von  den  quadrati- 
schen Formen  zu  der  aequivalenten 
Transformation  einer  Form  führen.  (Siehe 
den  Artikel:  Quadratische  Formen). 


Die  Convergenz  dieser  Entwickelung 
wird  übrigens  ganz  wie  in  Abschnitt  18) 
bewiesen. 

21)  Quadratische  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  Gleichun- 
gen mit  mehreren  Unbekannten  nur  dann 
auf  quadratische  zurückführen,  wenn  nur 
eine  davon  quadratisch,  die  andern  aber 
linear  sind. 

Denn  schon  2 quadratische  Gleichun- 
gen mit  2 Unbekannten  geben  im  All- 
gemeinen nach  Elimination  der  einen  eine 
Gleichung  4ter  Ordnung. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichungen, 
welche  zu  einer  quadratischen  mit  einer 
Unbekannten  führen,  wäre  demnach: 


1)  /4.r*  + ßy»  + Ct»  + •••+Aixy+Blx-.+Clyi  + .-.A,x+B,!,  + L\i+---  +G= 0, 


3) 


2)  n-r+j$y  + yi+ . 

»i*+fi,y+ri*+  •• 


• =J, 


Die  einfachste  Gleichung  dieser  Art 
mit  2 Unbekannten  ist: 

*y  = <r,  x+y  = b. 

Der  Werth  von  y aus  der  zweiten  in  die 
erste  gesetzt  gibt: 

x*  — bx  = —ö; 

setzt  man  aber  x aus  der  zweiten  in  die 
erste,  so  kommt: 

y>  — by  = — fl. 

Also  dieselbe  Gleichung  gilt  für  x und 
y,  wie  dies  auch  sein  muss,  da  die  ge- 
gebenen Gleichungen  sich  nicht  ändern, 
wenn  man  x und  y vertauscht. 

Da  aber  x und  y im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sein  können,  so  stellt  x die 
eine,  y die  andre  Wurzel  der  Gleichung 


Auf  die  Gleichungen 

•ry-a,  x-\-y  = b 

lassen  sich  aber  viele  andere  Gleichun- 
gen, deren  Grad  höher  als  der  2te  ist, 
zurückführen. 

Es  ist  dies  namentlich  bei  solchen 
Gleichungen  mit  2 Unbekannten  der 
Fall,  worin  x und  y symmetrisch  Vor- 
kommen. Eine  solche  Gleichung  hat 
n&mlich,  wie  leicht  zu  sehen,  immer  die 
Gestalt : 

ZA(x  y -fxyjrß. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  irgend  einem 
Gliede  der  Summe  q grösser  als  p und 
gleich  p + r,  so  erhält  man  für  dieses 
Glied: 


x*  — bx~  —a 


(*y)V+/)- 


vor. 


Es  ist  aber 


jr  +y  = (jr+y)  -rxy(x' 


* r — •* 

+y  )+• 


und  da 


r—2  r — 2 r— 4 r-4 
* +y  > * 4-y  , 


ganz  wie  x 4y  behandelt  werden  kön- 
nen, so  kommt  man  endlich  auf  eine 
Form,  die  nur  Potenzen  von  x+y  und 
xy  enthält.  Set2t  man 


so  sieht  man  leicht , dass  das  entspre- 
chende Glied,  welches  von  der  p-f  yten 
Dimension  in  Bezug  auf  x und  y war, 
jetzt  in  Bezug  auf  u und  t>  nur  die 

S-frte  Dimension  hat,  da  das  höchste 
lied 

<*y)'(*+y),=*V 


wird ; also  es  findet  eine  Reduction  der 
Gleichung  um  q Grade  statt. 

Beispiel.  Seien  die  beiden  Glei- 
chungen gegeben : 

1)  x*+y*-x-y  = 78, 

2)  xy+x-f-y  = 39, 

so  nimmt  die  letztere  durch  Einführung 

von 

r + y = w,  xy=e 

ohne  weiteres  die  lineare  Gestalt  an : 
*+•  = 39. 

Die  erstere  aber  wird: 

7* 
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(x+y)*  —2  xy—x—y  = 78, 

d.  h. 

«2  — 2r  + « = 78, 

Gleichungen,  die  jetzt  za  einer  quadra- 
tischen führen  müssen,  da  die  eine  lineär, 
die  andre  quadratisch  ist.  Man  erhält: 

«*+«  = 166, 

also 

«,=r~g+ ^625=12, 

= ^625^-13. 

Dazu  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Wcrthc  von  r: 


die  quadratischen  Gleichungen: 


x*— 12x  = —27 

und 

x*  + 13x=  —52. 


Von  denen  je  eine  Wurzel  gleich  x , die 
andre  gleich  y gesetzt  werden  muss.  Es 
ergibt  sieh: 


*i=9,  y i =3» 
x,=3.  yt  = 9 , 

13  , V — 39  _ 13 

2 + 2 ’ 'Jl  2 2 ’ 

_ 13  >/— -39  „ _ 13  , 

2 2 ’ Jk  2 + 2 


t>,=27,  r,=52. 

Die  Aufgabe  ist  nun  zurückgeführt  auf 
die  Auflösung  der  beiden  Paare  Von 
Gleichungen 

x + y = 12,  xy  = 27 

und 

x+y  = —13,  xy  =52, 
wovon  man  die  Auflösung  crhillt  durch 


Selbstverständlich  erhält  mnn  aus  einem 
Paar  von  Wurzelwcrthcn  ein  andres,  wenn 
man  die  Werthc  von  x und  y mitein- 
ander vertauscht,  da  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x und  y symmetrisch  war. 

Ist  aber  eine  der  beiden  symmetri- 
schen Gleichungen  schon  von  der  Form 
x + y = o,  also  x+y  bekannt,  so  tritt  eine 
fernere  Iieduction  ein.  In 


r r . .r  r—  2 r— 2 r(r — 1).  r— 4 r— 4 

x +y  = (x-\-y)  -rxy(x  • +y  ) (*  + y )(*y)*  + 


kommt  es  nun  bloss  auf  den  Grad  von 
xy  an,  und  offenbar  wird  dies  der  Grad 
des  letzten  Gliedes  rechts  sein,  da  diese 
Glieder  nach  aufsteigenden  Potenzen  von 
xy  fortschrciten.  ' x+y  = <* 

Offenbar  aber  ist  dies  letzte  Glied  von  noc]j  auf  quadratische  zurück. 


Es  führen  also  die  Gleichungen 
x4+y4  = 6 oder  x*+y*  = A 
in  Gemeinschaft  mit 


In  der  That  ist,  wenn  wir 
xy  — u 


der  Ordnung  — , wenn  r grade  ist,  da- 

r — 1 

gegen  von  der  Ordnung  — , wenn  run-  setzen: 

grade  ist.  Die  Ordnung  des  entspre-  **4-y*  — (x+y)* ~3xy(x+y)  _ a*—  Sua, 
chcndcn  Gliedes  der  Schlussgleichung  also  eine  lineftrc  Gleichung.  Dagegen: 

wird  also  bezüglich  p + ^oder  p + — — -,  xl+y*  = (x+y)*— 4xy(x*+y*)  — 6x*y* 

und  da-  die  anfängliche  Dimension  °^er» 


war. 


x*+y*  = (x+y)*— 2xy 

x4+y4  = a4  — 4ua*+2«*. 


p + y = 2p+r  war,  so  wird  im  ersten 
Falle  die  Ordnung  auf  die  Hälfte , im 
2ten  auf  weniger  als  die  Hälfte  rc- 
ducirt. 

Beispiele.  Sind  die  Gleichungen 

2»  2»  , 
x+y  = a,  x +y  =6 

gegeben,  so  ist: 

p- 0,  q-r-2n, 

also  die  Schlussgleichung  wird  vom  nten  ß0  dass  in  beiden  letzten  Fallen  sich  in 
Grade.  Sind  die  Gleichungen:  der  That  quadratische  Gleichungen  für 

2»+l  2«  H « ergeben. 

x+y  _fl,  x +y  —b  Oft  kann  man  nicht-symmetrische  Gloi- 

gegeben , so  ist  die  Schlussgleichung  chungen  durch  Substitution  auf  die  Form 
ebenfalls  vom  nten  Grade.-  von  symmetrischen  bringen. 


Endlich 

x*+yl  = (x+y)s— 5 xy(x*+ys,)  — 
1 Öx*y*(x+y) 

und  wegen  des  Werthos  von 
x*  +y*  = «*  —3 «fl, 

x*  + y‘  = a4—  5«o*+5uart, 
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£st  ist  flies  z,  B.  bei  der  Glciclinng 

2»  hl  2» fl  , 

* -y  -b, 

welche  sich  in 

x2.+1+2*.+1  = 4 

verwandelt,  der  Fall,  wenn  man  jr  —y  setzt. 

22)  Kommen  mehr  als  2 Gleichungen 
und  die  entsprechende  Anzahl  Unbe- 
kannter vor,  so  ist  der  Fall  natürlich 
seltener,  dass  sich  diese  Gleichungen  auf 
qnadratischc  reduciren  lassen. 

Am  leichtesten  wird  man  bei  solchen 
Gleichungen  zum  Ziele  kommen,  die  in 
Bezug  auf  je  2 Unbekannte  symmetrisch 
sind,  und  wollen  wir  dies  nur  an  einem 
Paar  Beispielen  klar  machen,  da.  viele 
Uebungsbücher  von  diesem  Verfahren 
hinreichende  Anwendungen  gegeben. 

Beispiele.  Seien  gegeben  die  4 
Gleichungen : 

1)  a*y  = tw, 

2)  x +y-fs  + n = a, 

3) 

4)  + **  4-u*  xc. 

Es  findet  hier  einerseits  zwischen  x und 
y nnd  anderseits  zwischen  s und  « voll- 
ständig Symmetrie  statt.  Setzen  wir  also 
aus  denselben  Gründen,  wie  im  vorigen 
Abschnitte, 

4r+y=p,  xy  = q,  * + « = r, 
so  ist  iu  wegen  Gleichung  1)  auch 
gleich  q. 

Es  nehmen  dann  die  Gleichungen  2), 
3)  und  4)  die  Gestalt  an: 

6)  p+r  = a, 

(-T + jr) ’+(*+«) 1 - 2*y  - 2iu  = i 

oder 

6)  p,+r*— 4y  = 6, 

(•*+»)*  +(*+«)* -äry(.r+y +*+«)  = <: 

oder 


Die  Aufgabe  ist  also  zurückgeführt  auf 
die  Lösung  der  beiden  linearen  Glei- 
chungen 8)  und  9),  welche  t und  q ge- 
ben. Die  Gleichungen 

p + r = a,  pr~s 

geben  dann  p und  r,  und  mittels  der 
Gleichungen 

= xy-q 

kann  man  x und  y,  so  wie  mittels  der 
Gleichungen 

>+»»  = r,  zu±q 

t und  m finden,  so  dass  nur  3 quadra- 
tische Gleichungen  zu  lösen  sind. 

Ein  ähnliches  Verfahren  flibrt  noch 
zum  Ziele,  weun  man  hat: 

1)  xy  — sm, 

2)  * + y + * + « = ö, 

3)  + + 

4)  a:4-f  y*  + 5*+M*  = c. 

Mnn  setzt  wieder 

*+y=Py  *+w=r, 

x y=%u=q; 

cb  worden  dann  die  Gleichungen  2)  und 
3)  die  früheren  Formen 

5)  p + r = a, 

6)  p5-fr*  — 4q  — b 

annchmen,  die  Gleichung  4 aber  wird 

(j+y)4  + (s+«)4-4j-y(.r*  + y*) 

— 4*w(51-f-u1)— Gx’y*  — 6sJMa  =c 

oder 

7)  p44-r4— 4y6  — 12ya  = c. 

Setzt  man  noch  pr  = s,  so  wird  die  Glei- 
chung 6)  ganz  wie  oben: 

8)  a%— 2s— 4y  = 6, 
dagegen  wird  aus  7) 

(p  + r ) 4 — 4p  r (p 2 + r 2 ) — 6p a r * — 4 q b 
—12  y*  = c 

oder,  da 


7)  p*  + r*  — 3ay  = c. 

Die  Gleichungen  5),  G)  und  7)  aber  sind 
nach  p und  r symmetrisch;  setzt  man 
demnach,  da  p-frna  ist,  noch 
pr  = *,. 

so  werden  6)  und  7)  die  Gestalt  annch- 
men : 

(p+r)1— 2pr— 4y  = 6 

oder 

8)  a*  —^S—iqzzby 

(p  -f  r) 1 — 3pr(p  + r)  — 3aq  = c 

oder 

9)  o*—  3di— 3aq =0. 


p*+r*  = (p+r)*  —2pr 
ist, 

n*  — 4*(a*— 2s)— 6sa— 4y6— 12y*  = c, 
d.  h. 

9)  «4-f  2s*— 4nas— iqb— 12ya  =c. 
Von  den  Gleichungen  8)  und  9)  ist  8) 
linear,  9)  quadratisch,  sic  führen  also 
zur  Bestimmung  von  q und  s mittels 
einer  quadratischen  Gleichung;  im  Ucbri- 
gen  ist  das  Verfahren  wie  im  vorigen 
Beispiele. 

Statt  der  Gleichung  4)  kann  man  selbst 
noch  die  folgende  nehmen: 

* *+y*+i4  + »*»=©. 
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Es  worden  von  dieser  Aenderung  in  dem  vorigen  Beispiele  nur  die  Gleichungen 
7)  und  9)  berührt.  Statt  Gleichung  7)  nämlich  kommt,  wenn  man  wieder  p,  q 
und  r einführt: 

(*+?)*— 5*y(**+3f*)— lQr»0*(a:-t-jO+(*+*)*—  5»w(**+u*)— 10**a,(»4-w)  = c 
oder: 

p*  +r*  —bq(x*  +yl  +i*  +ui)  — lQq*a  = c. 

Da  aber 

+ rs—  3aq 

ist,  so  wird  die  Schlussform: 

p'  + r»  — bq(pi  + ri)-\-5aqi  = c, 

und  wenn  endlich  wieder  pr  — t cingeführt  wird,  so  ist  statt  dieser  Gleichung  zu 
setzen : 

d.  h. 

oder  da 

ist: 

d.  h. 


(p  + r)‘—  5pr(p*4-r*)  — 10p*r2(p  + r)  — 5?(p3 -fr^+Öa?*  = c, 
«*  — 5(*  -f-  7)  (p*  + »'*)  — 10<Ma  = c 
p*  + r*=(p  + r)*-3pr(p+r), 

« * — 5as(*  4-9)  + 15<m(* +9)  — 10«*a  = c, 
n1- 5n*r— 5«J9  + 5rti  * + 15a*9  = c, 


offenbar  eine  Gleichung,  die  in  Verbindung  mit 

a 1 — 2s  — = b 

die  Wcrthe  von  s und  9 durch  Auflösung  einer  einzigen  quadratischen  gibt. 

Sind  alle  gegebenen  Gleichungen  für  Um  noch  eine  einfache  Anwendung 
x und  1/  symmetrisch,  und  eine  der  derselben  für  die  Elemente  der  Algebra 


Gleichungen  ist 


zu  zeigen,  beschäftigen  wir  uns  mit  der 


so  ist 


Aufgabe,  den  Ausdruck  wel- 

cher also  eine  Wurzel  unter  der  Wurzel 
enthält,  wenn  es  geschehen  kanu,  in 
eine  Summe  oder  Differenz  zweier  ein- 
und  da  wegen  der  Symmetrie  jedem  fachen  Wurzeln  zn  \crwandelu. 


•ry  = l, 

1 


Werth  von  x ein  Werth  von 


Zu  dom  Ende  setzen  wir: 


1 


V*±Vi>  = Y*±Yy 

und  erheben  diese  Gleichung  ins  Qua- 
entsprechcn  muss,  so  wird,  wenn  man  drat.  Es  kommt: 
alle  Unbekannten  bis  auf  x climinirt  .i/r_  t oi/— 

hat,  die  Schlussglcichung  eine  reciprokc  a— ' — xy, 

sein,  also  sich  uuf  die  für  dieselben  an-  eine  Gleichung,  die  man  in  2 andere 


gegebene  Weise  reduciren  lassen. 

Die  Gleichung 

uy-ct 

nimmt  die  obige  Form  an,  wenn  man 
y = az  substituirt,  wo  dann 

0-5  = 1 

ist. 


zerlegen  kann,  wenn  man  den  rationa- 
len und  irrationalen  Thcil  sondert.  Es 
kommt : 

x+y  = a, 

2\xy  = \b 

oder 

Axy-b. 

. Es  ist  also  Summe  und  Product  der 

23)  Die  quadratischen  Gleichungen  mit  beiden  Unbekannten  bezüglich  a und 
mehreren  Unbekannten  finden  mancherlei  f, 

Anwendungen  in  den  verschiedenen  Thei-  -7-t  und  cs  wird  die  quadratische  Glei- 

len  der  Mathematik.  Ihr  wichtigster  f . ,.T  , 1 • . 

r,  . . . . , , b.  . chung,  deren  Wurzeln  x und  y sind, 

Gebrauch  ist  aber  der  m der  analyti-  . , . , ..  , . , * 

sehen  Geometrie  zur  Bestimmung  der  «ein  (siehe  Abschnitt  21): 

Eigenschaften  der  Linien  und  Flächen  

2ter  Ordnung,  worüber  in  den  entspre-  ~ 4 ’ 

ebenden  Artikeln  das  Nähere  zu  finden  ist.  also; 
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*=}(«  + y«*  — b,  y = $(a  — \'a9  — b, 


folglich : 


Die  Ausdrücke  rechts  nehmen  immer  die 
Gestalt  einfacher  Wurzeln  an,  wenn 
n*  — b die  Form  eines  vollständigen 
Quadrates  hat. 

Beispiele: 

^87  - 12V42  = ^87  - ^Göl  = 3|'7  -2^6. 

Yi  + - 1 +IV2, 

/7+4^3 = yi+yä = 2+ya. 

Man  kann  aber  allgemein  die  Frage 
stellen,  unter  welchen  Umständen  a*  — b 
ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Es  muss  dann  offenbar  sein: 

«*  — 6 = (a— «)•  = **  — 2nc+ c*, 

also 

b — 2rtC  — C1, 

wo  c eine  ganz  beliebige  Zahl  ist. 

In  unserm  ersten  Beispiele  war: 
a = 87,  6-6048  = 2*87*48  — 48*. 

also 

a— c=39. 

Quadratische  Gleichungen  (unbe- 
stimmte). 

1)  Quadratische  Gleichungen  bleiben, 
wie  alle  Gleichungen,  unbestimmt,  wenn 
weniger  Gleichungen  gegeben  sind,  als 
die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt. 
Man  kann  dann,  wenn  z.  B.  «Gleichun- 
gen mit  p Unbekannten  gegeben  sind,  im 
Allgemeinen  p — n der  letztem  beliebig 
bestimmen. 

Diese  Beliebigkeit  aber  hört  auf,  wenn 
man  über  die  Art  der  Werthe  der  Un- 
bekannten Bestimmungen  trifft.  (Siche 
Artikel : unbestimmte  Aufgaben.) 

Wir  wollen  hier  nur  eine  Gleichung 
mit  2 Unbekannten  betrachten: 

<» x * 4-  2bxy  + cy  * -f  dx  -f-  ey  + f-  0. 

Die  Coefficienten  derselben  seien  ganze 
Zahlen. 

Es  wird  zunächst  verlangt,  diese  Glei- 
chung durch  rationale  Werthe  von  x 
und  y zu  lösen.  Weder  a noch  c sollen 
den  Werth  Null  haben,  denn  fände  dies 
z.  B.  für  a statt,  so  würde  die  Gleichung 


in  Bezug  auf  x vom  ersten  Grade  sein, 
ulso  sich  ohne  Weiteres  für  ein  beliebi- 
ges rationales  y auch  ein  rationales  x 
ergeben. 

Indem  man  die  Gleichung  mit  4 <t  mul- 
tiplicirt,  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

(2nx  + by  -f  d) * = (rf+  by ) * — 4rt(/*+  ey 

+ <*»>. 

Also  wenn  man  setzt: 

d'-iaf=3, 
db—2ae  — h, 
b*  — 4*ic  - A, 
so  kommt: 

u*  = Ay*-\-ehy+g 
oder  wenn  man  noch 

Ay  + h-  r, 
h*-Aq-B 

setzt,  und  mit  A multiplicirt: 
r*  = .4M»-f  B, 

wo  weder  A und  B gleich  Null  sein  sol- 
len, da  sonst  sich  die  rationalen  Werthe 
augenblicklich  ergäben 

Ist  diese  letzte  Gleichung  in  rationalen 
Wcrthen  von  m und  e gelöst,  so  hat 
man  rationale  Werthe  für  x und  y mit- 
tels der  Formeln: 

Au  — br  + hb  — Ad  v — h 

x= 2ÜÄ ’ y~~T’ 

die  man  sogleich  aus  den  obigen  erhält; 
und  nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Glei- 
chung 

v*  = Au*  + B 

wirklich  auf  rationalem  Wege  lösbar  ist, 
findet  Gleiches  auch  für  die  gegebene 
Gleichung  statt.  Mit  der  lctztgcschrie- 
benen  Gleichung  hnben  wir  uns  also 
allein  zu  beschäftigen.  % 

Noch  sollen  A und  B keinen  quadra- 
tischen Factor  haben.  Denn  wäre 
A = A'n',  B = B'ß*, 
so  würde  man  setzen  können : 

— und  uu  = /?•»', 

die  Gleichung  nehme  dann  die  Gestalt 
an: 

ß*t'  =A'fl*u'*  + B'ß7, 

d.  h. 

e'*=AVf+B', 

was  wieder  die  Gestalt  unserer  Glei- 
chung ist.  .. 

Wir  betrachten  jetzt  r und  u als  Bru- 
che, die  auf  ihren  kleinsten  Generalnen- 
ner gebracht  sind. 
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Seien  demnach : 

r * 

u = — 

» * 

wo  r,  s,  s alle  drei  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  bähen  dürfen. 

Unsere  Gleichung  wird  dann: 
r*  = As*+Bt*, 

wo  r,  *,  s ganze  Zahlen  sind.  Da  A 
und  B keinen  quadratischen  Factor  ha- 
ben , müssen  jo  2 der  Zahlen  r,  st  * 
relativ  einfache  Zahlen  sein.  Denn  hät- 
ten z.  B.  r und  s einen  Factor  gemein, 
so  kann  derselbe  uicht  in  » verkommen, 
er  müsste  also  2 Mal  in  B als  Factor, 
d.  h.  als  quadratischer,  enthalten  sein. 

2)  Es  sollen  jetzt  die  Bedingungen 
untersucht  werden,  welche  stattfinden 
müssen,  damit  die  Gleiclmng 
r*  = Af*  + £** 

überhaupt  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sei. 

Möge  f der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  A und  B , also  A = nf,  B — bf 
sein,  so  ist: 

r*  = afs'+bfi*. 

Es  sind  auch  af  nnd  b , so  wie  hf  und 
a relative  Primzahlen , denn  wäre  dies 
nicht  der  Fall,  so  müssten,  da  a und  b 
relative  Primzahlen  sind,  z.  B.  f und  b 
einen  Factor  gemein  haben,  also  in 
B — bf  müsste  ein  quadratischer  Factor 
Vorkommen. 

Sei  jetzt  p eine  in  6 als  Factor  ent- 
haltene Primzahl,  so  ist  r*  — afsl  jeden- 
falls durch  p theilbar.  Es  sind  dann 
aber  weder  r noch  s durch  p theilbar, 
denn  wäre  es  r,  so  müsste  es  auch  s 
sein,  da  af  nicht  durch  p theilbar  ist, 
r und  % aber  haben  keinen  Factor  ge- 
mein. Es  lassen  sich  also  jedenfalls  2 
Zahlen  l und  u so  bestimmen,  dass 

5# -pur:  1 

ist,  oder  dass 

sl  = 1 mod/i 

wird.  (Siehe  den  Artikel : unbestimmte 
Aufgaben.)  Verbindet  man  diese  Con- 
gruenz  mit 

r*  ^ afs!  modp, 

welcho  stattfindet,  weil  r'—afs*  durch 
p theilbar  wird,  und  multiplicirt  letztere 
mit  <*,  so  kommt: 

(rl)  a = «/‘modp. 

Es  muss  ulso  af  oder  A quadratischer 
Best  für  jeden  Factor  p von  bf  oder  ß, 
d.  h.  von  B selbst  sein.  Für  B lässt 
sich  ein  gleicher  Schluss  machen,  und 
man  erhält  den  Satz: 


„Die  Gleichung 

r*  = As  >-f  B-.* 

ist  nur  dann  in  ganzen  Zahlen  lösbar, 
wenn  A quadratischer  Best  von  B , und 
B quadratischer  Best  von  A ist.“ 

3)  Wegen  der  Gleichung 
r*  zzafs*  + bfs* 

ist  r durch  f theilbar,  wir  wollen  daher 
r — fw 

schreiben,  dann  ist: 

ftt*  — as ' q-Ai1 

oder,  wenn  man  mit  n multiplicirt: 
n/ie*  — a,st+abi2^ 

d.  h. 

(ns)*  = — abi1  mod  f. 

ab  und  f sind  aber  relativ  einfache  Zah- 
len, denn  f hat  weder  einen  Factor  mit 
a noch  mit  b gemein.  „Es  muss  also 
auch  —ab  quadratischer  Best  von  f soin,“ 
weil  —abz*  ein  solcher  ist. 

Nun  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
1)  wo  A nnd  B positiv  sind,  2)  eine 
von  beiden  Grössen  negativ  ist.  Denn  in 
r*  = As*  + Bl* 

können  nicht  gleichzeitig  A und  B ne- 
gativ sein. 

Aber  der  zweite  Fall  lässt  sich  immer 
auf  den  ersten  znrückf&hrcn.  Denn  sei 
z.  B. 

r'-As'-Bl', 

wo  A und  B positiv  sind , so  können 
wir,  da  r durch  f theilbar  ist,  wieder 
setzen  r — fw , nnd  unsre  Gleichung  wird: 
fic  * = as  * — bl  * 

oder 


oj*  = bl'+ftc*, 

d.  h,  wenn  man  mit  a multiplicirt: 

(uj)*  = abt*  + aftc*. 

Setzt  man  für  as  einen  eignen  Buch- 
staben, so  hat  man  ganz  die  obige  Form 
wieder.  Es  kann  diese  also  als  allge- 
mein gültig  angesehen  werden,  und  wir 
denken  uns  daher  sowohl  A als  B po- 
sitiv. 

Es  ist  aber  selbst  darauf  nicht  zu  se- 
hen, dass  in  der  Gleichung 
r*  =Asl+Bt* 


die  Wurzeln  ganze  Zahlen  seien.  Denn 
jede  Auflösung  in  rationalen  Zahlen  gibt, 
wenn  man  die  Nenner  gleich  macht  und 
solche  wegschafft,  auch  eine  Auflösung 
in  ganzen  Zahlen. 

Seien  zünRshst  A und  B ungleich,  und 
zw  ar  B kleiner  als  A ; es  muss  dann,  da 
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B,  quadratischer  Rest  von  A i.t,  nv.th-  hüben.  ünmitolbar  aber  »eiet  unsere 
wend, gerne  oder  mehrere  positive  Zahlen  Gleichung , „dass  B quadratischer  Km 
n geben,  die  kleiner  als 


2 


und  so 


schäften  sind,  dnss  n’  — B durch 
theilbar  ist.  Es  ist  nun 


bo- 

A 


n7  — B 


Sei 


A 

n'-B 


1 . 

<A<iA 


jetzt  gleich  nk * 


wo  der  quadratische  Factor  k*  natürlich 
auch  gleich  Eins  sein  kann , dann  ist 
auch 

nk*  <\a. 

4 


Nun  wird  gesetzt: 

r~  nl  — At ', 

also : 

(**- B)l* -2nAtt'+A*l'*  =z  A$* 
oder: 

*A**»-2nM'+  Al’*  = $*. 

Es  ist  nämlich,  — B für  «*  gesetzt: 

Aak *,  und  t weggehoben. 

Multi plidren  wir  die  letzte  Gleichung  muss,  so  kann  mail 
endlich  mit  ak11  so  kommt: 

("k*t-nt')*-(n*-A«k*)t'*  = ak'**. 

Indem  wir  nun  setzen: 

— nl'  = r'y  ks  = tr 
und  damit  die  Gleichung 
n*-Aak*~B 
verbinden,  so  kommt: 

r'*  = rrj'*-f-Ä/'*, 

eine  Gleichung,  die  der  gegebenen  ganz 
ähnlich,  nur  dass  der  erste  CoeJfticicnt 


von  « ist.**  ^ Es  war  dies  die  erste  un- 
serer 3 Bedingungen. 

Möge  nun  p ein  einfacher  Factor  von 
B sein , der  aber  zunächst  nicht  in 
Auk*  enthalten  sein  soll.  Dann  ist 
n*  = Aak*  modp 

und  da  A quadratischer  Rest  von  p 
war,  so  ist  cs  auch  ak*y  folglich  auch  a. 
Es  ist  « also  auch  quadratischer  Rest 
von  B . 

Sei  jetzt  p zugleich  in  a enthalten,  so 
ist  offenbar  /*—  a durch  p theilbar,  wenn 
/ irgend  eine  durch  p thcilbarc  Zahl  ist, 
also 

J*  =a  modp, 

und  a ebenfalls  quadratischer  Rest  von  p. 

Ist  endlich  A durch  p theilbar  <A»  hat, 
wie  wir  gesehen  haben,  keinen  Factor 
mit  B gemein),  so  ist  p ein  Divisor  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Factors  f von 
A und  B.  Da  nun  wegen  der  Gleichung 
***  — B — Aak* 

auch  w*,  d.  h.  n durch  / theilbar  sein 


«<7il  ist. 

4 

4)  Wenn  die  3 Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit für  A und  B erfüllt  sind,  so 


n = fr 

setzen,  und  es  ist: 

fr*zz  b+ aak*. 

Es  kann  aber  b nicht  durch  p theilbar 
sein,  da  sonst  B = bf  einen  quadratischen 
Factor  enthielte.  Folglich  ist  auch  nicht 
a«k*  durch  p theilbar.  Es  wird  aber: 
—4  iE  aak7  modp, 
oder  mit  a multiplicirt: 

—ab  = a*ak*  mod  p 

und  da  —ab  quadratischer  Rest  von  f 
war,  so  ist  cs  auch  «;  cs  ist  n also 
auch  quadratischer  Rest  von  B. 

Dies  war  die  zweite  Bedingung.  Sie 


erfüllen  sie  sich  schon  von  selbst  für  ®n<*ct  mithin  ganz  Allgemein  statt. 


Wir  wollen  dies  jetzt  be- 


Es  soll  endlich  noch  —eg  quadratischer 
Rest  von  tf  sein. 

Dies  aber  folgt  aus  der  Gleichung: 
n*-B-  Aak*. 


und  B. 
weisen. 

Sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  a und  B durch  ff-  bezeichnet, 
also 

a = ey,  B = g>f. 

In  der  Gleichung 

»*  — B~ Aak* 

sind  offenbar  B und  k relativ  einfache  ^csetzt’  80  'st* 

Zahlen,  denn  hätten  sic  einen  Factor  f*'f  Aek1, 

gemein,  so  hätte  auch  »*  denselben  in  und  da  g und  y relativ  einfache  Zahlen 
quadratischer  Form,  und  B müsste  also  sind  (weil  sonst  B einen  quadratischen 
ebenfalls  durch  ein  Quadrat  theilbar  sein,  Factor  enthielte),  so  mns*  auch  Aek* 
ein  Fall,  den  wir  hier  ja  ausgeschlossen  za  ff  relativ  einfach  sein.  — A aber  war 


Da  a nnd  B nämlich  durch  ff  theilbar 
sind,  so  ist  dies  auch  n,  Wird  also 
n = Hff 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte).  106  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


quadratischer  Rest  zu  B,  also  auch  zu 
if,  mithin  auch  Ae  k*,  und  da 

Ae7k7  E —eg  mod  y 

ist,  so  ist  — eg  quadratischer  Rest  von 
>/,  wie  vorausgesagt  wurde. 

5)  Setzt  man  dies  Verfahren  fort,  so 
kommt  für  n eine  Zahl,  die  kleiner  als 

ist  u.  s.  w. , cs  wird  also  die  Glei- 
4 

chung  sich  in  eine  andre 
r7  =n'»*+Btt 


zuletzt  verwandeln,  wo  a kleiner  als  B 
ist.  Eine  solche  Gleichung  nennen  wir 
reducirte. 

Diese  reducirte  Gleichung  sei  jetzt 
wieder: 

r7  -At*  + Bt*. 


Sie  lässt  sich  nunmehr  nach  B hin  re- 

duciren,  so  dass  /?<~/?  und  schliesslich 

der  zweite  Coefficient  kleiner  als  A wird. 
Das  Verfahren  ist  das  nämliche  wie 
oben. 

Eine  Ausnahme  kann  nur  dann  statt- 
finden, wenn  in  der  gegebenen  oder  in 
einer  der  rcducirten  Gleichungen  A — B 
wird.  In  diesem  Falle  ist  unser  Ver- 
fahren folgcndermassen  zu  modificiren. 

, In  der  Gleichung  r7  = /7)  ist 


ist,  also: 

ßk7»7  — /?*'*  = l7.  ‘ 

Wir  raultipliciren  mit  ßk *,  und  setzen  - 
ßk7s-Bs'  = r' 

und 

ki-i\ 

es  kommt  dann : 

r’7  = Bs',+ßt ’7. 

Da  in  dieser  Gleichung  B und  ß relativ 
einfache  Zahlen  sind,  so  fällt  die  dritte 
Bedingung  ganz  weg.  Wegen  der  Glei- 
chung 

B = ßk7  + 1 

oder : 

1 = ß mod/? 

ist  aber  B quadratischer  Rest  von  _ /?, 
und  da  — 1 quadratischer  Rest  von  B 
war,  und 

ßk 1 = — 1 mod  B, 

so  ist  auch  ßk7y  d.  h.  ß quadratischer 
Rest  zu  B.  Die  Bedingungen  der  Auf- 
lösbarkeit finden  also  auch  bei  der  hier 
cinzuschlngcnden  Rcductionsweise  statt. 

G)  Fährt  matt  mit  diesen  Reductioncn 
fort,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eine 
Gleichung,  wo  einer  der  Cocfficientcn  1 
ist: 

r7  = $7  + Bl7. 


a~b  = \,  B-f 

zu  setzen,  die  dritte  unsrer  Bedingungen 
wird  also  die,  dass  —1  quadratischer 
Rest  von  B ist,  die  ersten  beiden  sind 
selbstverständlich. 

Ergiebt  sich  aber  eine  Gleichung  von 
dieser  Form  durch  lteduction,  so  ist 

« = also  n7  — B—ABk7. 

Es  folgt  daraus,  dass 

n-Br  und  Br7~\~Ak'1 
ist,  d.  h. 

Ak7  E — 1 mod  B 

und  da  A quadratischer  Rest  von  B w-ar, 
so  ist  es  auch  — 1.  Diese  Bedingung 
der  Lösbarkeit  wird  also  auch  in  diesem 
Falle  immer  von  selbst  sieh  erfüllen. 

Zur  weitem  Reduction  setzt  man  nun : 
r=Ä(s— «'), 
so  dass  man  erhält: 

R(,-s')»  = s7-H7 

oder : 

(ä-1>*—2äm'+ £•'*  = !*. 

Der  grösste  quadratische  Factor  von 
B — 1 soll  wieder  A7  sein,  so  dass 

B-l  = ßk7 


Wir  zeigen,  dass  diese  Gleichung  immer 
lösbar  ist,  und  dumit  wird  auch  bewiesen 
sein,  dass  die  3 Rcductionsbcdingungcn 
nicht  allein  nöthig,  sondern  auch  aus- 
reichend für  die  Auflösbarkeit  der  zuerst 
gegebenen  Gleichung  sind. 

Was  nämlich  die  letzte  Gleichung  an- 
betrifft,  so  ist  um  sic  aufzulösen  nur 
nöthig,  dem  Ausdrucke  s*-f  Bl'1  die  Form 
eines  vollständigen  Quadrates  zu  geben, 
also  zu  setzen: 

Bl7  — (*  + «)*> 

woraus  folgt: 

Bt7=2«s  + u7, 

also : 

Bl 7 — «* 


woraus  sich  dünn  mittels  der  Gleichung 
r7  — oder  r = * + « 

ergiebt : 


Bt7  + a* 


t ist  also  ganz  beliebig  zn  nehmen  eben 
so  wie  a. 

Sollen  noch,  was  freilich  nicht  nöthig 
war,  r,  s,  I ganze  Zahlen  sein,  so  setze 
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man  die  eben  gefundenen  Wcrthc  in  die 
Gleichung 

ein.  Es  kommt: 

(Bf +«»)’_  (Bf-«»)» 

4«*  ~ 4«>  + ’ 

also  wenn  man  die  Kenner  wegschafft : 
(Bf  + «*)’  = (ßf-«»),  + B4o»f, 
woraus  sich  ergiebt,  dass  unsere  Glei- 
chung ebenfalls  erfüllt  ist,  und  iwar  in 
ganzen  Zahlen  durch  die  Wcrthe: 
r = Bß‘  + n’,  $-Bß’-u',  l = 2„ß. 

Es  ist  in  diesen  Formeln  ß für  I ge- 
schrieben . um  es  ron  der  unbekannten 
Grösse  f zu  unterscheiden,  a und  ß 
sind  beliebige  Zahlen. 

Es  ist  aber  auch  klar,  dass  wenn  die 
Ausdrücke  r,  s,  t einen  Factor  gemein 
haben,  dieser  unterdrückt  werden  kann. 
Kann  also  B auf  irgend  eine  Art  in  2 
Factoren 

Bzzbe 

zerlegt  werden,  so  setze  man  n-ac,  wo 
dann  der  Factor  e in  der  That  hcraus- 
tritt,  und  man  erhalt,  mit  Weglassung 
desselben, 

t—  bß*  + ca*, 
t = bß* —ca*, 
l~inß. 

7)  Beispiel.  Die  aufzulösende  Glei- 
chung sei : 

r«  = 32(»  + 17u*. 

Die  Reductionsgleichungcn  waren 

n'-B  A . 

— -j — = , wo  rt<-jj-  ist. 


r'=17/»’-H»,1 
•’  = 17ß’-a’, 

»'  = 2 aß, 

ferner 

r=7»-64o.Ä, 
r'  = l— 14«,J 

oder 

l=17fl,+a‘+14afl, 

also  auch 

r=119iS*+7«f +34o;J, 
t=*'=l7ß'-a'. 

Soll  die  vorgelegto  Gleichung : 

OJC * + 2bjy + cy ’ + etr+  ey  -)-  / = 0 
durch  ganze  Zahlen  aufgelöst  werden, 
so  lassen  sich  allerdings  auf  diese  Weise 
Auflösungen  gewinnen,  wenn  man  aus 
den  sich  ergebenden  rationalen  Werthen 
die  ganzen  aussucht.  Indessen  würde 
die  Ausführung  grosse  Schwierigkeiten 
machen,  namentlich  wenn  alle  Auflö- 
sungen gefunden  werden  sollen.  Es  ist 
daher  die  Aufgabe  direct  anzugreifen. 
Kür  einen  einfaeheren  Fall  gibt  die 
Theorie  der  quadratischen  Formen  die 
nöthigen  Hülfsmittcl  hierzu. 

8)  Wir  wollen  die  Gleichung 
a i * + 2bnj  + ry  ’ = n 
in  ganzen  Zahlen  nnflöscn. 

Das  Verfahren  gestaltet  sich  ganz  ver- 
schieden, je  nachdem  die  Determinante 
D — b'—ae 

(siche  den  Artikel:  quadratische  Form) 
positiv  oder  negativ  ist.  Der  letztere 
Fall  aber  ist  der  bei  Weitem  einfachere. 
Wir  behandeln  ihn  zuerst. 


rcsl-dl', 

*s=s', 

ak'l-nl’-r1 

(siehe  Abschnitt  3),  in  unserm  Falle 
aber  ist 

A =32,  ß = 17, 

also: 

, , 49-17  , . 

" = 7,  da  32  ■ =1  ist 

n = l,  * = 1, 

r = 7«-32<',  r,  = »— 7»',  s = s'. 

Die  Gleichung 

r'»  = «"  + £!'» 

aber  wird 

und  mittels  der  Formeln  für  r,  i,  I im 
vorigen  Abschnitte  ergiebt  sich: 


Es  sei 

b*—ac—  — 

so  hnt  man , wenn  man  die  gegebene 
Gleichung  mit  a multiplicirt: 

(ax  + hy)'  + Ay*  = o»i 
und  wenn 

ox-f  by~u 

gesetzt  wird 

Die  positive  Zahl 

u*  = <m— 

hat  immer  eine  endliche  Anzahl  Werthe. 
Man  berechnet  dieselben,  indem  man  für 
y nach  der  Reihe  die  Zahl  0,  1,  2 . . . 
cinsetzt,  so  lange  bis 
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wird.  Diejenigen  Werthe,  die  an—fjj'1 
/.um  Quadrate  machen,  sind  dann  Auf- 
lösungen für  v. 

Um  x zu  linden,  sei  « einer  der  liier 
gefundenen  Werthe  von  u,  ß der  zuge- 
hörige von  y,  so  muss  sein  entweder 

ax-\-bß  = n 

oder 


oder 

oder 

also 


oder 


ax  — hß  — n 
ax+bß  = —n 
OX  — bß  — — (() 


Nur  die  ganzen  Zahlen,  welche  sich 
etwa  aus  diesen  Gleichungen  ergeben, 
sind  zu  nehmen. 

Selbstverständlich  kann  aber  dies  Ver- 
fahren ein  sehr  langwieriges  sein,  und 
ist  es  daher  wohl  gethan , so  viel  als 
möglich  Werthe  von  u und  y , welche 
kein  Resultat  geben,  gleich  von  vorn 
herein  auszuschliessen. 

Man  suche  die  Reste  von  A und  n 
für  einen  beliebigen  Modul  p,  dieselben 
mögen  sein  <f  und  v.  Es  können  dann 
nur  solche  Werthe  von  u und  y die 
Gleichung 

m 4 + Ay*  = » 

erfüllen,  für  welche 


w?  + tfy,=  modp 
ist. 

Sei  nun  ß eine  positive  ganze  Zahl, 
die  kleiner  als  p und  quadratischer  Nicht- 
rest  von  p ist,  so  darf  y nicht  so  ge- 
wählt werden,  dass 


ß+ify*  — v modp, 

d.  h. 

ify5  = i'— ßmoüp, 
ist. 

Sei  « eine  Zahl,  welche  für  y gesetzt, 
diese  Congruenz  erfüllt,  so  sind  also 
alle  Werthe  von  der  Form  sp  -\^a  für  y 
ganz  auszuschliessen. 

Durch  zweckmässige  Auswahl  und  Ver- 
änderung der  Zahlen  p und  ß gelangt 
man  zur  Ausschliessung  vieler  Werthe 
für  y. 

Man  nimmt  übrigens  für  p nur  Prim- 
zahlen oder  Potenzen  von  denselben, 
da  andere  Zahlen  in  Bezug  auf  die  Aus- 
schlicssung  dasselbe  geben , als  ihre 
Factoren.  Das  folgende  Beispiel  ent- 
nehmen wir  „Mindings  Anfangsgründc 
der  hühern  Arithmetik  (Berlin  1S32). 


Beispiel.  Sei  die  'gegebene  Glei- 
chung: 


M’4-18y*  =33934. 


Sei  p = 4.  also 

33934  = 2 mod  4, 


13  = 1 mod  4, 

also 

u’-fy7  = 2 mod 4.  , 

2 und  3 sind  Nichtreste  von  4,  cs  kann 
also  y 1 nicht  congruent  — 1 oder  3 
nach  Modul  4 sein.  Die  erste  Bedin- 
dung  schlicsst  für  unser«  Fall  keino 
Werthe  aus , die  letztere  aber  zeigt,  dass 
keine  graden  Werthe  für  y zu 
nehmen  sind. 

Von  den  51  Wcrthen,  welche  kleiner 


als 


,33934 


sind , bleiben  also  noch 


| 13 

übrig  für  y : 

1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21, 
23,  25,  27,  29,  31,  33.  35,  37,  39,  41, 
43,  45,  47,  49,  51. 


Wird  jetzt  p = 5 gesetzt,  so  muss 
h1  -f  3y J = 4 mod  5 

sein.  Nichtreste  von  5 sind  2 und  3. 
Also  alle  Werthe  von  y , welche  eine 
der  Congruenzen 

2+3y 7 =4 mod 5,  3+3y*  = 4mod5 
erfüllen,  sind  auszuschliessen.  Dies  gibt: 
3y*E2mod5,  Sy^lmodö, 
yE  4 mod  5,  y‘  E 2 mod  5. 

Die  Quadrate  der  ungraden  Zahlen  aber 
können  nach  Modul  5 nur  mit  1 und  4 
congment  sein.  Die  letzte  Bedingung 
schlicsst  also  keine  Werthe  aus,  die 
erste  dagegen  die,  wo 

y = 2 oder  y=  —2  mod 5 

ist.  Damit  sind  ausgeschlossen  die  Zah- 
len: 


3,  7,  13,  17,  23,  27,  33,  37,  43,  47. 
Sei  jetzt  p = 7,  so  wird: 

tt  ’ + Gy 1 E 5 mod  7. 

Die  Niehtrcste  von  7 sind  3,  5,  6,  und 
dies  führt  dnzu,  dass  nicht 

6y’  =2,  6y*  EO,  6ya  = 6mod7 
sein  kann.  Diese  Congruenzen  nehmen 
die  Gestalt  an : 

y 7 = 5,  y*  =1,  y1  =0  mod  7. 

Die  beiden  letzten  Beziehungen  lehrten, 
dass  y nicht  von  den  Formen  7«,  7n+l, 
7n  — 1 sein  kann,  es  werden  ausgeschlos- 
sen die  Zahlen : 

1,  7,  13,  15,  21,  27,  29,  35,  41,  43,  49, 
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von  denen  jedoch  nur  7 noch  vorhanden 
waren. 

Die  Nichtrestc  nach  11  schliessen  von 
den  noch  vorhandenen  Zahlen  noch 
9,  11,  31,  45 

aus,  so  dass  für  einen  Versuch  nur  noch 
5,  19,  25,  39,  51 


übriß  sind,  und  es  zeigt  sich,  dass  nur 
jf  =51  eine  Lösung  gibt.  Es  ist  n&mlich 

11* +13- 51*  = 33934. 

9)  In  völlig  anderer  Weise  muss  je- 
doch die  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichung 

ax * + 26xy  -|-  ry » = A 

bewerkstelligt  werden,  wenn  die  Deter- 
minante : 

U—b'—ac 


positiv  ist. 

Wir  haben  uns  hierbei  auf  Einiges  zu 
beziehen,  welches  in  dem  Artikel  „qua- 
dratische Formen“  nachzuschlagen  ist. 

Es  waren  dort  namentlich  folgende 
Sätze  bewiesen: 

I)  Damit  man  zwei  Werthe  für  x und 
y bestimmen  kann,  wo  x und  y relative 
Primzahlen  sind , muss  nothwendig  D 
quadratischer  Rest  von  A sein.  Alle 
Auflösungen  unsrer  Gleichung,  welche 
zu  einer  Wurzel  der  Congruenz 
n7^D  mod  A 


gehörten,  bildeten  eine  Gruppe. 

II)  Aus  einem  Werthe  von  x,  y Hes- 
sen sich  alle  derselben  Gruppe  ungehö- 
rigen x4,  y4  finden,  wenn  man  Betzte: 
_xf—  (bx+ yc)u  __yt+(ax+by)u 

xi  — ~ » y»- ; , 


wo  t und  u zwei  Werthe  waren,  welche 
die  Gleichung: 

i'-Du'=tu* 

erfüllten , und  u der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  a , 26  und  c war. 
Haben  namentlich  a,  26  und  c keinen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  muss 
l'-Du'  = 1 

sein.  Diese  Gleichung,  welche  die  Feil- 
sche genannt  wird,  führt  auch  unmittel- 
bar zu  Auflösungen  der  vorletzten  all- 
gemeinen Gleichung  Denn  sind  f4,  v, 
z>vei  zusammengehörige  Werthe  von  t und 
«i  in  der  Pellsclien  Gleichung,  so  erfüllen 
offenbar  die  Werthe 

l = W<4,  U = (UUt 
die  Gleichung 

I*-Du*=zm*0' 


Es  wurde  aber  auch  bewiesen,  dass  die 
Pcllschc  Gleichung  immer  au  fz  ul  Ösen  sei. 

III)  Aus  einem  Werthpaare  T , U , 
welches  die  Gleichung  — Du*  = l löst, 
lassen  sich  unendlich  viel  herstcllen,  ver- 
mittelst der  Formel: 

t+uYi)^(T+uVl))H, 

wo  yt  eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist.  Wenn  man  hierin  den 
rationalen  Theil  vom  irrationalen  trennt, 
erhält  man  2 neue  Werthe  t , u,  welche 
cbenfulls  die  gegebene  Gleichung  auf- 
lösen.  Sind  T und  U die  kleinsten  ganz- 
zahligen Werthe,  welche  die  letztem  er- 
füllen, so  erhfilt  man  auf  diese  Weise 
alle  möglichen  Werthe  von  i und  u, 
uud  mithin  alle  von  x,  y,  welche  unsre 
Gleichung  erfüllen,  und  zu  einer  Gruppe 
gehören. 

Verbindet  mnn  nun  sllmmtlicho  Wur- 
zeln der  Congruenz 

n7  = D mod  A 

mit  der  Gleichung 

I*— Du*  =1, 

so  hat  man  alle  Auflösungen  unserer 
Gleichung,  wenn  <i,  26  und  c keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben. 

Es  kommt  also  lediglich  darauf  an, 
für  die  Gleichung 

(ix7  +2bxy-\-cy7  = A 

aus  jeder  Gruppe  eine  Auflösung,  und 
für 

=1 

die  kleinste  zu  erhalten,  um  unsre  Auf- 
gabe völlig  zu  lösen,  so  weit  es  in  re- 
lativen Primzahlen  geschehen  kann. 

10)  Seien  jetzt  x und  y keine 
relativen  Primzahlen,  so  wird  die 
linke  Seite  der  Gleichung 

ax 7 +26*y+cy*  =■  A 

und  folglich  auch  A den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Factor  von  x und  y in 
quadratischer  Form  enthalten. 

Sei  h dieser  Factor  und  A = AV,  so 
ist  also 

ax  7 -f-  26xy  -\-cy7  = h7y. 
x und  y aber  sollen  nach  der  Voraus- 
setzung den  Factor  k haben,  cs  Ist  also, 
wenn  man  durch  k1  dividirt: 

•©'«‘©(9 +■©'-- 

J sind  ganze  relativ  einfache  Zahlen. 
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Löst  man  also  die  Gleichung: 
av7  -f  26rir-f-«r*  =■  y 

in  relativ  einfachen  Zahlen  auf,  und  setzt 
x-hr,  y = htr,  so  ist  die  obige  Gleichung 
ebenfalls  gelöst,  und  dieser  Fall  auf  den 
vorigen  zurückgeführt. 

Ferner  ergiebt  sich  leicht,  dass  man 
annehmen  kann,  a,  b und  c hätten  kei- 
nen Factor  gemein,  denn  wäre  dies  der 
Fall,  so  könnte  man  N , welche  Zahl 
denselben  Factor  haben  muss,  durch  ihn 
dividiren. 

Es  kommt  also  eigentlich  nur  auf  eine 
der  beiden  Gleichungen 

t*-Du7  = 1 


sucht  werden,  oh  der  gegebene  Bruch 

p 

^ ein  Näherungswerth  von  y ist. 

Sei  — in  der  That  ein  Näherungs- 
9 

werth , ^ der  ihm  Vorhergehende. 

Sei  also: 

*=«+! 

* ".+i 

+ 1 


und 


* 


t*— Du*  = 4 

an , je  nachdem  a und  c nicht  beide 
grade  oder  beide  grade  sind. 

Auf  den  letzten  Fall  lässt  sich  augen- 
blicklich auch  die  Auflösung  der  Glei- 
chung: 

ax*  + bxy+cy1  =N 

zurückführen,  indem  man  mit  2 multi- 
plicirt. 

In  diesem  Falle  ist 

D — b*  —4 ac 

also  D ungrade,  da  b ungrade  angenom- 
men wurde. 


so  muss  sein  entweder 

«,+ 


oder 


+ 1 


y = «+J_ 

«,+J 

er* 


V 


Setzt  man  nun  in  der  Gleichung 

t7-Dtt*=  4 

t-2r  und  u = 2v,  so  erhält  man  wieder: 
j*-Dv9  = l. 

Dies  ist  die  Feilsche  Gleichung,  und 
man  hat,  wenn  man  die  kleinsten  Wcrthe 
von  r und  v kennt,  nur  f — 2r  und 
« — 2v  noch  zunehmen. 

\ 

11)  Die  Auflösung  der  Gleichung 
axl  +2  bxy+cy*  = N 

und  folglich  auch  die  der  Gleichung 
f-Du7  = 1 

lässt  sich  mit  Hülfe  der  Kettenbrüche 
bewerkstelligen. 

Es  ist  zu  dem  Ende  nöthig,  hier  noch 
einen  Satz  über  diese  Brüche  anzufuh- 
ren,  welcher  sich  auf  die  Bestimmung 
der  Näherungswcrthc  bezieht.  Sei  y po- 
sitiv, und  gleich  dem  Werthe  eines  ge- 
gebenen Kettenbruches.  Es  soll  unter- 


+J 

«„-i-Fi 

1+1 


n 

falls  - ein  Näherungswerth  von  y ist. 

Denn  mit  Hinweglassung  von  — gehen 
diese  beiden  Brüche  und  nur  diese  den 


Werth  £. 

9 

Der  — vorhergehende  Näherungswerth 
9 

Po 

von  y war  — . 

9o 

In  der  ersten  Voraussetzung  umfasst 


dann  alle  Partialnenner  bis  «„  «,  in 
9o 

der  letztem  aber  bis  am  — 1,  die  Anzahl 
der  Nenner  ist  also  im  letztem  Falle 
um  1 grösser  als  im  erstem. 
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Da  nun 

P9*~9P*-±l 

ist,  und  das  Zeichen  rechts,  wenn  man 
in  der  Zahl  der  N&herungswerthc  fort- 
schreitet, abwechselnd  positiv  und  nega- 
tiv ist,  so  hat  man  im  zweiten  Falle 

pq*-qp.~-h 

wenn  im  ersten  pq9  — qp9  = % j8t,  wo  * 
eine  der  Zahlen  -f-1  oder  — 1 bedeutet. 

Ausserdem  aber  war: 


also 


qtT 


folglich  ist  dann  — ein  Naherungs  werth 

von  y,  oder  er  ist  dies  nieht,  je  nach- 
dem <f  nicht  grösser  oder  grösser  als 


y- 


also 


_P*+Po 


T_p»-f«y 

qy-p  ’ 

dieser  letzte  Ansdrnck  enthält  das  ver- 
langte Criterium. 

Es  ist  nämlich  klar,  dass  x positiv 
und  grösser  als  1 , wenigstens  gleich  1 
sein  muss , weil  im  entgegengesetzten 

~ grösser  als  1 wäre,  und  dann 

der  letzte  Partialnenner  nicht  richtig  sein 
könnte. 

Ist  also  — nicht  in  dieser  Weise  zu 
, 7* 

bestimmen , so  kann  der  gegebene  Aus- 
druck ~ kein  Näherungswert  sein. 

Da  nun 

p=  -(pyo-ypj 
H 9(?*+9#) 

ist,  so  muss  immer  derjenige  Werth  von 

pq0-qp0  = ±i 

genommen  werden,  welcher  dem  Zähler 

gleiches  Zeichen  mit  y — £ giebt,  also 
q 

selbst  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat. 
Setzt  man  noch 

3 9 ~ »*’ 

wo 

d also  gleich  — ^ 

. 9*+?. 

genommen  wurde,  so  muss,  damit  x>l 
aei,  auch  werden. 

•ar  . t+9» 

Wenn  aber 

<r=i7+f.  oder  =±(»5J r-wX 

ubgesehen  Tom  Vorzeichen,  kleiner  als 


-f-ist. 

9 + 9. 

Endlich  ist  noch  q,-'q,  da  die  Nähe- 
rungswerthe  der  Kettenbrüche  in  Bezug 
auf  die  OrOsse  der  Zähler  und  Nenner 

immer  znnchmcn.  Ferner  ist  - 9 jm. 

j 9 + 9. 

mer  grösser  als  -. 

„Wenn  also  if  kleiner  als  ^ ist,  so 

• P . , 

'st-  immer  ein  N&herungswerth  von  y.M 

69 

Beispiel.  Es  wird  gefragt,  ob  ^ 

zo 

781 

ein  Näherungswerth  von  Ä—  ist. 

317 

Man  hat 

®9-2+l 

28  hi 

6+l_ 

2. 

Es  ist  nun  entweder 

— =2+1 
?*  2+1 
6 

oder 

— =2+1 
2+1 
6+1 
T. 

Im  ersten  Falle  würde  p,  =32,  y,  = 18, 
im  zweiten  p,  =37,  q,  = 15  werden.  Im 
ersten  Falle  ist 


9 + 7, 


ist,  so  ist 


9>9+9.^. 


im  zweiten 
Aber 

_p_  781  69  _ -5 

3 9 317  28  _ 317 -28’ 

Es  ist  also  der  erste  Werth  za  nehmen, 
da  dieser  pq,—qpt  positiv  macht.  Ab- 
gesehen vom  Zeichen  ist 
£ 5 

817-28’ 

9*  = 28*. 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Oleicb.  (unbestimmte).  112  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


also 


, 5-28  1 

317  2 


69 


Es  muss  also  in  der  That  ==  cm  Nä- 
28 
781 

hcrungswerth  von  sein. 

Wirklich  erhalt  mnn: 

781 


317 


-2+1 


2+1 
6+1 
'2+1 
1 + 1 
i+i 
4. 

12)  Es  soll  jetzt  gezeigt  » erden,  dass 
sieh  mit  Hülfe  der  Kettenbrüche  immer 
die  Auflösungen  der  Gleichung 
<ur*  +24ry+cy>  — N 

ergeben. 

Sei  zunächst  N positiv  oder  negativ, 
aber  kleiner  als  y D,  so  sind  die  Wcrthc 
von  x und  y in  relativen  Primzahlen  zu- 
gleich in  der  Anzahl  der  Näherungs- 
briicho  enthalten , » eiche  sieh  ergeben, 
wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
as*+2&s+c=0 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Es  ergeben  sich  auf  diese  Weise  alle 
Wcrthc  von  x und  y , wenn  a und  N 
gleiche  Vorzeichen  haben. 

Beweis.  Seien  p und  q ein  Panr 
entsprechende  Werthe  von  .r  und  y, 
also 

<ip»+2&py+ey,  = lV 

oder: 

(np  + Ay)1  — ßy’  -an, 
woraus  sich  ergiebt: 

.1. 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
os1  +2A2+c=0 

sind  aber: 

+y'¥-k  , -y'U-b 

t — uml  & = — 

n a 

Eine  von  diesen  stimmt  also  immer  mit 

dem  Wcrthc  von  - in  Bezug  Ruf  d«s 
9 

Vorzeichen  der  Quadratwurzel  überein, 

p 

nnd  wird  aus  - gefunden,  wenn  mau 
q=D 

setzt.  Sei  s diese  jetzt  vollständig  be- 
stimmte Wurzel,  so  ist  immer: 


d.  h. 


-V 


±(‘-?)=,.jrF+V'(e+*A)j. 

Nach  dem  vorigan  Abschnitte  aber  ist 

p 

- ein  Nähcrungswcrth  von  s,  wenn  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen: 


p tf  1 

=—  und  cf <— 


war. 

Es  ist  hier 


9* 


cf  — : 


Yd+v(o+^). 


d.  h. 


(<*  + »)* 

d.  h.  entweder; 


oder 


P _ 
? 


-r 


Selbstverständlich  aber  kann,  wenn  p 
und  q gegeben  sind,  nur  eine  dieser 
beiden  letzten  Formeln  richtig  sein. 


Nun  war  nach  unsrer  Annahme 
JVcyTT 

und  demnach,  wenn  ^ positiv, 

wenn  a und  N dasselbe  Zeichen  haben, 
ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt.  Es 

ist  also  jeder  Werth  von  - unter  der 
9 

Zahl  der  Näherungswcrthc  von  » ent- 
halten. 

Haben  a und  N das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  so  braucht  nicht  jeder  Werth 

von  - ein  Naherungswerth  von  i zu  sein. 

Jedoch  da  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherung* werthe  immer  wachsen,  so  kann 
man  q so  gross  nehmen,  dass  N kleiner 

als  VR3  wird,  vorausgesetzt,  dass 
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N<Yl)  ist.  Dann  ist  cfcjL  und  man 

erhält  also  in  jedem  Falle  durch  unser 
Verfahren  Auflösungen  der  unbestimmten 
Gleichung,  falls  dergleichen  in  relativen 
Primzahlen  möglich  sind. 

13)  Was  die  Gleichung 

t3-Du2  = 1 

und  selbst 

<7-Du*  = - 1 

anbetrifft,  so  ist  die  Gleichung,  welche 
den  Kettenbruch  giebt: 

s 1 = D oder  s — }/ D. 

In  dem  Kettenbruch  für  y l)  sind  aber 
alle  Auflösungen  unserer  Gleichungen 
enthalten.  Denn  zunächst  ist 

i<Yd, 

und  cf  wird  gleich 


gleiches  Zeichen  haben.  Denn  da  die 
eben  hingestelltcn  Wcrthe  für  und 
qt  alle  Wurzelwerthe  derselben  Gruppe 
enthalten,  so  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  in  jeder  solchen  Gruppe  sich  Werthe 
finden  müssen,  wo 


IV  < 


iW— 

1 7l* 


je  nachdem  die  erste  oder  zweite  Glei- 
chung gilt,  ein  Ausdruck,  der  immer 

kleiner  als  — ist,  wenn  D grösser  als 

1 ist. 

Was  namentlich  die  Pellschc  Gleichung 
anbetrifft,  so  ist  in  dem  Artikel:  Qua- 
dratische Formen  der  Beweis  geführt 
worden , dass  sie  immer  auflösbar  sei, 
und  ihre  Wurzeln  sind  also  immer  auf 
diese  Weise  zu  finden. 

Hatte  man  aber  nur  ein  Paar  Wur- 
zeln der  Gleichung 

I*  — Du*  = l, 

T und  U , und  zwar  die  kleinsten  berechnet, 
so  gab  die  Formel : 

t+uYlj  = (T+ uYFy' 

alle  Uebrigcn,  und  man  konnte  dann 
mit  Hülfe  einer  Auflösung  der  Gleichung 

ax  * + 26  xy  + cy  * = iV 

alle  zu  derselben  Gruppe  gehörigen  fin- 
den, wenn  man  setzte : 

V\=pl  — Q>P  + cq')u,  qv=ql  + (ap  + bq)u. 

Man  hat  also , selbst  wenn  a und  N 
gleiches  Zeichen  haben,  nicht  nöthig  mehr 
als  eine  Wurzel  aus  jeder  Gruppe  mit- 
tels der  Gleichung 

as,+26s+c=0 

zu  bestimmen. 

Dies  Verfahren  flihrt  aber  auch  dann 
zu  allen  Wurzeln,  wenn  a und  N un- 


wird, zu  deren  Kenntniss  also  unser 
Verfahren  führt. 

Sei  nämlich 

ap  + bq  = a,  q = ß, 

so  wird: 

7i  =ßt+a*r, 

haben  « und  ß gleiches  Zeichen,  so  muss, 
da  t und  ti  über  alle  Gränzen  wachsen, 
dies  auch  mit  qt  der  Fall  sein. 

Dasselbe  aber  tritt  auch  ein,  wenn  ß 
und  a ungleiches  Zeichen  haben.  Dies 
sieht  man  sogleich,  wenn  man  zur  Be- 
stimmung von  i und  u die  recurrentcn 
Formeln  anwendet: 

/ =277  + 1 , u =27«  + u . 

"+1  n **-i  »+1  „ *_1 

Da  t >t  , u >u  so  wachsen  diese 

fl  f»-l  fl  »—1 

Ausdrücke  t u offenbar  mit  zu- 

W + l »+1 

nehmendem  n schneller  als  die  Reihen: 
8,_i'  7‘_e  17»_i’  • 

3Vi’  7V|’  41  Vi  • • •• 

die  mau  erhält , wenn  man  t — t * 
u ~u  T— 1 setzt,  und  t A,  t 

*»  « — 1 n-f-1  n+2 

bestimmt.  Es  wird  dann: 

ßt+au=s(ßt'_i+autt_i), 

wo  s ins  Unendliche  wächst,  und  da 
ßt  ,+««  . nicht  für  jedes  # und  u 

Null  werden  kann,  so  wird  ßl+(cu  in 
der  That  ins  Unendliche  wachsen. 

Es  ist  also  durch  die  Verwandlung 
der  Wurzel  von  Gleichung: 

ö«1  -4-265+0=0 

in  einen  Kettenbruch,  jedenfalls  aus  je- 
der Gruppe  eine  Auflösung  zu  finden. 
Alle  übrigen  Auflösungen  aber  giebt  die 
Pellsche  Gleichung.  Es  ist  hier  ange- 
nommen, dass  <*,  26  und  c nicht  alle  drei 
grade  sind.  Das  Gesagte  erleidet  eine 
leichte  Modification,  falls  dies  stattfindet. 

Nach  dem  in  Abschnitt  10)  Gesagten 
ist  dann  zu  setzen: 

<7  — = 1 

und  wenn  Tund  U die  kleinsten  Auflösungen 

8 
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dieser  Gleichung  sind,  erhält  man,  wie  mit  Hülfe  der  Pellschcn  Gleichung  die- 
oben  alle  übrigen,  dnreh  die  Formel:  gelben  Resultate  geben. 


Dann  aber  wird: 

2 pt  — (bp  + c<i)u 
Pi- 2 ’ 

2 qt  + (ap + lg)u 

Q . — . . 


15)  Beispiel.  Die  gegebene  Glei- 
chung sei : 

lLr*— &rf-7y’  = -7. 

Sie  ist  gelöst,  wenn  man  * = 0,  y = l 
setzt.  Wenn  in  die  Formeln  für  p, 
und  qt  in  Abschnitt  13) 
p=0,  y - 1,  a=ll,  A = — 3,  c=  — 7 


da  2t  Air  t zu  setzen  ist.  und  die  For- 
meln in  Abschnitt  9)  II.  den  Nenner 
iv  = 2 enthalten. 

14)  Man  braucht  aber  auch  nur  eine 
beliebige  Wurzel  der  Gleichung 

in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln. 
Denn  es  lässt  sich  zeigen , dass  die 
Näherungswerthe  beider  Wurzeln  diesel 
ben  Gleichungen  auflCsen. 

Ist  nämlich 

P.  _ pl-(eq  + tp)u 

9,  9/+ (ab + 69)1« 

eine  der  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist 
auch 

P.  _ pl+fa+bp) m 

9i  </l-(ap+h,)u 

eine  solche.  Es  ist  nämlich  nur  das 
Zeichen  von  t verändert.  Offenbar  aber 
kann  man  in  der  Pellschcn  Gleichung 
für  t auch  — I setzen.  Mit  wachsendem 

t und  u nähert  sich  ^ der  Gränze  Y P, 

und  es  werden  dann  dio  Grünzwerthe 

von  — , — bezüglich 

9 i 9 % 

pYP—(cq+bp)  pYp+cq  + bp 
q\P+ap  + bq  1 qY P—(ap  + bq) 

Das  Product  dieser  Ausdrücke  ist  aber: 
p,(6z— nc) — (cy  + 6p)J  _ e 
9>(ä*—  ac)— bqY  “ a' 

Ihre  Summe: 

2 pqP +2(up  -f  bg)(bp  -f  cg)  __  —2b 
q1(b%  — ac)—{ap  + bq)t  a 

Beide  Ausdrücke  sind  also  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

a**-f  26*=c. 

(8iche  den  vorigen  Artikel).  Ist  also 
~ ein  Näherungswerth  der  einen  Wur- 
zel dieser  Gleichung,  so  ist  — ein  sol- 
9i 

eher  der  andern  Wurzel,  so  dass  beide 


gesetzt  wird,  so  kommt: 

P i — 7/,  9,  = I— 3u. 
t und  u giebt  die  Entwickelung  von 

y'iJ^'=y/86 

in  einen  Kettenbruch.  Die  ersten  Nä- 
hernngswerthe T und  U , welche  die 
Gleichung 

t»-86«*  = l 

erfüllen,  sind 

T= 10405,  U=  1122 

(siehe  nnten).  Es  sind  mithin  also  auch 
die  kleinsten. 

Die  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

11s’  —6s— 7=0 
ist 

_y'§6+3 
*“  ii  • 

Dieselbe  in  einen  Kettenbruch  entwickelt, 
führt  zu  folgender  Rechnung: 

ygs+s«  i 
11  " 

.=^=8+i 

_V86+3  1 

7 ~1+u, 

1/86+4  1 

“*=  jr=1+i: 

V 86+6  „ 1 

u,  = — =—  =3h — 

* 5 «*, 

V86+9 

“*=  nr 

_ ]/86+9_ 


= 18+— 


= 3+- 

W «I 

_V86+6_,  , 1 
’ 10  _1+«. 
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l;86+4_  1 

■ 7 


11  U 


>^64-9 

1 


Die  entsprechenden  Nftherungswerthe  Die  entsprechenden  Näherungs  werthe 
sind : *»nd : 


9 

10 

19 

29 

106 

1937 

9 “ 

’ 3* 

37 

65 

102  881 

983 

8’ 

9’ 

17’ 

26’ 

95’ 

1736’ 

4’ 

7’ 

11 ’ 95  ’ 

106’ 

5917 

7854 

1864 

2874 

10405 

5303’ 

7039  ’ 

’ ' ‘ 

201  ’ 

3Ö7 

’ 1122’ 

Durch  Einsetzen  in  die  Gleichung: 
ll-ra  — 6xy— 7y*  = —7 
sieht  man,  dass  nur  die  Werthe 
p = 10,  9 = 9 und  p - 7854,  9 = 7039 
innerhalb  der  Periode  sie  erfüllen.  Die 
zweiten  Werthe  aber  enthalten  schon  die 
oben  gegebenen  Ausdrücke  pk  und  q 
bo  dass  nur 

P = 0,  10,  9 = 1,  9 

übrig  bleiben.  Die  letzten  Werthe  ge- 
ben noch,  wenn  man  wieder  t und  u 
einführt,  die  allgemeinen: 

P = 10/+39m,  ?=9< +83«, 

( und  u selbst  die  rccurrenten  Formeln: 


f e=2T<  +1  , « =2f«  +u  . 

«»-fl  * *— i «fl  « «—1 

Was  schliesslich  noch  die  Entwicklung 
von  V86,  also  das  Auflinden  von  7 und 
U anbetrifft,  so  ist: 

)/86  = 9+-i- 

uJ*+*=a+± 

5 «j 

-=v¥‘=-+  h 

_/86+8_  1 

X-1+«, 

».=^3=1  + i 


Der  letzte  Werth  erfüllt  aber  die  Glei- 
chung 

I*— 86«*  =1. 

16)  Es  sei  nun  in  der  Gleichung 
ax  * + bxy +cy*  = JV 
N grosser  als  yT7. 

Immer  wird  angenommen,  dass  a,  b , c 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
weil  man  sonst  durch  denselben  dividi- 
ren  konnte,  da  auch  N ihn  haben  muss. 

Die  Zahl  b ist  hier  nicht,  wie  oben, 
als  grade  betrachtet.  Es  braucht  also, 
wenn  b ungrade  ist,  nicht  mit  2 multi- 
plicirt  zu  werden. 

Es  wird  auch  angenommen,  dass  keine 
der  Zahlen  x und  y einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  mit  N habe.  Denn  wenn 
Solches  der  Fall  ist,  also  wenn  z.  B.  y 
und  N den  Factor  g gemein  haben,  so 
wftre : 

y = ?y,.  N=gN„ 

und 

-X'  + bxy , + gey , * = AT,; 

9 ax » 

es  müsste  mithin  eine  ganze  Zahl 

9 

sein.  Es  war  aber,  wie  überall,  ange- 
nommen, dass  x und  y keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben.  Folglich  ist 
a theilbar  durch  g. 

Es  verwandelt  sich,  wenn  man 
a=gat 

setzt,  dann  die  Gleichung  in: 

a ,.r 1 + 4* , , + jey , * = AT , , 
wo  jt,  und  y,  , sowie  y(  und  Nt  rela- 
tive Primzahlen  sind.  Es  giebt  solcher 
Gleichungen  dann  so  viel,  als  gemein- 
schaftliche Factorcn  g von  a und  N vor- 
handen sind. 

Durch  Wiederholung  unseres  Verfah- 
rens werden  a und  N immer  auf  eine 
Form  gebracht,  wo  sie  relative  Primzah- 
len sind. 

Nehmen  wir  also  jetzt  allgemein  an, 
in  der  gegebenen  Gleichung: 

8* 
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ax  1 +4xy+ey’  = *V 

seien  a nnd  N relative  Primzahlen , so 
setzt  man: 

x = +JVx'+»y, 


und  x',  n als  Unbekannte,  welche  sich 
somit  leicht  bestimmen  lassen. 

In  der  Reihe  der  Auflösungen  dieser 
unbestimmten  Gleichung  kann  dann  « 
so  angenommen  werden,  dass  es  die 
Gränzen  — ^ A und  -r  ) V nicht  iiber- 
wo  das  Zeichen  so  zu  bestimmen  ist,  schreitet. 

dass  +.Y  positiv  wird.  In  dieser  Glei-  Setzt  man  aber  diesen  >>erth  von  x 
chungllcnkt  man  sich  x,  y als  gegeben,  in  unsere  Gleichung,  so  kommt : 
+aJV*x'*+2(a»-l-  h)Nx'y+(al^, +26n+e)y*  — JV 
oder  wenn  man  mit  +N  dividirt: 


= c' 


N und  y waren 
es  ist  also  an’ + 2 
bar;  wir  selten: 

an*  +2  bn  + c 

±N~ 

und  cs  wird: 

ai\V  * + 2 (an  + b)xfy  + c'y7  = +1. 

Für  n sind  alle  Werlhe  zu  setzen, 
welche  zwischen  und  — ^iV  liegen, 

und  wo  <m*  *f2Äi»+c  durch  JV  theilbar 
ist,  und  hieraus  erhält  man  dann  soviel 
Gleichungen,  als  die  Anzahl  dieser  Wer- 
the  beträgt.  Ist  kein  solcher  vorhanden, 
so  ist  die  Gleichung  nicht  lösbar,  sind 
dergleicheu  vorhanden , so  ist  jedenfalls 
-fl  nicht  grösser  als  die  Wurzel  aus  der 
Determinante,  nnd  daher  immer  die  Auf- 
lösung durch  Kettenbrüche  zu  bewirken. 
Zu  jeder  solchen  Auflösung  ergiebt  sich 
dann: 

x = AV*f  ny'. 

Sollen  aber  auch  Auflösungen  gefun- 
den werden,  w'o  x und  y keine  relativen 
Primzahlen  sind,  so  ist  schon  oben  ge- 
zeigt, dass  jeder  gemeinschaftliche  Factor 
von  x und  y als  quadratischer  Factor 
in  N enthalten  ist.  Dividirt  man  also 
durch  irgend  einen  der  quadratischen 
Factorcn  von  JV,  A*,  so  wird  die  Glei- 
chung: 

ax 7 -\-bxy-\-cy7  = iV 
sich  verwandeln  in: 

Findet  man  hieraus  diej  ganzzahligen 
Wcrthe  von  p p »o  ist  auch  x,  y be- 
kannt. 

17)  Dio  Auflösung  der  Gleichung 
ax'‘+2bxg+cy,  = N 
durch  Kettenbrüche  ist  dann  nicht  mög- 
lich, wenn  die  Determinante  eine  Qua- 
dratzahl ist. 


an*  + 24»  + c 

, +JV 

II 

1+ 

i,  Sei 
l- 

bt—ac=gt. 

so  ist 

ac  = ( 6+y)  (4— y)i 

also 

(4+y)(4-y) 

eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt,  dass  a sich  in  2 Fac- 
toren  er,  n*  theilcu  lässt,  deren  einer  in 
b+g  aufgeht,  der  andre  in  b-g.  Selbst- 
verständlich kann  aber  einer  dieser  Fac- 
torcn gleich  Eins  sein. 

Sei 

4+y_„  b~9-„ 


so  wird: 


erm  f — 2 bf 


Die  Gleichung 

ax’+2bxy+cy,,  = N 
verwandelt  6ich  in: 

oo'x,+crmxy4-'>,nJ'ät+m*J 1 = ^ 
oder: 

(rrx-t~Hy)  (o'x+my)  = A. 

Zerlegt  man  also  JV  auf  alle  möglichen 
Weisen  in  2 Factoren:  v,  *■',  und  setzt 
ux+»y  = s'.  a'x+mg^v’, 
so  erhält  man  alle  Auflösungen  der  vor- 
gelegten Gleichung,  wenn  man  die  sich 
ergebendenden  gebrochenen  Wertho  von 
x und  y verwirft. 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chung 

5x;+16xy+3y*  = 55. 

£>  = 64—15=49 
ist  hier  eine  Quadratzahl. 

Es  ist 

D- 49,  y = 7. 
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Ferner  muss  man  setzen: 


also 

oder 


b~\~9  ~ 15,  b—g  — 1, 
o = 5,  «'  = 1, 

b+9 o b~9  ..  , 

— m-d,  — 7—  = w = 1, 

yy'  - 55, 

»'=11,  y'  = 5 


* = 5, 


'=11. 


Die  Gleichungen: 

«j-f-ny  = y,  o'x-f- my  = y' 

geben: 


54r-f-y  = 5,  jr+3y=ll 
Ö4r+y  = H,  Jr+3y  = 5. 

Die  ersten  Gleichungen  geben  keine 
ganzzahligen  Werthc,  die  letzteren: 


x = 2,  y=l, 

und  dies  6ind  also  die  einzigen  Auf- 
lösungen unserer  Gleichung. 


Quadratische  Reste  (Zahlenlehre). 

1)  Der  Ausdruck  Rest  einer  Zahl  a 
nach  Modul  b ist  gleichbedeutend  mit 
dem  Divisionsrestc  von  a , der  entsteht, 
wenn  man  durch  Divisor  b dividirt. 

Z.  B.  der  Rest  von  9 nach  Modul  5 
ist  gleich  4. 

Ist  c der  Rest  von  a nach  Modul  b , 
so  ist  a — c durch  b theilbar.  Die  ge- 
wöhnliche Schreibweise  hicrfiir  ist: 


a — c mod  b, 


gelesen:  a congrucnt  c nach  Modul  b. 
Diese  Bezeichnung  rührt  von  Gauss  her. 

Der  Rest  einer  Zahl  nach  einem  ge- 
gebenen Modul  ist  also  die  kleinste  Zahl, 
der  sie  nach  diesem  Modul  congruent  ist. 

Kongruenzen  können  wie  Gleichungen 
behandelt  werden , und  aus  ihnen  eine 
unbekannte  Grösse  ermittelt  werden.  So 
wird  z.  B.  die  Congruenz: 

5jr-f*3— 2 mod  7 
gelöst  durch  den  Ausdruck 


da 

oder 


* = 4, 

23  E 2 mod  7 
23-2 


durch  7 theilbar  ist. 


Dies  wäre  eine  Congruenz  ersten 
Grades. 


Eine  Congruenz  zweiten  Grades  ist 
z B * 

2x’-(-3x— 5 = 0 mod  11 


Eine  Auflösung  derselben  ist: 

* = 3, 

denn 

2-31+3-3-5  = 22 
ist  durch  11  theilbar. 

Ist  die  Congruenz 

xn  = a mod  b 

gegeben,  so  nennt  man  a einen  Potenz- 
rest für  Modul  b oder  kürzer  von  b, 
namentlich  wenn 

x9  = a mod  b 

ist,  Führt  a den  Namen  quadratischer 
Rest  von  b. 

Die  Fragen,  welche  Zahlen  quadrati- 
sche Reste  gegebener  Moduln  sind  oder 
nicht,  oder  nach  welchem  Moduln  gege- 
bene Zahlen  quadratische  Reste  sind  oder 
nicht,  bilden  mit  verwandten  Gegenstän- 
den einen  sehr  wichtigen  Theil  der  Zahlen- 
lehre, die  Theorie  der  quadratischen  Reste. 
Es  wird  jedoch , um  dieselbe  hier  kurz 
zu  geben,  nöthig  sein,  die  einleitenden 
Sätze  über  Congruenzen  und  Potenzreste 
mit  anzuführen,  was  ohne  Anstand  wird 
geschehen  können,  da  wir  uns  bei  den 
betreffenden  Artikeln  auf  das  jetzt  zu 
gebende  beziehen  werden.  Bemerken 
wir  noch  vorläufig,  dass  jede  Congruenz 
zugleich  eine  Gleichung  ist,  welche  eine 
Unbekannte  mehr  enthält,  als  in  ihrer 
Gestalt  als  Congruenz  vorhanden  ist, 
und  welche  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst 
werden  soll. 

So  z.  B.  sind  die  oben  gegebenen 
Congruenzen: 

5 j: +3  = 2 mod  7, 

2x*  4-3*— 5 = 0 mod  11 
gleichbedeutend  mit: 

öjt  4-3  = 24-  7y, 

2j*4-3x— 5=  lly, 

wo  x und  y ganze  Zahlen  sind. 

Denn  die  beiden  letzten  Gleichungen 
drücken  ja  nur  aus,  dass  04:4*3— 2 durch 
7 und  2x*4-3.z  — 5 durch  11  theilbar  sind. 
Stimmen  also  in  der  Bedeutung  mit  den 
Congruenzen  überein. 

Jedoch  führt  die  Form  der  Congruenz 
leichter  zu  den  Eigenschaften  dieser  Aus- 
drücke, als  die  der  unbestimmten  Glei- 
chung. 

2)  Ueber  Congruenzen.  Finden 
die  beiden  Congruenzen  statt: 

a=.b  mod  ft  und  c = dmodA, 
so  ist  offenbar  auch 

ac  = bd  mod  k und  a +c  — b+d  mod  A, 
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denn  cs  sind  a — 6 und  c — d durch  A 
theilbar,  d.  h. 

a — b — ak,  c — d = ßk, 

also 

a — A+ (e—  <0  = (n-±_ß)k, 

d.  h. 

a+c — + 

durch  k theilbar. 


Es  ist  aber  auch: 

a = 6-f«A,  c=d+fk, 

also 

ac-  bd+yk, 

wo  y eino  ganze  Zahl  ist,  folglich  auch 
ac—bd  durch  k theilbar. 

Dieser  Satz  lautet  in  Worten: 
„Congruenzen  desselben  Modul  kön- 
nen addirt,  eubtrahirt  und  multiplicirt 
werden.“ 


Es  folgt  hieraus  augenblicklich,  dass 
man  auf  beiden  Seiten  einer  Congruenz 
mit  derselben  ganzen  Zahl  addiren,  sub- 
trahiren  und  multipliciren,  d.  h.  sic  in 
dioser  Beziehung  wie  eine  Gleichung  be- 
handeln darf.  Denn  sei 

a = b mod  A, 

•o  ist  jedenfalls 

c-c  mod  k, 

also  auch 


und 


a Yjc=  b+c  mod  k 
ac  = bc  mod  A. 


Seien  jetzt  f und  k relative  Primzah- 
len, und 

af—b  mod  A,  N 

so  muss  ( a—b)f  durch  k theilbar  sein, 
und  da  f den  Factor  k nicht  hat,  so  hat 
ihn  a — b,  es  ist  also  auch 

a = b mod  k. . 

Habe  aber  f mit  k einen  Factor  gemein, 
und  sei  dieser  gleich  e (wo  also  e der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  f 
und  k ist),  sei  ferner  f—ef*,  k = ek',  so 
ist 

af—bf-ef'(a—b)  durch  eh'  theilbar, 
also 

F(a—b)  durch  k ' theilbar, 

oder,  da  f und  A'  keinen  Factor  gemein 
haben,  ist 

a=.b  mod  A', 

d.  h. 

a~b  mod  — . 

e 

Ein  andrer  wichtiger  Satz  ist  der  fol- 
gende : 

„Von  k auf  einander  folgenden  Zahlen 


ist  eine  und  immer  nur  eine  einer  gege- 
benen a nach  Modul  k congrucnt.“ 

Denn  es  kann  ja  in  dem  Ausdruck 
a-fnA,  wo  n eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  ist,  n so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdruck  in  eine  beliebige 
gegebene  Reihe  von  « auf  einander  fol- 
genhen  Zahlen  fällt.  Dies  kann  aber 
auch  nur  auf  eine  Weise  geschehen,  da 
schon  1)A  und  a-f (n— 1)A  um  k 

von  dem  gesuchten  Werthe  abweichen, 
also  nicht  mehr  in  die  gegebene  Reihe 
fallen.  Ist  aber  a+nk  — u , wo  « die  in 
unserer  Reihe  liegende  entsprechende  Zahl 
ist,  so  ist 

a = a mod  k. 


Eine  solche  Reihe  von  k Zahlen  ent- 
hält also  nicht  2 unter  einander  für  Mo- 
dul k congruentc  Werthe.  Sie  heisst 
daher : „ein  System  incongruenter  Zahlen 
in  Bezug  auf  A.“ 


Das  kleinste  positive  System  incon- 
gruenter Zahlen  ist  die  Zahlenreihe: 

0,  1,  2 ...  . A — 1 , ‘ 

das  absolut  kleinste  System  dagegen, 
wenn  A ungrade  ist: 


A— 1 

2 * 


A— 3 


> • • • • ~1»  0, 


+2,  ....-{■ 


A— 1 


und  wenn  A grade  ist: 

— (2 _2’  ~2+1*  * * ' 


Diejenige  Zahl  aus  der  ersten  Reihe, 
welche  einer  gegebenen  congrucnt  ist, 
wird  offenbar  dasjenige  sein,  was  wir 
oben  liest  genannt  haben.  Diejenige 
Zahl  aus  der  zweiten  Reihe,  welche  einer 
gegebenen  congruent  ist,  nennen  wir 
jetzt  den  absolut  kleinsten  Rest. 

Statt  dieser  Reihen  incongruenter  Zah- 
len, welche  aus  auf  einander  folgenden 
Werthen  bestehen,  kann  man  sich  aber 
auch  Reihen  von  der  Gestalt: 

ax,  <1(4: -fl),  a(x+2)  ....  a(x-fA— 1) 

bilden,  wo  a eine  beliebige,  jedoch  zu 
A relativ  einfache  Zahl  ist.  Denn  auch 
in  dieser  Reihe  finden  sich  nicht  2 con- 
gruente  Werthe. 

Wäre  nämlich 

a(x-fs)  = fl(x-}-l)  modA, 
so  müsste  auch 

as  = at  modA  oder  a(s  — t)  = 0modA 
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sein;  da  aber  n relativ  einfach  zu  k ist, 
wäre  * — t durch  k thcilbar,  was  unmög- 
lich ist,  da  s und  f kleiner  als  k sind. 

3)  Wie  schon  angedeutet,  theilt  man 
die  Congruenzen,  wie  die  Gleichungen, 
nach  den  Graden  ein,  und  es  heisst 
demnach 

N , * — 1 _ _ 

ax  +bx  + . . . + 9 = 0 mod* 
eine  Congruenz  «ten  Grades. 

Wenn  man  jedoch  von  Wurzeln  dieser 
Congruenz  spricht,  so  versteht  man  da- 
runter nur  die  unter  einander  incongru- 
enten  Werthe  derselben. 

Es  ist  nämlich,  wenn  x eine  Wur- 
zel ist,  ebenfalls  x + nA  eine  solche, 
wenn  n eine  ganze  Zahl  ist.  Denn  wenn 
man  diesen  Ausdruck  für  x in  die  ge- 
gebene Congruenz  setzt,  kommt  nur  auf 
der  linken  Seite  ein  mit  k multiplicirtes 
Glied  hinzu,  so  dass  der  Ausdruck  links 
noch  immer  durch  k theilbar  oder  nach 
Modul  k mit  Null  congruent  bleibt. 

Die  Congruenz  ersten  Grades  hat  im- 
mer die  Gestalt 

ox  = b mod  k , 

sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  unbe- 
stimmten Gleichung 

ax  — ky  — b. 

Mittels  der  Kettenbrüche  und  anderer 
Methoden  (siehe  Artikel:  unbestimmte 
Aufgaben)  gibt  es  immer  ein  Mittel,  ein 
Wurzelpaar  dieser  Gleichung,  oder  eine 
Wurzel  x unsrer  Congruenz  zu  finden, 
wenn  a und  k relativ  einfach  sind,  aus 
der  sich  unendlich  viel  unter  einander 
congrucnter  Werthe  von  der  Form  x-j-nl: 
ergeben. 

Dies  sind  aber  nach  der  obigen  Er- 
klärungsweise keine  neuen  Wurzeln.  Es 
hat  aber  diese  Congruenz  Oberhaupt  nur 
eine  Wurzel,  denn  wäre  xt  eine  zweite, 
so  musste 

a(x— xj  = 0 mod  Ar, 

und  da  a und  x relative  Primzahlen 
waren, 

x— Xj  E 0 mod  k oder  x = x,  mod  k 
sein,  so  dass  x und  x4  eben  nur  eine 
Wurzel  geben. 

Es  möge  jetzt  eine  unbekannte  Zahl 
x mehreren  Congruenzen  genügen.  Es 
sei  also: 

I.  x=amod.  A, 

II.  x = 6 mod.  B, 

III.  x = cmod.  C, 

wo  wir  voraussetzen,  dass  A,  B,  C re- 
lativ einfache  Zahlen  sind. 


Aus  der  ersten  Congruenz  folgt 
x=a+»iA, 

wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  2te 
Congruenz,  so  wird: 

nA  = b—a  mod  B. 

Ist  «0  irgend  ein  Werth  für  n,  der  diese 
Congruenz  erfüllt,*  so  ist  der  allgemeine : 
" = »*  + *B, 

wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  also 
x = «*#A+sÄ.4+o, 

d.  h. 

x ~a-f «#/4  mo dAB\ 
wenn  wir  den  Werth  von  x in  die  3te 
Gleichung  setzen,  wo  man 
a+n0Axe 

nimmt: 

e+tAB^  c mod  C 

Ist  s0  ein  besonderer  Werth  von  s,  so 
ist  s#  + C<  der  allgemeine,  wo  t wieder 
eine  ganze  Zahl  ist.  Es  kommt  dann: 
xzze+s0AB+lABCy 
also,  wenn 

e+s0AB=f 

gesetzt  wird:  » 

x-f-kABCt 

oder 

x = f mod  ABC. 

In  derselben  Weise  fährt  man  fort,  wenn 
x einer  beliebigen  Anzahl  Congruenzen 
genügt.  Man  kann  somit  immer  eine 
Zahl  f bestimmen,  die  congruent  mit  x 
für  das  Product  sämmtlicher  Moduln  ist. 

Dieses  Verfahren  wird  auch  „Vereini- 
gen“ der  linearen  Congruenzen  I,  II, 
III  genannt. 

Bei  spiel: 

x = 5mod7,  x = 4mod9,  x = 3 mod 5. 
Aus  der  ersten  Congruenz  ergibt  sich 
x = 5-f-  7«. 

Dies  in  die  2te  eingesetzt,  gibt: 

7»  iE  —1  mod  9. 

Durch  Probiren,  oder  auf  irgend  eine 
andere  Art  kommt  leicht  eine  Auflösung 
n#=5, 

also 

«i=5+ 9s, 
x = 40+63t. 

Dies  in  die  3te  Congruenz  eingesetzt, 
gibt; 

63*  = —37  mod5 
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und  leicht  erhält  man 

»#  = 1,  also  s = l+5/, 

d.  h. 

*=  103+315/ 

oder 

jr~  103  mod  315. 

4)  Sei  jetzt  wieder 

ax  = b mod  k; 

machen  wir  es  aber  nicht  mehr  zur  Be- 
dingung, dass  auch  a und  k relativ  ein- 
fach sind.  Sei  dann  d der  grösste  ge- 
meinschaftliche Factor  von  a und  k , so 
muss,  da  die  Gleichung 
ax  — yk  — b 

stattfindet,  auch  b den  Factor  d haben. 
In  entgegengesetztem  Falle  würde  die 
Congrucnz  unlösbar  sein. 

Sei 

<i  = a,<f,  6 = ä,<f,  k = ktdt 
so  ist  also: 

alx  = blmodki  und  atx— ykt  = A,. 
Ist  x9  eine  Auflösung  dieser  Congruenz, 
so  ist: 

a?#+Ar,f. 

Ist  y0  der  zu  x#  gehörige  Werth  von 
y,  der  sich  hier  durch  die  Gleichung 
a,x+ykl=bl 
ergibt,  so  ist  offenbar: 

y-Fo  + fli* 

und  diese  Wcrthe  in 

ax—yk—  b 

eingesetzt,  erfüllen,  wie  augenblicklich 
zu  sehen,  auch  diese  Gleichung.  Alle 
Wurzeln  der  redneirten  Congruenz  sind 
also  auch  Wurzeln  der  ursprünglichen. 
Setzt  man  aber  für  / die  Zahlen  0,  1, 
2 . . . fi— 1,  so  erhält  man  Werthe  Für 
j*,  die  zwar  in  Bezug  auf  Modul  A,  alle 
congruent  also  nur  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz 

atx^=bt  mod I:, 

sind ; aber  diese  Werthe  sind  zum  Theil  in 
Bezug  auf  Modul  k incongrucnt,  und 
somit  hat  die  ursprüngliche  Congruenz 
mehrere  Wurzeln.  Die  Anzahl  derselben 
ist  leicht  zu  bestimmen.  Es  war 


Von  den  Zahlen  nun: 


k 

cf’  <f ’ * 


sind  nicht  2 in  Bezug  auf  Modul  k con- 
dk 

gruent,  dagegen  ist  — wieder  mit  0 con- 
d 

gruent  in  Bezug  auf  denselben  Modul. 
Die  Anzahl  dieser  incongruenten  Wurzeln 
ist  also  d.  D.  h. 

„Jede  Congrucnz  von  der  Gestalt 
ax  = bmodk 

hat  entweder  gar  keine  Wurzel,  wenn 


der  grösste  gemeinschaftliche  Thcilcr  d 
von  a und  k nicht  in  b enthalten  ist, 
oder  d Wurzeln,  wenn  dies  der  Fall  ist.44 
Beispiel.  Die  Congruenz 
28*  ~21  mod  35 
lässt  sich  reduciren  auf 
4*  = 3 mod  5 
und  diese  hat  die  Wurzel 

*0  = 2,  x = 2+5z. 

Die  7 incongruenten  Wurzeln  der  gege- 
benen Congruenz  sind  also: 

2,  7,  12,  17,  22,  27,  32. 

5)  Sei  jetzt  die  allgemeine  Congruenz 
nter  Ordnnng  gegeben: 

/(x)  = «x"+Ar"  *+  • • • 

+ gx+A  = 0 modp. 

Wir  setzen  voraus,  dass  p eine  Prim- 
zahl, und  a nicht  durch  p theilbar  ist. 

Sei  a irgend  eine  Wurzel  dieser  Con- 
grucnz, so  ist  also  auch : 

act  +6«  + •••  +pa+A  = 0modp 

und  wenn  man  dieselbe  von  der  vorher- 
gehenden abzieht,  erhält  man: 

, n ».  . . »— 1 ■ — 1. 

a(x  —er  )+  b(x  — « ) + •••• 

p(x— «)  = 0 mod  p. 

Es  haben  aber  sämmtliche  Glieder  den 
Factor  x— a,  so  dass  man  erhält 
. . H — 1 _ N — 2 

(*— ir)(nx  + Bx  + • • • 

+ G)  = 0 mod  p, 

wo  R •••  G ganze  Zahlen  sind,  dio  sich 
leicht  bestimmen  lassen. 

Es  kann  aber  diese  letzte  Congruenz 
nur  erfüllt  werden,  entweder,  wenn 
x~n  mod  p, 

was  die  ursprüngliche  Auflösung  w ar,  oder 
wenn 

n—  i ,,  H— 2 _ _ 

ax  +Bx  + • • • +Cf=0modp  ist. 
Ist  ß eine  Wurzel  dieser  Congrucnz,  so 
ist  dieselbe,  ganz  ebenso  wne  oben,  auf 
die  Form  zu  bringen: 

H 2 

(x— ß)  (ax  +....)  =0 mod p, 

welche  erfüllt  ist,  wenn 

x = ß modp, 

oder  wenn: 

m—2 

ax  4-  ....  =0  modp 
ist.  Indem  man  so  fortfährt,  kommt 
man  zuletzt  auf  die  Congruenz  ersten 
Grades 

ux+ff =0  modp, 

welche  nur  eine  Wurzel  haben  kann,  da 
a und  p relativ  einfach  sind. 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

„Jede  Congruenz  nten  Grades,  wo  der 
Modul  eine  Primzahl,  und  der  Coefficicnt 
des  ersten  Gliedes  nicht  durch  den  Mo- 
dul theilbar  ist,  hat  höchstens  n Wurzeln.44 
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Sind  diese  n Wurzeln  wirklich  vorhanden,  60  kann  man  setzen 

,,(x)  = (x-„)(x-ß)(x-y)  •••  =xH+BxH~i  +Cx"~2+  ..  . +Gx  + ll, 
wo  a,  ß,  y die  incongnienten  Wurzeln  der  gegebenen  Congrucnz: 

H n_  | 

f(x)  — ax  + bx  + • • • -f  7-*+Ä  = 0 modp 

sind.  Es  lässt  sich  dann  immer  eine  Zahl  k so  bestimmen,  dass 

ka  = 1 mod  p 

ist,  denn  a uud  p sind  ja  relative  Primzahlen.  Wenn  nun  noch 

kb-blt  kc  = ct  • • . kg=gll  kh=kh , 
ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass : 

. B = bt,  C=c,  • • • G=g.,  H~h.  mod« 

ist.  r 

Denn  zieht  man  den  Ausdruck  y(x)  von  kf(x)  ab,  bo  erhält  man: 

(,ki—B)x  +(ct—C)x  4-  • • • ~¥(l/ l — G)x+(hl—ir). 

Es  hatte  die  Congruenz 

kf(x)  =.  0 mod  p 

die  Wurzeln  n,  ß,  y • • und  dieselben  Wurzeln  hat  auch  offenbar  die  Con- 
gruenz 


y (x)  = 0 mod  p, 

oder : 


mithin  wird  auch  die 

durch  die  Werthe 
erfüllt. 


(x—n)(x—ß)(x—y)  • • • = 0 mod  p ; 

Congruenz : 

i~G)x  4-  • • *+(y i — C)ar+(A, — //)  = 0 mod 
x = n,  x-ß,  x — y • • • 


Ist  nun  einer  der  Ausdrücke 
A,  B,  Cj  — C,  • • • pj  — G,  A, — II 

nicht  congruent  Null  nach  Modul  p,  so 
hat  man  offenbar  eine  Congrucnz  von 
einem  geringem,  als  vom  nten  Grade, 
die  dennoch  n Wurzeln  hat,  was,  wie 
wir  gesehen  haben,  unmöglich  ist,  d.  h. 
womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

„Es  ist  also  auch 

kf  x)  = g ( x ) mod  p 

für  jeden  Werth  von  x , da  die  einzelnen 
Glieder  nach  p congruent  sind.“ 

Noch  folgt  sehr  leicht  der  folgende 
Satz. 

„Sei 

f(x)~0  mod  p 

eine  Congrucnz  nten  Grades,  p eine 
Primzahl  und 

/■(*)= V(*)Vt( *), 

wo  der  Grad  von  y(x)  der  wte,  von 
y,(x)  der  *tc  ist,  so  dass: 

m-\-s  = n 

sein  mnss. 

Es  hat  dann  die  Congruenz 
q (•*■)  = 0 mod  p 


immer  w»,  und  y,(x)  = Oraodp  immer 
s Wurzeln.“ 

Denn  hätte  die  erste  Congrucnz  we- 
niger als  in  Wurzeln , so  müsste  die 
andre  um  so  viel  mehr  als  s haben, 
was  nicht  möglich  ist,  da  ihr  Grad  durch 
die  Zahl  s angezeigt  wird. 

Anmerkung.  Offenbar  kann  eine 
Congruenz  nten  Grades  weniger  als  » 
Wurzeln  haben. 

Dies  stimmt  gewissermassen  mit  den 
Betrachtungen  über  die  algebraischen 
Gleichungen  überein,  wenn  man  in  dem- 
selben den  Begriff  des  Imaginären  nicht 
berücksichtigen  wollte.  Man  könnte 
dann  den  Satz,  dass  jede  Gleichung 
nten  Grades  n Wurzeln  habe,  auch 
nur  so  aussprechen,  dass  die  Anzahl 
der  Wurzeln  die  Zahl,  n nicht  über- 
schreiten dürfe,  da  ja  von  diesen  Wur- 
zeln mehrere  oder  alle  imaginär  sein 
können. 

Es  liegt  daher  der  Gedanke  nicht  all- 
zufern , auch  in  die  Theorie  der  Con- 
grucnzcn  eine  nndre  Art  des  Imaginären 
einzuführen,  mit  dessen  Anwendung  man 
sagen  könnte , dass  jede  Congrucnz 
nten  Grades  wirklich  » Wurzeln  (reelle 
oder  imaginäre)  habe.  Dies  ist  in  der 
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That  durch  Galois  geschehen.  Es  ist 
über  diesen  Gegenstand  der  Artikel  Zahl 
nachzusehen. 

6)  Die  Potenzreste. 

Seien  Ar  und  a relative  Primzahlen, 
ohne  dass  vorausgesetzt  wird,  dass  k 
auch  eine  absolute  Primzahl  sei ; es  kann 
dann  weder  1 noch  o,  noch  a *,  noch 
a*...  durch  k theilbar  sein  und  von  der 
Reihe 

a9,  al,  n1,  a*  • • • 

ist  also  jedenfalls  keine  congruent  Null 
nach  Modul  k. 

Es  können  aber  gewisse  Glieder  der 
Reihe  schon  vorhergegangenen  cougruent 
sein. 

Nehmen  wir  daher  an,  es  sei  in  der 
That 

o rö  mod  k 

und  l sei  grösser  als  A,  dann  ist  auch: 
a — a*  = OmodAr, 

d.  h. 

(a  *—l))<i*  = ömodAr 

und  da  a*  nicht  congruent  Null  sein 
kann,  jedenfalls: 

a * 5 1 mod  k. 

Setzen  wür  also  /— A = /,  so  sehen  wir, 

dass  „wenn  a die  erste  Zahl  der  Po- 
tenzreihe von  a ist,  die  mit  n°  oder  1 
congruent,  alle  vorhergehenden  Wcrthc 
der  Reihe 


einander  incongruent  sind.“ 

Denn  wären  die  Potenzen  a , a , wo 
s und  tf  kleiner  als  t sind , congruent, 
so  müsste  ja 

a * = 1 mod  k 

sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
„Die  Potensreihe 


heisst  Restperiode,“  und  man  sagt,  „dass 
die  Zahl  a in  Bezug  auf  Modul  k zum 
Exponenten  I gehöre.“ 

Natürlich  kann  man  für  jede  Potenz 
dieser  Reihe  auch  ihren  Rest  nehmen. 

Beispiel.  Suchen  wir  die  Restpe- 
riode von  7 nach  Modul  13. 

Sie  ist : 

7° El,  7*27,  7*  = 10,  7»  E 6,  7‘=9, 
7*  = 11,  7*  =12,  7»=6,  7#=3,  7*^8, 
7 1 ® = 4,  711  =2,  7»*=1. 

Es  kehrt  von  nun  an  die  Periode  wie- 
der, da  7 ‘ = 7®  ist. 


7)  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  q(m)  die 
Anzahl  der  Zahlen,  welche  zu  m relativ 
einfach,  und  kleiner  als  m sind. 

Ist  z.  B m — 9,  so  sind  aus  der  Reihe 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
die  6 Zahlen 

1,  2,  4,  5,  7,  8 

mit  9 relativ  einfach,  also  q (9)  = 6. 

Ucber  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
Grösse  v(m)  sehe  man  den  Artikel  Zahl. 

Für  diese  Betrachtungen  ist  derselbe 
nicht  nothwendig.  Jedoch  bemerken  wir, 
dass  wenn  m eine  Primzahl  ist,  offenbar 
y(m)  = w — 1 

ist,  da  alle  Zahlen  der  Reihe 
1,  2 • • • m — 1 

zu  m dann  relativ  einfach  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  ox, 
wo  n zu  einer  gegebenen  Zahl  k relativ 
einfach  sein  soll. 

Setzt  man  nun  für  x alle  Zahlen  von 
0 bi»  Ar  — 1,  so  ergeben  sich,  wie  aus 
dem  im  Abschnitt  2)  Gesagten  augen- 
blicklich folgt,  nur  incongruente  Werthe 
für  den  Ausdruck  ax.  Die  Reste  davon 
nach  Modul  Ar  sind  also  wieder  die  Zah- 
len 0 bis  k — 1,  jedoch  natürlich  in  an- 
drer Ordnung,  als  die  der  natürlichen 
Zahlen  0 bis  Ar  — 1 ist. 

Sei  nun  aber  x*  ein  Werth  von  x, 
der  kleiner  als  k und  zu  k relativ  ein- 
fach ist,  und  sei  ferner  r der  Rest  von 
crx'  nach  Modul  Ar,  so  ist  auch  r relativ 
einfach  zu  Ar;  wie  wir  eben  gesehen, 
entspricht  aber  jedem  x'  ein  andrer 
Werth  r.  Da  es  nun  q(k)  Werthe  von 
x * gibt,  welche  die  Bedingungen,  die 
wir  eben  aufgestellt  haben,  erfüllen,  so 
muss  es  auch  q (k)  Werthe  von  r ge- 
ben. Diese  Werthe  werden  also  offen- 
bar dieselben  als  die  von  x',  nur  in  an- 
drer Ordnung,  sein  (da  es  nur  y(Ar)  sol- 
cher Werthe  überhaupt  gibt). 

Ist  ulso 

,(*)=* 

und 


sind  die  Werthe  von  x',  so  sind  die 
Zahlen 

<iu4,  (tU j • • • ÖU^ 
immer  jo  einem  Werthe  der  Reihe 


congruent,  also  wenn  man  das  Product 
bildet: 

a*  ut  u4  • • • = m4  Mj  •••  mod  Ar 
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oder 


a V ^ = 1 mod  k. 

Dieser  wichtige  Satz  wird  gewöhnlich  der 
verallgemeinerte  Fermat’sche  genannt. 

Beispiel.  Da  <y(9)  = 6 war,  so  ist 
also 

<*•  = 1 mod  9, 

wenn  a eine  zn  9 relativ  einfache  Zahl 
ist. 

Ist  p eine  Primzahl,  so  ist,  wie  wir 
gesehen  haben  y(p)=p— 1,  also 

a — lmodp. 

Dieser  Satz  war  früher  bekannt,  als  der 
verallgemeinerte  Fermat’schc.  Er  wird 
nach  seinem  Erfinder  der  Fermat’sche 
Satz  genannt. 

Anmerkung.  Der  verallgemeinerte 
Fermat’sche  Satz  gibt  ein  Verfahren,  die 
Congrucnz 

ax  = 4 mod  k 

für  den  Fall,  wo  a und  k relativ  einfach 

— 1 = (*-1)(*— 2)... 

und  wenn  man  die  Coefficienten  vergleicht: 


sind,  zn  lösen,  ein  Fall,  anf  den,  wie 
schon  gezeigt,  sich  jeder  andre  zurück- 
führen  läsBt. 

Setzt  man  nämlich 

so  ist  offenbar : 

ax  E ^ = b mod  k, 

also  die  Congruenz  gelöst.  Jedoch  er- 
fordert die  Berechnung  von  oft 

mehr  Zeitaufwand,  als  diejenige  Methode, 
welche  die  Theorie  der  Kettenbrüche  er- 
gibt. 

Aus  dem  Fermat’schen  Satz  in  Ver- 
bindung mit  dem  in  Abschnitt  5)  Ge- 
sagten ergibt  sich  noch  Folgendes; 

Sei  die  Congruenz 


xV  El  mod  p 

gegeben,  so  hat  dieselbe  die  Wurzeln 
x = l,  x = 2,  • • • x—p  — 1, 
also  nach  Abschnitt  5) 

modp, 


—1  —2  —3  • • * — (p  — 1)-  0 modp, 

1-2+1-3+  • • • l-p+2-3+2.4  • • • 2‘p-f*  • • • + (p-2)(p-l)  = Omodp, 
1.2*3  • • • (p  — 1)E  —lmodp. 

Dieser  letzte  Satz  heisst  der  Wilsonsche.  Er  lehrt  „dass  wenn  p eine  Primzahl 
ist,  das  Product  der  Zahlen,  die  kleiner  als  p sind,  um  Eins  vermehrt,  durch  p 
theilbar  sein  muss/* 


7)  Wenn  die  Reihe 

a°,  al,  a*  • • • 

nicht  2 congruente  Werthe  in  Bezug  auf 
Modul  p enthält,  und 

o*  E 1 modp 

ist,  so  sagten  wir  (Abschnitt  5),  dass  a 
zum  Exponenten  t gehöre. 

Es  möge  jetzt  p eine  Primzahl  sein, 
und  beschäftigen  wir  uns  damit , die 
Zahlen  zu  ermitteln,  die  zu  einem  ge- 
gebenen Exponenten  t gehören. 

„Es  muss  zunächst,  damit  überhaupt 
Zahlen  möglich  sind,  t ein  Factor  von 
p — 1 sein.“ 

Denn  die  Congruenz 

a*  E 1 modp 

kann  dnreh  keine  kleinere  Zahl  als  durch 
x = f erfüllt  werden;  offenbar  aber  wird 
sie  auch  durch  die  Zahlen 

x=2/,  x = 3f,  x=4 1 • • . 
erfüllt.  Aber  durch  keine  andern  Zahlen, 
denn  hätte  x noch  einen  Werth  u , der 
nicht  in  dieser  Reihe  steckt,  und  wäre 


w-sf+ti,,  wo  u,  kleiner  als  t ist,  so 
müsste : 

, 

a —a  mod  p, 

also 

a 1 E 1 mod  p 
sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Da  nach  dem  Fermat’schen  Satze  nun 
immer 

a =1  mod  p, 

so  ist  p — 1 nothwendig  eine  Zahl  der 
Reihe 

2f,  3«  •••, 
was  zu  beweisen  war. 

Wenn  a zum  Exponenten  t gehört,  so 
erfüllt  jeder  der  Werthe 

x=u*,  x = «*,  x=za*  • * • x — a 
die  Congruenz 

«El  mod  p. 

Aub  diesem  Grunde  aber  braucht  noch 

nicht  jede  der  Zahlen  x = a*,  wo  t zwi- 
schen 0 und  t — 1 liegt , auch  zum  Ex- 
ponenten I zu  gehören,  denn  möglicher 
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Weise  erfüllt  ja  eine  Zahl  «,  die  kleiner 
als  < ist,  schon  die  Congrucnz: 

(«*)**  ^ 1 modp. 

Offenbar  ist  dies  auch  der  Fall,  wenn 
* und  t einen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben. 

8ci  in  der  That  s = s'J,  l=lV,  und 
cf  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
von  s und  <,  so  ist  auch: 

a *=  (o  ) =1  modp, 
also  m = <'  zu  setzen. 

Einen  kleinern  Werth  von  11  giebt  es 
aber  nicht.  Denn  sei  r ein  solcher,  so 
wäre 

aT  = 1 mod  p 

und  sr  in  der  Reihe  der  Zahlen  t,  2/, 
3t  u.  s.  w.  enthalten,  es  wäre  also: 

wo  h eine  ganze  Zahl  ist,  oder 
s'r  = Al'. 

Da  tf  und  I'  keinen  Factor  gemein  ha- 
ben, so  ist  diese  Gleichung  nur  zu  er- 
füllen, wenn  r gleich  lf  oder  gleich  einem 
Vielfachen  dieser  Zahl  ist , was  gegen 
die  Annahme  ist. 

Es  gehört  also  a zum  Modul  und 
wenn  t und  s keinen  Factor  gemein  ha- 
ben zum  Modul  t.  Wenn  es  also  eine 
Zahl  gibt , die  zum  Exponenten  l ge- 
hört, wo  t ein  Factor  von  p— 1 ist,  so 
gibt  es  dann  soviel,  als  es  relative 
Primzahlen  zu  t gibt,  die  kleiner  als  t 
sind,  oder  <f(t). 

Es  lässt  sich  aber  beweisen,  dass  cs 
zu  jedem  Factor  t von  p— 1 auch  wirk- 
lich zugehörige  Zahlen  gibt.  Denn  neh- 
men wir  allo  Factoren  t von  p — 1 , so 
können  zu  jedem  nur  entweder  <y(f)  oder 
Null  Zahlen  gehören.  Die  Gesammtzahl 
aller  dieser  Zahlen  stellt  aber  natürlich 
alle  nach  Modul  p incongrucntcn  Zahlen 
vor  und  muss  daher  gleich  p sein.  Es 
lässt  sich  nun  beweisen,  dass  wenn  ft, 
!,•••(  die  Factoren  von  p — 1 sind, 
man  immer  hat 

f(«.)+f(*0+  • • • +f  (0=p#) 

*)  Den  Beweis  dieses  Satzes  geben  wir 

nach  Dirichlet. 

Von  den  Zahlen 

1,  2,  3 • • • p 

haben  offenbar  nur  die  folgenden 

t,  2 1,  3 1 ... 

den  Factor  t mit  p gemein.  Dies  ist 

aber  nur  bei  denjenigen  der  grösste 


und  folgtich  kann  zu  keinem  Factor  die 
Anzahl  Null  gehören. 

Hieraus  ergiebt  sich  ulso  der  Satz : 
„Zu  jedem  Factor  t von  p — 1 als 
Exponenten  gehören  immer  <y (/)  Zahlen.“ 
Jede  zu  t gehörige  Zahl  x nennen  wir 
nunmehr  eine  primitive  Wurzel  der  Con- 
grucnz : 

x = 1 mod  p 

und  unser  Satz  sagt  somit,  dass  diese 
Congrucnz  y(<)  primitive  Wurzeln  habe. 
Die  Congruenz 


hat  also  y(p  — 1)  primitive  Wurzeln,  und 
diese  werden  vorzugsweise  primitive  Wur- 
zeln der  Zahl  p genannt. 

8)  Beispiel.  Sei  z.  B.  die  Primzahl 
p = 23  gegeben,  so  ist  p — 1 = 22  = 2*11. 
Die  Factoren  von  p — 1 sind  also: 

<.  = 1,  <a  = 2,  la=ll,  <4  = 22. 

Die  Congruenz 

xl  El  mod 23 

hat  natürlich  nur  die  primitive  Wurzel 
<i  = l. 


gemeinschaftliche  Factor,  den  sie  mit 
p haben,  bei  welchen  der  erste  Factor 


1,  2,  3 


. . £ 
t 


mit  j relativ  einfach  ist,  und  dieAn- 


Sctzt 


zahl  dieser  Zahlen  ist 

man  nun  für  t alle  Theiler 

l|,  <i***<, 

von  p,  so  drückt  die  Summe 

aus,  wie  viel  Zahlen  der  Reihe  einen 
der  grössten  gemeinschaftlichen  Facto- 


p p o 

ren  “»  -r-  • • • — mit  p gemein  haben. 

• | • s tg 

Schliesslich  aber  hat  doch  jede  Zahl 
einen  dieser  Factoren  (1  = 1 und  < = p 
eingesehlosscn)  und  somit  ist  diese 
Summe  gleich  der  Anzahl  aller  Zahlen 
der  Reihe,  d.  h.  gleich  p.  Da  jedem 


t nun  ein  j entspricht,  so  kann  man 


p p 

— = l'lf  — = <',  • • • setzen,  und  hat 
*1  *s 

also: 

P = ?(<i)4-»(*,)+  • • • +?((.), 

wie  oben  gesagt  wurde. 
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Die  Congruenz 

x1  = 1 mod  23 

hat  i/(2)  oder  1 Lösung.  In  der  Thnt  ist 

22*  = 484  = 1 mod  23, 

da  483  durch  23  theilbnr  ist.  Es  ist 
also  22  die  primitive  Wurzel  derselben. 

Die  Congruenz 

x1 1 El  mod 23 

hat  </•  (11)  primitive  Wurzeln.  Da  11 
eine  Primzahl  ist,  so  wird  y (11)  = 10 
sein. 

Es  ist  in  der  That 

2“  oder  2048  E 1 mod 23. 

Die  übrigen  primitiven  Wurzeln  dieser 
Congruenz  sind  also  die  lleste  der  Po- 
tenzen von  2,  deren  Exponent  zu  11 
relativ  einfach  und  kleiner  als  11  ist, 
d.h.  2\  2*,  24,  2»,  2*,  2\  2»,  2*,  2l°. 
Die  Reste  dieser  Zahlen  sind 

4,  8,  16,  9,  18,  13,  3,  6,  12. 

Die  Congruenz 

x**El  mod 23 

hat  y(22)  Wurzeln,  die  man  im  engern 


Sinn  die  primitiven  Wurzeln  von  23  nennt. 
Von  den  Zahlen  1 bis  22  sind  zu  22 
relativ  einfach:  1,  3,  5.  7,  9,  13,  15, 
17,  19,  21,  also  <y  (22)  = 10.  Offenbar  ist, 

5**  = 1 mod  23 

und  die  primitiven  Wurzeln  sind  die 
Reste  von 

5l,5»,  5J, 57,  5,',  5‘ s,  5,s,  6IT,51*,  5*‘ 

die  Exponenten  sind  wieder  die  mit  22 
relativ  einfachen  Zahlen.  Es  ergeben  sich 
die  Reste: 

5,  10,  20,  17,  11,  21,  19,  15,  7,  14. 

Die  Art  der  Berechnuug  der  Reste  ist 
offenbar  die,  dass  man  bei  jeder  Multi- 
plicntion  mit  der  Grundzahl,  statt  des 
Productes  nur  den  ReBt  nach  23  nimmt. 
So  z.  B.  berechnet  man  den  Rest  von 
2*  folgcndermassen : 

2*=4,  2*  =8,  2*  = 16,  2*  = 32e9, 

2*  =2*9  = 18,  27  =2*18  = 13, 
2'=2*13  = 3,  2"=2*3  = 6. 

Es  mögen  noch  die  primitiven  Wur- 
zeln der  Primzahlen  von  2 bis  37  hier 
folgen. 


Primzahl:  Primitive  Wurzeln: 

3 2 

5 2,  3 

7 3,  5 

11  2,  6,  7,  8 

13  2,  6,  7,  11 

17  3,  5,  6,  7,  10,  11,  12,  14 

19  2,  3,  10,  13,  14,  15 

23  5,  7,  10,  11,  14,  15,  17,  19,  20,  21 

29  2,  3,  8,  10,  11,  15.  18,  19,  21,  26,  27 

31  3,  11,  12,  13,  17,  21,  22,  24 

37  2,  5,  13,  15,  17,  18,  19,  20,  22,  24,  32,  35. 


9)  Ist  a eine  primitive  Wurzel  von  p,  so  ist 


a°> 


S 


so  enthält  die  Reihe 

p — 2 

a alle  incongruenten  Wurzeln  der  Con- , „ . t 0 . 

und  man  hat  den  Satz 


- Im  mod  p 


xP  * E 1 mod  p, 


ind  (/)  + ind  (rn)  = ind  (/m), 

ohne  da«  natürlich  dieselben  all.  «nel. 

nrimitive  Worein  «rin  lhcone  dcr  Logarithmen  entspricht: 


primitive  Wurzeln  sein  müssen. 

In  dieser  Reihe  nun  hat  jede  Zahl 
I,  die  nicht  durch  p theilbar  ist,  eine 

congruente.  Sei  diese  a Es  ist  dann 

a^E^  mod  p 

und  A liegt  zwischen  0 und  p— 2.  Wir 
nennen  A den  Index  von  /,  und  schrei- 
ben dies: 

A = ind  (/). 

Ist  nun 

a*  = / mod  p,  / = »i  mod  p. 


■ lg(0  + lg(m)  = lg(/m). 

Es  folgen,  wie  in  der  Logarithmen- 
theorie, auch  leicht  daraus  die  Sätze: 

ind(/)  — ind(m)  = ind^-^, 

wenn  — eine  ganze  Zahl  ist,  und 

m 

ind(/  ) = x ind(/)* 

Man  kann  also  mit  den  Indices,  wio 
mit  Logarithmen  rechnen,  und  bei  allen 
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Resultaten  immer  ein  beliebiges  Viel- 
faches von  p — 1 abziehen , d.  h.  die 
nach  p — 1 congruentc  Zahl  nehmen,  da 

a 1 = a®,  a ist  u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  eine  Tafel,  worin  für 
jede  Primzahl  p als  Modul  die  Potenzen 
einer  primitiven  Wurzel  bis  zur  p— 2ten 
berechnet  sind,  so  thut  diese  für  die 
Zahlentheorie,  namentlich  für  die  Auf- 
lösung von  Congruenzen,  die  Dienste, 
welche  in  der  Analysis  eine  Logarithmen- 
Tafel  leistet. 

numerus  1 2 3 4! 
index  01421 


Ist  nämlich 

ot  = b mod  p, 

so  ist 

ind  (a)  •+•  ind(x)  = ind  (ä)  modp— 1 
oder 

ind  x E ind  6 — ind  a modp  — 1. 
Berechnen  wir  z.  B.  denjenigen  Theil 
dieser  Tafel,  der  sich  auf  die  Primzahl 
p — 13  bezieht,  und  sei  die  kleinste  pri- 
mitive Wurzel  2 von  13  genommen.  So 
hat  man  folgendes  Täfelchen: 

6 7 8 9 10  11  12 
5 11  3 8 10  7 6 


Die  bei  numerus  stehenden  Zahlen  sind  die  Reste  der  Potenzen  von  2,  deren 
Exponenten  die  mit  index  bezeichnetc  Reihe  enthält.  Umgekehrt  ist: 

index  0123456789  10  11 
numerus  1 2 4 8 3 6 12  11  9 5 10  7 


Es  unterscheidet  sich  dieses  Täfelchen 
von  dem  vorigen  nur  dadurch,  dass  die 
mit  index  bezeichneten  Zahlen  nach  ihrer 
natürlichen  Grösse  geordnet  sind,  wäh- 
rend vorhin  dies  mit  den  bei  „numerus“ 
stehenden  Zahlen  geschehen  ist 

Lösen  wir  z.  B.  mit  Hülfe  dieser  bei- 
den Täfelchen  die  Congruenz 

7j  E 9 mod  13. 

Man  hat: 

ind  (7)  ■+■  ind  (x)  = ind  (9), 

d.  h. 

ind  (x)  = ind  (9)  — ind  (7) 
oder  wie  das  erste  Täfelchen  zeigt: 
ind(x)  = 8 — 11”  —3  = 9. 

Der  Rest  ist  nämlich  nach  13—1  = 12 
zu  nehmen.  Suchen  wir  9 als  index  im 
2ten  Täfelchen,  so  steht  der  numerus  5 
darunter,  es  ist  also 

x~b. 

Um  beliebige  Congruenzen,  deren  Mo- 
duln Primzahlen  sind,  zu  lösen,  müssten 
für  alle  Primzahlen,  wie  hier  für  13, 
solche  Täfelchen  berechnet  werden. 

Eine  Sammlung  von  dergleichen  ent- 
hält das  von  Jakobi  herausgegebenc  Werk: 
„Canon  arithmeticus .** 

10)  Mit  Hülfe  dieses  Canon  können 
aber  auch  Congruenzen  von  der  Form: 
•« 

ax  E 6 mod  p 

gelöst  werden.  Es  ist  nämlich: 
ind(a)  + n ind(x)  = ind  (6)  mod(p  — 1), 
d.  b. 

n ind  (x)  E ind  (6)  — ind  (o)  mod(p— 1) 
und  man  hat  soviel  incongrnente  Wur- 


zeln der  gegebenen  Congruenz,  als  es 
incongrucntc  Wcrthe  von  ind(x)  giebt. 
Daraus  folgt  der  wichtige  Sau: 

„Soll  eine  Congruenz 


x"*  =b  mod  p 

Wurzeln  haben,  so  muss  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Factor  von  m und  p — 1 
auch  ein  Factor  von  ind  (6)  sein.  Diese 
Bedingung  ist  ausreichend  und  noth- 
wendig.“ 

Denn  mau  hat  ja 

m ind(x)  E ind  (4)  modp— 1, 
eine  Congruenz,  von  der  in  Abschnitt  4) 
gezeigt  wurde,  dass  sie  unter  der  ange- 
gebenen Bedingung,  aber  auch  nur  unter 
dieser  immer  lösbar  sei. 

Hat  die  Congruenz: 

m ind(x)  E ind  (6)  mod(p— 1) 
eine  Wurzel 

ind  (x)  = a , 

so  wurde  in  4 gezeigt,  dass  wenn  «f  der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m 
und  p — 1 ist , sich  als  incongmcnte 
Wurzeln  die  Werthe 


«+ 


2p— 1 

*f  ’ ’ * # 

(J-l)y-l 


ergeben,  deren  Anzahl  ist  also  gleich  <f, 
oder: 

„Jede  Congruenz  von  der  Form 


*"  =4  modp 

hat  entweder  keine  oder  tt  Wurzeln, 
wenn  J der  grSssto  gemeinschaftliche 
Factor  von  m und  p—1  ist.“ 
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Das  Criterium,  ob  überhaupt  eine  Wur- 
zel vorhanden  sei,  ist  hier  auf  die  Be- 
trachtung der  Indices  zurückgeführt.  Je- 
doch lässt  sich  noch  ein  andres  Criterium 
finden,  welches  das  Zurückgehen  auf  die 
Indices  nicht  erfordert. 

Es  fragt  sich  nämlich,  in  welchen 
Fällen  ind(A)  durch  einen  Factor  d von 
(/» — 1)  theilbar  sei.  In  der  Congruenz 

= 6 mod  p, 

wo  a diejenige  primitive  Wurzel  von  p 
ist,  für  welche  die  Indices  berechnet  wer- 
den, hat  man 

ßP~l  p — 1 

ßxindb,  und  a ö =1  $ mod/». 

Soll  nun  ß durch  d theilbar  sein,  so 
muss  offenbar 

ßp-1 

a $ El  mod/» 

werden,  und  umgekehrt,  wenn  diese  letz- 
tere Congruenz  stattfindet,  ist  ß durch 
d theilbar,  weil  sonst  a keine  primitive 
Wurzel  von  p sein  könnte.  „Es  muss 
also 

p-1 

b $ =1  mod  p 
sein,  damit  die  Congruenz 

m 

x = b mod  p 

lösbar  sei,  und  folglich  d Auflösungen 
habe.“ 

Beispiel.  Die  Congruenz 
x1  =7  mod  13 


Zu  dem  Werthe  der  Indices  2,  6,  10 
aber  ergeben  sich  die  Zahlen:  x-4 

x = 12,  x — 10. 

Die  Bedingung 

P-1 

b ä E 1 mod/» 
lautet  in  unserm  Beispiele: 

124  = 1 mod  13, 

eine  Bedingung,  die  offenbar  erfüllt  ist. 

11)  Theorie  der  quadratischen 
Reste. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  eigent- 
lichen Gegenstände  dieses  Artikels,  den 
quadratischen  Resten.  Man  hat  hier  in 
der  allgemeineren  Congruenz 

x ~ b modp 

ausschliesslich  den  Fall  zu  untersuchen, 
wo  m = 2 ist.  Je  nachdem  sich  die  Con- 
gruenz 

x*  — b mod  p 

lösen  lässt,  oder  nicht,  nennen  wir  b 
einen  quadratischen  Rest  von  p oder 
einen  quadratischen  Nichtrest.  Es  soll 
in  den  folgenden  Betrachtungen  aber  p 
immer  eine  Primzahl  und  nicht  gleich  2 
sein.  Es  ist  dann  also  p — 1 durch  2 
theilbar,  und  nach  dem  im  vorigen  Ab- 
schnitte gefundenen  Criterium  ist  die 
Congruenz  lösbar  oder  nicht,  je  nachdem 

• P~1 

b % = 1 mod  p 
ist  oder  nicht. 


giebt  6 als  grössten  gemeinschaftli- 
chen Factor  von  m = 6,  und  p — 1 = 12, 
ind  (b)  = ind  (7)  = 11.  Diese  Congruenz 
ist  also  nicht  lösbar,  da  11  den  Factor 
6 nicht  hat. 

Sei  dagegen  gegeben: 
x*  = 12  mod  13, 

so  ist  J = 3dcr  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  9 und  12.  Aber 

ind  (6)  = ind  (12)  = 6 

hat  auch  den  Factor  3 und  folglich  ist 
die  Congruenz  lösbar,  und  es  giebt  3 
incongruentc  Weiche  von  x. 

Da  9 ind  (x)  E ind  (12)  E 6 mod  12  ist, 
oder  was  dasselbe  ist:  3 ind  x = 2 mod 4, 
60  ist  zu  setzen 

ind(x)=2, 

aber  auch: 

ind  (*)  = 2+^  = 6, 
ind(r)  = 10. 


Findet  aber  letzteres  statt,  so  ist  je- 
denfalls 

p-1  p— 1 

iP_1 -1  = ^+1)  (b  2 -1) 
und  da 

bP  El  mod p, 

also 

o — i 

b —1  =0  modp, 
hat  man  jedenfalls 

p— < p~ 1 

(.b  -f-1)  (b  — 1)  = 0 mod  p, 

p-1 
2 

d.  h.  da  b —1  nicht  durch  p theilbar 

P-1 

. ir 

sein  soll,  so  muss  dies  mit  6 +1  der  Fall, 

oder 

p-1 

.T"  - . , 

b E — 1 modp 

sein.  D.  h. 
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„Eine  Zahl  b int  quadratischer  Rest 
M 
2 

von  p . wenn  b =1  mod  2.  Nichtrest, 
tz 1 

wenn  b ~ — lmod//  ist.“ 

Man  bezeichnet  nun  durch  den  Aus- 
druck ^ immer  die  Reste  von  b * 

nach  Modul  p.  Der  Rest  aber  ist,  wie 
wirgesehen  haben,  gleich  +1  oder  — 1, 
je  nachdem  6 quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  ist,  also  immer : 
r-i 
*T: 


da 


= vmo<,p- 


Augenblicklich  ergiebt  sich  auch,  dass 
immer: 


ist,  wenn 

ist. 

Ist  ferner: 


(H;> 

b = c motl  p 


so  ist: 


**  = bc  mod/i, 


also: 


©©HM*. 


\p/  \p. 

Da  nun  auch 


©HM 


f~ \ 
2 


sein  muss,  so  hat  man  offenbar: 

©•©■© 

oder  allgemein: 

(^•)  -©©©©©  - 

woraus  der  Satz  folgt: 

„Ein  Product  ist  quadratischer  Rest 
von  p,  wenn  die  Anzahl  der  Factoren, 
welche  Nichtreste  sind,  grade,  dagegen 
quadratischer  Nichtrest,  wenn  diese  An- 
zahl ungrade  ist.“ 

Man  kann  auch  mit  Leichtigkeit  die 
quadratischen  Reste  von  p finden. 

Sie  liegen  nämlich  in  der  Reihe  der 
Zahlen : 

1*,  2\  3*  • • • (p- 1)*. 

Die  Anzahl  der  incongrucnten  Werthe 


dieser  Reste  ist  aber  nur 
die  Zahlen 

**  und  {p— s)a  =/>*  — 2/;s-f-s, 
offenbar  congruent  sind.  Die  Zahlen 
1,  2,  3 • • - p- 1 
sind  unter  sich  incongrucnt. 

In  der  Reihe 

1*,  2»,  3>  • • • (?--)’ 

gibt  cs  auch  nicht  2 congruente  Werthe, 
denn  wäre  z.  B. 

so  wäre 

(*+0(*-0  = o 

und  da  s — I kleiner  als  p ist,  * + f = 0, 
s -f  t kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
p,  was  nicht  möglich  ist. 

12)  Das  Rcciprocitft tsgesetz. 
Dieses  wichtige  Gesetz,  welches  von 
Lcgcndre  aufgestellt,  aber  zuerst  von 
Gauss  mit  Schärfe  bewiesen  ist,  lehrt 
die  Moduln  finden,  für  welche  eine  ge- 
gebene Zahl  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

Es  sind  jedoch  hier  einige  vorläufige 
Betrachtungen  nöthig. 

Ist  die  Zahl  b keine  Primzahl,  so 
zerlegen  wir  sie  in  einfache  Factoren. 
Es  ist  aber  dann  auch,  da  b negativ  sein 
kann,  der  Factor  —1  zu  betrachten. 
Offenbar  aber  ist 
F— t 

(-1)  2 =+l  odor  =-1, 
je  nachdem  ^ — grade  oder  ungrade  ist. 

Das  erste  nur  findet  stAtt,  wenn  p von 
der  Form  4n  + l«  das  letzte,  wenn  cs 
von  der  Form  4« +3  ist.  Im  erstem 
Falle  ist  also  —1  quadratischer  Rest  von 
p , im  letztem  Nichtrest.  Suchen  wir 
jetzt  die  Wnrzel  der  Congruenz 
x*  ~ —1  mod/?, 

so  muss  jedenfalls  p von  der  Form 
2«4*1  sein. 

Es  war  aber  nach  dem  Wilsonschen 
Satze  (Abschnitt  15) 

l-2*3***(p  — 1)  = — lmodp, 
aber  es  ist: 


1-2 


3 
P- 1 


(p— 1)  = 1 • 2 • 

+«)<¥♦*) 


3 


P- 1 

2 

(J>- 1). 


Für  dio  letzte  Hälfte  der  Zahlen  nimmt 
man  die  absolut  kleinsten  Beste  nach  p. 


Digitized  by  Google 


Quadrat  Reste  (Zahlenlehre).  129  Quadrat.  Reste  (Zahlcnlehre). 


Es  ist  * 

P-1  ■ i - P-1  P-l^ o - P~3 

2 


2 * 2.  ' 2 = 2 *’  ^_1  = _1  modA 


f°  / Sei  z.  B.  r grösser  als  ~t  so  heisst 

1.2*  3 • • • (»— 1)  = 1 1*2*3  • • 2 

^ ' \ 2 / > diejenige  Zahl,  welche  ergänzt,  Com- 

da  die  Anzahl  der  Zahlen  1,  2,  •••/»— 1 plement  von  r,. 

gleich  2n,  also  grade  ist.  __  Es  kann  aber  dos  Complemcnt  von  r, 

Es  ist  also  nicht  eine  Zahl  ans  der  Reihe  der  r, 

x_j,2#3  . -.*.  also  etwa  rf  sein.  Denn  fände  dies  statt, 

2 so  wäre : 

eine  Lösung  unserer  Congruenz  r = tk,  rt  = »k  mod p,  - 

*»  = -l»odp.  . . alpo: 

Sei  jetzt  » wieder  eine  beliebige  un-  , _ . 

grade  Primzahl,  und  multipliciren  wir  r»^*  * — ' ’^'s'  -Pm  P» 

die  Reste  1 , 2,  3 • • • p — 1 mit  einer  was  nur  der  Fall  sein  kann,  wenn 
beliebigen  Zahl  k , so  werden  sich,  wie  . , . . , 

Schon  früher  gezeigt , wieder  als  Reste  ** . ‘ 

nach  Modul  p die  Zahlen  1,  2***p— 1,  >8t-  Da  letzteres  unmöglich  ist  so  muss 
jedoch  in  andrer  Ordnung  ergeben. 

Seien  jetzt  die  Reste  von  . . 

J>-\k 


1*1,  2 • Ä,  3 • k • ♦ • 
bezeichnet  durch: 


r i,  r#,  rg  * * * r 


2 

p-V 


fl 

s grösser  als  Bein,  wenn  t kleiner  als 

jr  ist  da  die  r nur  bis  zu  rp_|  gehen. 

Wir  wollen  jetzt  mit  a„  aa,  ax"*ak 
diejenigen  Reste  von  1 *ä,  2*k,  3*A*** 


o p — 1 p 

T , ,.  rrr  , . —x-'k  tbezeichnen,  die  kleiner  als 

Jede  dieser  Werthe  r ist  dann  ent-  2 • 2 

, , , . , , p , sind,  mit  b.y  b.y  b . • • • ba  diejenigen, 

weder  kleiner  oder  grosser  als  ~y  da  1 * r 

2 « 

welche  grösser  als  -r  sind.  Es  bilden 


t;  selbst  ein  Bruch  ist. 


dann  die  Werthe: 

aA*  P—b n P— bt*  P—bt  • • • p—bp 


<*u  <*l>  °»  * 

offenbar  die  Zahlenreihe 

natürlich,  ohne  dass  sich  über  die  Ordnung  etwas  sogen  liesse. 
Nun  ist 

r-i  . 


1. 2, 3 • • • 


( 


1 • 2 • 3 • • • 


=ri  rs  * * * r-  j~a,  a , a 


und  ausserdem: 


p—\  = “l  “2 
~2~ 


b t b , 6,  • • 'bpixiodp  ' 


P- 1- 


1*2*3*  • — g— = fl,  a,  » • • «lO*— &,)(p— 6,)  (p  — ft»)  •••  (p— bp)- 
Oder  da 

p—b = —6  modp 

ist  noch: 


(■— 1)^ «|  o,  • • • &a  • • • b -1-2-3  • • • ^n" 


modp. 


Durch  Multipliciren  dieser  Congruenz  mit 

p—i 


c 


1*2*3  • • 


p-1 


) 


Jt  2 = a,  a,  a. 


aA  bt  bx  6,  • • • bptnodp. 


9 
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erhält  man 


oder 


P-i 

h 1 =(  — 1)‘M  mod  p 


*» 


von  diesen  Factoren  ist  jedenfalls  einer 
durch  8,  der  andere  durch  2 theilbar. 
Im  zweiten  Falle  dagegen  ist  p*— 1 nur 
durch  8 theilbar,  denn  einer  der  Facto- 
ren ist  durch  4,  der  andre  durch  2 theil- 
bar, je  nachdem  also  2 quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  ist,  wird  die  Zahl 

Ist  z.  B.  k~ 2,  so  sind  die  Tte^te  ri*  P*~\  grade  oder  ungrade  sein  und  man 

8 

kann  setzen: 

p*~  1 


©-<■ 


■lf 


p~A 

2 


die  Zahlen  1-2,  2-2 


v- 1 


2 selbst. 


Ist  dann  p von  der  Form  4«+l,  also 

tl  — - 1 

*- = 2n  oder  grade,  so  sind  eben  so 


viel  Zahlen  der  Reihe  r,,  r, 
ner  als  der  halbe  Modul, 
grössere  vorhanden  sind,  also 

M = n 

und 


als 


> klei- 
deren 


(!)=<-»• 


was  der  algebraische  Ausdruck  für  den 
eben  gefundenen  Satz  ist. 

^Beispiel.  (1)=(-1>*‘,  also  2 
quadratischer  Rest  von  17,- 
G4)=c  — 1)*»,  also  2 ist  Nichtrest  von 
11. 


Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Rest 
von  p oder  Nichtrest  davon,  je  nachdem 
« grade  oder  ungrade,  d.  h.je  nachdem: 
p von  der  Form  8 m + 1 oder  von  der 
Form:  8fn+5  ist. 


13)  Wir  wollen  jetzt  mit  x eine  be- 
liebige Zahl,  mit  E(x)  die  grösste  darin 
enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnen,  derart, 
dass  z.  B. : 


Ist  dagegen 


P~  1 


ungrade,  also  von  der 
der  Form 


Form  2 n -f  1 , p also  von 
4n+3,  so  ist  auch: 

|=2»+l  + ,‘ 

und  die  Reste,  welche  grösser  als  der 
halbe  Modul  sind,  beginnen  mit  2(»-f  1); 
es  ist  also 

p-n-\- 1 

und  in  der  Formel: 


ist  p.  grade,  wenn  n ungrade  ist. 

Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Rest, 
wenn  n von  der  Form  2m  -f  1 oder  p 
von  der  Form  8 m + 7 ist,  Nichtrest, 
wenn  p die  Form  8 m +3  hat. 

Da  man  für  8m+7  auch  8m— 1.  und 
für  8 m + 5 auch  8 m— 3 schreiben  kann, 
so  ergiebt  sich  für  die  Zahl  2 ganz  all- 
gemein : 

„Die  Zahl  2 ist  quadratischer  Rest 
aller  Primzahlen  p von  der  Form  8m +1, 
Nichtrest  der  Primzahlen  p von  der  Form 

8m+3.“ 

Im  ersteren  Falle  aber  ist  die  Zahl 
p*  — 1 durch  16  theilbar,  denn: 

,>’-lr(p  + l)(p-l), 


ist,  weil  ^=2+^-  ist. 

Wenn  man  jetzt,  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte, unter  rt,  r,  • ••  r die  Reste 

V 

P“~"l 

der  Zahlen  1 • k,  2 • k • • • ^ • k nach 

Modul  p versteht,  so  ist  offenbar: 

‘=<-E(})+r‘ 

2k  = pß(-)  + r1 


^~k=.pEl  * 


(¥H 


U av  * * 


Die  Summe  der  Zahlen  a 
wollen  wir  mit  A,  die  Summe  von  bt, 

b» 


• . . b mit  B bezeichnen. 
P 
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G M?) 


+ 


+ E 


so  ist  offenbar 


(¥) 


= M, 


») 


J*-±k=pM+A+B, 


wie  man  durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  ersieht. 
Ausserdem  aber  ist: 


öi+aj+  * * * +<*^+(p— A, )+(;>— A,)  + 


+(p-b/ii)=A+pp-B. 


Da  nach  dem  vorigen  Abschnitte  die  a und  die  p—b  die  Zahlenreihe  1,  2,  3 • • • 

p-1 


bildeten,  so  ist: 


A-\-  pp — B — 1+2+3+ 


P- l-P’-l 

2 “ 8 


Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  dem  Sei  jetzt  k wieder  ungrade  aber 
Ausdrucke  a),  so  kommt:  kleiner  als  p , so  muss  jedes  Glied  der 

Reihe: 

JL-J(k-i)=p(ia-p)+2B. 


<)•  *(?)’  C)  - 


# • 


0- 


Dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  ( M—p)p 
grade  sein  muss,  „wenn  k ungrade  entweder  gleich  dem  folgenden,  oder  um 
i s t , “ aber  da  p immer  ungrade  ist,  so  Eins  kleiner  sein.  Offenbar  aber  ist 
ist  in  diesem  Falle  auch  M—p  grade, 
d.  h. 

(_!)"-*= +1 

oder 

Es  ist  also  dann: 

. ' (})=(-»*.  ' 
da  nach  vorigem  Abschnitte 


Es  können  diesem  Gliede  indess  noch 
eine  Anzahl  andrer  folgen,  die  ebenfalls 
gleich  Null  sind,  und  wir  wollen  an- 
nehmen, dass  ^ das  letzte  dieser 
Glieder  sei.  Es  ist  dann: 


tk  ^ , (*+l)k 

— <1  und  v ->1, 
P V 


d.  h. 


war. 


*4  '+!>? 


oder 


‘=£0 

da  zufolge  der  beiden  letzten  Ungleich- 


heiten 


s die  grösste  in  £•  enthaltene 


Sei  jetzt  Ir  nicht  ungrade,  sondern 
gleich  2,  so  ist  offenbar  M-  0,  da  in 

*0  £0  • • • £ (xi2) 

keine  ganze  Zahlen  enthalten  sind,  also:  ganze  Zahl  sein  muss.  In  der  Reihe: 

. <!).<).  4)...  .©) 

also  pp  oder  p und  — g — sind  zu  glei-  P 

eher  ?eii  grade  oder  engrade.  Die.«  *>80  *“  «™*  Glied’  w«lchM  Eins 
Betrachtung  fährt  wieder  auf  den  schon  gibt,  gleich  El  ^ I + 1. 
im  vorigen  Artikel  direct  bewiesenen  „ . , 

ßatz:  ..  • ti  i tu.  Das  letzte  Glied,  welches  Eins  gibt, 


■ - * ;,iü  .d 

--  M * t!  Plill ; & 7*# 

/2»_/  o JMeÄr,«* 


IfH-D* 


m 


SÄ 


möge  jetzt  E 
wie  vorhin: 

+»  ' 


<7) 


sein , so  ist  ähnlich 


9* 
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‘*<2,  «+1>*>2, 
1t  n 

also 

v v 

■4  •«>¥ 

und 

-(?)• 

f-k. 


2 + 2 p' 


Da  nun  ^ — ein  achter  Bruch  ist,  so  ist: 

.2 P 

. Diesen  Werth  gibt 


das  letzte  oder 


tc  Glied,  so  dass 


Es  ist  «Iso  die  Anzahl  derjenigen  Glie-  die  Anla]ll  der  Gliedcri  we)che  Gleichei> 

der,  welche  Eins  geben,  8cl)en,  offenbar  die  oben  gefundene  ist. 

\ k / \kJ f Wir  wollen  das  Gefundene  noch  ein- 
während  die  Anzahl  derjenigen,  welche  * 

Null  gaben,  war.  Ebenso  wird  die 

Glieder  ge- 


Znhl  2durchE^~J  — El 
gegeben,  und  so  fort. 

Die  Zahl  wird  durch 

ClrlP 

2 * 


mal  übersichtlich  hinschreiben. 

0 geben: 

1 geben: 

e(t)~  E(f)  Glieder> 

2 geben: 

e(t)-£(t)  °"edor- 

e(— jj—  j Gliederand  end- 

lich durch  — e(—x~  Glic- 

'S  2 \ £ K/  L Q 

der  gogelicn.  Das  letite  Glied n&mlieh  ist:  — — f geben: 

EilT  £)•  nl‘° d“  (~2  1 £)teoder d”  * 

— 'j  te,  welche  Zahl  gleichbedeutend  -g  geben: 
ist  mit 

also  da  die  Summe  aller  Glieder  M war,  so  ist: 

*=oi(c)  + i|>®- <?)]  + a[£p-  E(l) 

1)  - *(‘^1-)]+  tPt-  e(t  I-)] 


Glieder, 

'-i5  -&i) 


Glieder ; 


+ 


oder : 


"“V'i'-MfMiK  ■■■  +£(Vf)] 


Wir  wollen  den  Ausdruck  in  der  Klam-  ist,  dass  man  also  hat: 
raer  zun&chst  mit  N bcicichncn,  so  dass  (^)  ( y^+  N 

r_>~l  k—1  oder: 

2 2 * 

Da  nun  k eine  ungrade  Zahl  war,  so  hat- 
ten wir: 


man  hat: 

. M+N=l 


(=)&)=<-» 


2 2 


In  dieser  letzten  wichtigen  Formel  be- 
steht das  Bedprocitätsgesetz.  Es  lehrt 
Ist  aber  k anch  eine  Primzahl,  so  zeigt  »“genblicklich  bestimmen,  ob  p qnadra- 
das  Bildungsgesetz  der  Kcihe  N wolche  ti,<*er  B«*t  to»  * »“  i w<!I>n  man  weis* 
aus  M durch  Ycrtausehuug  der’  Zahlen  ob  * qu«ln*tiacher  Best  Ton  p ist,  vor- 
' ’ ‘ " ansgesetzt,  dass  k und  p ungrade  Prim- 

zahlen sind.  Der  Fall,  wo  k gleich  2 
war,  ist  übrigens  iro  vorigen  Abschnitt 


p und  k entsteht,  dass  auch: 

(?)=<-«* 


direct  behandelt  worden. 
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Das  Reciprocitätsgesetz  lässt  sich  auch 
schreiben : 

f—\  4r— I 

~2~  ~T 


\p. 

da  nämlich 


(3= (?)<-■>' 


(?) 


entweder  +1  oder  — 1 


ist,  ist  es  gleich,  ob  mit  diesem  Aus- 
druck multiplicirt  oder  dividirt  wird. 

Ist  eine  der  Zahlen  p oder  k von  der 
Form  4«-f  1,  so  ist  offenbar 
F~i  *- 1 

(-l)T  2 =41, 

wenn  aber  beide  von  der  Form  4n+3 
sind,  so  ist 

S-ls-t 

T ~T 

(-1)  =-l. 


In  Worten  lässt  sich  also  das  Recipro- 
citätsgesetz folgendermassen  fassen. 

„Die  ungraden  Primzahlen  p nnd  k 
sind  gleichzeitig  quadratische  Reste  und 
Nichtreste  von  einander,  wenn  eine  der 
beiden  Zahlen  die  Form  4« -t- 1 hat;  ha- 
ben aber  beide  die  Form  4n  + 3,  so  ist 
p quadratischer  Rest  von  k , wenn  k 
Nichtrest  von  p ist,  nnd  umgekehrt.“ 

Dieser  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes 
ist  von  Ganss,  welcher  deren  mehrere 
gegeben  hat,  die  znm  Thcil  in  den 
,, Disquisitones  arilhmelicar“ , zum  Theil 
in  spätem  Abhandlungen  enthalten  sind. 
Wir  geben  noch  einen  Beweis  Ton  Di- 
richlet  im  folgenden  Abschnitte. 

Das  Reciprocitätsgesetz  gehört  zn  den 
schönsten  Sätzen  der  Zahlentheorie.  Wir 


bemerken  hier,  dass  cs  sich  nicht  auf 
die  quadratischen  Reste  beschrankt,  son- 
dern für  die  Reste  beliebiger  Potenzen 
sich  analoge  Sätze  ergeben.  Gauss  hat 
dies  schon  für  dio  biquadratischen  Reste, 
Jakobi  für  dio  enbischen  dargethan. 
Indessen  bezieht  sich. hierbei  dies  Ge- 
setz nicht  mehr  auf  dio  gewöhnlichen 
Primzahlen,  sondern  auf  die  complcxen. 
(Siehe  den  Artikel  Zahl.)  Das  allge- 
meine Rcciprocitätsgcsctz,  welches  Kum- 
mer anfgcstcllt  nnd  bewiesen  hat,  aber 
findet  seine  Anwendung  im  Allgemeinen 
nur  für  die  idealen  Zahlen,  welche  die- 
ser grosse  Arithmetikcr  in  dio  Zahlcn- 
theorie  eingeführt  hat.  (Siehe  den  Ar- 
tikel Zahl.)  Wohl  zu  bemerken  ist  noch, 
dass  das  Reciprocitätsgesetz  für  quadra- 
tische Reste  für  allo  Primzahlen  k An- 
wendung findet,  mit  Ausnahme  der  2. 
Für  diese  wird  es  aber  ersetzt  durch  dio 
im  vorigen  Abschnitte  bewiesene  Formel : 


welche  man  daher  „Krgänzungsgesctz  des 
Reciprocitätsgesetzes“  nennt. 

Auch  bei  den  höheren  Rccinrocitäts- 
gesetzen  werden  gewisse  Primzahlen  aus- 
geschlossen, und  finden  sich  demgemäss 
immer  „Ergänzungsgesetze“  für  dieselben. 

14)  Wir  geben  in  diesem  Abschnitt 
noch  den  Dirichlet’schcn  Beweis  für  das 
Reciprocitätsgesetz,  Es  ist  analytischer 
Natur,  wie  so  viele  Betrachtungen,  wel- 
che Dirichlet  mit  Bezug  auf  zahlentheo- 
retische  Fragen  gegeben  hat. 


WO 


Bekanntlich  hat  man  die  Formel 

/(i)  = iot-fo,  coszr-f  o,  C0S24T+0,  cos3j:+  • • •, 

2 r71 

a =-/  f(a)  cos  mndu, 

m 7Ie/  0 


welche  richtig  ist,  so  lango  x zwischen  0 und  rr  liegt.  Diese  Formel  heisst 
Fonrriersche  Reihe  (siehe  den  Artikel:  Quantität  (imaginäre)),  und  aus  ihr  ergibt 
sich,  wenn  man  x=0  setzt: 

s = oo 

(( 0)  = !<*.+  -*<».• 
i — 1 

Wir  wollen  noch  setten: 

2 r2kn 

b,  = —J  cos  taf(a)( fo, 

wo  k eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  offenbar: 

_ . n „2n  2 kn  v 

b,  = — yj  cosiaf(a)da  + J ^ cos \t({a)in  + • ••  4-  J cos  tnf(a)da  J. 
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Sei  jetzt  k grade,  so  ist,  wenn  man 


setzt: 

J *°* 


ct  = kn  + y 


kn 


‘of[n)da  — J'  cos(i kn  + ty)  ((kn+y)dy  = j'  cos  tn((kn  + a)da. 


Sei  k nunmehr  ungrade,  so  setze  man 

«=(*+ l)n+y; 

es  wird: 

,(*+!> 


f costaf(n)da=-f  coasyf[(k+l)n+y]dy  = f cosin([(i+l) a -ol d«, 

J kn  ‘ • J • 


kn 

also: 


2 f 

kl  - — J [((”)+ f(2n  — n)+((2n  + u)+((in—ix)  + ....  +^2An  — «)]  cos tndtt. 

Es  ist  also  b,  ganz  von  derselben  Form  als  das  Integral,  welches  den  Werth  von 
a,  angab,  nur  dass  für  f(x)  der  Ausdruck : 


f(*)  + f(2n~x)  + f(2n+x)  + ((in -x)  + ((in +x)  + 
zu  setzen  ist.  Dieser  Ausdruck  ist  also  gleich 
b « = ec 

-T  6,  cossx. 


f(2kn—x) 


2 


Wenn  man  nlso 
setzt,  so  wird: 

«0)+2/(2'»)+2rt4’0+ 

oder 


s = l 

x = 0 

+2/-[2(A-l)n]+/(2*n)  = ^+  ’ s^b. 

i *=1 

s = A-l 


m+((2kn)  +2J  f(2*n)  =%+*  / b,. 

s=l  2 s=l 

Ist  in  dieser  Formel  A eine  grade  Zahl,  also  gleich  2,u,  und 


so  kommt: 


K*)  = cos^i 


* — 2/4  — 1 _i  i r4un  t 

cos  0 + cos  (2 uti)  + 2 £ cos  — — — / cos da 

s = l ”/s  • fyi* 

, 2*r“  rit,n  «• , 

*f — 2 I cos  s a coSq — da  — 

*s  = 1 */  • 


8/471 


Uf.  I ’ • • • H^-3o)+C0<8^-2“)+  C0l(£,-n) 

+ co,£+  H£+“)+  co,(^+2")+  co,(8^+3“)+  • • •)*} 

eine  Reihe,  die  nach  beiden  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

Es  ist  auch  ohne  Weiteres  klar,  dass  wenn  man  setzt: 

'w=,in^? 
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4/4»  | 


man  auf  gleiche  Weise  erhält: 

.mO+.in(2u,)  + 2V‘“  [/’""{ “(^-3») 


+ ■in(£r2,')+  “"(ijbr ")+  *ins^+  *i"(£,+“)+  •in(^+2") 

+ 'in(sn;+8“)  +•••}*]• 

Setzt  man  in  beide  Formeln: 

y — 4«/4»  für  <r, 

o* 

wenn  das  Argument  unter  dem  Cosinus  oder  Sinuszeichen  - |-»o  beträgt,  da- 

•-  ^8/4» 

gegen  y -f  4»/4*  fiir  a, 


wenn  das  Argument 


8/4» 


na  ist,  so  kommt: 


s = 2/4— 1 


cos(0)  + cos(2/4»)  + 2 2-  cos 

4 = 1 Zu 


+ °0  ft, 

cos  - — da 
oo  8.“* 


If-JL  r + 

\u  ~ nj  _ 

sin  (0)  4- sin  (2un)  4- 2 .2  sin-rr— = — / cos5 — da. 

4=1  4f*  QQ  8u» 


Führt  man  für  -7=  eine  neue  Veränderliche  ein,  und  setzt  4«  = »,  so  kommt: 


n» 


n t 
*=2“1 


cos(O)  4*  cos  7=4-2  2 cos 

J 4=1 

n 1 

•“l-1 


—=cfi 

n f n 


wo 


, /m  . . w . 24*»  -./2» 

sm(0)  + sm  tj-4-2  2 sin =ol — 

K 4=1  » I 71 

t* 4-co 
;=  / co8«*rfff,  9=  I si 
• / — 00  —00 


sin«*dfir 


zu  setzen  ist. 

Die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  (siehe  den  Artikel  Quadraturen)  lehrt, 

dass  c = g = ist.  Indess  soll  dies  hier  nicht  vorausgesetzt  werden,  da,  wie 
man  gleich  erkennen  wird,  die  Rechnung  selbst  auf  dies  Resultat  führt. 

Es  ist  nun 

,2»  , N12» 

cos  4*  — = cos(n— 5)* — , 

« s ' n 

.2»  . , ..2» 

6ms1  — = sinfn— 4)* — , 

n ' » 

wie  leicht  ersichtlich,  wenn  man  den  Ausdruck  (»— 4)*  berechnet,  also  anch: 


n < 

2 2 

4 = 1 


cos 


24*»  »-"  — 4/  241»  c*(n\*n\ 

r=,fx  (co.— -00.2(2)  «) 


4 = n— 1 


2s*» 


--  — 1 

2 24*»  , = 2s*» 

2 2 sin—”  r 

4 = 1 


s-n-1,  24*t»  . J»\'n\ 
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also: 


/2»  ‘V*-1  ‘,2’1 

\ n n 

,/S  . *>2,t 

J]/  — = 81“ • 

\n  .=0  " 

Setzt  man  in  diesen  beiden  letzten  Formeln  n = 4,  so  kommt: 


und 


cV  ^ = COB  0 + COS^  + COS  2ll  + COS  ^ = 2 


g\/-  = sm0  + sin^  ■+■  sin  2 t ■+•  sin^  = 2: 
f n 2 2 

aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  das  oben  angegebene  llesultat: 


also  ist: 


s = i»— 1 
2 COBJ 
«=0 
s = n — 1 
X sin  1 
s=0 


Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  i=  \ — 1,  und  addirt  sie  zur  vor- 
letzten , so  hat  man: 

*=»— 1 2/ti 

X e*  — = (l+i)VV. 

8 = 0 

Es  soll  jetzt  der  Ausdruck: 

» = «— 1 . 2Ani 
q(h,n)=X  e*  — 
s=0 

allgemein  betrachtet  werden,  wo  A und  n ganze  Zahlen,  n aber  nicht  mehr  der 
Bedingung  unterworfen  ist,  von  der  Form  4u  zu  sein. 

Ausserdem  nehmen  wir  noch  an,  dass  A und  n relativ  einfache  Zahlen  sind, 
jedoch  kann  A auch  negativ  sein,  n ist  dagegen  stets  positiv. 

Es  ist  dann: 

» = »— 1 2Am»t  < = m — 1 M2Anvi 

»(*«.  »)  • q(kn,  m)=  X e „ X e‘ 
s=0  1=0 

z = n-l  < = m-l  + 

“,fo  t=0 

Offenbar  kann  man  in  dieser  Exponentinlgrösse  zum  Ansdrucko  s’ms+t’i*’  im 
Exponenten  eine  Zahl  hinzufügen,  die  durch  mn  theilbar,  oder  was  dasselbe  ist, 

°*Ch  ~?0<lul  m"  mit  N“U  kongruent  ist,  da  c2‘Un'=l,  wenn  a eine  ganze  Zahl 
ist.  Thut  man  dies  und  wählt  dazu  die  Grösse  2 *lmn,  so  kommt: 


f (Am,  n)  + ? (An, 


s=n— 1 t=m 
m)=  X X 
»=0  <=0 


»HM  « 


wo  für  sm  -f  tu  auch  natürlich  jeder  damit  für  Modul  mn  congruente  Werth  gesetzt 
werden  kann,  also  auch  die  Beste  von  im+tn. 
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Setzt  man  für  s alle  Zahlen  voi\  0 bis  oder 
»— 1,  für  t von  0 bis  in— 1,  so  werden  »jx 

nie  zwei  congrucnte  Wertbc  Vorkommen.  ' 

Denn  wäre  z.  B. : In  ganz  einfacher  Weise  findet  man 

die  Formel: 


Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 

V (*«*> »)  = 7 (A,  »), 


ni)  7 (A,»)  = tf(k,n), 


sm-\-tn  = s'm+trn  mod  ( mn ), 
so  wäre  auch: 

(*— s')m+(<— l')»;E  0 mod  (mn),  wenn 

was  nur  möglich  ist,  wenn  t—s'  durch  ÄEAmod» 

durch  m theilbar  jst^  ein  Fall,  ist.  Die  oben  gegebene  Reihe  gab  den 

Werth  von  7(1,1*),  nämlich: 


der  hier  nicht  stattfinden  kann 

Es  dürfen  also  in  unserer  Summe  für 
sm  + ln  nach  der  Reihe  alle  Reste  von 
mn  gesetzt  werden,  so  dass  man  hat: 

r = mn— 1 rl2krti 
(f(km,n)  + '/(kn,m)=  2 e 

r = 0 

oder: 

I)  7 (Am,  »)  7 (An,  m)  = 7 (A,  mn). 


7(1,  »)  = V*(1+») 

für  den  Fall,  wo  n die  Form  4u  hatte. 

Ist  n aber  eine  ungrade  Zahl,  so  gibt 
die  Formel  II,  wenn  man  darin  a = 2 
setzt: 


7 (1,  n)  = 7.  (4,  n). 

o • , j , . Aus  der  Formel  I aber  folgt,  wenn  man 

Sei  « relativ  einfach  zu  n,  so  hat  man:  1 , „„  . . 6 ’ 

r _ * = 1,  m = 4 annimmt: 

7 (4,  n)  7 (n,  4)  = 7 (1, 4n), 


J = n — 1 tl2ha*ni 
7 (Ao*,  n)  = 2 c ~ . 

s — 0 - und  da  in  dem  Ausdruck  7(1,4»)  das 

Für  «,  kann  in  dieMr  Formel  der  **£  die  Torecschriebcoc 


Rest  nach  n gesetzt  werden.  Man  erhält 
aber  als  Reste  die  Zahlen  0,l,2**»n— 1, 
so  dass  sich. ergibt: 

r = n— 1 ^ , 2/tni 
7 (Aec*,  n)  = 2 - e 

r = 0 


9 (4.  «)  ff  («,  4)  = 2(l+i)V'n. 

Da  man  in  7 (n,  4)  nach  Formel  III 
für  n jeden  Werth  setzen  kann,  der  nach 
Modul  4 mit  n congruent  ist,  und  da  n 
ungrade  war,  so  ist: 


7(11,  4)  = 7(1,  4),  wenn  n von  der  Form  4,u+l  ist, 
7(1»,  4)  = 7 (3,  4),  wenn  n von  der  Form  4,u+3  ist. 


Non  ist  aber: 


71. 

— » 


sS* 


7 (1,  4)=l+c2  +e^nt+e'%  =2(1+*) 
und  da  7 (4,  »)  = 7 (1, n)  war,  60  ist,  wenn  n die  Form  4^u+l  hat: 

7(1,  n)  7(1,  4)  = 2(1 +*)]/» 


oder : 
Dann  ist 


7(1,  »)  = y». 

3 . Q 3 . 

-ö»t*  9—»» 

7(3,4)=  l+e2  +1  + c 2 =2(1—*); 


also  wenn  n die  Form  4,u+3  hat: 

»0.»)  7 (3, 4)=2(l+i)V'; 


nnd  da 


1+i 


-=* 


1-i 

7(1  ,»)  = »/«• 

Noch  ist  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  n von  der  Form  4^u+2  ist. 
Nach  der  Formel  I ist: 


7 (!,")= 7(1.  2-5)=  7(2.  5) -7(5.  2), 
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aber  ?(|,  2)  ist  nach  Formel  III  gleich  y(l,  2), 

911 

7(1,2)  =l  + e =0, 

also  ist  in  diesem  Falle 

v(l,»)  = 0. 


Die  vier  Werthe  von  7(1,«)  sind  also: 

7(1,  n)  = (l-fi)yV,  wenn  n von  der  Form  4 tu  ist, 
7(1,*)  = Yn>  wenn  n von  der  Form  4u  + l ist, 
y(l,  *)  = 0,  wenn  * von  der  Form  4,u +2  ist, 
y(l,  *)  = »)/*,  wenn  n von  der  Form  4u  + 3 ist 


Die  beiden  Fälle,  wo  n ungrade  ist, 
lassen  sich  aber  auch  in  einen  vereinigen 
durch  folgende  Betrachtung. 

Das  Quadrat  jeder  ungraden  Zahl  hat 
die  Form: 

(2s|±l),==4**±4*+l, 
lässt  also  durch  4 getheilt  den  Rest  1, 
das  Quadrat  jeder  graden  Zahl  dagegen 
ist  durch  4 theilbar.  Man  kann  also  für 
ungrade  n setzen: 


7(l,*)=yniV  2 / 

denn  der  Factor  von  Yn  ist  1 oder  i, 
je  nachdem  n die  Form  4(a  -f  1 oder 
4u-f3  hat. 

In  Abschnitt  11  wurde  gezeigt,  dass 
cs  in  der  Zahlenreihe 

1,  2,  3 . . . p-1 

P — 1 

~~  quadratische  Beste,  also  ebensoTiel 
Nichtrestc  gebe. 

Die  ersteren  wollen  wir  mit 


°t>  °» 


die  letzteren  mit 


Denn  ist 

ir “ j 5 und  l—t'  modp, 
so  ist  auch 

Hrl’l'  modp, 

also  kl  ein  quadratischer  Best  von  p. 
Hieraus  folgt,  dass  aat  immer  ein  Glied 
der  ersten  Beihc  als  Rest  hat,  alle  Wer- 
the von  aa,  aber  sind  incongruent,  so 
dass  sich  alle  Glieder  dcrBeihe  ergeben 
miiasen. 

Es  ist  dann  auch  ersichtlich,  dass 
baM  alle  übrigen  Beste,  also  s&mmtliche 
Glieder  der  zweiten  Reihe  geben  muss. 
Der  Ausdruck  abt , der  ebenfalls  immer 
verschiedene  Reste  für  wechselndes  a 
gibt,  kann  keine  Glieder  der  ersten  Beihe 
zu  Resten  haben.  Denn  wäre: 
abM  ~ a*  mod p . 

so  wäre 

iEßfI  modp, 

da  a immer  einem  Quadrate  congment 
ist,  also 

4,a'»  = o*. 

Nun  bestimme  man  die  Zahl  t so,  dass 
sie  die  Congrucnz: 

so' B «modp 
erfüllt,  so  ist  auch: 

s*a'*  = 4,  o'1  modp, 


bezeichnen. 

Man  denke  sich  unter  a,  ein  bestimm- 
tes Glied  der  ersten,  unter  b,  der  awei- 
ten  Reihe , unter  a , 4 beliebige  Glieder 
der  bezüglichen  Reihen. 

Es  lässt  sich  dann  zeigen,  „dass  die 
Ansdrücke  a a(  oder  44t,  wenn  man 
darin  für  a oder  4 alle  Werthe  setzt, 
alle  Glieder  der  ersten  Beihe,  dagegen 
4<i,  und  ab,  alle  Glieder  der  zweiten 
Reihe  als  Reste  ergeben.“ 


d.  h. 

*’H4,, 

was  der  Annahme  widerspricht. 

Die  Grössen  abg  enthalten  also  alle 
Glieder  der  zweiten  Reihe,  und  die  mit 
ihnen  und  unter  einander  incongrucnten 
Werthe  von  bbt  die  Glieder  der  ersten 
Reihe,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  verstehen  nun  in  dem  Ausdrucke 
(f  (ht  p)  unter  p irgend  eine  ungrade 
Primzahl.  Es  ist  dann: 
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1 (*.  p)  = - 

s = 0 


• =P-1  A,j2ni 


s = !^ 


= 1+  Z 

i = l 


2ai  t = p—l  , . 2a« 
+ 1 « p . 


Es  sind  aber  die  Zahlen  $ der  zweiten  Die  Summe  rechts  bildet  eine  geome- 
Rcihe,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  trischc  Reihe,  und  als  Werth  derselben 
genommen,  denen  der  ersten  entsprechend  ergibt  sich  : 
congruent  nach  Modul  pt  also  ihre  Qua-  2 sni 

dratc  congruent  den  Quadraten  der  ersten  1 — e 

Reihe,  so  dass  die  beiden  Summen  glei- 
ches Resultat  geben,  und  man  hat: 

. 2/vi  . 

ha also : 

<t(k,  p)  = l+2lc  P; 


2tni 

1 - e P 


. 2et 


_ 2»»i 


1»  P - -1-le  P . 


cs  sind  nämlich  statt  der  Werthe  »’  ihre 
Reste  a gesetzt,  so  dass  die  Reihe  der 
a wie  oben  alle  quadratischen  Reste  ron  Setzen  wir  jetzt  wieder 
p umfasst. 

Ist  nnn  A quadratischer  Rest  von  p,  l-)  = +l  oder  =— 1, 

so  geben  die  Aa  alte  quadratischen  Reste  P 

fi , ist  dagegen  A Nichtrest,  alle  Nicht-  je  nachdem  A quadratischer  Rest  oder 
reste  A von  p.  Nichtrest  von  p ist,  so  ist  offenbar: 

Es  ist  also: 

„2ni 

f (*»  P)  = 1 + 2 le  P , 

wenn  A quadratischer  Rest  von  p ist,  und 


_2ii 


9 

oder  da: 


4 2« 


?(*,  P)=  1+2-Tr  P. 
wenn  A Nichtrest  ist. 

Uebrigens  ist: 

_2ui  ^2/ti  e = p — l 2sni 
P 


(*>P)  = (“)  (l+2Ze°  p ) 

a2ni  ja-lV 

q (l,p)=  1 + 2.T*  P 2 /• 

'/  (*•  P)  = (£)'/  (1.  P) 


oder : 

IV)  y(A,p) 
Ist  aber  auch  A eine  ungrade  Primzahl,  so  ist: 


le  _ + le  p = 1 
F P s — 1 


<*.,=  ©«(t)  V'Ai 

:hungcn  mnltiplicirt : 

(*,  p)  (P,  A)  = (£)  (e)  i ( V ) + ("T")  \ ph' 


also,  wenn  man  beide  Gleichungen  mnltiplicirt: 


Nach  der  mit  I bezeichneten  Formel  ist  aber  offenbar 

„(vr 


v 0.  *)  i (*>  p) ='/(!.  V0: 


V'Ä 


also: 


Aber  es  ist: 

=*l(*,-l)(p,-l)-2(*-Q(p-01- 
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Es  ist  aber  A ungrade,  also  Setzt  man  A=8,  so  kommt: 

A*-l  = (2«4-l)*-l  = 4*a+4»  = 4j(s+l),  y(8,p)=y(2,p) 

also,  da  entweder  j oder  s + l grade  ist,  nach  Formel  II  und 
so  ist  A*  — 1 jedenfalls  durch  8 theilbar, 

, . . (**  — 1)  (p’-l)  . ... 

also  ist  -- immer  durch  4 

- 4 

theilbar,  der  entsprechende  Ausdruck  , _ . T,y 

/li i\  ( i\  nach  Formel  XV. 


»*>=(;) 


(p=iy 

iV  2 > Vp 


(^-1) 

• 4 

man  hat,  da 

-2(A-l)(p-l) 

4 


ist: 


gibt  also  Eins,  und  Multiplicircn  wir  jetzt  mit  y (p,  8),  so 

ist : 

l 1 1 s = 7 p$*ni 

L-i  Ezl  (p,  8)  (8,  p)  = (1, 8p)  = 2 e 4 

= (-l)  2 2 «=° 

y(l,  8/>)  = (l+»)v/8p. 

Für  s = 0 kommt  in  der  vorletzten  For- 
mel rechts  dos  Glied  1,  ebenso  fürs  = 4; 
Dies  ist  offenbar  das  Reciprocitätsgcsctz,  t~  5,  s = 6,  s = 7 geben  bezüglich  dic- 
wie  es  vorhin  festgcstcllt  wurde.  selben  Resultate  als  s = l,  s = 2,  s = 3. 

Ausserdem  geben  noch  s = l,  und  s = 3 gleiche  Werthc,  so  dass  man  erhält: 


A— 1 p-1 

c-)(f)=<-» 2 2. 


n.  . n.  ,n.sp—ln.  , , . p — 1 , 

»(,.  8)  = 2+4/l*  +2r‘=4/l*  =4^‘ ) «4*  . (i±!) 


^-1 

P-1 

= 4i  2 


Setzt  man  die  Werthc  von  <j(p,  8)  und  y( 8,  p)  in  die  Formeln: 
V 0».  8)  y (8,  p)  = y (1, 8p)  = (1+ 


(W> 


so  hat  man : 

1 


also: 


=d)‘ 


P-l  F+l 

2 


p»-l 


=e-)‘ 


8 


0) 


P»-l 

8 


j)  = (-J) 

Es  ist  dies  das  Ergänzungsgesetz  zum  Reciprocitätsge setze , welches  man  also 
auch  durch  diese  Betrachtungen  finden  kann. 

Dirichlet  hat  diesen  Betrachtungen  indessen  noch  viel  weitere  Anwendungen 
gegeben;  das  Betreffende  ist  in  dem  Artikel  quadratische  Formen,  und  in  den 
daselbst  citirten  Abhandlungen  nachzulesen. 

Wir  begnügen  uns  hier  noch  eine  Formel  zu  geben,  welche  in  dem  ange- 
führten Artikel  angewandt  worden  ist. 

Es  war 

- 2n* 


l+22> 


aber  auch: 


da 


sich  ergeben  hat. 


i (*,  p)  = (j)  ( 

» (*,p)  = -0(l+2i.  p)< 


b*L\ 


b 2^1 


2 n* 


It  P - —l—Je  V 
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Ausserdem  ergibt  sich: 
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2 ) y„=  { k,p)=,7  1 e 

XP'  s=0 


Quadrat.  Reste  (Znhlenlähre). 
— g-1 


P =1+2  2 

s — 1 


2.it 


hn 

= l+22>  P 


Es  ist  aber: 


AA 


.Je  P 

Subtrahirt  man  also,  so  erhält  man : 


2i» 

~T + 1=0 


(;V  s ' r,-t.  - -X. 


A4?” 


oder,  da  die  a und  4 zusammen  alle  Werthe  von  1 bis  p — 1 umfassen: 

(W'l 

2^-=:r' 


'(?)■ 


2*  — 


Es  ist  nämlich  jedes  Glied,  wo- m Ferner  ist: 

quadratischer  Best  ist,  mit  +1,  und  wo  , ,,  , /n. 

m Nichtrest  ist.  mit  —1  multiplicirt.  I 11  1 — | 101 1 — | 

Jedoch  darf  hier  A nicht  durch  p \101/  \ 11  / \11/ 

theilbar  sein;  ist  dies  der  Fall,  so  wird  ai90: 
jede  der  beiden  Summen  rechts  gleich 


Eins,  also  die  linke  Seite  gleich  Null. 


(SH- 


i).(-D=+i, 


15)  Anwendungen  des  Rccipro-  . . _ . . 

itätsgesetzes.  d.  b.  77  ist  quadratischer  Kost  von  101. 

Wir  fragen  ferner  ob  43  quadratischer 
Rest  von  883  ist. 

Die  Zahl  883  hat  die  Form  4«  + 3, 
also: 

(Ä)Hf)HSH(l) 
=(!HÄ)(S) 
UMI)'--« 

©■(SHtMtMi)" 


»g 

Eine  der  einfachsten  Anwendnngcn  ist 
die,  „zu  bestimmen,  ob  eine  gegebene 
Zahl  quadratischer  Rest  einer  Primzahl 
sei.“ 

Sei  die  Primzahl  z.  B.  101;  es  fragt 
sich  ob  77  ein  quadratischer  Rest  von 
ihr  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob 


: + 1 oder  = — 1 


wird.  Man  hat: 


(S)  - 

lan  hat: 

(SMmMS) 

Da  101  ron  der  Form  4n  + 1 ist,  so 
wird : 


1 


Es  kann  nämlich  für  101  der  Rest  da- 
von nach  7 geschrieben  werden.  Da 
aber  7 von  der  Form  4n-f-3  ist,  so  hat 
man  : 


oder  43  Nichtrest  von  883. 

Man  sieht,  dass  man  bei  diesem  Ver- 
fahren immer  auf  die  Formen  = 


oder 


(*)■• ii) — (4-)— *- 


(e)=(_1) 


P'~l 

8 


gelangen  muss. 


Stellt  man  jetzt  die  Frage:  „Welche 
Zahlen  in  der  Reihe  1,  2,  3 • • • p— 1 
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sind  quadratische  Reste  Ton  p , wenn  /» 
eine  ungrade  Primzahl  ist?“  so  ergibt 
sich  die  Antwort  aus  folgender  Betrach- 
tung. Wir  wollen  wie  oben  die  Reste 
mit 

«i»  aa  * * * V-l» 

T 

die  Nichtreste  mit 

h i»  b%  * * * 

TT 

bezeichnen. 

Berechnet  man  dann  die  Reste  aller 
Qnadrataahlen : 

2*.  3*  • • • (P=i)\ 

ao  hat  man  alle  quadratischen  Rette, 
und  die  (ihrigen  sind  Nichtreste. 

Seien  z.  B.  die  Reste  und  Nichtreste 
von  37  au  bestimmen : 

1*  = 1,  2*  =4,  3*  = 9,  4*  = 16,  &* e-25, 
6'  = 36  , 7*  = 12  , 8*  = 12+15  = 27, 

9*  = 27+17  = 7,  10*^7+19  = 26, 
11*  = 26+21  = 10,  12*  =10+23  = 33, 
13*  =33+26  = 21,  14*  = 21+26  = 11, 
16»  = 11+29e3,  16*  =3+31  = 34, 
17*  = 34+  33  = 30,  18*  = 30  +3ö528. 


Die  Berechnung  der  Reste  der  Quadrate 
ist  hier  in  der  Weise  geschehen , dass 
man  au  dem  Reste  ron  s*  die  Zahl 
2«+l  addirt,  um  den  Rest  von  (s+1)* 
zu  finden,  cs  beruht  dies  einfach  auf  der 
Formel : 

s*+2s+l  = (s+l)*. 

Die  quadratischen  Reste  von  37  sind 
also: 

1,  3,  4,  7,  9,  10,  11,  12,  16,  21,  25, 

26,  27,  28,  30,  33,  34,  36. 

Die  Nichtreste : 

2,  5,  6,  8,  13,  14,  15,  17,  18,  19,  22, 

23,  24,  29,  31,  32,  35. 

Wir  lösen  aber  jetzt  mit  Hülfe  des 
Reciprocititsgcselr.es  die  umgekehrte 
Frage: 

„Von  welchen  Primzahlen  ist  eine  ge- 
gebene Zahl  Rest  oder  Nichtrest.“ 

Wir  haben  oben  bereits  gefunden,  dass 

= + l ist,  wenn  j»  = 4«+l, 

dagegen : 

= — 1 ist,  wenn  p- 4n+3 

ist-  . 


Was  den  Ausdruck 


anbetrifft,  so  war: 


(I) 

^—^  = +1,  wenn  /)  = 8n + 1 oder  ^»  = 8»+7, 

(?)  = — 1,  wenn  j>  = 8*+3  oder  ;»  = 8«+5 

war. 

■ 

Beide  Factorcn  rechts  haben  positives  Zeichen,  wenn  p von  der  Form  8"+l  ist, 
negatives,  wenn  p von  der  Form  8*+3  ist;  in  den  beiden  andern  Fällen  haben 
sie  ungleiches  Zeichen.  Es  ist  also : 

^ — -|  = +1,  wenn  p=8n+l,  oder  /i=8n+3, 

= — 1,  wenn  p=8n+Ö,  oder  p = 8n-(-7. 

Ist  q nun  eine  beliebige  ungrade  Primzahl,  so  ist  entweder  + 9 oder  —9  ron 
der  Form  4n+l,  d.  h. 

+9  = 1 mod4 


Es  ist  aber: 


(¥)=(!)(¥)=©(¥)(-) 
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lat  9 von  der  Form  4n  + l,  so  ist  das 
positive  Zeichen  <u  nehmen,  also 
s^t.  2. 

(i)  = l,  und  (-1)  2 =1. 

Ist  9 von  der  Form  4» +3,  so  ist  das 
negative  Zeichen  zu  nehmen: 


und  anch 


für 


4«+l 

p=4*+3 


Die  quadratischen  Reste  von  7 sind: 
1,  2,  4, 

die  Nicbtreste 

3,  5,  6. 

Die  Zahl  7 hat  die  Form  4« +3: 

OMtHt)- 

—7  ist  quadratischer  Rest  der  Prim- 
zahlen Ton  der  Form 


r-t  f-l 

(_!)"**  "*~  = ±1 
also  in  jedem  Falle 


für 


4b+1 

P~4k+3, 


(+(') 

Das  Zeichen  -f-  bestimmte  sich,  je  nach* 
dem  g»:=4n  + l oder  q = 4n-+-3  ist. 

Ist  nun  p ein  quadratischer  Rest  von 
y,  so  ist  p eine  Zahl  der  Reihe: 


( 

also: 


y— I v-1 

!)(-«»  T*+i. 


P — f'+Ou  ?»-(-«„  911+0,. ••9»+a^1. 

~r 

Ist  p ein  Nichtrest,  so  liegt  p in  der 
Reihe: 

j»  = 9»+4„  9»+4,,  • . • 

~r 


7n+l,  7n+2,  7»+4, 

Nichtrest  der  Primzahlen  von  der  Form 
7n+3,  7n+5,  7k +6. 
Diejenigen  Zahlen  der  ersten  Reihe, 
die  von  der  Form  4k + 1,  und  diejenigen 
der  zweiten,  welche  von  der  Form  4n-t-3 
sind , werden  also  quadratische  Reste 
von  7 sein. 

Offenbar  werden  die  Formen  dieser 
Zahlen  durch  Auflösungen  der  unbe- 
stimmten Gleichungen 

7«+l  = 4s+l,  7h+2  = 4s+1, 

7m+4  = 4*+1 

und 

7k+3=4»+3,  7k+5  = 4i+3, 

7n+6  = 4«+8 

gefunden  oder  durch  die  Congruenzen: 
7«  = 0,  7»=— 1,  7n=— 3 mod4, 

7»  = 0,  7k=— 2,  7n=— 3 mod4. 


wo  die  a und  4 durch  das  vorhin  be- 
schriebene Verfahren  leicht  zu  bestim- 
men lind. 

Ist  also  9 von  der  Form  4n-|-l,  so 
werden  auf  die  ersten  Formen  sich  alle 
Primzahlen  bringen  lassen,  von  denen  9 
quadratischer  Rest,  auf  die  letztem  die, 
von  denen  9 Nichtrest  ist. 

Ist  9 von  der  Form  4n  + 3 , so  ist 
— 9 von  der  Form  in  -f  I , also  in  der- 
selben Weise  wie  oben  werden  die  Prim- 
zahlen gefunden,  von  denen  —9  quadra- 
tischer Rest  ist,  und  wegen 

OHt’Mt) 

ergibt  sich  hieraus  das  Zeichen  von 

$ 

Beispiel.  Die  Primzahlen,  von  de- 
nen 37  quadratischer  Rest  ist,  haben 
also  die  Form: 

37«+l,  37»+3,  37« + 4,  37«  4*  7, 
37« 4- 9,  37 « 4- 10,  37«+ll,  37«4-12t 
37«  4- 16»  37ii+21,  37«+25,  37«+26, 
37«+27,  37» +28,  37«+30,  37«+33, 
37» +34,  37» +36. 


Man  erhält  folgende  Werthe  von  n: 

« = 4m,  »=4m+l,  n = 4m  + 3, 

« — 4m,  n = 4m  + 2,  » = 4m+3, 
und  sonach  haben  die  Primzahlen,  von 
welchen  7 quadratischer  Rest  ist,  oder 
die  einen  Factor  von  — 7 bilden,  die 
Form: 

28m + 1,  28«+9,  28m+25,  28m+3, 
28m  + 19,  28m +27. 

16)  Betrachtung  zusammenge- 
setzter Z ah  len. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass 
in  der  Congrucnz: 

x*=q  mod  p 

p und  q Primzahlen  waren.  Es  sei  jetat 
L eine  beliebige  ganzo  Zahl,  jedoch  p 
kein  Factor  von  L.  Unter  p wird  noch 
immer  eine  Primzahl  verstanden. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Ausdruck  von 

der  = 4+  ist, 

je  nachdem  +i,  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  ist. 
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Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  man 
L in  seine  einfachen  Factoren 
zerlegen  and  schreiben  kann: 

Es  ist  hierbei  zunächst  za  bemerken, 
dass  jeder  Factor  7 in  dieser  Gleichung 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt,  in 
welcher  Potenz  er  auch  in  L enthalten 
sei.  Denn  die  quadratischen  Factoren 

7*  von  L geben  ja  jedenfalls  für 

als  Werth  -fl,  können  also  weggclassen 
werden. 

Was  das  doppelte  Vorzeichen  betrifft, 
so  nehmen  wir  für  die  Primzahlen  7 von 
der  Form  4a  -f 1 das  Pluszeichen , für 
die  von  der  Form  4«  4-  3 das  Minus- 
zeichen, so  dass  also  nach  dem  vorigen 
Abschnitt  immer: 


(?)=© 


ist. 

Damit  aber  das  Zeichen 

ron  mit  dem  von 

übereinstimme,  ist  nÖthigen  Falls  zn  dem 
Productc  rechts  noch  —1  hinzuzufügen. 
Wenn  wir  ausserdem  unter  7 nur  un- 
grade Primzahlen  verstehen,  so  unter- 
scheiden wir  4 Fälle,  je  nachdem  zu  dem 
Productc  rechts  noch  die  Factoren 
+ 1,  -1,  ±2 
hinzukommen. 

I)  Im' ersten  Falle  ist  nun: 

-(£>©<£)- 
Dieser  Ausdruck  aber  ist  =+l  oder 
= — 1,  je  nachdem  eine  grade  oder  nn- 

grade  Anx&hl  von  Factoren  vor- 

henden  ist,  welche  —1  ergeben. 

Was  nun  die  Primiabl  p anbetrifft, 
so  kann  sie,  da  sie  in  keinem  der  q 
enthalten  ist,  nur  die  linearen  Formen: 
«J+l,  *$+2,  nq-p 3,  •••  nq+q—1 
haben;  dies  gibt  q— 1 Formen  fUr  jedes 


q.  Von  diesen  geben 


quadratische 


Beste  und  ebenso  riel  Nichtreste,  und 


combinirt  man  diejenigen  linearen  For- 
men, welche  p in  Berug  auf  jedes  der  q 
haben  kann,  und  welche  alle  quadratische 
Koste,  oder  alle  Nichtreste  sind , so  ist 
die  Anzahl  derselben: 

wo  A die  Anzahl  der  Factoren  7 ist. 

Um  eine  grade  Anzahl  Factoren  ne- 
gativ zu  machen,  können  alle  bis  auf 
den  letzten  noch  immer  beliebiges  Zei- 
chen haben.  Gibt  man  also  jedem  Fac- 
tor bis  auf  den  letzten  irgend  ein  Zei- 
chen, so  entstehen  2 Combinationen 
für  jede  Linearform,  so  dass  man  im 
Ganzen  jetzt: 

K?| -!)(?. -1)  • • • 

Verbindungen  hat. 

Da,  um  die  Linearformen  zu  bilden, 
welche  p in  jedem  Falle  hat,  die  Lincar- 
förmen  «7,-fff,  nqt+ß  ••  • zu  vereinen 
sind  (Abschnitt  3),  so  werden  die  Grös- 
sen  7,,  7,,  7*  • • • mit  einander  multi- 
plicirt,  wodurch  man  das  Product  L 
erhalt. 

Damit  dann 


sei,  muss  p also  eine  der  Formen  haben: 
p — Lt+A l}  Lt+Ati  Lt+A$  • • •, 
wo  die  Zahlen  At,  At,  ••  • sich  aus 
den  Linearformen,  die  vereinigt  wurden, 
nach  Abschnitt  3 bestimmen  lassen.  Je- 
denfalls aber  sind  Av>  Att  At  kleiner 
als  L zu  nehmen. 

Die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  wclcbo 
kleiner  als  L nnd  zu  L relativ  einfach 
sind,  haben  wir  oben  mit  ff(L)  bezeich- 
net, und  es  ist: 

9(t)  = (?,-l)(?>-l)(».— 1)  ••  •*). 


•)  Diese  Formel  lftsst  sich  leicht  bewei- 
sen. Sei  ganz  allgemein 


wo  <1,  6,  c die  einfachen  Factoren  sind, 
a,  ß,  y die  Potenzen  anzcigen,  in  wel- 
chen sie  Vorkommen. 

Von  allen  Zahlen,  die  kleiner  als 
m sind,  werden  nun  durch  a theilbar 
sein  die  Zahlen: 


a,  2 «,  3a  * • 


also  im  Ganzen  — . Es  Rind  dann 
a 
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■(*)-» 


• , wenn  I 


Eine  dieser  Zahlen  entspricht  sicherlich  dagegen: 
aber  dem  Wcrthe  von  Alf  Aa  • . •,  da 
p = Lt  + A ja  eine  Primzahl  ist.  p = Lt  B lt  B,,  Bs 

Da  nun  die  Anzahl  der  p , welche 
quadratische  Reste  von  L waren, 

i(7i-l)(9,-l)(9,-l)  • • . Die  Anzahl  der  A und  der  B ist  also 

betrug,  so  entspricht  die  Hälfte  derjeni-  ß,cich-  Die  Grössen  A und  B ergeben 
gen  Zahlen,  welche  kleiner  als  L und  ßich  nach  Abschnitt 3)  durch  Vereinigung 
zn  L relativ  einfach  sind,  den  quadrati-  der  Congruenzen: 

sehen  Resten,  die  andre  Hälfte  den  Nicht-  x = a raod  q , , * = a'  mod  a 

resten.  “ ?*’ 

Wir  setzen  ähnlich  wie  oben:  . , , 

w0  c,n  a °dcr  6 zu  nehmen  ist,  je  nach- 

P = jL/  + ^1,^1,A....,wenn(Xfl)  = +i  dem  P e|n  Rc8t  oder  Nichtrest  des  ent- 
1 * * \ p / ' sprechenden  q ist. 


durch  a nicht  theilbar : 

Durch  b sind  theilbar: 
6,  26,  36  • 


m k 

T*4, 


n)  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall, 
wo  der  Factor  —1  hinzukommt,  so  ist* 

Es  gibt  also  2 verschiedene  Zeichen- 


Von  diesen  sind  durch  a diejenigen  nicht  .,  / 4 L\  . 

theilbar,  bei  denen  der  erste  Factor:  cotnb,nat,onen»  für  welche  gleich 

n m +1  ist  (unter  h wieder  die  Anzahl  der 


1,  2,  3 


+ 1 ist  (unter  h wieder  die  Anzahl  der 
q verstanden),  und  für  jede  dieser  Com- 


die  Zahl  a nicht  enthält.  Die  Anzahl  binationen  — i?  --1 
derselben  ist  also  * , 2 2 2 

nearformen. 


Li- 


tH) 


Die  Anzahl  dieser  Linearformen  ist 
also : 

Es  ist  also  weder  durch  a noch  dnreh 
6 theilbar  die  Anzahl: 


m 


(h— l)(7i~l)(9r*—  1)  •••; 

»»/  1\  / i\/  i\^a  abcr  b‘cr  *u  den  Congmenzen 

1— «/  Ä\Tö/  w\  ""ä/l1”"?)  x=am^.(!r  *=a'mod7«. 

* = o"modyt..» 

Es  zeigt  sich  ebenso,  dass  die  Anzahl 

Z«hlenUrbhe.r%,*’  ' " niCl“  'beilbaren  w?«c"  (~D~  nocl,  hiMtt- 

•('-iX.-iX-a  • • • ■ • 

m(a  — 1)(6  — l)(c— 1)  « • » 

a,  6,  c » « • 

(«-l)a"-1(6-l)6',_1(c-l)c>'~1  ..., 
so  dass  man  hat 

y(».)  = (a-l)aK-1(6-l)6'S-1 

(c-l)^-1  ... 


x — lmod4  oder  or  = 3 mod  4, 

so  beziehen  sich  die  zu  lösenden  Con- 
gruenzen  auf  Modul  4L,  und  man  hat: 

p = 4L/  + A,,  Aj,  At  •*., 


wenn 


(f)= 


+ 1 ist.  Dies  ist  aber  wie- 
der die  Hälfte  aller  möglichen  Formen. 
Denn 

Bei  unserm  Ausdrucke  L waren  alle  *8t  doppelt  stf  gross  als  die  Anzahl 
Factoren  nur  in  erster  Potenz  zu  neh-  der  Linearformen,  welche  4L  zum  qua- 

’ * dratischen  Reste  von  p machen.  Ist 

4L  ein  Nichtrest,  so  kann  man  eben- 
falls : 

p = 4L/4Rlf  Bt,  Bt  .“ 
setzen,  wo  die  Anzahl  der  B derjenigen 
der  A gleich  ist. 

10 


men,  so  dass  man  hat: 

(t  — ß = y ~ •••  =1, 
a = 7i>  b = q„  c=qt  • • •, 

also: 

v(L)  = (7i-l)(?*-l)7»“l)  * 
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III)  Sei  endlich 


Der  Ausdruck 


(tV 


nach  Abschnitt 


15)  für  jedes  Vorzeichen  je  2 Linear- 
formen , die  sich  auf  den  Modul  8 be- 
zogen. Man  hat  also  für  jede  der  2^ 
Zeichencombinationcn : 


o9i  -1 9»~1  9»~1 
2 2 2 

Linearformen,  d.  h.  im  Ganzen : 

2(7,-l)(9,-l)(9,-l)  • • • 
von  der  Form 

4t/  -f"  A j j . . . | 

denn  da  £.  den  Factor  2 hat,  ist 

— 4L  • • • 

Es  ist  aber 

7 (4L)  = 2'/  (L)  = 4(7,  — 1)  (7*~ 1) 

(Va  — 1)  • • ♦ 


und  man  hat  auch  in  diesem  Falle  die 
Hälfte  aller  möglichen  Formen  für  die 
Reste  wie  für  die  Nichtreste. 

Beispiel.  Wir  suchen  alle  Prim- 
zahlen , von  denen  — 15  quadratischer 
liest  ist , oder  die  Fnctorcn  von  x’  + 15 
sind. 

-15=  -3*5. 

Da  3 von  der  Form  4n  + 3,  5 von  der 
Form  4« -fl  ist,  so  setzt  man: 

Es  findet  der  Fall  I statt. 

3 hat  zum  quadratischen  Reste  1, 

3 hat  zum  quadratischen  Nichtreste  2. 

5 hat  zu  quadratischen  Resten  1,  4, 
5 hat  zu  quadratischen  Nichtresten  2,  3. 
Es  sind  also  für  die  Fälle,  wo 

sein  soll,  zu  combiniren  die  Congruenzen : 


x -1  mod  3,  x = 1 mod  3,  x = 2mod3,  x = 2mod3,  x = 1 mod5, 
xe4  mod5,  x~2  mod 5,  * = 3 mod 5. 


Man  erhält  die  Werthe  von  x für 
jeden  der  4 Falle : 

x=  151+1,  15/ +2,  15/ +4,  15/ +8. 

Diese  Formen  haben  —15  zum  quadra- 
tischen Rcsto. 

Da  ausser  1,  2,  4,  8 noch  die  Zahlen 
7,  11,  13,  14  zu  15  relativ  einfach  sind, 
so  ergeben  sich  für  die  Primzahlen,  von 
denen  —15  Nichtrest  ist,  die  Formen: 

x = 15/+7,  15/+11,  15/ +13,  15/ +14. 

Selbstverständlich  könnte  man  auch 
6tatt  dieses  Verfahrens  jede  der  Zahlen 

1,  2,  4,  7,  8,  11,  13,  14 
untersuchen.  Z.  B. 

(|)=-i. 

also  gehört  2 in  die  erste  Klasse  u.  s.  w. 

17)  Erweiterung  des  Recipro- 
ci  tat  s ges  e tzes. 

Sei  jetzt  P ein  Product  ungrader  Prim- 
zahlen und  setzen  wir: 

(?)=(?)(£)(£)••- 

wenn 

p=PPiPt 

ist.  Mit  andern  Worten,  cs  soll 

den  Ausdruck  + 1 oder  — 1 bedeuten, 
je  nachdem  das  Product  rechts  den  einen 


oder  den  andern  Werth  hat.  Da  sich 
jede  Zahl  in  Primzahlen  zerlegen  lässt, 
so  lässt  sich  der  Werth  dieses  Productes 
nach  dem  Vorigen  immer  bestimmen, 
was  auch  k sei. 

Es  folgt  aus  unserer  Annahme  die 
Formel: 

• (ÄKXft 

Nach  dem  Vorigen  aber  ist  auch: 

(M)(ä- 

Es  ist  ferner  immer 

(t1)  = 

Dieser  Satz  war  nämlich  erwiesen  für 
den  Fall,  dass  P eine  Primzahl  war. 
Gilt  er  aber  für  ein  beliebiges  P,  so 
gilt  er  auch  für  Pf  = Pp,  wo  p eine  un- 
grade Primzahl  i6t,  denn  es  ist 

aber 

Pp- 1 P+p-2  _ Pp-P-p+1 

2 2 2 

_ (P-l)  (p-1) 

_ - . 
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/*  — 1 
8 


l)a  der  Ausdruck  — — jm_ 
mer  grade  ist,  so  ist 

r+r-2 

(-1)  * =(-l)  1 . 

i*tIa,l8°.un,ur  Sa,z  *•«■>  ▼ollkom-  Es  wird  dies  ebenfalls  durch  vollkom 
idhue  Induction  erwiesen.  Denn  durch  mene  Induction  bewiesen,  indem  man 
Ilmzufügung  von  hactoren  p kann  man  wieder  V = Pp  schreibt  wo  D e?neT„ 
ja  jede  ungrade  Zahl  bilden.  grade  Primzidil  ist:  ’ P 


Auch  der  Satz 

©=<-■> 
bleibt  richtig. 


denn 


" p'-t 


" 5" 


= (-l) 


(Pp)»-l-f.  + X-pi  + l _ (p«_l) 

8 ’ 8 

und  der  Ausdruck  rechts  ist  offenbar  grade. 

da,  ,UD„^?iegS°,i,iTe'  -0nst  Zahlen,  so  bleibt  für  sie 

«Ite1!un.n^i  lUnä??St  ^ = 9 eine  Primxahl,  P beliebig,  und  nehmen  wir  au,  es 
.1.  ^aciprocitatsgesetx  für  cm  aus  m einfachen  Factoren  bestehendes  P,  so 
teigt  sich  wieder,  dass  es  auch  für  P'  — Pp  gilt.  1 

Nämlich  es  ist  dann; 

P — 1 f-1 

v~TT 


p- 1 e— l 
~2  2~ 


also 


(?)=©<-« 

©*©«-»' 

(Ö  - (?)  © =(?)  <-<>*  (?)  (-.) 

1 . * 


8-1  Pf-i 
2 2 


was  zu  beweisen  war. 

Sei  jetzt  auch  Q eine  zusammengesetzte  Zahl,  und  Q’=Qq,  wo  q eine  un- 
grade Primzahl  ist.  Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  für  das  Gesetz  gelte, 
so  ist:  W 


M(5M£)<-*> 


P-i  fq — 1 , Q-  j 

~T~ 


(!r+sr) 


und,  wie  oben,  folgt,  dass  man  für  — 1-  im  Exponenten  auch  — ^ 

**  9 


setzen  kann. 

Wir  setzen  jetzt 


auch  für  negative  Zahlen  erweitern. 
Es  ist  dann  nämlich  immer  noch: 


nnd  geben  somit  auch  dem  Ausdrucke 

' ~ nnd  auch 


W*G)G 


— 1 eine  Bedeutung. 

Ferner  sei 

Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen 
wir  das  BeciprocitätsgeseU  wo  möglich 


(¥)-©©■ 
indessen  nicht  mehr: 

10» 
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denn  cs  würde  sich,  wenn  man  P ne- 
gativ werden  lässt,  nicht  die  linke,  wohl 
aber  die  rechte  Seite  ändern. 

Dagegen  findet  der  Satz 

p*- 1 

(?)=<-«  8 

offenbar  noch  Anwendung. 

Hieraus  lässt  sich  erweisen: 

„Dass  das  Reciprocitätsgesetz  dann 
noch  gilt,  wenn  eine  der  Grössen  P oder 
Q negativ,  nicht,  wenn  es  beide  sind.1“ 

Denn  sei  Q negativ,  so  ist: 


so  ist  auch 

. « a 

9 + 'P 

eine  Lösung. 

Es  lässt  sich  aber  t so  bestimmen, 
dass : 

(g+tpa)'—  k = 0 mod pn^a 

wird,  wo  ft'  eine  beliebige  Zahl  ist,  die 
jedoch  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
a sein  soll. 

Die  letzte  Congruenz  gibt  nämlich: 

g*—  k+2gtpa-\-  l9p9H3 0 mod  ptt  + a 
oder: 


(h)  - ® 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit: 
Q- 1 

l = — 1)  2 , welche  Gleichung 

jedoch  nur  richtig  ist,  so  lange  Q po- 
sitiv ist,  es  kommt  dann: 


n * — k t 

- ^ 2gi  + t*pa~  0 mod  pn  . 

Pn 

t*pn  ist  zugleich  ein  Vielfaches  von 

t Q ^ ~~ 

vl  und  , offenbar  eine  ganze  Zahl. 

r > et 

P 

Es  muss  alse  auch  sein: 


(Ä)  = (~r)  (_1)  2 2 ' 2,1+^SOmodp0'. 

ein  Satz,  der  falsch  wird,  wenn  auch  Q gs  ;st  * relativ  einfach  zu  p,  also 
negativ  ist.  auch  denn  sonst  wären  gleichzeitig 

Ist  dagegen  P positiv,  Q negativ,  so  , un(j  also  auch  k durch  p 

folgt  die  Richtigkeit  des  Rcciprocitäts-  Es  sind  also  auch  g und  2 9 

gesetzes  schon  aus  dem  Obigen. 


18)  Quadratische  Reste  von 
nicht  einfachen  Zahlen. 

Damit 

x*  = k mod  m 

ist,  wo  in  eine  beliebige  Zahl,  also  gleich 

p«p/p/ ist,  muss  x einzeln  die 

Cungruenzen 

x9~k  mod  p(C,  x*  = *modp,*, 
x9~k  mod  p/ 

erfüllen. 

Es  lässt  sich  also  die  Frage  nach  den 
quadratischen  Resten  der  zusammenge- 
setzten Zahlen  auf  die  der  Potenzen  von 
Primzahlen  zurückführen. 

Sei  jetzt  also 

• <c?  modp”, 

wo  p eine  Primzahl  ist,  so  beweisen 
.wir,  dass  dieselbe  für  jeden  Werth  >on 
« auflösbar  ist , wenn  dies  für  « = 1 
stattfindet,  also  k quadratischer  Rest  von 
p ist. 

Dieser  Beweis  wird  wieder  durch  In- 
duction  geführt.  Genügt  x=g  der  Con- 
gruenz 

x2  = k mod  p , 


relativ  einfach  zu  pu  . Dasselbe  kann 

g9—k  . _ 

man  auch  für  beweisen.  Denn 

Pa 

wäre  letzterer  Ausdruck  durch  p*  tbeil- 
bar,  so  wäre: 

g9  — k mod  p”^* 

und  man  könnte  ß + s an  die  Stelle  von 
.«  setzen.  Unter  diesen  Umständen  aber 
ist  die  Congruenz 

g9  — k fJ 

2gt+'L-^~  =0  mod  p 

P 

immer  lösbar;  woraus  denn  folgt,  dass 
auch  die  Congruenz 

x9~k  modpn  n 

eine  Lösung  hat , und  mithin  dies  auch 
für 

x9  = k mod  pa 

gilt,  wo  der  Exponent  von  p beliebig  ist. 
„Es  hat  aber  die  Congruenz 
x9  = k mod  pa 

immer  2 Wurzeln,  wenn  deren  eine  vor- 
handen ist.“ 


i 
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Denn  ist  g die  eine  Wurzel,  so  ist 
auch 

(—g)*  E k mod  pn. 

Es  ist  also 

x=g  oder  x—  —g. 

Es  kann  aber  anch  nicht  mehr  als  2 
Wurzeln  geben.  Denn  sei 

x*~k  mod  pn  und  g*=-k  mod pn, 
also: 

x 5 —g  1 = (x —g)  (x-\-g)~0  mod  p . 

Es  ist  dies  aber  nur  möglich,  wenn  ent- 
weder x—g  oder  x-\-g  durch  pa  ganz 
theilbar  ist,  also  wenn  x=+9 

Denn  wären  beide  Factorcn  x—g  und 
x -f  g durch  p theilbar,  so  wäre  dies 
auch  ihre  Differenz  2g  t was,  wie  oben 
gezeigt,  unmöglich  ist. 

Der  Fall,  wo  p = 2 ist,  war  hier  nicht 
mit  inbegriffen,  und  ist  besonders  zu 
untersuchen,  k bedeutet  hier  eine  un- 
grade  Zahl. 

Soll 

x*  = k mod  4 

sein,  so  muss  x8  als  ein  Quadrat  einer 
ungraden  Zahl  die  Form  4r+l  haben, 
und  gleiches  muss  mit  k der  Fall  sein. 

Es  genügt  dann  jede  ungrade  Zahl 
dieser  Congruenz,  da  es  aber  nur  deren 
2 incongruente,  nämlich  4r+l  und  4r+3 
gibt,  so  sind  immer  nur  2 Wurzeln  vor- 
handen. 

Der  Congruenz 

x*  = 4 mod  8 

genügen  dagegen  alle  ungraden  Zahlen, 
wenn  k von  der  Form  Sr  + 1 ist.  Die 
Congruenz  hat  also  4 Wurzeln. 

In  ähnlicher  Weise  nntersucht  man  die 
höheren  Potenzen  von  2. 

Sei  jetzt  allgemein  gegeben: 
x*~k  mod  m, 
wo 


ist  und  p,pt,pt  ungrade  Primzahlen  sind, 
so  zerfällt  diese  in  die  einfachen  Con- 
gruenzen: 

x%  = k mod pa,  x%  =4  modp/<l, 

x1  E 4 mod  />,Aa  . . • 

Es  ergeben  sich  für  jede  dieser  Con- 
gruenzen  als  Auflösungen  lineare  For- 
men, die  sich  in  eine  von  der  Gestalt: 
xzzsm+A,  A,,  At  ... 
vereinen  lassen. 


Ist  p die  Anzahl  der  Primzahlen 
PtPnPa  ■*  •»  die  in  m enthalten  sind,  so 

ist  2U  die  Anzahl  dieser  Formen , da 
jede  Congruenz  2 Wurzeln  gibt. 

Ist  aber 

x*  =4  mod  2m, 

so  kommt  eine  Lincarform  2tf>  + l hinzu; 
diese  ändert  in  der  Anzahl  der  Lincar- 
formen  nichts,  da  ja 

x*  = 4 mod  2 

auch  nur  2 Wurzeln  hat,  jedoch  bezie- 
hen sie  sich  auf  Modul  2m  und  cs  ist 
x-2sm+At  Alt  A , ... 

Anders  ist  es,  wenn  der  Modul  eine 
höhere  Potenz  von  2 enthält. 


19)  Criterium  für  die  Fälle,  wo 
eine  gegebene  Zahl  quadrati- 
scher Best  oder  Nichtrest  einer 
zusammengesetzten  Zahl  ist. 
„Sei 

tf{A)  — JNy  k-dmy 

und  d der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  k und  y(A),  so  ist  die  Con- 
gruenz 

jr 

x = a mod  A, 

wo  a und  A relativ  einfach  sind,  nur 
möglich,  wenn : 

iW 

ad  =1  mod  A 

ist.“ 

Dieser  Satz  ist  die  Erweiterung  eines 
frühor  für  den  Fall  gegebenen,  wo  A 
eine  Primzahl  ist.  Offenbar  nämlich  muss 
x eine  relative  Primzahl  zu  A sein , da- 
mit x — a durch  A theilbar  sein  könne. 
Dann  aber  ist 


(x*)  d E a d modA, 


h.  da 


>iW 

d 


id  da  nach  dem  verallgemeinerten  Fer- 
at’schen  Satze 

xl(A)  = l mod  A 
a d =1  mod  A. 

Für  den  Fall,  wo  k-d  = 2 ist,  ergibt 
ch  hieraus,  da  <f(A)  immer  eine  graue 
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Zahl  ist  (vergleiche  die  Note  tu  Ab- 
schnitt 16),  ausgenommen,  wenn  A = 2. 

„Im  Falle,  dass  a quadratischer  Rest 
von  A sein  soll,  muss 

yp*) 

«2  = 1 mod  A 

6ein.“ 

Sei  jetzt  A—p  die  Potenz  einer  un- 
graden  Primzahl. 

Es  wurde  dann  iin  vorigen  Abschnitte 
gezeigt,  dass  die  Hälfte  der  Zahlen  <t, 
welche  kleiner  als  A und  relativ  einfach 
zu  A sind , quadratische  Reste,  die  an- 
dre Hälfte  b Nichtreste  von  A gibt. 

Für  die  erstem  wird  immer  sein 

. 

«2  = 1 mod  A. 

Beweisen  wir  jetzt,  dass  diese  Congruenz 
für  die  Nichtreste  b nicht  stattfinden  kann. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  zu  zei- 
gen , dass  unsere  Congruenz  höchstens 

Auflösungen  haben  kann,  denn  da 

2 

cs  eben  soviel  Reste  gibt,  so  können 
keine  Nichtreste  darunter  sein. 

Dies  lässt  sich  aber  lolgendcrmassen 
zeigen.  Angenommen,  die  Congrueuz  : 

v(p) 

n 2 mod  pm 

habe  höchstens  7-^-1  Auflösungen,  so 

2 

beweisen  wir.  dass  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Congruenz: 
m f 1 

</(/'  ) 


v’iip")  v(p"'  *) 


so  ist  auch 
»w 

rt  2 ~a  2 = — 1 mod  p, 

da  p eine  ungrade  Zahl  war. 

7(pm) 

Der  Ausdruck  a ^ kann  aber  of- 
fenbar nur  congrucnt  +1  oder  — 1 nach 

mod  pm  sein.  Denn  nach  dem  Fermat- 
schcn  Satze  erfüllt 

IÖQ. 

2 

immer  die  Congruenz 

m 

i*  = 1 mod  p , 

kann  aRo  nur  dieWerthe  +1  oder  —1 
haben,  da  diese  Congruenz  (siehe  den 
vorigen  Abschnitt)  nur  2 Auflösungen 
hat.  Ist  also 


2 ~ 1 mod  p 


-(1 


höchstens  ^ ^ }.  haben  kann. 

2 

Denn  ist 


v(/»m) 


a 

60  ist  auch 


^ =1  mod  pm , 


F/OO 


Q m 

= 1 mod  p , 


d.  h. 


v(p”+1) 

..  2 


m 


= 1 modp  . 


O m 

a = t mod  p , 

wo  * einen  der  Wcrthc  +.1  oder  1 
hat,  so  muss  immer  auch 

7 (/»"*) 

i)  m 

a E t mod  p 

sein. 

Jede  Auflösung  der  Congruenz 

o - , m+* 

a = 1 mod  p 

ist  natürlich  auch  eine  der  Congruenz 

a E 1 mod  y • 

Die  Auflösungen  der  letztem  aber  sind, 
wie  wir  gesehen  haben,  mit  denen  von 

tO£2 

9 w 

a El  mod p 

identische 

Es  muss  also  jede  Auflösung  von 
= 1 mod  p’ 

einer  solchen  von 


m-J-1 


Ist  dagegen 


a 


~ 1 modp 


7(P”) 

, 2 E-X. 


nach  Modul  p"*  congruent  6ein.  D.  h.  es  ist 


m 


x = rt  + «p  . 
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Das  positive  n kann  nur  die  Werthe 

0,  1,  2,  . . . p — 1 

haben,  da  x kleiner  als  />*"  1 1 sein  soll. 
Zu  jedem  Werth  von  a ergeben  sieh 
also  höchstens  p Werthe  von  x , und 

m //  (nm) 

falls  für  p sich  nicht  mehr  als 

£ 

ergeben,  kann  diese  Zahl  nicht  grösser 


P'l  (l,m  ) 7 (p""M) 


als  — n — = 


sein. 


Für  m = 1 ist  nun  die  Anzahl  der 
Lösungen  von 

moil/j  oder  von  x^~ ^ = 1 modo 


gleich 


P- 1 


nämlich  jeder  quadratische 


Rest  ist  eine  Lösung.  Es  folgt  also  durch 
vollkommene  Induction,  dass  auch  für 

p die  Anzahl  der  Lösungen  nicht  grös- 

m 

scr  als  ) 6einkann,  dass  also  keino 

Nichtreste  sich  darunter  befinden. 

Es  ist  also  für  alle  quadratische  Reste 
a von  Ai 

a\'l  (Ä)  - j moj  ^4 
und  für  alle  Nichtrestc  b von  A: 

t 

b _ i mod  A 

zu  6etzcn. 

20)  Der  verallgemeinerte  Wil- 
sonsche  Satz. 

Der  Wilsonsche  Satz  lehrt,  dass  das 
Product  1*2*3  • • • (p— 1)  immer  con- 
gruent  —1  nach  Modul  p ist.  wenn  p 
eine  Primzahl  bedeutet.  Umgekehrt,  ist 
1 *2*3***(p— 1)E  — 1 mod p,  so  muss  p 
eine  Primzahl  sein.  Denn  wäre  1*2*** 
(j>  — l)-fl  durch  p theilbar,  p aber  eine 
zusammengesetzte  Zahl , so  müsste  sie 
einen  in  1 • 2 • • • (p  — 1)  enthaltenen 
Factor  haben,  also  1 durch  denselben 
theilbar  sein,  was  unmöglich  äst. 

Es  ist  aber  dieser  Satz  einer  Verall- 
gemeinerung fähig,  welche  lautet: 

„Das  Product  oller  Zahlen,  welche 
kleiner  als  eine  gegebene  A und  zu 
dieser  relativ  einfach  sind,  ist  entweder 
congruent  -fl  oder  congruent  —1  nach 
Modul  A.tl 

Der  Beweis,  der  sich  an  die  Theorie 
der  quadratischen  Reste  anschliesst,  mag 
noch  diesen  Artikel  beendigen. 

Es  sei 

•••• 

wo  p,  er,  tr,,  ganze  positive  Zahlen, 


(p  kann  auch  Null  sein)  p,  p,,  pt  ... 
ungrade  Primzahlen  anzeigen. 

Bezeichnen  wir  unter  k irgend  einen 
quadratischen  Nichtrest  von  einer  der 
ungraden  Primzahlen,  etwa  von  p , so 
kann  man  die  unbestimmten  Gleichungen: 

«rrpi.  + * = 2s(f>lf>1pJ  ,**)+l 

immer  auflösen , und  die  sich  erge- 
bende Zahl  a wird:  1)  zu  p p,  p%  . . 
d.  h.  zu  A relativ  einfach , 2)  ungrade, 
3)  Nichtrest  von  p,  also  auch  von  A 
seih. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit 

diejenigen  Zahlen,  welche  zu  A relativ 
einfach  und  kleiner  als  A sind.  Die 
Anzahl  derselben  gibt  also  der  Ausdruck 
</(A)  an. 

Es  ist  dann  die  Congruenz 
lkx~a  mod  A 

immer  lösbar  durch  eine  Zahl  x,  die 
kleiner  als  A und  zu  A relativ  einfach 
sein  wird,  also  durch  eine  andere  aus 
der  Reihe  der  /. 

Löst  man  nun  auch  die  Congruenz 
/,y  E a mod  A 

auf,  wo  /,  weder  mit  /,  noch  mit  x zu- 
sammenf&llt,  so  wird  y auch  in  die  Reihe 
der  l fallen,  aber  von  I,  und  von  x 
verschieden  sein.  Denn  wäre  y — l so 
wäre  , 

/,  E a mod  A, 

also  a ein  quadratischer  Rest  von  A, 
was  gegen  die  Annahme  ist. 

Wäre  y — ilt  so  müssto 
1 1l2~a  mod  A 

und  da 
ist,  auch 


ltx  = a mod  A 


sein, 

ist, 


1,(1— /,)  = 0 mod  A 
d.  h.  da  Z,  zu  A relativ  einfach 


x — /„ 

was  ebenfalls  der  Annahme  widerspricht. 
Wäre  endlich  y~x,  so  wäre 
ltx  = a,  l2x  = a,  also  /t  = /a, 
was  ebenfalls  der  Annahme  widerstreitet. 
Die  if(A)  Zahlen 

h Zj  • • • 

lassen  sich  also  in  Producte  von  je 
zweien  vereinen,  deren  jedes  nach  Mo- 
dul A mit  a congruent  ist.  Die  Anzahl 


dieser  Producte  ist 


v(^). 


also  wenn  man 


Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre), 
das  Product 


. mit  P 


bezeichnet,  so  ist 

iW 

2 


" P m o d .1 . 


Wir  haben  jetst  3 verschiedene  Falle 
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11)  Es  soll  jetzt  A = %u  sein,  wo  ix 
grösser  als  Eins  ist. 

Offenbar  ist  die  ungrade  Zahl  — 1 

quadratischer  Nichtrest  von  2U,  da*,+  l 
entweder  ungrade,  oder  von  der  Form 
4m +2  ist. 


zu  unterscheiden.  Etc  CongTuenzen : 

I)  Es  soll  A = pm  oder  = 2 pT  sein,  !,*= -1  mod2“,  l.y=-l  mod2“  . 
wo  p eine  ungrade  Primzahl  ist. 

Es  ist  im  letztem  Falle  offenbar: 


lassen  sieh  dann  wie  oben  lösen,  und 
somit  die  / zu  Producten  Ton  zweien 
„m / ”\  vereinigen,  die  congruent  —1  sind,  so 

VW  ) — V )>  dass  man  hat ; 

wie  der  Ausdruck  für  y(.4)  (vergleiche 


r=(- ir 


aU  — 2 


mod  2U  ’ 


VW  = 


die  Note  zu  Abschnitt  16)  zeigt.  Nach 
dem  vorigen  Abschnitt  Ist  aber,  da  a ja 
Nichtrest  von  A war,  immer: 

'Ml 

2 m wird. 

a — — 1 mod  p 

, . . . , Ist  fi  grosser  als  2,  so  ist  also 

und  du  a ungrade  war,  wird  auch  6ein: 

</(A)  P=+lmod2u. 

2 Nnr  wenn  u gleich  zwei  ist,  hat  man 

a = — 1 mod  2. 

VW 


P ~ —1  mod2*. 

^ III)  Habe  jetzt  A die  allgemeinste 


Es  ist  also  a + 1 durch  2p"  theilbar,  *onn’  “ämlieh: 
also  . c.u  n n.  «_ 

y(A)  A = ^P  * • 

dann  ist: 

a ~ — 1 mod2p"' , y(^) 

also  in  diesem  Falle  immer  P — a ^ 

P~  — 1 mod  A.  und 

<t(A)  u — 2 «—1  er.—  1 . ‘ 

^2  = 2 P P,  • • • 0»-l)0»,-l)  . . . 

Da  aber  a Nichtrest  von  p ist,  so  hat  man: 

. 2 ~ —1  mod/?ft 

und  da  a Best  oder  Nichtrest  der  Primzahlen  p„p,  • • • sein  kann: 


.!'/(/>)  P 


rt,  tr,-l„  ! 

h(j>>  )_  p . . "»• 

a — o 2 = +1  mod  pt 

Erhebt  man  die  erste  dieser  beiden  Congrucnzcn  zur  Potenz 

2^~1P,"‘“1G».-1)P,',*-1G>,-1)  • • •, 

so  kommt: 

»(1) 

° 2 =(-l)2“~1p.Bl“1(P,-l)j»,“,“1Ö»s-l)  ••  • = +1  mod  pa 
und  auf  ähnliche  Weise  folgt  aus  der  zweiten  Congruenz: 

vM) 

' 2 

o E +1  mod/;, 
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Es  ist  also 

9(d) 

« 2 -1 

theilbar  durch  das  Product  pnp 

und  auch  durch  2U,  also  auch  theilbur 
durch  A.  Dieser  Sati  gilt  auch  wenn 
fi=  0 ist. 

Setzt  man 

fi>  1 aber  nl  = ni  = ir,  . . . =0, 

also 

A = 2"pn, 

so  ergibt  sich: 

r— V-i 

« 2 E — lmodp", 

7(d)=2“-V_1(p-l), 

also : 

■/(d) 

2 oy — 1 

a E ( — 1)  mod  p 

und 

2'i~1 

a =1  mod  2U, 

also: 

a = 1 mod  2,u, 

d.  h. 

<K£) 

2 

a = 1 mod  (2U  pm ). 

Ist  A eine  ungrade  Primzahl,  so  findet 
Fall  I statt;  es  wird  r/Q»)=l 1, 
und  wir  haben  den  Wilsonschen  Satz  in 
der  früher  gegebenen  Form. 

21)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Reste  findet  ihre  wesentlichste  Anwen- 
dung in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen , und  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades.  Das  Wesent- 
liche über  die  Literatur  darüber  ist  daher 
in  dem  Artikel  „quadratische  Formen“ 
gegeben.  Der  wichtigste  Satz  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Reste  ist  das 
von  Legendre  gefundene,  aber  nicht  voll- 
ständig strenge  von  ihm  erwiesene  Rc- 
ciprocitätsgcsctz.  Ausser  den  Beweisen 
desselben,  welche  von  Gauss  und  Di- 
richlet  herrühren,  sind  noch  verschiedene 
von  Jakobi  und  von  Eisenstein,  die  im 
Crclleschen  Journale  enthalten  sind,  zu 
erwähnen.  Der  bedeutenden  Erweite- 


rung dieses  Satzes  durch  Kummer  ist 
bereits  erwähnt. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Reste 
von  zusammengesetzten  Zahlen  ist  hier 
nur  angedeutet.  Ausführlicheres  enthal- 
ten die  Disquisitionrs  arithmelicac  von 
Gnuss,  sowie  die  Theorie  des  nombres 
von  Legendre  (3.  Ausgabe,  Paris  1831), 
und  die  zahlentheorc tischen  Vorlesungen 
von  Dirichlct  (herausgegeben  von  Dcdc- 
kind). 

Quadratrix  (Geometrie). 

1)  Im  Allgemeinen  versteht  man  un- 
ter Quadratrix  einer  gegebenen  Curve 
eine  andere  Curve,  die  durch  ihre  Ordi- 
natcnlängcn  die  von  der  ersteren  abge- 
schnittcnen  Flächeninhalte  angibt,  also 
gewissermassen  zur  Qundratur  der  erstem 
auf  mechanischem  Wege  dient. 

Da  man  aber  die  Flächeninhalte,  wel- 
che durch  eine  Curve  abgeschnitten  wer- 
den, auf  verschiedene  Art  bestimmen 
kann , so  kann  man  einer  Curve  ver- 
schiedene Quadratriccn  geben. 

Eine  solche  z.  B.  wird , wenn  wir 
ebene  Curvcn  voraussetzen,  die  von  der 
Curve  zwei  Ordinatcn  und  einem  Stücke 
der  Abscissenaxe  gebildete  Flächenstücke 
angeben. 

Sei 

y=fix) 

die  Gleichung  dieser  Curve,  so  wird 

•=A*)d* 

bekanntlich  das  in  der  eben  angegebenen 
Weise  bestimmte  Flächenstück,  und 

also  die  Gleichung  der  Quadratrix  sein, 
oder  nach  der  Lage  und  dem  Anfangs- 
punkte der  Cordinaten  ist  auch  die  Qua- 
dratrix  noch  in  unendlich  viel  verschie- 
denen Weisen  zu  bestimmen. 

Bestimmt  man  die  Curve  durch  Polar- 
coordinaten  oder  auf  irgend  eine  andere 
Weise,  so  wird  natürlich  die  Quadratrix 
sich  völlig  ändern. 

Die  Quadratriccn  haben  natürlich  nur 
eine  historische  Bedeutung,  da  man  sie 
vor  Einführung  der  Integralrechnung  zur 
Veranschaulichung,  wenn  auch  nicht  zur 
Auffindung  der  Flächeninhalte  benutzte. 

2)  Am  bekanntesten  ist  die  Quadra- 
trix des  Dinostratus,  deren  Ordinalen 
die  Flächeninhalte  der  Scctoren  eines 
gegebenen  Kreises  proportional  sind. 
Ihre  Construction  ist  die  folgende. 


Digitized  by  Google 


Quadratrix  (Geometrie).  154  Quadratrix  (Geometrie). 


Fig.  <18. 


Offenbar  ist  y positiv,  wenn  x posi- 
tiv und  kleiner  als  r ist.  Für  x — r 
aber  nimmt  y die  Form  0*oo  an,  da 

ly g = oo  ist.  Schreiben  wir 

r-rx 

y- 


cot 


nx 
2 Ir 


und  differenziiren  Zähler  und  Nenner» 
um  den  Werth  von  y zu  finden,  so 
kommt 

1 

y=- ^ — 


Sei  (Fig.  18)  ACB  ein  rechter  Win- 
kel, AB  der  zugehörige  Quadrant,  A' 
ein  beliebiger  Funct  in  der  Peripherie 
desselben.  Man  zieht  CA,  und  schnei- 
det vom  Halbmesser  AC  ein  Stück  AP 
derart  ab,  dass  sich  AC  zu  AB  verhält, 
wie  der  Quadrant  AB  zu  Bogen  AN. 
Es  ist  dann  offenbar  .4P dem  Bogen  AN, 
also  auch  dem  Scctor/ICA'  proportional; 
zieht  man  noch  PU  senkrecht  auf  AP 
bis  zur  Linie  CN,  so  ist  M ein  Punkt 
der  Quadratrix.  Denkt  man  sich  die 
Quadratrix  wirklich  gezeichnet,  so  lässt 
sich  leicht  ein  beliebiger  Scctor  des 
Kreises  ACN ' mittels  derselben  be- 
stimmen. 

Man  zieht  nämlich  von  Punkt  wo 
CN'  die  Quadratrix  schneidet,  Linie 
M'P'  senkrecht  auf  AC,  und  AP'  ist 
dann  dem  Flächeninhalt  des  Sectors  .4  CA' 
proportional. 

3)  Um  die  Gleichung  der  Quadratrix 
zu  finden,  sei 

AP-x,  PM-y , AC~r,  ACN  = ,h 
so  ist 

r:X=Tr: * 

wo  unter  jt  die  bekannte  Länge  des 
Halbkreises  verstanden  wird , und  in 
Thcilcn  von  n gegeben  ist.  Ausserdem 
aber,  ist 

y = (r-x)tgif, 

nlso  auch  wegen  des  Werthes  von  y : 

HX 

y = (r-x)ly-^r  = ( r-x)tyax , 


2r  / . 7i 
\in2r/  » 

also  wenn  man  x — r setzt: 

2r 

Liegt  x zwischen  r und  2r,  so  )6t  y 
noch  immer  positiv,  da  dann  r — x und 
nx 


wenn 


<t  = 


2r 


gesetzt  wird. 

Was  die  Gestalt  der  Quadratrix  anbe- 
triflft,  so  gehört  offenbar  zu  jedem  x nur 
ein  y , zu  jedem  y dagegen  unendlich 
viel  Werthe  von  x. 


lg  2 r negativ  werden. 

Wird  aber  x grösser  als  2r,  so  hört 
der  erste  Factor  nicht  auf  negativ  zu 
sein,  der  zweite  ist  abwechselnd  positiv 
und  negativ,  y hat  das  entgegengesetzte 
Zeichen  dieses  Factors.  D.  h.  y wird 
negativ,  wenn  x zwischen  2«r  und 
(2m  + 1V  liegt,  positiv,  wenn  x zwischen 
(2n  — l)r  und  2 nr  liegt,  wo  n eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  ist. 

Ebenso  leicht  zeigt  sich,  dass  y nega- 
tiv ist , wenn  x zwischen  — 2»r  und 
— (2n  + l)r  liegt,  positiv,  wenn  x zwi- 
schen — (2n  — l)r  und  — 2nr  liegt.  Es  ist 
dann  nämlich  der  erste  Factor  immer 
positiv  und  der  zweite  bestimmt  das 
Zeichen  von  y. 

Für  a?=+2«r  wird  y = 0, 

d.  h.  die  Curvc  schneidet  unendlich  oft 
die  Axe  der  x. 

Für  x=-f(2r»-f  l)r  wird  y~  +00  i 

es  tritt  also  Discontinuität  ein. 

» 

Nur  der  Werth  von 
x~r 

ist  in  dieser  letzten  Formel  auszuschlies- 
sen,  da  sich  für  ihn  y = — ergab. 

7t 

y ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  cs 
durch  0 oder  durch  oo  geht. 

Bei  den  letzteren  Werthen  wird  die 
Curve  parallel  der  Ordinatenaxe.  Denn 
die  Gleichung 

* = ±(2n+l)r 

gibt  immer  y- oo.  Es  stellt  also  diese 
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Gleichung  eine  grade  Linie  vor,  welche 
sich  assymptotisch  an  die  Curvo  in  den 
bezeichnet™  Puncten  nnschlicsst. 

Die  Quadratrix  hat  somit  unendlich 
viel  Asymptoten,  die  alle  der  Ordina- 
tenaxe  parallel  sind,  und  sich  in  glei- 
chen Zwischenräumen  2 r von  einander 
befinden;  nur  für  x — r findet  eine  solche 
Asymptote  nicht  statt. 

Suchen  wir  noch  den  Werth  von  — . 

dx 

Es  kommt: 


dy 

dx 


, . M,  » . 

■i  "»T+gfr-») 


Dieser  Ausdruck  wird,  wie  cs  sein  muss, 
unendlich,  wenn  * = 4 (2«-f  1) »•  ist,  nur 

für  x = r wird  er  und  durch  fort- 

gesetztes DifTcrcnziircn  findet  man  für 
diesen  Werth 

Ä=0 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  die  Curve 
der  Ahsrisscuaxc  parallel.  Da  die  Ordi- 
nate positiv  bleibt  zwischen  zwei  Wer- 
then,  wo  sie  Null  gibt,  so  findet  ein 
Maximum  statt. 

Die  Gestalt  der  Quadratrix  lässt  sich 
nach  dem  Vorhergehenden  leicht  bestim- 
men. Sie  ist  die  folgende. 


Fig.  19. 


Gewöhnlich  betrachtet  man  indess  nur 
den  Theil , welcher  von  den  dem  Maxi- 
mum zunächst  liegenden  Assymptoten 
eingeschlosscn  wird. 

4)  Die  Quadratrix  des  Dinostratus  ist 
noch  merkwürdig  wegen  folgender  Eigen- 
schaft. 

„Wenn  man  über  einer  festen  Linie 
Dreiecke  so  zeichnet,  dass  die  Projection 
der  einen  Seite  auf  diese  feste  Grund- 
linie, zum  Gegenwinkel  dieser  Seite  in 
einem  constanten  Verhältniss  steht,  so 
bildet  der  Ort  der  Spitze  des  Dreiecks 
in  einem  gewissen  Falle  die  Quadratrix.  Sei  noch 

In  der  That  lässt  sich  augenblicklich 
aus  dieser  Eigenschaft  die  Gleichung  der 
Quadratrix  gewinnen. 

Sei  (Fig.  20)  AB  die  feste  Linie,  CB 
die  Seite,  deren  Projection  die  angege- 
bene Eigenschaft  haben  soll,  so  war  Aß 
die  Projection  von  CB. 

Wir  setzen  CABrzq  ; wenn  Punkt  C 
in  A fällt , so  wird  dieser  Winkel  ganz 
unbestimmt  Wir  setzen  ihn  dann  gleich 
<t;  es  ist  dann 

BN 


so  ist 
und 

also 


AB~r,  B A — x,  CA  = y, 
ij  = (r-x)tg<f, 


n _tfi 
r ~ a 


ex 


_1 

AB  ~ a' 


y~  (r—x)  lg  — . 

Man  erhält  hieraus  die  Gleichung  der 

n 

Quadratrix,  wenn  man  c=g  nimmt. 
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dudntur  (analytische). 

1)  Einleitung. 

Mit  dem  Ausdrucke  Integral  bezeich- 
net man  bekanntlich  die  Auflösung  einer 
beliebigen  Differenzialgleichung  oder  eines 
Systems  von  Differenzialgleichungen.  Die 
Auflösung  der  Gleichung 


wo  die  rechte  8eite  die  eine  Veränder- 
liche nicht  enthält,  wird  Integral  im  en- 
gem Sinne , oder  Quadratur  genannt. 
Den  letztem  Namen  wollen  wir  hier 
beibehalten,  um  diesen  besondern  ein- 
fachsten Fall  von  dem  Allgemeinem  zn 
unterscheiden.  Er  ist  der  Geometrie  ent- 
nommen, und  dies  kommt  daher,  dass 
die  bezeichnet«  Operation  zugleich  die 
von  den  Curven  begrenzten  Fläehenstücke 
ergibt,  die  Aufgabe , dergleichen  Flä- 
chenstQcke  zn  bestimmen,  aber  schon 
von  den  Alten  mit  dem  Namen  Quadratur 
bezeichnet  worden  ist. 

Die  Regeln  über  die  Quadraturen  bil- 
den mit  der  Differenzialrechnung  die 
Grundlage  der  hohem  Analysis,  und 
geben  zugleich  das  Hauptmittel  zur  In- 
tegration der  Differenzialgleichungen  ab, 
welche  fast  immer  in  der  Zurückführung 
auf  Quadraturen  besteht. 

Die  Aufgabe  der  Quadratur  oder  der 
Integralrechnung  im  engeren  Sinne  lässt 
sich  also  nach  dem  Obigen  dahin  fassen: 
„aus  der  gegebenen  Differenzialgleichung 

^zzf{x)  oder  dy  = f(x)dx 

den  Werth  von  y als  Function  von  x 
zu  finden.“ 

Es  ist  dies  die  der  Differenzialrech- 
nung entgegengesetzte  Aufgabe,  und  ver- 
hält sieh  zu  der  erstem,  wie  die  Division 
zur  Multiplication , oder  wie  die  Sub- 
traction  zur  Addition. 

Indessen  kann  man,  und  es  ist  dies 
in  der  That  der  historische  Weg  ge- 
wesen, den  man  dem  Wesen  der  Sache, 
wenn  auch  nicht  der  Bezeichnung  nach, 
vor  der  Erfindung  der  Differenzialrech- 
nung eingeschlagcn  hat,  umgekehrt  die 
Qnadratur  oder  die  Berechnung  der  In- 
tegrale als  die  directc,  dagegen  das  Dif- 
ferenziiren  als  die  indirecte  Operation 
auffassen.  Indem  man  unter  Integral 
den  Grenzausdruck  einer  Summe  ver- 
steht, ganz  wie  durch  das  Differenzial 
der  Grenzausdruck  für  eine  Differenz  be- 
zeichnet wird. 

Diese  Auffassung  ist  in  neuester  Zeit, 
nachdem  der  Begriff  des  Integrals  durch 


Hincinzichcn  des  Imaginären  eine  höchst 
fruchtbringende  Erweiterung  erfahren  hat, 
von  der  grössten  Wichtigkeit  geworden. 
Es  wird  daher  nöthig  sein,  dieser  di- 
recten  Definition  der  Integrale  einige 
Ausführung  zu  geben,  und  zunächst  die 
Identität  derselben  mit  der  vorhergege- 
benen  indirekten  zu  erweisen. 

2)  Definition  der  Quadraturen 
oder  Integrale  als  Summen. 

Es  seien 

gewisse  Grössen,  welche  gegeben  sein 
sollen,  durch  die  recurrente  Bezeichnung: 

y„-y,_l  =/■(*,,)• 

Die  Grösse  xf  ist  einer  anderen  Bciha 
bekannter  Grössen: 

*o>*i. *>,-*•>  — *«— l'*a 
entnommen.  f(x)  stellt  eine  beliebigo 
gegebene  Function  von  x vor. 

Setzt  man  in  unsere  recurrente  Glei- 
chung für  p nach  und  nach  die  Werthe 
1,  2,  3 • • ■ n ein,  so  erhilt  man  offen- 
bar: 

yi^y.+ZO'i) 

y, =y,  +/(-rt)=y.+/(xi)+A-r*) 
y, -y,  +f(*  s)  = y.  +/(•* 

U.  8 W., 

also  allgemein: 

yr=9.+Kxl)+f(x7)+Kxt)+  ••■/(*,)• 
Offenbar  ist  hierin  der  Ausdruck  für 
y vollständig  bestimmt,  bis  auf  die 
cfrösse  welche  willkürlich  zu  neh- 
men ist,  wenn  Nichts  über  deren  Aus- 
wahl anderweitig  festgesetzt  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Reibe  der  y 
sei  eine  continuirliche , d.  h.  jedes  yp 
unterscheide  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden;  es  wird  dann 
y — y _ j eine  unendlich  kleine  Grösse 
sein,  folglich  auch  /(*,).  Dm  lctaterei 
anzudeuten,  schreiben  wir 

/(*,)  = (*,- V-OfC4*)’ 

ein  Ausdruck,  der  in  der  That  unendlich 
klein  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Reihe  der  x ebenfalls  eine  continuirliche 
ist,  </(x)  aber  für  jeden  in  unsrer  Reihe 
enthaltenen  Werth  von  x nicht  unend- 
lich gross  wird.  Diese  beiden  Bedin- 
gungen sind  übrigens  schon  hinreichend, 
damit  auch  yp—  y _j  immer  unendlich 
klein,  also  die  Reihe  der  y continnirlich 
sei. 
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Wir  haben  nämlich: 


Wi=(W«),,(V 

oder,  wenn  wir  der  gewöhnlichen  Be- 
zeichnung gemäss 


y ~ y *pdy  » x —*  .~dx 
> *P-i  V p f- 1 P 

schreiben,  die  Indices  aber  weglasscn: 


Nimmt  man  an,  dass  C—  0 sei,  so  ist 
y = lim(</.rl  y(r,)  + </(jr,  y(x,)  + . . . 

+ djc;(x). 


Die  Bezeichnung  hierfür  ist: 
y= y y (u)tlu  oder  = J"  y (x)dx\ 


< dy 

dy  — tf  (x)  dx  oder  — - y (x). 

Der  vorhin  aufgestellte  Ausdruck  für  y 
ist  dann: 

y =J1.  + lim  [Or,y(x,)  + dx  ,</(*,)  + ••• 

+d*rl(xf% 

Wo  die  Bezeichnung  lim.  (limes,  Grenze) 
anzcigt,  dass  die  Grössen  xt,  x„. ..  x^ 

in  continuirlichcr  Reihe  auf  einander  fol- 
gen, mithin  auch,  wenn  xk  und  x einen 

endlichen  Unterschied  haben,  ihre  An- 
zahl unendlich  gross  ist. 

Da  der  Ausdruck  rechts  für  jeden 
Werth  von  x das  zugehörige  y ,also, 

da  die  Reihe  der  x ins  Unencliche  aus- 
gedehnt werden  kann,  für  jedes  x das 
zugehörige  y gibt,  so  stellt  die  Reihe 
rechts  offenbar  den  Werth  von  y als 
Function  von  x vor  und  ist  also  die 
Auflösung  der  Gleichung 


Es  ist  also  die  directe  Form  der  In- 
tegrale als  Grenzen  von  Summen  gefun- 
den, und  mithin  auch  die  allgemeine 
Möglichkeit  des  Integrircns  dargethan. 

3)  Bezeichnung  der  Integrale 
und  G ru  ndeigens  ehaft  derselben. 

Den  ganz  willkührlichcn  Ausdruck  y0 
nennt  man  „ willkührliche  Constantc.*4 
Eine  solche  enthalt  mithin  jedes  Inte- 
gral, und  sie  ist  durch  irgend  eine  pas- 
sende Annahme  zu  bestimmen. 

Setzen  wir 

C für  y0,  x und  y für  x und  y , 
so  hat  man 


x0  heisst  untere,  x obere  Grenze. 

Hierin  zeigt  die  Grösse  u oder  x 
(es  kommt  auf  die  Wahl  des  Buchsta- 
ben liier  gar  nicht  an)  unter  dem  Sum- 
men- oder  Integralzeichen  nur  an,  duss 
für  dieselben  nach  und  nach  eine  con- 
tinuirlichc  Reihe  von  Werthcn  x0,  xt,  »««x 
zu  setzen  ist,  deren  erster  also  x9,  deren 
letzter  x ist.  Dass  n&mlich  v(x0)  eigent- 
lich in  unserer  Summe  nicht  vorkommt 
ist  unerheblich,  da  ein  Glied  y(x0)</x# 
mehr  die  Summe  nicht  ändert,  wenn 
y(xg)  endlich,  da  dx0  verschwindend 
klein  ist.  D.  h. 

„Ucber  das  Gesetz,  nach  welchem  x0 
bis  zu  x übergeht,  ist  gar  keine  Regel 
festgesetzt,  es  ist  dasselbe  also  bis  auf 
die  Continuität  der  Grössen  ganz  belie- 
big, und  somit  nur  der  Anfangswerth  x# 
und  der  Endwerth  x bestimmt/* 

Es  erleidet  also  auch  keinen  Zweifel, 
dass  man,  selbst  wenn  die  Grenzwerthe  x0 
und  x reell  sind,  auf  dem  Uebergange 
von  einem  Werthc  zum  andern  zu  ima- 
ginären Werthen  von  x gelangen  kann, 
uud  zwar  können  diese  Werthc  unend- 
lich verschiedener  Art  sein.  Wir  erhal- 
ten auf  diese  Weise  unendlich  viel  Wege 
der  Integration.  Jedoch  wollen  wir  die 
Ausführung  dieser  höchst  wichtigen  Un- 
tersuchungen vor  der  Hand  noch  auf- 
schicbcn,  und  annchmcn,  dass  die  Grösse 
x auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration, 
also  während  des  Ucberganges  von  x0 
zu  x immer  reell  sei,  eine  Annahme, 
p 

die  übrigens  nicht  ausschliesst,  dass  y(x) 
auf  diesem  Wege  imaginär  wird. 

Es  bleibt  dann  allerdings  noeh  das 
Gesetz , nach  welchem  die  Grössen  x 
aus  einander  entstehen,  völlig  willkür- 
lich. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  sei 


y = C + lim  [dxl'i(xl)+ilxl'i(xt)  4-  • • • 

+<WW]- 

Man  schreibt  abgekürzt 
y=// Wor- 
unter dem  Zeichen  J ist  also  der  all- 
gemeine Ansdruck  für  « in  verstehen, 
tu  dem  die  willkiihrlichc  Constunte  C 
addirt  ist. 


wo  a eine  beliebige,  natürlich  nnendlich 
kleine  Constante  ist,  so  werden  wir  auch 
haben : 

Jr,  = *,+«.  x,  = x,+2a,  .... 

x^  = x0+r", 

rix.  = dx.  . . .4-<lx  =n, 

' T 
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also : 


/».r 

y(x)dx-\\m  [fff/(jr0  + i<)+O7(:r04:2ft)+  . . . +ny(x)]. 

r 


Ist  dagegen 


x =r.r 
p p~ » 


und  r eine  unendlich  wenig  von  der  Einheit  abweichende  Constante,  so  wird  sein: 


x,  =rx0,  r,=  r x0  . . 


x ±r  x 


»* 


dx 4 = rx0  — x0  = x,(r— 1),  dx2  = r2 x0  — r.r0  = rx0(r- 1), 

v -1 


dx^-r  x%-r  ‘x^r"  x0(r-l), 


. P-1  / v w 

+r  y(r  *.)]. 


also: 

/ y(x)</x  = lim(r-l)x0  [y(rx0)  +r9(r*x0)+r’y(r*xo)+ 

' *% 

zwei  Werthc  des  bestimmten  Integrals,  die  allerdings  in  der  Form  von  einander 
abwcichen.  Es  lasst  sich  jedoch  beweisen,  dass 

„Wenn  y(x)  auf  dem  ganzen  Integrationswogc  nicht  aufhört  endlich  und  con- 
tinuirlich  zu  sein,  die  Wahl  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  x auseinander  ent- 
stehen, keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  bestimmten  Integral^  ausübt,  letzteres 
mithin  einen  ganz  bestimmten  Werth  hat.“ 

Denn  sei: 

ü=\im  [(xl-x0)f(xl)  + (x%-xl)f(x2)+  • • • +(\-*,_1)/l*,)] 


und 


F=lim[(yl-y#)/(i/|)+(yJ-yl)/-(y,)-f  . • . 


Setzen  wir  ferner  fest,  dass  f(x)  für  Summe,  alle  zwischen  xt  und  x lie- 

alle  Werthe  zwischen  den  Grenzen  x«  , n7 

, ....  . , , , 0 genden  Werthe  von  x enthält,  so  muss 

und  x contmuirlich  bleibt,  dass  ® . ..  , . i 

n nothwendig  ein  beliebiges  Glied  xr  der 

yi=xn  y —x  einen  Reihe,  einem  y der  andern  Reihe 

t n y() 

6ci,  so  stellen  U und  V beide  ein  be-  gleich  sein.  Wir  setzen  also 

stimmtes  Integral  von  der  Form  r =v  . r , =v  . 

r *()’  r 

l X f) 

Die  Glieder  xr  und  xf,  sind  beliebig  der 


/ ZOO*» 


ersten  Reihe  entnommen,  y und  y , dem 
vor.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  beide  angemcssen  aus  der  zweiten  Reihe, 
denselben  Werth  haben.  Betrachten  wir  nun  die  Theile  beider 

Da  sowohl  die  erste,  als  die  zweite  Summen: 


CV+l-VftV+d  + (*r+2~-tr+l)  K-tr+2)+  • • • +CV  _V-1^V) 

&t+l-»t,)/&e+l)+  %+2-S'l,+l>/^(,+2>+  • • ’ +VV-1)AV) 

Wenn  sich  die  Zahl  r'  an  r annähert,  so  wird  sich  auch  (/  an  q nähern,  und 
die  Ausdrücke 

f(xr+ 2^*  ^Xr+ Jp  * **  (xrf)* 

ebenso  wie 

%+i>’  %f+2 >•  Ä»«+si>  ■ ■ ■ (y> 

werden  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  immer  näher  rücken,  so  dass  man  lur 
die  erste  Summe  auch  setzen  kann: 

f(xr)  (•V  + l-*r+*r+2“Jrr  + l+  ‘ • * +V  “V-l  > = KXr>  (V  ~xr) 
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und  für  die  zweite: 

r()v)=  %+i->,,+»e+2->P+i+  • • ; +v-V-i)=/ü,e)(V_V' 


Wegen  der  Voraussetzung 

x =w  , x , = u , 
r yQ'  r' 

sind  aber  diese  beiden  Grenznusdrückc 
gleich , und  da  dies  von  den  andern 
Theilcn  beider  Summen  in  gleicherweise 
gilt,  so  hat  man: 

u=v, 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

4)  Beispiele  der  Ausführung 
von  Quadraturen. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt,  dass 
man  bei  den  Quadraturen  das  Entste- 
hungs-Gesetz unter  der  Bedingung  der 


Continuität  beliebig  wählen  kann.  Man 
nimmt  es  natürlich  derart,  dass  die  Sum- 
mirung  der  entstehenden  Reihe  möglichst 
einfisch  wird. 

Dies  Verfahren  ist  von  Fcrmat  und 
Andern  schon  lange  vor  Erfindung  der 
hohem  Analysis  cingcsehlngcn  worden. 
In  den  wenigsten  Fällen  wird  man  das 
Gesetz  einer  arithmetischen  Progression 
su  wählen  haben. 

Beispiel.  Es  sei  zu  bestimmen: 

ph 

U~ : I «*  du. 

•'  n 

Wenn  man  hierin  setzen  würde: 


= «)*+  (rt-f-2«),-j-(«+3rr)*-f  • . • + (a+pa)*], 

so  hätte  man  die  Summe  der  *ten  Potenzen  oincr  arithmetischen  Reihe  zu  finden, 
eine  Aufgabe,  die  nicht  ganz  leicht  ist,  namentlich  wenn  s keine  ganze  positivo 
Zahl  ist.  Wir  setzen  daher 


also 


U = (r— l)u [(ro)*  + r(raa)*-F  r,(r,a)*  + 


, P-t , v \*i 

+ r (*•  «)  ]t 


wo  r unendlich  wenig  von  der  Einheit  entfernt  und  r a — b ist. 

Man  hat  hier  offenbar  eine  leicht  zu  summireiulc  geometrische  Reihe,  was 
auch  s sei,  nämlich:  ' *. 

• «+lr<  , 4+1  , 2«+2  34+3  (4»-t)4+f-l 

U = (r— l)r  o [1  + r +r  -fr  +...+r  J 

_K*+D_1 


. P _ b 

oder,  wenn  man  r =-,  r = T/-  setzt: 

a ) a 

i L * 

(&«+<_„»+< ) (bP-aP) b p 


Uzz- 


==”7+i — V-i 

r —1 


«+1  *+l 

b P — a p 


Der  Factor 


+r 

p 


4+1 

P 


ist  gleich 


1 + (?)' + (f)'  + • • • +(?)' , 

1_ 

ein  Ausdruck,  der  für  unendlich  grosses  p offenbar,  da  = 1 *st»  die  Summe 

gibt.  Somit  hat  man: 


I 
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5)  Einige  Sätze  über  die  Quadraturen  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Sum- 
menform. 

Es  ist: 


r: 


f(x)dx  = (x , —x0)f{x i)+(xt-xl )f(x3)+  . . . + (xp-xf_t)  f(xp ) 

= KxJ+(x,-rx,-2>n*,-J+  *•• 

In  dem  letzten  Ausdrucke  ist  die  Reihenfolge  der  x: 

Xp'Xp-i'Xp-2  * * ’ 

Da  nun  das  Zeichen  dx  der  abgekürzte  Ausdruck  für  die  Differenz  eines  belie* 
bigen  x und  des  Vorhergehenden  war,  so  ist  jetzt: 


zu  setzen,  also: 


dx~x  —x 

i—l  » 

—dx  = x —x  . 

* *— 1 


wodurch  man  fiir  die  letztere  Reihe  jerhält : 

- J*p  f(*p)  ~ dxp_x  /!*,_,)  ~ ••  • ~dxJ(xv)~  ~J  7(*)rfj 


Man  hat  also: 


oder: 


fX°f(x)dx=  -fXPKs)d* 


xp 

• ß 


f ((u)du=  ~[nf(u)d 

J a J 8 


ß 

„Man  kann  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  vertauschen,  wenn  man 
das  Vorzeichen  ändert.“ 

Ist  f(x)  = 1,  80  erhält  man  sogleich: 

r*dx=  b-a. 

J b 

Aus  der  blossen  Form  des  Ausdruckes : 


f\x)dx  = (xi-«)f(xi)+ (jt,  - x , )f(x3)  + 
J « 


+(“*,) /bO+(*,+2->'M*,+2) 

+ . . . +(ß-x  ) 


wo  y = x ^ ein  beliebiger  Werth  von  x zwischen  « und  ß ist,  folgt  sogleich : 

pß  pY  pß 

I f{*)dx  = / f(x)dx  + / f (x)  dx. 
a a **  y 


„Es  bleibt  aber  diese  Formel  auch  noch  richtig,  wenn  y nicht  zwischen  a 
nnd  ß liegt.“  Denn  cs  ist: 

pß  pß-  pY 

I f(x)dx-  f{x)dx  - I f(x)dx 
•"  a **  Y *'  # 

oder,  wenn  man  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 

/ß  pY 

f(x)dx=l  f(x)  dx 

Y J ß 

setzt : 

pY  pß  pY 

/ f(*)dx  = t f(x)dx+  I f(x)dx , 

a Ja  J ß 

was  offenbar  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt,  wenn  man  ß mit  y vertauscht.  Es 
fällt  aber  hierin  ß nicht  zwischen  a und  y,  sondern  über  y hinaus. 
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Noch  ist  selbstverständlich: 


±V<*)  • • >)dx~  fP  f(x)dx±rP,f{x)dx±rPtf{x)dx±  . . ., 
Ja  Ja  Ja  Ja 


•ß 


ß 


•ß 


einander  entgegengesetzt,  d.  h.  die  von: 

ß ß 

M f 7 (■*■)  dx-  f f(x)  (f  (x)  dx 

Ja  Ja 

und 

ß ß 

Nf  <f  (x)dx~r  f(x)q(x)dx. 

•'  a ■'  " 


Es  mnss  also  das  Integral : 

ß 


d.  h.  „das  Integral  einer  Snmme  oder 
Differenz  ist  gleich  der  Summe  oder 
Differenz  der  einzelnen  Integrale.“ 

Ferner,  wenn  c eine  Constantc  ist: 

/ß  nß 

cf{x)dx  ~ cj  f(x)dx. 

a Ja 

Auch  ist  klar,  „dass  jedes  bestimmte 
Integral  einen  positiven  Werth  hat,  wenn 
f(x)  auf  dem  ganzen  Integrationswege 
dasselbe  Vorzeichen,  und  gleiches  mit 
ß — a hat“  Denn  in  der  Formel: 

nß 

I f(x)  dx  = 2(X' 

haben  dann  immer  die  beiden  Factoren 

x —x  und  f(x  ) dasselbe  Zeichen,  da  ‘icßen* 

* *-l  v Da  M und  N Wcrtke  von  f (x)  aus 

x —x  mit  ß—a  zugleich  positiv  und  der  von  a und  ß begrenzten  Reihe,  un- 
* A , ser  Integral  aber  continuirlich  ist,  so 

negativ  ist.  „Dagegen  ist  der  Vr  erth  muss  dasselbe  offenbar  gleich 
eines  bestimmten  Integrals  negativ,  wenn 

f\x  ) immer  dasselbe  Zeichen,  aber  das  _ t'ß 


r f{x)ff(x)dj 

rt 


zwischen 


nß  nß 

NI  q (x) dx  uud  Uli  q(x)du 

*'  rt  *'  ft 


rwf  v(*) 

rt 


dx 


entgegengesetzte  wie  ß—a  hat.“  ^ a 

Sei  jetzt  unter  dem  Summenzeichen  sein,  wo  x ' in  der  angegebenen  Reihe 

ein  Prodnct  f(x)  • q (x)  enthalten.  liegt,  man  kann  aber  setzen: 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  q(x)  sein  . » 

Zeichen  zwischen  den  Grenzwerthen  a x ~ "v* 

und  ß nicht  ändert.  wo  i zwischen  Null  und  Eins  liegt,  denn 

Sei  dann  M der  grösste  Werth  von  je  nach  der  Wühl  von  #,  erhält  man 

f\x ),  N der  kleinste,  welcher  in  diesen  hieraus  für  x ' alle  zwischen  a und  ß 


fallenden  Werthe  von  x. 
schliesslich: 

ß 


Man  hat  also 


fP,f  (xW(x)dx  -f  [«+*(/?-«)]  f \ ( a)dx , 
J a Ja 

jedoch  nur,  wenn  q(x)  sein  Zeichen  nicht 


Grenzen  enthalten  ist. 

Dann  ist  also  immer: 

M—/(x ) positiv,  N—f(x)  negativ. 

Es  haben  also  auch  die  Grössen 

“/(*)]  7 (*)  und  [A-/'(x)]y(x) 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  zwar  ändert.  Diese  Formel,  obgleich  die 
auf  dem  ganzen  Integrationswege  jeder  Grösse  von  # darin  noch  nicht  bestimmt 
imm  er  dasselbe  Vorzeichen,  da  7 (x)  das  >st,  ist  dennoch  zur  Berechnung  der 
seine  nicht  ändern  soll;  daher  sind  auch  Grenzen  bestimmter  Integrale  vou  gros- 
die  "Vorzeichen  von:  ’ ser  Wichtigkeit. 

6)  Differenziation  der  Inte- 
grale nach  einer  Constante. 

Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  Integral 
nach  einer  der  Grenzen,  oder  nach  einer 
in  ihm  enthaltenen,  bei  der  Quadratur 
selbst  als  constant  betrachteten  Grösse 
(Parameter)  zu  differenziiren. 


fß[M-Kx))q(x)dx 

• ' rt 


und 


rt 


Offenbar  ist  nach  dem  Obigen: 

xP+i  nxP„  . . 
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aber: 


Sind  x , x zwei  auf  einander  folgende  Elemente  unserer  Reihe , so  ist 

p />+! 


/xP\-i  r*p  . rxp^\  \ 

/(x)tfx-/  f{x)  dx  d(  I f(x)dx\ 

« a n 7 


•*P+i 


x „ — x 
p+t  ? 


was  man  auch  schreibt: 


(/>4 


dx 


Es  ist  diese  Formel  allerdings  schon  aus 
der  ersten  Definition  der  Quadraturen 
abzuleiten,  da 


/Xp-f-l 

f(x)  dx  besteht  aber 
xp 

nur  aus  einem  Gliede: 

also  da  [man  für  x auch  x setzen 

1 /H 1 v ist  dann  auch : 

kann,  da  diese  Ausdrücke  bis  auf  ein  s 

unendlich  Kleines  einander  gleich  sind,  _d/  C? r(x\jx\  — r/tt\ 

wenn  man  x —ß  setzt:  da\J  J'  / *'  '* 


-y-~ 

dx 


,y=fX K*) 

•'  a 


dx 


war.  Wegen  der  Gleichung: 

[nf{x)dx  = -[“f{x)dx 
J ß J ß 


*(/W)=/W. 


Es  ist: 


f f(*,  c’)dx  - fPf{x,  c)  dx  = rP[f(r,  c')  - f(x , c)]dx, 

J a J a •'  cc 

/ 

nlso  wenn  c'  unendlich  wenig  von  c verschieden  ist,  und  man  auf  beiden  Seiten 
durch  c'  — c dividirt: 


Enthalte  jetzt  das  Integral  f(x)  noch 
eine  Constantc  c,  nach  welcher  differen- 
ziirt  werden  soll. 


ß . 


Aus  der  Vereinigung  dieser  3 Arten  des  Diffcrenziirens  ergibt  sich  noch, 
wenn  a,  ß,  c Functionen  einer  vierten  Grösse  u sind: 

öfß  fß 

d / nß  \ a dß  , J a da  , dJ  a de 

fa\J  J~  dß  du  da  du  de  du 


wo  der  Kürze  wegen  für  C f(x,  c)  nur  C geschrieben  ist.  Wegen  der  obi- 

**  « J a 

gen  Formeln  aber  hat  man: 


c)  *)  • s+/w>2+«*)» 


da 

dTi 


7)Uebergangvon  den  bestimmten 
Integr alen  zu  de n unbestimmten: 
Aus  einem  bestimmten  Integral  lasst 
sich  immer  das  allgemeine  oder  unbe- 
stimmte vermöge  der  Formel: 


ableiten.  Indess  nimmt  auch  der  Aus- 
druck für 

//«*. 

welches  auch  der  gegebene  Werth  von 
c sei,  stets  die  Form  des  bestimmten 
Integrals  an. 
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Wenn  man  nimlich  die  Gleichnng 


c=y  K*)  ** = -f  /■(*)  <** 

auflöst,  wo  also  X als  Function  ron  C zu  bestimmen  ist,  so  erhalt  man: 
f ftz)dx. 


Es  fragt  sich  nur,  ob  die  Gleichnng: 

*W =C, 


fW  = f K-x')Jx 


gesetzt  wurde,  immer  einer  Auflösung 
fähig  ist. 

Dies  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  immer 
der  Fall,  wenn  y (i)  eine  eindeutige 
Function  ist. 

Wir  haben  nämlich  in  dem  Artikel 
„Quadratische  Factoren“  gezeigt,  dass  es 
immer  wenigstens  einen  Werth  von  X 
gibt,  für  welchen  eine  eindeutige  Func- 
tion, also  auch 

v«-c 

der  Null  gleich  wird,  und  es  muss  so- 
mit für  diesen  Werth  von  1,  y (A)  = C 
sein.  Ist  aber  y (I)  eine  mehrdeutige 
Function,  so  wird  sich  dieselbe  immer 
aus  einer  Gleichung: 

«!,»)  = 0 

herleitcn  lassen,  wo  f eine  eindeutige 
Fnnction  von  X nnd  u ist,  und  «i  = y(A) 
zu  setzen  ist.  Setzt  man  hierin  u=C, 


wo  C gegeben  ist,  so  hört  /(I,  C)  nicht 
auf,  eindeutig  zu  sein,  und  diese  Function 
hat  eine  Variable  X,  und  muss  daher  für 
irgend  einen  Werth  von  X Null  werden, 
und  für  diesen  also  wird 
»<i)=C 

sein. 

Es  ist  jedoch  wohl  zn  bemerken,  dass 
der  Werth  von  I,  welcher  diese  Glei- 
chung erfüllt,  imaginär  sein  kann.  Somit 
sind,  um  diese  Betrachtung  völlig  durch- 
zuführen, noch  die  Untersuchungen  über 
Quadraturen  in  imaginären  Grensen  nö- 
thig,  die  wir  bis  jetzt  unterlassen  haben. 

8)  Einführung  neuer  Variablen. 

Da  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die 


Variable  x in 


dem  Integral:  /; 

ändert,  ganz  beliebig  ist,  so  kann  man 
sich  x als  Fnnction  einer  andern  Varia- 
ble y denken.  Ist  dann  x=y(y),  so  hat 
man 


/(*)  = v-Cy) 


nnd: 


y ^(z)ir = [y  (y ,)— y (y ,)]  y{y ,) + [«  (».)—'/  (s  i)]  V'(s>)+- •+[»drf>— ■ 

Oder  wenn  man  für  y(y)  wieder  x,  i)  Beispiel.  Sachen  wir  *.  B.  da» 
fUr  y.(y)  schreibt:  Integral:  . 

Die  Grenzen  y.  und  y aber  sind  »o  zn  so  setzen  wir  m— y — a,  also  dx—dy,  es 

p ist  dann : 

bestimmen,  dass 

...  da  für 

a = yy„  b-y (y,)  * = „, 

wird. 

Dieser  wichtige  Satz  lehrt  die  Inte-  wird  nn<]  fllr 
grale  durch  Einführung  einer  neuen 
Variablen  umformen,  nnd  ist  für  die 
wirkliche  Ausführung  der  Quadraturen 

von  grosser  Wichtigkeit.  wirJ>  t 


y = tt  + a 

x=fi, 

y-fi+a 
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also: 


rß,  „nj  rß+a  n.  0 s+a)"+l— («+«)"+' 

.-ft  - - 


Per  Werth  dieses  bestimmten  Integrals  ist  n&mlich  in  Abschnitt  (4)  berechnet 
worden. 

Ein  andrer  wichtiger  Satz  für  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale  ist 
der  folgende.  Sei  wieder: 

/rtx)d,  = (*1-x.)rtxl)+(wt-*,)/(x,)+  • .. 
wo 

xf  = t,  x,  = a 

ist,  so  kann  man  dafür  bei  andrer  Anordnung  der  Glieder  auch  schreiben: 

oder,  da  für  jetles  Element  x4,  xx  . . . auch  das  folgende  gesetzt  werden  kann, 
wenn  f(x ) continuirlich  bleibt: 

/ Mdx^bM-aM-dfixJ.x^dKxJ'Xt-dKx^ 

•'  a 
also 


/.O  x»/W 

/ /(x)dx  = bf(b)-af(a)  - / *rf/(x) 

^ a /(a) 

/(x)=y,  /(«)=».. 
f ydx  = byt-ay-f\dy. 

pb 

Beispiele.  Es  sei  zu  bestimmen  das  Integral:  f lg(x)rfx,  so  ist: 

•'  a 

/b  /.lg  b 

lg*dx  = 41g(4)  — fllg(a)  — / xrfy, 
o *x  Iga 


oder,  wenn  man 
schreibt : 


wo  y = lgx.  Da  aber 
ist,  so  bat  man: 

also : 


d lg  x zr 


dx 

x 

b 


/lg  b pa 

x <ly  — J dx-b—a, 

Igo  J a 

pb 

f ]gxdx=r4Ig  4— olgo— b+a. 
d a 

Beide  letzten  Sktze  vereinigt  geben  noch  folgendes  Resultat.  Es  ist,  wenn  man 
setzt : 

pb  pf(b) 

I f(x)9,'(x)dx=  I fl*)*(x)=/(%(4) -«•),(•)-/  y(x)d/(x), 

Ja  •’  y (a)  J fla) 


M 
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wie  man  erhält,  wenn  man  in  der  letzten  Formel  y(x)  für  x gesetzt  denkt. 
Aber  cs  ist 


j r(z)df(x)  = / <,(x)r(x)dz, 

•'  ffa)  •*  n 


wo  wieder 
ist,  also: 

Es  sei  nun 
so  ist  offenbar: 


m 


b 

a 

~dM 

dx 


pb  pb 

/ (X*)  '/■'(*)  = /(%  (6)  -f{a)  >f  (a)  - / ,f{x)f1(x)dx. 

•'  o */  n 


</(*)=  f y(z)dx 

% 

die  untere  Grftnze.  X ist  hier  völlig  willkührlich , da  darüber  Nichts  festgesetzt 
war,  also: 

J".  J(z)*(x)iz  = f(b)j' ^,(x)ix  \p(x)  dx  — nr,  \p{x)  dx j/'(x)  dx. 

Uebrigcn8  ist  trotz  der  Willkürlichkeit  von  X der  Werth  des  rechtsstehenden  Ausdrucks 

* * « • rb  • 

stets  derselbe,  wie  auch  X bestimmt  werde,  da  J f{x)ip(x)dx  völlig  bestimmt 
ist.  Dies  ist  auch  direct  zu  erweisen.  Denn  setzt  man  pi  für  A,  so  wird: 

/x  pX  px 

\p(x)  dx  - J \p(x)  dx  + I *p(x)dx, 

P J fx  J X 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  vorletzte  Formel,  nachdem  daselbst  X für  fx 
geschrieben  ist,  einsetzen : ' 

r f{x)  tp (x)  dx  = f(b)f  *p(x)  dx—  f(a)f  xp (x)  dx  + f xp{x)  dx  [f(b) — f(a)} 

J J X •'  J X Ju 


t* 

X 


Es  ist  aber: 


. ...  qi:  xp(x)  dx  -fl  ip(x)dx^f(x)dx. 

m tp(x)  dx  dx- J*  f xp{x)f{x)dx 

' + f V<*)  fc'f  f (*)  dx  = f f xp(x)  f*{x)  dx  + f tp(x)dx  1/(6) -/■(«)], 

**  fx  Ja  J aJ  X J fx 

da  J'  \p(x)d(x)  offenbar  constant  ist,  und  seine  Grenzwerthc  x selbst  nicht  ent- 


halten, und  da 


r°  rM  . 

/ I df{x)  =f(b)-f(a) 

Ja  J f(a) 

ist.  Setzt  man  diese  Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  von  / A*)^*)***  e’n»  80 

' - Ja 
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erh&lt  man  offenbar  denselben  Werth  wie  vorhin,  da  sich  ft  ganz  heraus  hebt, 
wie  dies  za  beweisen  war. 

Beispiel. 

Sei  J'  x lg  * dx  za  berechnen. 

Nach  dein  vorigen  Beispiele  ist: 

J ' lgxdx  = xlgx— *+1, 
da  ' lgl  = 0 

ist.  Also  wenn  man  x fllr  /(x),  lg(x)  für  y(x)  setzt,  und  A = 1 nimmt: 

/xlgx  dx~b(b  lg  4 — 4+1)  — r (xlgx— x+l)dx, 

1 J 1 

da  hier 

/'(*)= 1 

ift 


Bezeichnet  man  also  J'  xlgxrfx  mit  V,  so  ist: 
r%b 


oder 


/»• 

U=4*lg4— 4’  + 4— 1/+  / (x-l)dx  = t*lg4-4*  + 4-l/+l»>-l-4+l 

= b'leb-\b*  + i-U 


2V=4*lg4-^5+l, 

ü=y^xlg**t=l4*lg4-*4,+i. 


Bei  allen  diesen  Bctrachtnngen  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die  Continuität 
des  Ausdruckes  unter  dem  Integralzeichen  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration 
vorausgesetzt  wurde. 


9)  Untersuchungen  des  Falles,  wo  die  Variable  imaginär  ist. 
Wir  setzen  noch  immer  Continuität  voraus,  wollen  aber  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wo  x imaginär  werden  kann.  Sei  demnach 

s = x+yt, 

so  wird  man  immer  haben: 


/ • • • • +(*,-*/_1)/(»11)- 

Es  kann  sich  in  z aber  x nnd  y gleichzeitig  jedes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  ändern.  Liessc  man  bloss  x sich  ändern,  bliebe  aber  y constant,  also 
= a,  so  wäre: 

f '/(»)*=/*  V(*+«’)‘k=(*i-*.)/W+'")+(*a-*i)A*s+<ri)+ 

+ (xf-zr  t)  ftx^+ai). 

Es  ist  dies  Integral  offenbar  nach  der  reellen  Grosse  x allein  genommon, 
nnd  f{x+ai)  ist  eine  Function  von  x,  also  gelten  die  in  dem  Vorigen  gegebenen 
Hegeln  über  die  Integrale  reeller  Variablen  ganz  für  diesen  Fall,  namentlich  auch 
der,  dass  x sich  zwischen  x,  und  x nach  einem  beliebigen  Gesetz  ändern  kann. 

Aehnliches  würde  eintreten,  wenn  sich  y allein  änderte.  Es  wäre  dann: 

y^'/1[t)(ls=«[(jf,-y,)/l[«+y • +<y/-y^_1)rt«+srj*)}> 
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also: 


= »/'y'7(n+yi)<<y, 

**  I/. 


und  da  y reell  ist,  kann  dies  Integral  auch  wie  das  obige  behandelt  werden. 

Nun  sollen  sieh  endlich  x und  y gleichseitig  ändern,  es  ist  also  zunächst  eine 
Beziehung  zwischen  x und  y festzusetzen.  Wir  nehmen  an 

*='/(«).  y =</■<*), 

wo  m,  y(u),  V'(M)  >n  den  Grenzen  der  Integration  reell  bleiben  müssen. 

Es  ist  dann: 


/Vh-/u;  niw  + w]*(u)£*u)]*. 

offenbar  nämlich  hat  das  Integral  dio  Summenform : 

A‘,)+[(7(«.)-7(“.))+i(^“»)-V'(“.))l  A*.)+ 
....  + [7  («^)-  7 («,_,)) + '('/'(•O  - V'(“f  _,))]  AO. 

und  cs  ist: 

7 («P  ~ 7 (“,_,) +« 7(«,_,))  = 35J- 


-du. 


Da  Übrigens 
ist,  kann  man  auch  schreiben: 


7(1^)  + tyC,)-* 


/>'•  =/><•>*'•■ 

•o  Mo 


Diese  Formel  entspricht  genau  der  ersten 
im  vorigen  Abschnitte  entwickelten,  nur 
ist  hier  bewiesen,  dass  sie  auch  für  ima- 
ginäres ; gilt. 

Da  übrigens  jetzt  u als  unabhängige 
Variable  zu  betrachten,  und  diese  Grösse 
in  den  Grenzen  der  Quadratur  reell  ist, 
so  finden  auch  hier  die  Gesetze,  welche 
oben  entwickelt  wurden,  Anwendung, 
wenn  Continuität  stattfindet.  Es  kann 
also  m sich  nach  einem  beliebigen  Ge- 
setze ändern,  vorausgesetzt,  dass  das 
einmal  gewählte  7(1»)  nicht  discontinuir- 
lich  wird. 

Sollte  also  ein  Integral  durch  Aendc- 
rung  des  Intcgrationsweges  seinen  Werth 
ändern,  so  kann  cs  nur  daran  liegen, 
dass  man  in  den  Gleichungen  x=y(u) 
und  y = ip(u)  gleichzeitig  die  Functionen 
(/•  und  tp  ändert. 

Ehe  wir  dies  jedoch  untersuchen,  ist 
cs  zweckmässig  diesen  Betrachtungen 
eine  geometrische  Deutung  zu  geben. 

Das  Integral  sei: 

nß 

/ A»)  *» 

et 

wo  also  s,  o,  ß im  Allgemeinen  complcxo 
Grössen, 

* = *+yi,  a = a + ki,  ßzzt+ß’ 


sein  sollen.  Versteht  man  unter  x und 
y rechtwinklige  Coordinaten,  die  auf 
ein  gegebenes  in  der  Ebene  befindliches 
Coordinaten  System  bezogen  sind,  so  ent- 
spricht jeder  Werth  von  s einem  be- 
stimmten Funkt  in  der  Ebene,  dessen 
Coordinaten  x und  y sein  sollen.  Gibt 
man  also  x und  y alle  möglichen  Wer- 
the,  so  stellt  s jeden  Punkt  der  Ebene 
vor. 

Die  Grössen  «r  und  ß dagegen  ent- 
sprechen zwei  bestimmten  Punkten  in 
der  Ebene,  deren  Coordinatenwerthe  be- 
züglich n,  6 und  e,  f sind. 

Sind  a,  ß und  s reel,  so  ist 

b=r=y=o 

za  setzen.  Der  Werth  von  s entspricht 
einem  Punkte  der  Abscissenaxc,  wo  ja 
in  der  That  y = 0 ist,  und  das  Integral 


Punkte  a nach  t hin  der  ganze  dazwi- 
schenliegende Theil  der  Abscisscnaxe  zu 
durchschreiten , für  jeden  Punkt  x^  der 

Werth  (x  -x  f)  f{x ) zu  berechnen,  und 

alle  diese  Werthe  zu  addiren  sind.  Man 
kann  also  in  dem  Falle,  wo  x immer 
reell  ist,  sagen,  dass  sich  die  Quadratur 


/f[x)dx  ist  so  zu  verstehen,  dass  vom 
a 
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über  einen  Theil  der  Abscissenaxe  er- 
strecke. 

Wenn  aber  a,  ft,  t auch  complexe 
Grössen  sein  können,  so  stellen  a und 
ft  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  dar, 
und  cs  ist  von  a nach  ft  auf  einem  be- 
liebigen continuirlichen  Wege,  der 
also  immer  eine  Linie  sein  wird,  fort- 
tuschreiten, und  dieser  Weg  heisst  dann 
der  Intcgrationsweg  *).  Offenbar  geben 
die  Gleichungen 

*=?(«)>  y=V'(«)i 

die  Gleichung  dieser  Linie’,  wenn  man 
daraus  u eliminirt.  Was  die  Grenzen 
anbetrifft,  so  wird  diese  Linie  immer 
durch  die  zwei  Punkte  gehen  müssen, 
deren  Coordinatwcrthe  a,  b und  e,  f sind. 
Demgemäss  sind,  wenn  die  Integrations- 
grenzen gegeben  sind,  die  Functionen 
y(u)  und  ^(w)  zu  wählen.  Offenbar  kann 
man  auch  u = x setzen,  und  die  Glel 
chung  y — </'(x)  annehmen. 


entspricht.  Diese  Wege  Bind  z.  B.  AIB, 
AmB , AnB,  ApB , AqB  • • • Auf  jedem 
Wege  wird,  vorausgesetzt,  dass  auf  den- 
selben die  Function  /*( s)  continuirlich 
bleibt,  das  Integral  völlig  bestimmt  sein. 
Ob  beim  Uebergange  von  einem  Wege 
zum  andern,  also  z.  B.  von  AIB  bis 
AnB  sich  der  Werth  des  Integrals  än- 
dert, soll  bald  untersucht  werden. 

Welches  auch  die  Werthe  von  a und 
ft  seien,  so  wird  einer  der  Intcgrations- 
wege  immer  eine  grade  Linie  bilden, 
welche  dnreh  die  Punkte  geht,  deren 
Coordinaten werthe  a,  b und  e,  f sind. 
Die  Gleichung  dieser  Linien  wird  sein: 

y-b  _ x-a 
f—b  e—a 

und 

fßl W*  = /V+Jl‘)  (1 


Fig.  21. 


es  ist  nämlich 


m 


U — X 


di  _ d(x+yi ) 
du  ~ du 

zu  setzen,  woraus  sich: 

— = l+i^ 
dx  dx 

ergibt.  Da  aber  vermöge  der  Gleichung 
der  graden  Linie: 


Es  gibt  also  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  A und  B (Fig.  21),  deren  Coor- 

dinatcn-Werthe  a,  b und  e,  f sind,  unend-  unc* 
lieh  viel  Integrationswege,  welcher  jeder 

/ß 

f(fi)  di 
n wi 


y = b +- — b(x—a) 
9 e— o' 


dy  _ f—b 
dx  e—a 


wird,  so  hat  man: 


JV)*=(  i+ (zj)/V  {* +i(4+^V  - «>)}*• 


Es  ist  klar,  dass  jede  gegebene  Curve, 
etwa  ein  Halbkreis  u.  s.  w.,  an  die  Stelle 
der  graden  Linie  treten  kann. 


*)  Mit  diesem  Worte  bezeichnen  •wir  jetzt 
nur  die  Linie,  auf  der  die  Werthe 
. von  i zu  suchen  sind,  nicht  das  Ge- 
setz , nach  dem  sich  x oder  t*  inner- 
halb dieser  Linie  ändert,  da  letzteres 
keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  In- 
tegrals ausübt. 


Als  wichtig  aber  erwähnen  wir  noch 
den  Fall,  wo  diese  Linie  in  sich  selbst 
zurückkehrt , also  a = ft  ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  einem  ganzen  Kreise,  einer 
Ellipse  u.  s.  w.  geschieht.  Auch  kann 
der  Integrationsweg  natürlich  eine  ge- 
brochene Linie  sein,  wo  sich  dann  die 
Form  der  Gleichungen 

x~9 (u),  y='K»)  odcr  y=f(x) 

während  des  Weges  ändern  muss. 

i 
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,,  , Function  f(x ) discontinuirlich,  so  brau- 

10)  Einfluss  derD.scontinuitat.  chen  Jn  dvc/ Nähe  dic8C8  PunktC8  die 

Werde  jetzt  für  einen  Punkt,  der  6ich  aufgcstellten  Regeln  des  Integrircns  nicht 
auf  irgend  einem  Wege  zwischen  den  mehr  richtig  zu  sein.  Es  kann  nämlich 
Grenzen  der  Integration  befindet,  die  in  diesem  Falle  die  Reiho 

/ /(*>**  = (*  +1)+  • • • 


auch  aufhören,  continuirlich  zu  sein. 
Dies  findet  statt,  wenn  die  einzelnen 
Elemente  (x  — x ) f(x)  endlich  oder 

unendlich  gross  werden.  Namentlich  der 
Satz,  dass  das  Gesetz  der  Aendcrung 
von  x den  Werth  des  Integrals  nicht 
ändere,  hört  in  der  Nachbarschaft  dieses 
Punktes  dann  auf,  richtig  zu  sein,  da 
beim  Beweise  des  Gesetzes  oben  continuir- 
lichcs  Fortschreiten  vorausgesetzt  wurde. 

Indess  ist  cs  .nicht  unbedingt  noth- 
wendig,  dass  diese  Reihe  an  dem  be- 
zeichnten Punkte  auch  der  Continuität 
entbehren  muss,  da  der  Factor  x — x 

t t—i 

doch  unendlich  klein  ist,  und  daher  mög- 
licher Weise  die  Discontinuität  von  f(x  ) 

wieder  compensiren  kann.  In  diesem 
Falle  gelten  die  Regeln  des  Integrirens 
noch  immer. 

Um  sich  nun  zu  überzeugen,  ob  das 
eine  oder  andre  stattfinde,  also  ein  In- 
tegriren  auf  diesem  Wege  möglich  sei 
oder  nicht,  hat  man  folgendes  Mittel. 

pß 

Es  sei  / zu  untersuchen. 

a 

Der  Integrationsweg  ist  eine  bestimmte 
Linie,  auf  welcher  sich  zwischen  den 
Endpunkten  a und  ß ein  Punkt  A befindet, 
derart,  dass  /(A)  discontinnirlich  wird. 
Statt  des  obigen  Integrals  untersuche 
man  dann : 

«A-cf  rß 

I f(*)d2+f 

Ja  A-I-# 

wo  <f  und  i verschwindend  kleine,  zwischen 
a und  ß liegende  Grössen  sind.  Ist  der 
Integration  weg  die  Abscissen- Axe,  so 
sind  tf  und  « positiv.  Wird  nun  der 
Werth  dieser  Summe  von  <f  und  « un- 
abhängig, so  kann  man  offenbar  auch 
d = f=0  setzen,  und  hat 

fßn.>)*= /**«•)*+ /'V)*. 

J « J a J A 


worin  tf  und  t gar  nicht  Vorkommen.  Die 
Discontinuität  von  f(k)  übt  also  keinen 
Einfluss  auf  das  Integral  aus,  und  man 
kann  dasselbe  ganz  so  behandeln,  als 
existire  eine  solche  nicht. 

Wird  dagegen  der  Werth  der  Summe 
von  (f  und  i abhängig,  so  ist  keine  In- 
tegration auf  diesem  Wege  über  den 
Punkt  A hinaus,  d.  h.  auf  einem  Linien- 
stück, welches  den  Punkt  A enthält, 
möglich. 

Beispiel.  Sei  zu  untersuchen 


/■”* /+V**> 1 

— a y x j —a 


a und  ß sollen  positive  reelle  Grössen 
sein,  und  x immer  reell  bleiben,  d.  h. 
cs  soll  die  Integration  zum  Wege  die 
Abscissenaxe  haben.  Offenbar  wird 

~j=  - oo  für  x = 0. 

\x 


Man  nimmt  daher: 
-d 


f "x-*i*+fß  »-**. 

% 

Wir  hatten  Abschnitt  (4): 

J a «+1 

also,  wenn  s=—  £ gesetzt  wird: 



/x~*dx=-2[(-d)*  — { — «)*, 

— <T 

rß  x”^rfx=- 
j +s 

Offenbar  aber  ist,  bei  unendlich  kleinem 
d und  i, 


(—*)*=.*  = 0, 


also: 

ß 


r +ßx-*dX =r°  x~*dx+ rßx-*dx = _2G9*-(- 
J — n J — (i  J 0 


»)*) 


und  auf  dies  Integral  hat  folglich  die  Discontinuität  von  keinen  Einfluss. 
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Sei  jctxt 


r+ß  dx  r+ß 


</x 


Ein  Integral  von  der  Form 


über  einen  Theil  ilcr  Abeissenaxe  zu 
erstrecken,  in  welchen  sieh  der  Punkt 

x~0  befindet,  für  den  -i  ebenfalls  un- 

x* 

endlich  wird. 


Mnn  hat: 


q Q 

Es  werden  aber  t und  ( — J)  ° für 
unendlich  kleines  t und  tf  unendlich  gross, 
mithin  der  Werth  des  Integrals  von  cf  und 
t abhängig.  Man  kann  also  bei  diesem 
Integral  nur  einen  Thoil  der  Abscissen- 
axe  als  Intcgrationsweg  nehmen,  wenn 
der  Punht  * = 0 auf  demselben  nicht 
liegt. 


wo  J und  * unendlich  klein  sind , f(l) 
aber  discontinuirlich  ist,  heisst  nach  Cau* 
chv  singuläres  Integral 
Würde  mau  das  Integral 

+ß  dx 


wo  a und  ß positive  reelle  Grössen  sind, 
nach  Abschnitt  4)  olme  Weiteres  be- 
rechnen, so  erhielte  man: 

also  einen  völlig  bestimmten  Werth. 
Derselbe  gibt  allerdings  einen  Aus- 
druck für  das  bezeichnete  Integral,  nur 
darf  man  dasselbe  nicht  über  den  Punkt 
x = 0 erstrecken.  Da  ntmlich  dio  Grösso 

— nur  für  x = 0 discontinuirlich  wird, 

so  kann  man  etwa  den  Integrationswcg 
derart  nehmen,  dass  man  (Fig.  22.)  von 


Fig.  22. 


Punkt  — n auf  der  Abscisscnaxc  bis  in 
die  Kühe  von  dem  Werthe  Null  fort- 
schrcitet,  dann  aber  eine  beliebige  Aus- 
weichung ctd  von  der  Abscissenaxe 
macht,  so  dass  der  Punkt  Null  umgan- 
gen wird.  Der  Weg  aß  kann  dann  wie- 
der auf  dem  positiven  Theil  der  Abscis- 
senaxe fortgesetzt  werden.  Dieser  Aus- 
weg kann  eine  beliebige  Linie,  z.  B.  ein 
Halbkreis  oder  eine  gebrochene  Linie 
sein.  Dieser  Weg  und  übrigens  auch 
jeder  andere,  der  von  — o nach  ß führt, 
mit  Ausnahme  eben  der  Abscissenaxe, 


gibt  — als  Ausdruck  für  un- 
ser Integral.  Dioser  wichtige  Gegen- 

stand wird  sogleich  weiter  ausgeführt 
werden. 


11)  Aendcrung  des  Integra- 
tionsweges. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Integral: 

u = y)dx+f,(x,  y)dy). 

J a 

Damit  dies  im  Allgemeinen  einen  Sinn 
gebe,  ist  unter  y irgend  eine  Function 
von  x,  also  y(x),  die  man  ganz  beliebig 
wühlen  kann,  zu  verstehen;  für  jeden 
Werth  von  x,  also  auch  für 
x = « und  x—ß 

wird  dann  auch  y und  mithin  das  ganze 
Integral  bestimmt  sein.  Wir  wollen  übri- 
gens <r,  ß,  x und  y als  stets  reell  vor- 
aussetzen, und  annchmcn,  dass  immer 
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Sei  EC ~ y die  Ordinate  von  C,  so 


= *.  = «'.  * -fl  Fig.  23. 

sei.  Es  ist  dann; 

“=(*i— *.)rt»i.sri)+(jri— y.)  A(*i,yt) 

+(*.-*.)/'>’a-y.)+(y.-y.)  A(*..y.) 

Die  Gleichung  y = y(x)  stellt  ganz  wie 
oben  jedenfalls  eine  Linie  dar,  deren 
Anfangs  - und  Endpunkt  bezüglich  die 
Coordinaten-Werthc 

x=a,  y = y(a)  nnd  xzzfl,  y 
haben. 

Sei  ACB  diese  Linie  (Fig.  23),  deren  wird  deijcnigö  Punkt  von  AC’B,  C, 
Gleichung  also  y = y(x)  ist.  Gehen  wir  welchem  dieselbe  Abscisse  als  C zu- 
nun,  indem  wir  die  Form  der  Function  kommt,  eine  Ordinate  y +h  haben, 
rf(x)  Indern,  zu  einer  zweiten,  der  ersten  , . • ‘ 

unendlich  nahen  Linie  AC'B  über,  die  wcnn  man  CC  =*  se*«  Ui®  Grßsso 
jedoch  dieselben  Endpunkte  hat;  so  ist  A wird  unendlich  klein  sein,  und  sich 
das  Integral  noch  immer  von  « nach  ß ' „ , „ 

zu  erstrecken.  Wir  wollen  aber  sehen,  'on  ”un'st  *u  Punkt  rindern ; A0  und  A 
in  welcher  Weise  sich  der  Werth  des-  werden  gleich  Null  sein,  da  die  Grenzen 
selben  ändert.  « und  ß dieselben  bleiben. 

Sei  u'  das  Integral  auf  der  Linie  ACB,  so  ist  also: 

+(*.— yi+A,— *i)A[*i.yi+A,] 

+ (xr~xp-i)  r[x>  yr+V+ (yrVi+ hp~hp~  i) /« K' 


und  da 


dK* . y ) 
«Y,(*  ,y  ) 

y, +*,]= /•.  (*,. 


zu  setzen  ist,  so  hat  man: 


»)A; 


+ (x  — x )— 

V ,-i  ,-i  Oy  ( p-1 

+ C.  -y.)^^*t+ (y.-y^^ia-H  • • • • 

•/»(*  ,»  y ,) 

+(y,_,-y,_2) ay- 1 — AH+‘,A(*l.y,) 

+ CA,— A,) /‘l(x1,y,)+(AJ— A,) /(x#,y,)+  • ••  • 

+ A‘(Vi’  yp-i)+  W*(V  V’ 

ay 

da,  wenn  man  Continuitlt  voraussetzt,  die  Glieder  (A,— Sc8cn  “10 
dem  Glieder  in  — u verschwinden. 
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Man  hat  also : 


+ (VrV^^Vi'Vi’  ~*,-i  ^VV- 

I)ie  Grösse  A unter  dem  Integralzeichen  bedeutet  den  in  der  Summe  jedesmal  zu 
* und  y gehörigen  Werth  A . 

* • t 

Der  Ausdruck  ausserhalb  des  Integralzeichens  gibt  bei  andrer  Anordnung: 
,)—f  i(jri>yi)]—*j[/‘i(-ri.y.)—/',(*„y,)]-Ai[/'1(i„y1)— /■,(*„},)] 

g-*,(%rr.)db,+3&feufc)4, 

*,) 

= -/  rfy, 


also 


Das  Uebrigc  hebt  sich  weg. 


Es  wurde  diese  Form  der  Entwicke- 
lung gewählt,  um  Betrachtungen  der 
Variationsrechnung,  welche  hier  aller- 
dings auf  kürzerem  Wege  zu  demselben 
Resultat  geführt  hätten , zu  vermeiden. 
Die  Grösse  h bedeutet  die  Zunahme 
von  y bei  der  Veränderung  des  Inte- 
gr&tionswcges , und  ist  daher  unendlich 
klein,  im  Uebrigen  willkührlich. 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  : 

„Wio  müssen  die  Functionen  f(x , y) 
und  ft(x,  y)  beschaffen  sein,  damit  der 
Werth  des  Integrales  u—f( fdx  + fxdy) 
von  dem  Integrationswege  unabhängig 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Grenzen  fest 
sind?44 

Offenbar  ist  die  Bedingung  dafür: 
u'—u-O, 

oder 

tyfo y)  _ aA(*>y) 

dy  dx  t 

da  wegen  de»  willkürlichen  A nur  in 
dem  Falle  daa  ganze  Integral  verschwin- 
den kann,  wenn  jedes  Element  desselben 
verschwindet. 

Ist  also  diese  Bedingung,  welche  übri- 
gens vollständig  identisch  ist  mit  der 


bekannten  Bedingung,  dass  der  Aus- 
druck: 

du  — f[xy  y)  dx+f^x.y)  dy 
ein  vollständiges  Differenzial  sei,  erfüllt,  so 
ist  der  Werth  des  Integrals: 

fl 

[f{T,y)<Lr+fl(x,  y)dy] 
a 

völlig  unabhängig  von  der  Gleichung, 
welche  x mit  y verbindet,  vorausge- 
setzt, dass  die  Integrationsgrenzen  die- 
selben bleiben.  Es  braucht  dann  die 
Entfernung  der  Curven  ACB  und  AC'B 
keine  unendlich  kleine  zu  sein,  sondern 
kann  beliebig  werden,  da  man  von  ABC 
immer  zn  einer  unendlich  nahen  Curve, 
und  so  weiter  auf  continuirlichem  Wege 
bis  ACB  fortschreiten  kann , auf  dem 
ganzen  Wege  sich  aber  der  Werth  des 
Integrals  nicht  ändert,  vorausgesetzt, 
dass  f{x,y)  und  ft(x,y)  überall  zwischen 
ACB  und  AC'B  und  auf  diesen  Curven 
selbst  continuirlich  bleiben. 

„Dieser  ganze  Schluss  aber 
wird  falsch,  wenn  sich  zwischen 
ACB  und  AC'B  ein  Punkt  befin- 
det, in  welchem  f(x , y)  oder 
fi(x»  y)  disconti nn i rlich  wird.“ 
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Es  kann  dann,  «albst  wenn  die  obige  Setzen  wir  aber  y-px'+q,  «o  wird 
Bcdingungsgleiehung  für  den  ganzen  das  Integral: 
übrigen  Kaum  herrscht,  bei  Uchrrschrei- 


ten  dieses  Punktes  sich  der  Werth  des 
Integrals  ändern. 

Es  ist  nämlich  bei  allen  diesen  Be- 
trachtungen Continuil&t  vorausgesetzt. 
Beispiel.  Es  sei 

f{x,  y.)  = 2xy,  fl(x,y)  = x', 
so  Ist  offenbar 

•Vfc.y)  _ (*>»)_  o_ 

* dx  ~ ' 

also  unsere  Bedingung  erfüllt. 

In  dem  Integral: 

pß 

I (L2xydx+x*dy) 

'*  a 

setzen  wir  y — ax,  und  erhalten: 

'ß 

Sax*dx-  aß*  —an*, 
a 


rß 

•X  n 


pß 

I (4 px  * -f  2 qx)dx  = 
n 

pß'—pctt+qß'—p**. 

Damit  aber  die  Endwerthe  von  y, 
welche  x — a und  x = ß entsprechen,  in 
beiden  Integralei)  übereinstimmen,  ist  zu 
setzen : 

aß  = pß'  + q 

und 

aa=pa*+4j, 

zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  p und 
q ergeben,  nämlich : 

a aaß 

v a+ß  Y a+ß 

Diese  Werthe,  in  den  Ausdruck  für  das 
letzte  Integral  eingesetzt,  geben  aber: 


J'\ipxl  + 2 qx)dx  = ■ tt  V1  + ß'  + aß)  = aß 


also  offenbar  denselben  Werth,  welcher 
unter  der  Annahme,  dass  y - ax  sei, 
gefunden  wurde. 

12)  Anwendung  des  eben  ge- 
fundenen  Satzes. 

Fig.  24. 


SeiABCD  eine  beliebige  geschlossene 
Curve,  bei  welcher  wir  jedoch  nicht 
etwa  Continuität  der  Krümmung  yoraus- 
setzen,  so  dass  dieselbe  aus  beliebigen 
Curvcnstückcn,  oder  auch  graden  Linien 
zusammengesetzt  sein  kann,  also  z.  B. 
irgend  ein  Polygon  bilden  kann. 

Theilep  wir  diese  Curve  in  zwei  Theile 
ABC  und  ADCt  und  erstrecken  Über  die- 
selben das  Integral: 

ux:ßfdx  + fKdy), 


wo  f und  ft  Functionen  von  x und  y 
sind,  welche  die  Bedingungsgleichung 

v . 

dy  dx 

erfüllen.  Befindet  sich  dann  innerhalb 
des  Umfanges  ABCD  und  auf  demselben 
kein  Punkt,  wo  f oder  ft  discontinuir- 
lich  wird,  so  geben  nach  vorigem  Ab- 
schnitte beide  Integrationswege  dasselbe 
Resultat. 

Es  ist  nun  aber  auf  irgend  einem 
Wege: 

«= ■J'  (fdx+fldj/)  = -J"  (fdx+f^dy), 

wie  bereits  in  Abschnitt  (5)  dargethan 
wurde.  Das  auf  irgend  einem  Werthe 
ADC  berechnete  Integral  gibt  also  den 
entgegengesetzten  Werth  des  auf  dem 
umgekehrten  Wege  CDA  genommenen. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 
den  Weg  ABC  und  dann  über  CDA 
(wo  die  Ordnung  der  Buchstaben  die 
Richtung  anzeigt),  d.  h.  über  den  gan- 
zen Umfang  AlBCD , so  wird  der  Werth 
des  Integrals  Null. 

I.  „Wenn  die  Bedingungsgleiclmng 

- erfüllt  ist,  so  ist  der  Ausdruck 
dy  dx 
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J\fdx+fxdij)  über  eine  beliebige  geschloa- 
sene  Curvc  erstreckt  immer  gleich  Null, 
falls  sich  anf  dieser  Curve  und  in  dem 
von  ihr  begrenzten  Ebenenstücke  keine 
Discontinuitüt  findet.“ 

Es  kann  indess  ein  Flächenstück  auch 
mehrfach  begrenzt  sein,  wie  z.  B.  das 
zwischen  den  geschlossenen  Curren  All  CD, 
EFGH , KLMN  liegende.  Sind  auf  diesem 


Fig.  25. 


dreifach  begrenzten  Stücke  die  Functio- 
nen f und  fx  continuirlich,  so  kann  man, 
wenn  man  die  Linie  AH,  FS,  LC  zieht, 
das  Integral  f(Jdx+fxdy) 

über  den  Umfang  ABCLKNFEHA 
und 

über  den  Umfang  AHGFNMLCDA 
erstrecken.  Beide  Integrationswege  wer- 
den einzeln  Null  geben,  selbst  dann, 
wenn  in  den  Flächenstücken  HEFG  und 
NKLM  sich  Punkte  finden,  wo  /‘oder 
fx  seine  Continuit&t  verliert,  denn  diese 
Räume  werden  bei  jedem  einzelnen  der 
beiden  Integrationswege  nicht  überschrit- 
ten. Vereinigt  man  aber  beide  Resultate, 
so  heben  sich  die  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchschrittenen  Strecken : 

HA  und  AH,  NF  und  FN,  CL  und  LC 
fort.  Es  bleibt  das  über  dio  Wege: 
ABC , LKN,  FEH , HGF,  NHL,  CDA , 
d.  h.  über  die  geschlossenen  Umfänge 
ABCDA,  LKNML,  FEHGF genommene 
Integral  übrig,  welches  also  gleich  Null  ist. 

Durchmisst  man  aber  die  beiden  letz- 
ten Umfänge  LMNKL , FHGEF  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  so  wird  die 
Summe  der  ihnen  entsprechenden  Inte- 
grale gleich  dem  über  ABCD  genomme- 
nen sein. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganze  Schluss- 
weise  völlig  richtig  bleibt,  wenn  statt 
der  zwei  inneren  Begränzungcn  deren 
mehrere  stattfänden.  Also : 


II.  „Wenn  in  irgend  einem  mehrfach 
begrenzten  Raume,  und  auf  dessen  Be- 
grenzung, f und  fx  nicht  discontinuirlich 
sind,  so  ist  das  über  die  äussere  Be- 
grenzung erstreckte  Integral  Jifdx+fxdy\ 
gleich  der  Summe  der  auf  die  inneren 
Begrenzungen  erstreckten,  wenn  man  alle 
in  gleicher  Richtung  durchnässt.“ 


Noch  wollen  wir  aber  bemerken,  dass 
wir  vorausgesetzt  haben,  dass  f und  fx 
als  eindeutige  Functionen  betrachtet  wer- 
den können,  oder  wenigstens,  wenn  sie 
mehrdeutig  sind,  als  solche,  die  in  den  be- 
trachteten Räumen  nicht  von  einem  Werth 
in  den  andern  übergehen  können.  Wäre 
letzteres  der  Fall,  so  könnten  die  über 
IIA  und  AH  erstreckten  Integrale  mög- 
licher Weise  verschiedene  Werthe  von 
f unf  ft  umfassen , und  sich  folglich 
nicht  wegheben,  wodurch  die  obigen 
Schlüsse  falsch  werden.  Es  wird  dieser 
Fall  sogleich  näher  zu  erwägen  sein. 


13)  Das  in  den  beiden  letzten  Abschnit- 
ten Gesagte  findet  sogleich  Anw  endung  auf 

pß 

die  Integrale  von  der  Form  # f(i)  di, 

J ff 

wo  s = x + yi  eine  complexe  Grösse  ist, 
und  der  Integrationsweg  zwischen  den 
Grenzen  « und  ft  beliebig  genommen  ist. 

Die  Punkte,  wo  f[i ) discontinuirlich 
ist,  nennen  wir  Discontinuitätspunkte. 


Wir  wollen  aber  zunächst  noch  das- 
jenige, was  die  mögliche  Mehrdeutigkeit 
von  f{i)  anbetrifft,  in  Betracht  ziehen. 


Eine  Function  wie  Y*  hat  allerdings 
n Werthe.  Beim  Intcgriren  ist  jedoch 
im  Allgemeinen  nur  ein  bestimmter 
Werth  ins  Auge  zu  fassen.  Ist  auf  der 


unteren  Grenze  a auch  Ya  = A gege- 
ben, so  ist  der  Wurzclwerth  völlig  be- 
Btimmt. 

Da  nämlich  im  Allgemeinen  die  »Werthe 


von  Yx  f&r  jeden  Punkt  des  Raumes 
endliche  Unterschiede  von  einander  ha- 
ben (wie  z.  B.  die  beiden  Werthe 
und  — u von  Yx,  deren  Unterschied  =2» 
ist),  so  kann  man  auf  dem  ganzen  In- 
tegrationswege nicht  von  einem  Werthe 
zum  andern  übergehen,  weil  sonst  Dis- 
contiüuität  eintreten  würde,  bei  welcher 
die  Gesetze  des  Integrirens  im  Allge- 
meinen keine  Gültigkeit  mehr  haben. 
Es  ist  also,  wenn  der  Werth  von  flft) 
der  mehrdeutigen  Function  auf  einer 
Grenze  gegeben  ist,  die  Function  für 
das  Integriren  keine  mehrdeutige  mehr. 
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Eine  Ausnahme  bilden  nur  zwei  Fälle. 
Der  erste  findet  an  den  Punkten  statt, 
wo  f(i)  schon  an  sich  discontinuirlich  ist. 
Hier  unterliegt  die  Integration  überhaupt 
den  schon  erwägten  Schwierigkeiten. 

Der  zweite  wichtigere  Fall  aber  ist 
der,  wo  der  Unterschied  zweier  oder 
mehrerer  Wcrthe  von  f\x)  Null  wird, 
dann  nämlich  kann  unbeschadet  der 
Continnität  ein  Werth  der  Function  in 
den  andern  Qbergchen,  und  dies  ist  also 
auch  auf  dem  Intcgrationswcgc  möglich, 
wenn  sich  ein  solcher  Punkt  auf  dem 
selben  befindet.  Es  tritt  dann  eine  Mehr- 
deutigkeit ein,  und  ist  dies  bei  Integra- 
len, die  über  solche  Punkte  gehen,  wohl 
zu  beachten.  Wir  nennen  die  letzteren 
mehrfache  Punkte  (doppelte,  dreifache 
* 

u.  s.  w.).  Z.  B.  \x  hat  für  x = 0 einen 
vierfachen  Punkt,  da  hier  alle  Wurzeln 
gleich  und  gleich  Null  werden.  Andere 
mehrfache  Punkte  hat  diese  Wurzel  nicht. 

Fig.  26. 


Befindet  sich  aber  innerhalb  des  ge- 
schlossenen Raumes  ABCD  (Fig.  26.) 

ein  solcher  mehrfacher  Punkt  O , so  kann 
möglicher  Weise , wenn  man  den  Um- 
fang ABCD  durchschreitet,  man  mit  einem 
andern  Werthc  von  f{x)  nach  A zurück- 
kehren, als  der  ist,  von  dem  man  aus- 
ging. 

Ein  Beispiel  wird  das  klar  machen. 
Sei 

Die  Figur  ABCD  bilde  einen  Kreis,  des- 
sen Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  also  der  doppelte  Punkt 
ist,  für  den  xrryrrO  ist.  Sei  r der  Ra- 
dius des  Kreisen,  also  wenn  //  der  Cen- 
tri  winkcl 

14)  Anwendung  auf  complcz 
Es  ist 


Quadratur  (analytische). 

xzzr  cos  tf,  y — r sin y, 
z — x + yi- re^1, 

Wir  gehen  von  dem  Punkto  A aus,  wo 
y-0  ist,  und  nehmen  den  positiven 
Werth  von  |^s";  derselbe  wird  also  sein: 

y7=r*. 

Um  den  Kreis  ABCDA  zu  durchlaufen, 
muss  man  y»  von  0 bis  2n  fortschrciten 
lassen  Thut  man  dies,  so  kommt  man 
für  y=2/i  auf  Punkt  >4  zurück  und  hat 
also 


also  in  der  That  den  entgegengesetzten 
Werth  desjenigen,  mit  dem  man  begon- 
nen hat. 

Der  Grund  ist  leicht  e'nzusehen.  Wenn 
man  von  Linie  ABC  durch  continuirlichen 
Ucbergangzu  ADC  gelangen  will,  muss 
man  das  gnnze  Innere  des  Flächenstücks, 
also  auch  den  mehrfachen  Punkt  über- 
schreiten, wobei  sich  der  Werth  von 
f\z)  ändern  kann. 

„Selbstverständlich  ist  letzteres  eine 
Möglichkeit',  aber  keine  Nothwcndig- 
keit.“ 

Wir  machen  hieraus  aber  einen  wich- 
tigen Schluss  auf  das  im  vorigen  Ab- 
schnitt Gesagte  Befindet  sich  z.  B. 
innerhalb  NKLM  (siche  die  Figur  25.  in 
Abschnitt  12)  ein  mehrfacher  Punkt,  so 
wurde  einmal  die  Strecke  CL,  dann  nach- 
dem LKiVM  durchschritten  war,  auch 
LC  zurückgelegt,  und  angenommen,  dass 
sich  die  Wege  LC  und  CL  weghoben. 
Es  ist  dies  aber  jetzt  nicht  richtig , weil 
ja  bei  dem  Durchschreiten  von  LKNM 
die  Function  mit  einem  andern  Werthe 
nach  L zurückkehren  kann,  als  der  mit 
welchem  begonnen  wurde;  dann  ist  das 
über  CL  erstreckte  Integralen  nicht  mehr 
das  entgegengesetzte  von  dem  über  CL 
erstreckte.  Soll  also  der  in  12)  bewie- 
sene Satz  allgemeine  Gültigkeit  haben, 
so  ist  hinzuzufiigen , das  sich  innerhalb 
des  ganzen  Raumes  ABCD , also  des 
vön  der  änssern  Begrenzung  eingesehlos- 
senen,  kein  mehrfacher  Punkt  befinden 
darf. 

e Grössen. 


y'ß  nß 

<f  (0  di  =y  [y  (x+yi)  dx  +sy  (*+yi)  dy). 
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Damit  also  das  in  11  and  12  Gesagte 
Anwendung  finde,  muss  man: 

/■=y(*+y»)  und 

setzen.  Es  wird  dann 

_ d<y  (x+yi)  df\  _ idg(x+yi) 

Öy~  dy  dx  ~ dx 

Es  müsste  also,  wenn  die  Bedingungs- 
gleichung 

*1=*1± 

dy  dx 

erfüllt  sein  soll,  anch 

d y (Jr-fyi)  idy(x+yi) 
dy  dx 

sein. 

Diese  Gleichung  wäre  ohne  Weiteres 
richtig,  wenn  « eine  reelle  Constante 

wäre.  Für  i — bedarf  sie  einer 

nähern  Erwägung. 

Cauchy  hat  dargethan,  dass  diese  Be- 
dingungsgleichung erfüllt  sein  muss,  da- 
mit eine  Function  </  (»)  sich  in  irgend 
einem  Gebiete  von  Werthen  von  » nach 
ganzen  Potenzen  entwickeln  lasse.  Er 
nennt  die  Functionen,  die  sie  erfüllen, 
„monogene  Functionen."  (Siche  hierüber 
den  Artikel  Quantitäten  (imaginäre)). 

Da  aber  alle  Functionen  complexer 
Variablen , die  aus  den  Elementen  und 
der  Integralrechnung  sich  ergeben,  den 
Charactcr  monogener  Functionen  haben, 
so  kann  man  diese  Gleichung  als  das 
Criterium  der  Functionen  überhaupt  an- 
nchmen , und  sic  als  immer  gültig  be- 
trachten. Es  findet  dann  das  in  11  and 

12  Gesagte  in  Verbindung  mit  dem  in 

13  Gegebenen  ohne  Weiteres  Anwendung, 
und  führt  zu  folgenden  wichtigen  Sätzen 
über  Quadraturen  auf  verschiedenen  In- 
tegrationswegen,  aber  zwischen  densel- 
ben Grenzen. 

pß 

I.  Sucht  man  das  Integral  f /"(»)  d» 

*'  a 

auf  zwei  verschiedenen  Wegen,  wo  f(i) 
eindeutig  und  continuirlich  ist , so  kön- 
nen die  Resultate  nur  dann  verschieden 
sein,  wenn  sich  innerhalb  des  von  bei- 
den begrenzten  Flächenstückes  Disconti- 
nuitäts-  oder  mehrfache  Punkte  befinden. 

II.  Das  über  einen  geschlossenen  Um- 
fang erstreckte  Integral  di  ist  Null, 
wenn  sich  innerhalb  desselben  und  auf 
demselben  koin  mehrdeutiger  oder  Dis- 
continuitätspunkt  findet. 

UI.  Ist  ein  mehrfach  begrenzter  Raum 
gegeben,  so  ist /*/(») <f»  für  die  äussere 


Begrenzung  genommen  gleich  der  Summe 
der  Werthe  dieses  Integrals  für  die  in- 
nern  Begrenzungen.  Wenn  man  alle 
Wege  in  gloicher  Richtung  durchschrei- 
tet, und  sich  auf  dem  mehrfach  begrenz- 
ten Flächenstück  kein  Discontinuitäts- 
punkt,  innerhalb  der  ganzen  äussern 
Begrenzung  aber  auch  kein  mehrfacher 
Punkt  befindet.  . ^ 

Es  ist  wichtig,  diese  letztere  Be- 
dingung noch  etwas  zu  modificiren. 
Mehrfache  Punkte,  die  sich  inner- 
halb derjenigen  geschlossenen  Curven 
befinden,  welche  die  inneren  Begrenzun- 
gen bilden,  können  den  Satz  darum  un- 
gültig machen,  weil  dann  nach  Zurück- 
legung der  entsprechenden  Curve  die 
Function  zu  einem  andern  Werthe  ge- 
langen kann,  als  sie  anfänglich  halte. 
Ist  dies  also  bei  keiner  der  innern  Be- 
grenzungen der  Fall,  so  bleibt  der  Satz 
richtig.  Es  lässt  sich  also  derselbe  auch 
so  aussprechen: 

III.  a.  Das  Integral  auf  die  äussere 

Begrenzung  erstreckt  ist  gleich  der  Summe 
der  auf  die  innern  Begrenzungen  zu  er- 
streckenden, wenn  Ä)  in  dem  mehrfach 
begrenzten  Flächenstück  sich  keine  mehr- 
fachen oder  Discontinuitätspunktc  befin- 
den, B)  beim  Umkreisen  einer  der  in- 
nern Begrenzungen  der  Werth  der  Func- 
tion nicht  geändert  wird. 

Beispiel.  Die  Function  — hat  kei- 

i 

nen  mehrfachen  Punkt,  wohl  aber  einen 
Diseontinuitätspunkt,  s = 0,  also  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten. 


Fig.  27. 


J i 

über  den  Halbkreis  ABC  (Fig.  27.), 
welcher  seinen  Mittelpunkt  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  hat,  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  y liegt,  und  dessen  Ra- 
dius gleich  r Bei.  • 
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Es  ist  dann  zn  setzen: 
x = r cos (f,  y = r siny,  s = x+yi  = ref/*, 

di  — dx+idy  — riel'dy, 

r ist  nämlich  constant.  Die  Begrenzung 
erstreckt  sich  von 

y=0  bis  7 = n ; 
man  hat  also: 

fU  = rn~?*!=ir\=in. 

J J 0 re*1  J 0 

Erstreckt  man  dasselbe  Integral  eben- 
falls von  A nach  C,  aber  auf  dem  auf 
der  negativen  Seite  der  y liegenden 
Halbkreise,  so  ist  von  y=0  bis  y = — n 
zu  gehen,  und  man  hat: 


also  den  entgegengesetzten  Werth  des 
Vorigen. 

Auf  allen  Wegen,  die  von  A nach  C 
auf  der  positiven  Seite  der  y fuhren, 
z.  B.  AB' erhält  man  das  erste  Re- 
sultat in,  dagegen  auf  allen  Wegen 
AD'C , die  auf  der  negativen  Seite  der 
y liegen,  das  letztere  — in,  da  zwischen  Es  ist  also: 
ABC  und  AB'C , ADC  und  AD'C  sich  r 

kein  Discontinuitäts-Punkt  befindet.  / ; 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 
den  ganzen  geschlossenen  Raum  AB' CD', 
so  erhält  man: 


15)  Unbestimmte  Integrale. 

Da  jedes  unbestimmte  Integral  sich 
nach  Bestimmung  der  Constanten  als 
ein  bestimmtes  betrachten  lässt,  so  er- 
streckt sich  die  Anwendbarkeit  des  in 
den  vorigen  Abschnitten  Gesagten  auf 
alle  Quadraturen. 

Zu  genauen  Untersuchungen  ist  das- 
selbe unentbehrlich;  es  war  deshalb  nö- 
thig  mit  den  Grundzügen  der  Theorio 
der  bestimmten  Integrale  zu  beginnen. 

Wir  verlassen  dieselbo  jetzt  auf  einige 
Zeit,  um  uns  zu  den  unbestimmten  In- 
tegralen zu  wenden. 

Da  J* f{x)dx=C+J'  f\x)dx  ist,  so 

kann  man  aus  einem  bestimmten  Inte- 
grale leicht  das  unbestimmte  finden,  wenn 
man  eine  willkürliche  Constantc  hinzu- 
zählt. Enthält  das  bestimmte  Integral 
ein  Glied,  das  nur  von  der  untern  Grenze 
a abhängt,  so  kann  man  dies  in  der 
Constante  mit  inbegriffen  denken,  und 
also  wcglassen.  Wir  fanden  z.  B.  in 
Abschnitt  IV.: 

rx  ~'+t 

r x dx~ — — — 

« *+i . 


x‘  dx  — C X 


»+t 


s + 1 


/s  g% — n 

d<{  — »/  d'p  - 2 ni. 

0 J 0 

Durchmisst  man  also  den  Raum  2, 3 • • • s 
mal,  so  wird  der  Werth  des  Integrals 

2/ii,  4 nt  • • • 2*ni, 


so 


/r  jj 
— 
r * 


un- 


endlich viel  Werthe  hat,  nämlich  2*tz», 
wo  t jede  ganze  Zahl  sein  kann,  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  man  den  Um- 
fang ABCD  in  einer  oder  der  andern 
Richtung  durchschreitet. 

Anm.  Das  bezeichnte  Integral 


/*  di 

1 4 


gibt,  wie  wir  bald  sehen  werden,  den 
Logarithmus  von  <r  und  ist  dieser  in  der 
That  vieldeutig. 


Selbstverständlich  kann  man  die  Con- 
stante C immer  weglassen,  da  dieselbe 
sich  immer  wieder  ergänzen  lässt.  Nach 
dem  eben  Gesagten  gestalten  sich  die 
in  Abschnitt  8 bewiesenen  Formeln  jetzt 
folgendermasscn : 

fl\x)ix=ft(x)~dy. 

Das  durch  sie  gegebene  Integrations- 
verfahren heisst:  „Einführung  einer  neuen 
Variable.“ 

fydx  = xy  -f  xdy , 

wo  das  von  der  unteren  Grenze  abhän- 
gige Glied  in  der  Constante  mit  einbe- 
griffen, und  weggelassen  ist. 

ff[x)  y(x)  dx  = f{x)fxp{x)  dx 

-/irrt*)**]  n*)**. 

Dieses  Integrationsvcrfahren  wird  auch 
„theilweises  Intcgriren“  genannt. 

Bei  der  wirklichen  Berechnung  von 
Integralen  werden  wir  uns  der  unbe- 
stimmten Integrale  bedienen.  Hat  man 
ein  unbestimmtes  Integral 

f f[x)  dx  — C-f-  y (•*), 
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so  lässt  sich  augenblicklich  das  bc-  der  Integrale  durch  die  Aenderung  der 

Integrationswege  Berücksichtigung  finden 
muss,  ist  selbstverständlich. 

Wir  hatten  bereits  folgende  Integrale: 
fdxzzx. 


I ft*)** 

J R 

it  nämlich : 

fM  dx  — C+rXf{x)dx- C-f'/  (r), 
X 

o X ganz  beliebig,  also: 

C+/  ({*)**-  £+?(*). 

J X 


finden.  Es  ist  nämlich: 


f x‘dx-~ 


«•+* 

+1 


also  durch  Subtraction : 


Das  letztere  Integral  gilt  für  jeden  Werth 
von  s,  mit  Ausnahme  von  * = — 1,  wo 
es  gleich  ^ wird,  also  seine  Bedeutung 
verliert. 

Es  lässt  sich  das  Integral 
fx~'dx  = J^~dx 


f*  nx)dx- n.x)dx  = fx  nx)dx  . 

J i J i J„  jedoch  ganz  wie  das  allgemeinere  auf 

. , . . ilirectem  Wege  finden. 

= »(*)-»(«). 


d.  h. 


/ W -»(")■ 

rt 

hierbei  die  Aende 

/ß  dx  _ rr0—  j*# 

x ~ rr0 
rt  0 


Setzen  wir 


rß  dx  . 
ir  in  f — wn 
„ x 


ieder: 


Dass  hierbei  die  Aenderung  der  Werthe  so  kommt 
'ß  dx 


r'x,-rf,  r*r,-r>x. 
r*x.  + + 


**-1, 


P P-l 
r X6  — r 


= nzl  + fczl)+-i  + 


(r-l) 


Nnn  ist 

fi  anendlich  klein  annchmen. 

Dann  wäre 

Tf  = r’’x,,  oder  ßxzr'a, 

also 

lg^-lg« 

rßdx 

J „ b b 

«*-i 

b 

Igr  f>' 

und  der  letztere  Ausdruck  gibt  bekannt- 

Da  aber  r der  Einheit  unendlich  nahe 

lieh  als  Grenzwerth 

ist,  kann  man 

ig^-ig« 

r — 1+k,  lgr  = r 

wie  oben. 

setzen,  wo  y verschwindend  klein  ist;  cs 

Selbstverständlich  kann  man  auch  folg- 

wird  dann: 

lieh  aus  der  Formel 

f ß dx  , \gß  — lga 

/ x =P">  and  r>=  v - 

rflgx  _ 1 
dx  ~ x 

ableiten : 

also 

, fdx 

lg/» -lg  « 

J n x 

lg*=/  -• 

Da  man  für 

and 

/*='«• 

fß  dx  ra  dx 

•■"■y.T+j 

rß  dx 

sein. 

schreiben  kann,  aber 

Man  konnte  statt  dessen  auch  in 

J„  b 

/"*=*. 
**  a x 

war  (siehe  Abschnitt  13),  so 

folgt  hier- 
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«us  sogleich  die  Mehrdeutigkeit  der  Lo-  ches  wird  die  Form  haben: 
garithmen.  I^t  Log  (x)  der  allgemeine,  p f(x') 

lg(x)  ein  einzelner  Werth  eines  solchen,  / —-dx, 

J <f(x) 

wo  f(x)  und  <f  ( x ) ganze  Functionen  von 
x sind. 


so  hat  man: 

Lg(x)  = lg(x)-|-2sfli. 


16)  Integration  der  rationalen 
F nnction  en. 


m 


Wie  auch  der  Ausdruck  — ) ^ beschaf« 

n*) 

Suchen  wir  jetzt  die  Integrale  der  ra-  fen  sei,  so  lässt  er  sich  durch  Division 
tionalen  Functionen  überhaupt.  Ein  sol-  in  einen  andern  von  der  Gestalt: 


A x + A 


n — 1 


n — 1 


4-  A 


-2 


+ 


AxX-A  j/tto 

Ai*+A.  + - -(~) 


rerwandeln,  wo  die  höchste  in  f, (x)  enthaltene  Potenz  von  x niedriger  ist,  als 
die  höchste  in  r/(x)  enthaltene.  Bezeichnen  wir  den  entwickelten  Theil  mit  y{x), 
so  ist: 


und 


/ 


*<-x)dx=z+ix  + — 


-1  » A„_,  »-« 

-x  + ^Tx  + 


+-^-x'  + A,x, 


wo  die  willkürliche  Constante  fortgclassen  ist. 

Was  den  Ausdruck  anbetrifft,  so  lässt  sich  der  Nenner  in  Factoren 

tW 

zerlegen  (siehe  den  Artikel:  quadratische  Factoren),  so  dass  man  hat: 

»W  = (*-«i)1'  (*-“»)’*  (*-««)**  • • • • (*—«,) 
wo  «„  #„  s,  • • • *F  ganze  positive  Zahlen,  «„  o„  n,  • • • ap  Constanten  sind, 
die  jedoch  auch  imaginär  werden  können. 

Sind  jedoch  die  Cocfficicnten  von  y(x)  alle  reell,  so  kann  dies  Product  nur 
reelle  a,  und  solche  imaginäre  haben,  die  sich  zu  zweien  derart  entsprechen,  dass 
wenn  der  eine  die  Form  a +b  i bat,  der  andre  die  Form  n —6  i haben  muss, 

NM  n n 

und  die  entsprechenden  Exponenten  s bei  beiden  gleich  sind.  (Siehe  den  Artikel: 
quadratische  Factoren.)  Man  wird  dann  auch  haben: 

*)**  (*,-«,+ *.»)  *•= k*— «j* 

Ein  quadratischer  Ausdruck,  der  nichts  Imaginäres  mehr  enthält. 

Es  ist  nun  (siehe  den  Artikel:  Zerlegung  der  Brüche); 

Bi,  Bi,  — i , Bi « . B, 


Bi,  Bi,-i 


a. 


, a.-» 

(*-«.)**  ’ 


a,-» 


c. 


+ 

+ ■ 


Hi 


Ui  -l 

r 


<*  ~ «p)  * r~ 


Hi,- 

(*-«^)%-2 


H. 


Die  Ausdrücke 

B0 , B,  « • • Bs, , C,  • • • Cit , ff,  ...  Hip 
sind  Constanten,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen. 


12* 
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Das  Integral  unsers  Ausdrucks  besteht  also  aus  einer  Summe  ron  Gliedern, 
welche  alle  die  Form  haben: 

r Adx-=Ar-±-. 

J (x  — «)  J (x — o)* 

Führt  man  die  neue  Variable 

y -x—a 

ein,  so  ist 

dy  — dx, 

also 

1-*  . l-i 


r _ rai  - y - 

J (x-a)'  J y*  1-‘  1-1 

Nur  wenn  t-1  ist,  erhalt  man: 


Es  wird  also  sein: 


J VW  srä1-*  s = 2 1-‘ 

+ •••  '(J~j (*-«/  *+ß.ig(*-«,)+C,ig(*-«,) 

+ •••  +w.  ig(x— «p). 

Nehmen  wir  jetzt  an,  y (r)  enthielte  lauter  reelle  Coelficientcu,  so  muss  jedem 
Glicde,  wo  o und  daher  auch  Ä imagin&r  ist: 


ein  andres  ron  der  Form 


MLV-a-«)1-' 


entsprechen,  und  jedem  Glieds: 

(!•,+<?.•) '«(«-«-W) 

ein  andres: 

(P.-0.01  *(*-a+4t). 

Wir  wollen  zunächst  das  erste  Gliederpaar  vereinigen. 
Wir  setzen: 

a ~ t cos c,  6=rtina, 
P=R  coih,  Q — R&  inl. 

Et  wird  dann: 


(z— re,rt  )B  (x— re~  “*)n 


/ -«t» 

=Reh<*-re  > 


und 


( x 7 — 2rx  cos  a-f r *)n 


(P-Qi)  (x-a+bi)~n  = RC~Xi  ■ reai)W 


(**  — 2r*  cos  «+r*)B 
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also,  wenn  man  unter 

»,,  n„  »,  • • • die  Binomialcoefflcienten  «i,  — - — , — — ^-B~2^  • . . 

1*4  1 '4'd 

»ersteht : 

(P+(?0  (x-a-bi)~n- 


und 


(P—  Qi)(x  — a+bi)~H-R 


5 iS'H-nS- 

(x  % — 2 rx  cos  a + r a)n 

s.*"”1  re“  <*-“>* 


also  auch: 


(x*  — 2rx  coso  + r>)B 
+ »,xn-2r»  a-(A-2«)‘ (-l)nr"«-(i-*a)i], 


(P+ ßi)(x-a— H)_,,+ (P- (?i)(x-a+4i)-*  = 


-[xV'+e-1*) 


(x* — 2rx  cos  tt  + r’)B 
-■  lrx"-1(«(i-">+.-(i-',)i)+»,»-1*B"2(e(i_2")i+«-(i_2<')i+ 

(_l)BrB(«(i— "“)• + * “ (i~ *»)■)] 
oder  da 


*“*  + « =2  cos« 


(P+gi)(x-a— M)1— *+(*,-P0(x-«+ü)1  * . 


^ * (1— s)(x> — 2rx  cos  n-f-r1)*  ^ 

[x*-1cosi — i*,rx*— 2cos(i— nJ+Wjr’x1  ^cos(i— 2o)— a,r*x’  ^cos(i — 3-')+  • •• 

+ (-l)*-1  r,_1co»(i-(.-l)«)]. 
Es  lassen  sich  sonach  diese  Gliederpaarc  immer  reell  darstellen. 

Was  jetzt  die  Glieder 

(P+Qi)lg(*-«-l>i),  (P-<?>)  Ig(x-o+ü) 
anbetrifft,  so  gibt  deren  Summe  offenbar  den  Werth: 

Plg [(x— o-W)  (x— o+  W)]+P* lg(^_”+  fl  = P 'ß  K*— a)*  + 4 ’] 


"fei 


Das  erste  Glied  bat  reelle  Formen.  Ffir  das  zweite  berücksichtige  man  die 
Gleichung: 

2nt  cosa  — isin«_l—  i tg  n 

* — cos  a + • sin  o ” 1 + i tg  a 


woraus  sich  ergibt: 
setzen  wir  hierin: 


. 1 — i tg  u 

— 2oi  = lg . , . . ; 

1 + 1 tg  « 


tg«  = - 
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so  wird 
und 


(Klg' 


tr  = arc  tg 
bi 

x—a 


x—a 


j-V=+2^.rctg— 


da  übrigens,  wenn 
ist,  60  ist: 


x—a) 


w — tg  er  auch  - = cot  a 


arctg«  = arc  cot  (?)  =£-arc*  Kl)- 
Man  kann  daher  auch  schreiben : 

bi  1 


1+ 


^ = -2<?arc tg( 


bi 


x—a J 


indem  man  £ in  die  willkürliche  Constante  mit  inbegriffen  denkt,  und  also 

2 

weglaescn  kann.  Es  ist  also  der  Werth  des  Gliederpaares: 

2)  ( P+Qi ) lg (x-a-bi)  + (P-Qi)  lg(x-a+M)=Plg[(x-o)*+6*] 


— 2 Q arc  tg 


(~> 


Ist  die  zu  integrirende  Function,  welche  diesen  Ausdruck  gibt,  also: 


P+Qi 


[7  + 


P-Qi 


x — a — bi  x — a + bi1 

nicht  unter  dieser  Form,  sondern  gleich  mit  quadratischem  Nenner  unter  der  Form: 

Mx+N 
(x  — o)*  + b% 

gegeben,  so  ist  offenbar,  wie  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  ersten  Brüche 
mit  linearen  Nennern  vereinigt: 


also 
also 

woraus  sich  ergibt: 
also: 


J)fx+lV=  (P+  Qi)  (x-a+  bi)+ (P—  Qi)  (x-a- bi), 
Mx+N  -2P(x  — a)—2bQ, 

M=2P,  N=-2(aP+bQ), 

(N+aM) 

2'  26  * 


Mx  + N j M N+aM  x — a 

3>  '(x-«)'+kT  ~ä~lgK*-j)  +*')  + — p-  arc‘g-r~- 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  den  Werth  des  Integrals 


f- 

J xa 


Mx+N 


' + ax+ß 

wo  der  Nenner  zwei  reelle  Factoren  hat,  bestimmen.  Dieser  Nenner  lässt  6ich 
nämlich  auf  die  Form: 


(x— a)* — 6* 


oder  kürzer  auf  die  Form: 
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bringen,  wo  das  letzte  Glied  immer  setzt: 
negativ  sein  muss,  damit  zwei  reelle 
Wurzeln  Vorkommen. 


M(a-b)+N 

26 


Setzt  man  nun 
Mx+N 


+ 


ß 


(x  — <*)*  — 6*  x— a+b  x— ö — 6 

so  ergibt  sich,  wenn  man  mit  x — a-f6 
multiplicirt,  und  dann 

x— fl-f6=0  und  es  ist: 


und,  wenn  man  mit  x—a—b  multiplicirt 
und  dann 

x — a—6=:0 

setzt, 


jV(rt+6)+N 
24 


d.  h. 


/ 


f Jx-a)*  +6»  dX~a ]g (*-a-f-6)-f/?lg(x-fl-6), 

Mx+N  , Ma  + N . (. t-a-b ) il/6,  r/ 

<ic-  2 16  lg(x-a+6)  + 26  a)  +Ä*J' 


Beispiel.  Es  ist  zu  bilden  das  Integral: 

dx 


cs  ist  also 


I. 


X*-f-X*  —X*  —X*’ 

= 1,  y(x)  = x*-fx»~x4-x* 


zu  setzen. 

Man  findet  nun  leicht: 

y(x)  = x*[x4(x+l)-(x  + l)]  = x,(x+l)  (x4-l)  = .r*(x+l)(x*-f-l)(x*-l) 

= x*(x+l)»(x*  + l)(x-l). 

Es  wird  also 

1 A £ £ fl  E E Cx+// 

y (x)  “ x*  x>  + x + (x-f  1)  1 "**  x-fl  x— 1 x*-f  1 * 

Um  die  Constantcn  A,  B,  C,  A,  E,F,G,  H zu  bestimmen,  verfährt  man  folgcnder- 
massen  (siehe  den  Artikel:  Zerlegung  der  Brüche).  Man  multiplicirt  mit  x*,  wo- 
durch man  erhalt: 

x*  1 

— JXKrXI'rJJ- 

(x+1) 


y(x)  (x  + l)>(*»  + l)(x-l) 
also,  wenn  man  x gleich  Null  setzt: 


_ „ Dx * Ex*  Ex* 

r—  = A+Bx+Cx+f—^rt  + — + 


X-fl  X — 1 

(Gx  + //)x* 
x*  + l 5 


Man  hat  sonach 

x 


V (*) 


£ 

x> 


c 


A = —l. 

D 


E F Gx+H 
+ — r^r  + — + 


+ *•»  *•>  + X + (x+l)>  'r  X-fl  ^ x-1  "r  x*-fl’ 


aber,  wenn  man  für  y(x)  seinen  Werth  schreibt,,  wird : 


1 1 _ _1_  / 1 4.1^-  (J*+x4~x)  _ x4-fx*— 1 

y (x)  + X»  ” x*  \(x  + l)(x4-l)  ~ x*(x+l)(x4-l(  x*(x-f  l)(x4  — 1)’ 


also: 


X4+X»-1  _ B C 

x’(x+l)(x4-l)  X*  + X •*>+!) 


D E F Gx+h 
* x-fl  x-1  ^ x»-fl 


Wir  multipliciren  nun  mit  x*,  und  setzen  dann  x = 0,  so  ergibt  sich: 

E=+l; 

x4-fx*-l  1 _ -x*-fx*-fx  _ — (x4-x»-l) 

1)  " *#  ~ X*(x  + l)(x4-l)  x(x-f  l)(x4— 1) 


und  da 
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• ist,  io  bat  man: 

C . D , E . F , Cx+* 
x(x+l)(x‘-l)  ~ * + (x+l)*  x+l+x-l  + x*  + L’ 
also  wieder  mit  x mnltiplicirend,  and  dann  x = 0 setzend,  erhält  man: 

C=+l, 

X*+X*— X x*+x  — 1 


also : 


-(x«-x»-l)  . 1 _ 

x(x+l)  (x*-l)  X x(x+l)  (x‘-l)  - (x+l)»(x-lXx»  + l)’ 

(x*+x— 1)  n E F Gx+h 

(x+l)*(x-l)(x»+l)  = (x+l)>  + x+1  + x— 1 x>+l ' 


Wir  multipliciren  nun  mit  (x+1)’,  and  setzen  dann  x= — 1,  so  ergibt  sich: 


°=4 


oder  cs  ist: 


(x*  + x— 1) 


4x*— x*+x*+3x— 3 


also 


(x  + l)*(x-l)(x*  + l)  4 (x  + 1)*  - 4(x+l)»  (x-l)(x*  + l) 
4x»(x+l)— 5x»(x+l)+6x(x+l)— 3(x  + l)  _ (4x*-5x*  + Gx— 3) 
4(x+ 1) *(x l)(x * + 1 “ 4(x+l)(x— l)(x»  + l)' 


4xs— 5x’  + 6x — 3 


E F Gx+H 
+ “ I + ' 


4(x+l)  (x-l)(x’  + l)  x+1  *— 1 **  + l 

Abermals  mit  x+1  multiplicircnd,  und  dann  m— — 1 setzend,  erhält  man: 

-4 

Uultiplicirt  man  dagegen  mit  x — 1 and  setzt  dann  x=+l,  so  kommt: 


Es  ist  aber: 

4xJ—  5x*+6x— 3 


*=4 


4x* — 5x’+6x — 3 5x — 4 


4 (x  + 1)  (x — 1)  (x*  + 1)  8 X + 1 8 X— 1 ~ 4(X>— l)(x*  + l)  4(x*  — 1) 

_ — x*—  x>+x+l  _ (x+1)  _ Gx  + H 

~ i(x‘—lJ(P  + l)  - 4(x»  + l)  = X*  + l • 

woraus  sich  dann  G = — -,  11=  ergibt.  Es  ist  also: 

1 _ 1 1 1 1 9 1 1 x+1 

y (x)  ~ x> +x*  x+4(x+l)>  + 8(x+l)  +8(x — 1)  4V+1' 

J" pj  dx  ergibt  sieh  ans  der  Formel  3,  wenn  man 

M=N  - 1,  a= 0,  4 = 1 

setzt,  nämlich: 

f = .J  lg(**+l)+  *“  tg (x). 

r ^ i i . 9, , . „ ,i , , 

./  ^“-'«--ici+T) + 8lg(x  + 1)  + 8 lg(*“1) 


Es  ist  also: 


— g-lg(*'+l)— J arctgx, 

d.  b.  wenn  man  die  BrQche  nnd  Logarithmen  vereinigt: 

/dx  2 — 2x — 5x*  1 . x 1 — 1 . x-t-1  1 

— — - — — - — u — lg 4-  lg. — arctgx  -f*  const. 

x,+xT— x4— x*  4x*(l-fx)  8 Kxa-fl  x 4 
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17)  Integration  irrationaler  und 
Fnneti  onen. 

Ist  da»  Integral 

f/\z,  y)ir,  also: 

wo  f(x,y)  eine  rationale  Function  von 
x und  y ist,  zu  finden,  unter  der  Bc- 


dx  — 


dingung,  dass 


Es  war  ferner 


y = (a  + bx)  _ 

sei,  so  lässt  sich  dies  Integral  immer  y = (a  + bx)9  = s*, 

bestimmen,  mag  n eine  ganze  Zahl  oder  also: 
ein  Bruch  sein.  . 9 

Zuvorderst  kann  »i  immer  als  positiv  / ffx,y)dx  = / jp) 

trachtet  werden.  Denn  ist  es  negativ,  • * ' J • * ^ b 1 ' b " 

Hier  steht  unter  dem  Integralzeichen  eine 
Function 


betrachtet 
so  ist  immer: 


(<i+6x)  =• 


(«+  bx) 


K 


4 


Set«  man  daher  in  diesem  Falle  y = -,  ,vclcho  nnr  gtDZC  PotenMn  der  Varia- 

l bien  s enthält,  und  die  sich  also  nach 

so  ist  /"(x,  y)  = /‘(x,  - ) eine  rationale  dem  vorigen  Abschnitte  immer  bestim- 

Function  von  x und  u. 

Sei  daher 


men  lässt. 

Beispiel.  Es  sei  zu  bestimmen  das 


n=P-, 

1 


Integral : 


wo  p und  q ganze  positive  Zahlen  sind. 

Man  führt  dann  die  neue  Variable:  *1*0 

l 

(a+6x)ff  =» 
ein,  und  erhält: 

ö + 6x=s* 


/dx 

**/(<»  + 4=)  *’ 

1 


/"(*>»)  = 


x * . y 

Es  ist  in  unsere  Formel  zu  setzen  />  = 2, 
7 = 3,  wodurch  man  erhalt: 


f —T-^- = />,  , ds  = 341/* -r 

J *‘Y$TW'  J 4 C-^)  J (‘  o)  • 


ein  Ausdruck,  der  sich  nach  den  Regeln  des  vorigen  Abschnittes  ergibt. 
Sei  ferner  gesucht: 

f-T, 


dx 


*V(“+4x) 


wo  zn  setzen  ist:  f(x,  y)  = — , p = l,  7 = 3,  also: 

!**a 


*y(o+fcr)  — r— 


* 8ei 
so  ist 


* 


Wir  setzen  also: 


»*-*>  ~ (s-t) (»*  + *»+*>)  ' 

s A B>+C 

= s-*+  »»+*,+**  ' 


• _ 
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Durch  Multiplication  mit  »— k ergibt  (ich,  wenn  man  dann  t=k  letzt: 

. 1 


and 
also 
und  es  ist 


3* 


(»-*)’  _ (»-*) 


**— **  3i(s— *)  " 3t(t*— **)  ~ 3i(s*  + h + *>)’ 

—b*  I 


/■  »*  _ i fii  i r »— * i /*</»  i r *-k  j. 

**— i 3*./ »>+*»+**  l-3k./s  — * 3t.//  ty  3t*  1 

V+2/  + 4 

Setzt  man  in  der  Formel  3)  des  vorigen  Abschnittes: 

»=1,  *=-*,  a = -|,  4 = |V^, 

so  kommt 


und 


/Ä=s[l!('~‘,_r2l|l‘'  + *'t‘',t|''ä  "*  4^)] 

= 4 [>8 +>'3  «re  tg(?i±^)]. 

3*L  )/*»  + ** + *«  ' ty^3  ' 


E s war 


also: 


a+6x  = a*,  z = 

« = **,  Är=^o, 


r **  _„/***  1 / (/«+6x-V'a)}/VÖT^-Va 


.^3  . /V«  + 4*+V^ 

v'i  V y;yi  J 
_ s ,y^+^-y'ä  yä  . f 2fa+ü+fc  'l 

= — >8 i +J— arctgl j- I 

21^0  Vbx  Va  V räl/fl  J 


4-  const. 


18)  Integrale  der  Ausdrücke, 
w el  che  Qu  ad  ratw  u rze  1 n enthal- 
ten. 

Ist  dagegen  das  Integral 

//■(*,  y)Jx 

gegeben,  wo  v eine  Wurzel  einer  gan- 
zen algebraischen  Function  von  höherem 
Grade  ist,  so  gelingt  nur  in  wenigen 


F&llen  die  Ausführung  der  Quadratur  in 
der  Form  bereit«  bekannter  Functionen. 

Der  einzige  allgemeinere  Fall  dieser 
Art  ist  der,  wo  y eine  Quadratwurzel 
eines  ganzen  rationalen  Ausdruckes  vom 
zweiten  Grade  ist.  In  diesem  Falle  kann 
durch  die  Einführung  einer  neuen  Va- 
riablen der  Ausdruck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen rational  gemacht  werden. 
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oder 


Sei  demnach 

//■(*>»)<<* 

gegeben,  wo  f eine  rationale  Function  also; 

von  x und  y,  bdx = 2udu + 2uedx +2xedu, 

y =]/<«+ 4a: -fear1  alao: 

iat.  üm  imaginäre  Substitutionen  au  . _ 2 (u+ex)du 

vermeiden,  unterscheiden  wir  aber  awei  x~  b—2eu  ’ 

Falle,  je  nachdem  c positiv  oder  negativ,  B, 

also  je  nachdem : x — 

y = Ya  + kx+e'x* 


n + bz  = u,+2»cx. 


4-2«' 


oder 

ist. 


y = ya+bx — e’x* 


Sctat  man  in  dx  und  in  y = «4-e* 
diesen  Werth  von  x ein,  so  hat  man 


offenbar  rationale  Functionen  von  h, 
nämlich : 

I.  Finde  das  crstcre  statt,  so  setsen 
wir: 

y = «+ex, 

wo  u die  neue  Variable  vorstellt.  Es 
ist  daun: 

a+4*+e*x,  = («+«)*  also: 


2(u4 — eu5  — ae) 
dX=  (4-2c).  '*■ 


y = ■ 


ub  — eu*  — ea 
b — 2eu  * 


/■„,  , , /■2(u4-eM>-ac),.r«*-a  u4-eu>-ea"|J 

Mx,,)dx=J 


hier  steht  eine  vollständig  rationale  d.  h. 
Function  von  u unter  dem  Integral- 
zeichen. 

also: 

II.  Ist  aber 

y = ]/a  + bx— e’x», 

so  lässt  sich  die  ganze  Rechnung  noch 
durchführen  wie  in  L,  wonn  man  statt  j j, 
e die  Grösse  e ]/  — 1 nimmt.  Um  jedoch 
einigermassen  langwierige  Rechnungen  an 
vermeiden,  schlägt  man  ein  andres  Ver- 
fahren ein. 


4 — e,x—utx+2uf, 

4- 2m/ 

X - n*  +e* 

-c,dx  = u,dx  + 2«  xdu  + 2 fdn. 


dx  :~ 


-2(f+ux)du 


«»+«’ 

oder  wenn  man  für  x seinen  in  u ans- 


_.  . ...  , „ ,,  gedrückten  Werth  einsetat: 

Wir  unterscheiden  noch  die  Fälle,  wo  4-  fe'  + ub)  du 


a positiv  und  a negativ  sei. 

A.  Sei 

y = Yf*+  ix— e*x*, 

so  kann  man  setzen: 

y=*x+r, 

cs  wird  dann: 

C1 +4*— e’x»  = (**+/)’• 


Jx~  (»*+«’)• 

Setzt  man  in 

y = UX+f 

ebenfalls  für  x ein,  so  kommt  noch: 
u4  — u’f+c'f 


y=- 


«>+«* 


also: 


yrtx,  y;«x_  j (B,  + es).  ' U’-t-e*  «*  + e>  J 


B.  Ist  aber  a negativ,  also 
y =V— /•'+4x-«*x*, 


Die  Gleichung 

e’x* — bx+p  =0, 

so  würde  dieser  Ausdruck  Imaginäres  wo  e,  4 und  f reelle  Zahlen  sind,  hat 
enthalten.  Dies  vermeidet  man  durch  awei  reelle  Wurzeln  (siehe  den  Artikel, 
folgende  Betrachtungen.  quadratische  Gleichungen),  denn  wäre 
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dies  nicht  der  Fall,  und  wären 
«+/?*,  a — ßi 

die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  müsste 
— f*  + bx — e*xJ  = — e*(x — a — ßi ) 

sein;  es  würde  also,  wenn  man  auch  x 
reell  bestimmt,  dieser  Ausdruck  negativ, 

und  y—Y  — e1  [(x  — « ) + ß'}  imaginär 
sein.  Es  müsste  also  während  der  gan- 
zen Integration  x imaginär  genommen 
werden,  ein  Fall,  den  wir  hier  aus- 
scbliessen,  da  er  jedenfalls  zu  imaginären 
Substitutionen  führen,  und  wenn  man 
denselben  anstellcn  will , das  in  I.  an- 
gegebene Integrationsverfahrcn  Anwen- 
dung finden  könnte. 

Nehmen  wir  also  nn,  cs  seien  A und 
v die  Wurzeln  unserer  Gleichung,  und 
somit:  ' 

y~Ye*(x — A)  (*— x). 

Die  Substitution , welche  wir  dann  ein- 
führen, ist: 

y — eu(x — A). 


Man  erhält : 

e*(x — A)  (y — x)  = «*«’(« — A)*, 

d.  h. 

v — * = «*(* — A), 

>'-fAuJ 

— dx  — u'dx+2u  (x — A)  du, 


d.  h. 


(!  + «)* 


oder  wenn  man  für  x einsetzt: 
und  wegen 

y = eu(x — A), 


also: 


eu  (v — A) 

»=1T»T. 


ff(z, 


(!+«*)*  L l+uJ 


e»(t/ — A)~l 

1 + «*  J 


du. 


19)  Abkürzung  des  obigen  Ver- 
fahrens. 

Von  Vortheil  für  die  Ausführung  der 
Integration  in  dem  eben  betrachteten 
Falle  ist  die  Bemerkung,  dass  sich  jedes 
Integral  von  der  angenommenen  Form 
in  eins  oder  mehrere  andere  von  der 
Form: 

r 'f(x)d* 

J y 


oder  wenn  man  will 

fy*f(x)dx 

verwandeln  lässt,  wo  q(x)  eine  rationale 
Function  von  x allein  ist.  Diese  Be- 
merkung verliert  ihre  Gültigkeit  selbst 
dann  nicht,  wenn  y eine  Quadrat-Wur- 
zel einer,  ganzen  algebraischen  Function 
von  höherer  Ordnung  ist. 

Denn  wie  auch  f(x,  y)  beschaffen  sei, 
so  wird  immer  sein: 


f(*>y)= 


xPy2g)+Z(c  /j/Vtl), 
P<9  P%9 


wo  p und  q ganze  positive  Zahlen  sind, 
A , B , C constante  Coefficienten 

P,9  P,9  P>9 

vorstcllen,  und  die  Summen  beliebig  viel 
Glieder  mit  wechselndem  p und  q ent- 
halten. 

Der  Nenner  ist  in  zwei  Glieder  ge- 
thcilt,  deren  eines  die  graden  Potenzen 
von  y,  das  andre  die  ungraden  enthält. 
Im  Zähler  wutde  eine  solche  Trennung 
nicht  für  nöthig  erachtet.  Multipliciren 
wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  mit 


-r(e,/y2W(Ci,*V!+’), 

•o  wird  man  erhalten: 


fix  ■,)  - + 2 (ßx  /,+<) 

Im  Zähler  ist  hier  der  Theil,  welcher 
grade  Potenzen  von  y enthält  von  dem 
getrennt,  welcher  die  ungraden  hat.  Der 
Nenner  enthält  nur  grade  Potenzen  von 
y,  und  da  y * eine  ganze  Function  von  • 
x ist,  so  wird  der  Nenner  eine  ganze 
rationale  Function  x sein.  Dieselbe 
Eigenschaft  hat  das  erste  Glied  des 
Zählers , das  zweite  hat  die  Gestalt 
P 2? 

y 2 (ßx  y ),  enthält  also  y nur  als  Fac- 
tor, der  andre  Factor  ist  eine  rationale 
Function  von  x. 


i 


! 

J 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  189  Quadratur  (analytische). 


Der  Bruch  zerfällt  also  in  Glieder  von 
der  Form: 

q(x)  und  yyjjr) , 

wo  tf(x ) und  V'(x)  rational  sind,  also: 
//(■*.  y)d*  = X (/y  (i)dx)  + dx. 

Die  ersten  Glieder  fallen  in  die  Theorie 
der  Integrale  rationaler  Functionen,  die 
zweiten  haben  die  letztere  der  vorhin 
angegebenen  Formen.  Auf  die  erstere 
werden  sie  gebracht,  wenn  man  die  ra- 
tionale Function  Jf*V/(x)=jK’r)  setzt,  wo 


Denn  es  ist  jedenfalls: 

/ \ ~(auF) 

^(» o=— — — 


2(buP)  + Z[cuU+i)’ 


dann  die  Form 


fxfr 


•)  dx 


wird. 


Denkt  man  sich  die  Integrale  immer 
auf  die  letztere  Form  gebracht,  und  ist 

y =)/fl4-äx  — e*x*, 
so  kann  man  immer  schreiben : 

r vwdx  =I  f »(*) 

J y ij  Ye'x'—bx  — a 
wodurch  das  Integral  auf  die  in  II  a.  be- 
trachtete Form  zurückgeführt  wird,  und 
der  Ausdruck  Y — 1 nur  den  Nenner  di- 
ridirt. 

Diese  Bemerkung  ist  wichtig  für  den 
Fall,  wo  die  Variable  x imaginär  zu 
denken  ist,  also  die  Integration  in  ima- 
ginären Grenzen  stattfindet. 

Es  lässt  sich  aber  y auch  auf  die 
Form  bringen: 


indem  wir  wieder  wie  vorhin  im  Nenner 
die  grnden  Potenzen  von  u von  den 
ungraden  trennen.  Multipliciren  wir  Zäh- 
ler und  Nenner  dann  mit 

so  wird  der  Nenner 

2{bur)  -u'2(cu*p)' 
nur  gra<lc  Potenzen  von  u enthalten. 

Den  Zähler  thcilen  wir  dann  in  zwei 
Glieder,  deren  Eine  die  graden,  das 
Andre  die  ungraden  Potenzen  von  n 
enthält,  so  dass  mun  hat: 


VV  ' .»(«*) 


«(«*) 

X<  Xi  nn<1  a »ind  hier  ganze  nationale 
Functionen  von  u*. 

Betrachten  wir  nun: 

/0(«)d»  _ rxiu')  du 

]/u'+a  J »(«’)  V^+"a 

, rx »(“’) udu 

J »(“’)  Yu'jrjr 

und  substituiren  im  letztem  Theile : 


J(  , b y a 

wenn  der  Coefficicnt  von  x*  positiv  ist, 
und  auf  die  Form: 


also 


und 


u4  = vJ — a 


wenn  der  Coefficient  von  x 7 negativ  ist. 
Setzt  man  im  ersten  Falle 


x+ 


im  letztem 


80 


2« " 


zu, 


udu  — vdv, 

so  wird  dieser: 

) udu 

Yu'+a 

also  ein  völlig  rationaler  Ausdruck.  Der 
irrationale  Theil  hat  also  nur  die  Form 

Yu'+a' 


- >r°  i m*  r/,  («»)  udu rx, 

y-,y •*"  +4e»  ~ \ ~ 2eV  ’ J »(•’)  Y^+a  J ».(•*-«)  ’ 


f, 


so  wird  y(x)  eine  ganzo  rationale  Func- 
tion von  u bleiben,  und  das  Integral 
eine  der  beiden  Gestalten  haben: 


/ 


<Hu)du  r*!<u)du 

}&+a  Cr./ 

„Es  lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck 
in  einen  ohne  alle  Irrationalität,  und  in 
einen  andern,  der  nur  grade  Potenzen 
von  ii  enthalt,  verwandeln.“ 


^=/rn») 

5(5*5  K ; 

schreibt,  wo  unter  f eine  rationale  Func- 
tion von  m1  verstanden  ist,  ebenso  führt 
das  zweite  Integral  auf: 

rf(«')du 
./  Ya—u' 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  sogar  noch 
etwas  vereinfachen.  In  dem  ersteren 
setzen  wir,  je  nachdem  a positiv  oder 
negativ  ist, 
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_ oder 


in  dem  zweiten 


da,  wenn  die  Wnrzelgrbsse  reell  bleiben 
soll,  a hier  nicht  negativ  werden  kann. 
Man  kommt  dann  anf  eine  der  drei 
Formen: 

nfjyydv  rf(.v')äv  rf(v*) 

Wendet  man  auf  die  eraten  beiden  Aus- 
drücke die  Substitution  I.  von  Abschnitt 
(18)  an,  so  ist  zu  setzen: 
x ~ v, 

y = yV±l  =U  + C, 
o = +l,  4=0,  e — 1, 

. — (u  + v)du  — (u'+l)  du 

dv= B äii  • 

- . — {«*±1) 

V = ö , 

2m 


/ /(*>  y>  *)d* 

auffinden , wo  y,  *)  eine  rationale 
Function  der  drei  Variablen,  und 

y zzYa+bx,  z = Yd+ex 
ist,  die  also  zwei  Wurzeln  lineftrer  Aus- 
drQcke  enthält. 

Führt  man  nämlich  y als  neue  Varia- 
ble ein,  so  ist: 

2 ydy  = bdx, 


also: 


dx 


2ydy 

~~b~' 

_y  '-a 


_ y/rf*  — M + qr*_ 


also: 


y= 


«2+i 

2« 


und 


Wendet  man  dagegen  auf  den  letzten 
Ausdruck  die  Substitution  11.  A.  von  wo  also 
Abschnitt  18)  an,  so  wird: 


ffc r. ».  »)«t»  = 

Pf'*?.  >■ 

ein  Ausdruck,  der  nur  eine  Wurzel  einer 
ganzen  Function  zweiten  Grades  enthält, 
und  ganz  wie  oben  zu  behandeln  ist. 

20)  Beispiele  zur  Integration 
irrationaler  Functionen. 

Es  sei  gesucht: 


/*  dv 

. J yz*± 


±i 
«••)= i 


jr=  \l— » 

f=  1,  4 = 0,  e=l, 

yw=«u+i, 

— 0 = M'V+2m, 


ist. 

Indem  man 

Vi^+i=«+u, 

setzt,  nimmt  Formel  I.  des  vorigen  Ab- 

iichnittpii  die  Dr  Kt.nl  t nn: 


— 2« 

V=  -TS* 

j — 2(1 -f  Mt»)  du  — 2(1 — «*)  du 

0=  = (!+«*)*  ’ 


1-«* 


Diese  Formeln  in  Verbindung  mit  denen 
für  die  Integration  rationaler  Differen- 
ziale reichen  also  immer  Air  unsern 
Zweck  aus. 

Mit  Hülfe  des  in  diesen  Abschnitten 
auseinandergesetzten  Integration  Verfah- 
rens lässt  sich  auch  das  Integral: 


und  da 

w = ^**±1  — v 
ist: 

multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  un- 
ter dem  logarithmi sehen  Zeichen  mit 
]/«t*  Hhl  + *>,  so  wird  der  Nenner  4- 1, 
also: 
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fy£=i  = 's  [-(»+/— Dl- 


und  Wäre  in  der  ersten  Formel  v negativ,  so 

könnte  man  lg(— 1)  dazu  nddiren , da 
jede  Constante  zu  einem  Integral  hinzn- 
_ , , . „ . gefügt  werden  kann.  Man  hat  also  jc- 

Da  der  letztere  Ausdruck  nur  reell  ist,  denfalls: 
wenn  v negativ  ist,  so  mnss  man,  da 

ig(-«)  = ig«-Hg(-i) 

ist,  lg( — 1)  aber  als  in  der  Integrations- 
constante  enthalten  gedacht  werden  kann, 
im  Falle  t>  positiv  ist,  schreiben: 


fy=h 

/*  dx  /» 

]/a-\-bx  +•  e',x't  J 


fy=k 


Sei  jetzt  gesucht: 
dx 


f 


= /■—== 


dx 


ibt. 


u 


[-&1 

J 

► +1 

1/—^ 

4e*J 

)< 

rrV*J<Cl'v. 

M 

* 


wenn  — algebraisch  grösser  als  ^ ist,  gebraucht  man  diese  Form.  Dagegen 
b* 

wenn  7-—  grösser  als  a ist,  setzt  man: 

V* 

dx 


•f* ^ a + bx  -\-  e'x*  f 


Im  ersten  Falle  ist  zu  setzen: 

f-  1 


i/oi  " ' 


'V 


x + & 


bo  dass  man  erhält: 


l/--—  ’ 

4e4 

bj#  ■ 1 P »'  ’ V • r 

/*  dx 1 r dv  1 

YaTbx+e*x~*  “ eJv^+l  = * 

also,  wenn  man  für  v wieder  seinen  Werth  setzt,  und  eine  Constante  vernach* 
lässigt: 

= 7'e(2'’*+»+2  «V^+te+S). 

Im  letztem  Falle  hat  man: 


j/il-i. 
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also  wenn  man  in  v wieder  seinen  Werth  in  x einsetzt: 

/-.  dx = -lg(2«+6+2rV/',*,+*J  — “)• 

yB-frAH-«’**  ' 


Es  ist  bei  beiden  Formeln  in  den  Lo-  so  ist:  yi  — c’  neos 7, 

garithmen  immer  das  positire  Zeichen  / \ , 

genommen  worden.  1— yi  — t>*  = 1 — cosy  = 2sin^gJ  , 

Setzen  wir  in  Formel  II.  des  rorigen 
Abschnittes 

/■(»»)= 1,  also  

so  erhalten  wir:  Vl  u'  1 _ 't 

- -fcj- 


siny  =2sinj(  cos^, 

ft  ft 


/yfe-_2/ife'  ^ ist  abet! 

Formel  3 des  Abschnit-  arc  tg(— tg^  = — arc  tg(  tg|)  = — ^ 

/’  A‘_  - 
i+«,_ 


Setzt  man  in 
tes  16) 

u ~ x,  M~ 0,  jV”  1 , n =0,  4 = 1, 

so  erhalt  man: 


arctg«, 


aber,  da 


yi-e»-i 


ist, 


/•d„  yi-t,»-i 

yi-n’  « 


Yi 

Setzt  man  hierin 

0=  siny, 

Es  ist  gegeben 


-f: 


und 

dv 

’ yr-n- 

da  t/  = siny,  y=arcsinu 
ist,  10  ergibt  sich: 

/yfev=arc,inM- 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass 
sich  dies  Resultat  auch  durch  Differen- 
ziircn  der  Function  arc  sin(t)  hcrlcitcn 
lässt. 

Indessen  sind  hier,  wie  schon  im  Vo- 
rigen, die  Quadraturen  möglichst  unab- 
hängig von  den  Ergebnissen  der  Diffe- 
renzialrechnung bingcstellt  worden. 


dx 


dx 


r 

f ‘ I 

* 

1 

1 2«’ 

[1  e*+4e* 

Uan  setzt: 


2e* 


so  dass  man  hat: 


J±+!L  ’ 

I «*  4»; 

/.  dx  1 r du  . . . 

-/  - — — — I ~i ^ = arc  sin  (t) 

Ya+bx-e'x'  1— 1>’  W' 

nnd,  wenn  man  für  t/  wieder  seinen  Werth  einsetzt: 

f<  dx  / 2e’j— 4 \ 

JVa+bx-c’x'  ~ ^ ‘m\YÄ^+b^r 
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21)  Integration  transcendenter 
Functionen. 

In  dem  Gegebenen  ist  das  Allgemeine, 
was  sich  über  die  Ausführung  der  Inte- 
grationen algebraischer  Functionen  sagen, 
lässt,  erschöpft,  insofern  sic  durch  die 
vor  Entdeckung  der  Integralrechnung  be- 
kannten Functionen  geschehen  kann.  Je- 
doch können  in  einzelnen  Fällen  noch 
Integrale  von  irrationalen  Ausdrücken 
complicirtercr  Art  gefunden  werden. 

Wir  werden  daher  auf  diesen  Gegen- 
stand zurückkommen  müssen.  Zunächst 
wollen  wir  jedoch  das  Allgemeinere,  was 
sich  über  die  Integration  transcendenter 
Functionen  sagen  lässt,  hier  geben.  Die 
vor  der  Entdeckung  der  Integralrechnung 
bekannten  Transcendenten  beschränken 
sich  auf  ExponentialgrÖsseu  und  Loga- 
rithmen, trigonometrische  Functionen,  und 
die  zu  letztem  gehörigen  Bogen. 

Von  diesen  stehen  jedoch  die  Expo- 
nential-  und  logarithmischen  Grössen  in 
der  durch  die  Gleichung 

e,8J:=x 

gegebenen  Verbindung. 

Die  Verbindung  zwischen  trigonome- 
trischen und  Exponentialfunctioncn  wird 
vermittelt  durch  die  Gleichungen: 


Offenbar  ist,  wenn  man  sich  « ver- 
änderlich denkt: 

, ax 

de  ax 


da 


= xe 


,2  ax 

de  2 ax 
= x e 

•i  ’ 

dxi 


<feaX 

da" 


n ax 
= x e 


Man  kann  also  auch  schreiben: 


rdn(en x) 


dx. 


da* 


xt 


oder 


e = cosx-f  * sinx 

2x»  _ 1 -f-*  tg^r 
a>  — * 


1— itg  JC 

und  die  zwischen  Bogen  und  Logarith- 
men mithin,  wenn  man  x = arctgu  setzt, 
durch  die  Gleichung: 

1 , l+itgx 
arc  tg  u = — lg  - — r-2_ 

B 2i  *1— itgx 

und,  wenn  man  x=arcsin(«)  setzt,  durch 
die  Gleichung: 

arcsinu  = j-lgd^l — u’+iu] 

oder,  wenn  x = arc  cos  u gesetzt  wird, 
durch  die  Gleichung: 

arc  cos  u = * lg[u+  i/l — u?J. 

Es  kann  daher  bei  den  entsprechenden 
Functionen  ein  gemeinschaftliches  Ver- 
fahren eingeschlagcn  werden. 

Sei  zunächst  zu  bestimmen 


In  Abschnitt  6)  wurde  nun  die  For- 
mel abgeleitet: 

Ä/«*  «*) 

aus  der  bei  Wiederholung  des  Differen- 
ziirens  nach  c sich  leicht  folgern  lässt 

jf(/7c*,c)  *)=/%£>*, 

de"  J de 

also  in  unserm  Falle : 

Kann  man  also  den  Ausdruck 

u=J'eax  dx  finden,  also  für  den  Fall, 

wo  n = 0 ist,  so  ist  die  Quadratur  für 
Beliebiges  n auf  die  Differenzialrech- 
nung, nämlich  auf  Bestimmung  des 
,n 

du  * 

Ausdrucks  — zurückgcfuhrt. 
da * 

Wir  setzen: 


also 


ax 

e =y, 


dy  = aeaXdx  = aydx, 


«s 


also 


u = - f dy-V-  = — . 
aJ  * « « 


Es  ist  also: 


/ 


n ax, 
x e dx, 


wo  a eine  beliebige  Constante  ist,  n 
aber  eine  positive  ganze  Zahl. 


/ 


da 


13 
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Ist  das  Integral 

/*"'*  * 

zu  bestimmen,  so  muss  enx  für  ex  geschrieben,  und  erst  nach  ausgeftthrter 
Differenziation  n gleich  1 gesetzt  werden. 

Beispiele: 

A'BX\ 

r «.  »“ 

J xe  dx  = — —L.-—- — ’ 

r,’ '(£)  sri“  «r . w. 

./  da  da  a n*  «** 


Auf  diesem  Wege  kommt  man  auch  leicht  tu  der  allgemeinen  Formel: 


f'xneKXdx  = — (*"-  y-1-^-1),"-2 

«r  ' (t  er* 


-l)(»-2) 


y). 


die  sich  aus  dem  Ausdrucke  fUr: 

d (^r) 


da 


da 


ergibt,  wenn  man 


setzt. 


««)  = •“ 


Offenbar  n&mlich  ist: 

-_2 


da 
— 1 ( 


= « /■'(«)-«  A"X 
d’  ^ («j-fc-Vw+a«-3 /(«). 

1 f"\a)-3a~2  f"  («) + 3 • 2«~3  f ' (-)  — 3 • 2 • 1 f («), 


dn* 


allgemein : 

= o-1  fW(«)  -»  a~2  ((B-1)(o)  ^ + «(«-l)o~3  /"_2^  (o) 

da" 


- • • • +«(n— l)(n-2)  • • • 2-1 /•(«), 
</*(  ettX) 

woraus  sich  der  oben  angeführte  Ausdruck  für  ergibt. 

dxn 

22)  Anwendungen  der  oben  ge-  dx  — ~ 

fnndenen  Formel.  y’ 

Das  Resultat  des  vorigen  Abschnittes  also 
ist  ein  sehr  reichhaltiges,  aus  dem  sich  /- „ nx  /*  n c— 1, 

viele  Formeln  ableiten  lassen.  Jx  e dx=J  W9)  V dV 


Setzt  man 
so  wird 


und  man  hat: 


•*=*. 

*=>gy. 


d-(»!) 

ßa~%v)%=~~ 

*'  da 
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oder,  wenn  man  sich  der  Reihenentwicklung  des  vorigen  Abschnittes  bedienen 
will : 

n 


Jya  10gy)f,‘/y=J~(1gyn— ^ igyn  1+~~~  tey*  2 

_ . . . | 2)  »».  2«1\ 

— n /• 

Es  ist  hierin  n eine  ganz  beliebige  Zahl,  n muss  jedoch,  wenn  die  Integra- 
tion in  endlicher  Form  gelingen  soll,  eine  ganze  positive  Zahl  sein. 

Setzt  man  a 4*  ß*  für  er,  so  hat  man : 

J'xne(a  + ßi>dx  = ^-  (J'e(a  + Mxdxy 

Es  ist  nämlich  bekanntlich  völlig  gleich,  ob  man  nach  « oder  nach  («+/S»)  dif- 
ferenziirt. 


Also  hat  man  ganz  wie  oben: 

J «+£»  / 


Setzt  man  für 


e^'seinen  Werth  cos  /ta+i  sin^x, 


so  erhält  man : 


J'x”eax  cos  ßxdx  sin  ßxdx  = ~ |aY^>  «^(cos  ßx+i  sin/?x)} 


da” 

oder,  wenn  man  Reelles  und  Imaginäres  trennen  will: 


/>.*•  co»  txdx = £-n 
[SS*  »in  ßxdx  = — 

J din\  «’+?*  j 


Man  verfährt  in  der  Regel  jedoch  besser,  wenn  man  in  der  Reihenentwicklung 
von  /,»  e^dx  für  « schreibt  a+ßi , und  den  reellen  Theil  gleich 

f x” eaX  cos  ßxdx , 

den  imaginären  gleich 

. - J xnenx  6in  ßxdx 


setzt. 


Für  n gleich  Null  hat  man  unmittelbar: 


/*«x  „ , eax(a  cosßx  + ßs\n  ßx) 

e cos  ßxdx  = ■ — - — * 


«'  4-/91 


sin  ßx  - ß cos  ßx) 

‘ ,mßx<‘*  ^TK' 

Selbstverständlich  kann  man  auch  nach  der  Integration  a = 0 setzen,  und 
erhält  dann  die  Ansdrücke  für: 

/x"cos  ßxdx  und  f x”  sin  ßxdx ; 

13* 
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statt  dessen  aber  kann  man  auch  in  der  Formel  für  J cnxdx  unmittelbar  ßi  für  a 
setxen,  und  hat: 


oder: 


d.  h. 


fxntßixdx  - — — ( — \ 

J i-+v'‘  f ’ 


A"  (eos  ßx+i  sinfa)  d*=-L-C  ’in  gf). 

J i"+ldßnK  ? ’ 

Will  man  Reelles  und  Imaginäres  trennen,  so  sind  hier  die  Fälle  zu  unter- 
scheiden, wo  n grade  und  wo  es  ungrade  ist. 

Man  hat: 


fxn  «0.  ßxix  =(-»*0;  (’-^r)- 

fx  n sin  ßxix  = (-!)«+ 1 d— 

’ dßinx  t ’ 


oder: 

fx  n+  1 cos  ßxdx= 
und 

j'xln'*~l  sin  ßxdx~( 

Auch  kann  man  sich  statt  dieser 
f eax  bedienen,  und  darin  a-ßi  seuen. 

23)  Andere  Ausführungen  ron 
Qn  ad ra turen. 

Allgemein  l&sst  sich  der  Ausdruck 
/>(«“  dx 

bestimmen,  wenn  f(u)  eino  rationale 
Function  ist,  oder  eine  solche,  welche 
ausser  einem  rationalen  Theil  nur  eine 
Quadraturwurzel  eines  ganzen  Polynoms 
von  höchstens  zweitem  Grade  enthält. 
Setzt  man  nämlich 


i 

II 

s 

also 

aeaXdx  = du 

oder 

du 

dxzz  — 

ou 

so  hat  man 

_!)*+'  rf'"+l  (co»l»g\ 
iß^'  ' ß ’ 

* /sin^x\ 
rf/J2n+tV  ß ) 

Formeln  der  Reihenentwickclungen  für 


also  eine  algebraische  Function,  welche 
immer  integrirt  werden  kann. 

Da 

axi  — • axi 

sin(irx)  = , 

axi  _ — ux» 
C08(*x)=- 

rationale  Functionen  von  eox*  sind,  so 
lässt  sich  hiernach  auch 

//■(sin  axt  cos  ax)  dx 

finden,  wenn  f eine  rationale  Function 
zweier  Variablen  bedeutet;  auch  können 
unter  dem  Functionszeichen  die  andern 
trigonometrischen  Linien  von  ax  enthal- 
ten sein,  welche  sich  auf  rationalem 
Wege  aus  den  sinus  und  cosinus  durch 
die  Formeln: 
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tg.r= 


sec  x = 


sin  x 

COS  X ’ 

1 


cot  X = 


C08X 


COSCC  X — 


sm  x 

1 


sin  x 


COS  X 

ergeben. 

Da  aber  hier  die  Substitution 


n-jt 

e — u 


gleichen  Substitutionen,  wo  cs  sich  um 
Acndcrung  des  Integrationswegcs  han- 
delt, immer  gestattet,  so  lange  das  In- 
tegral ein  unbestimmtes  ist.  Bei  be- 
stimmten Integralen  dagegen  ist  die  Be- 
rücksichtigung der  Grenzwerthe  nöthig.  ' 
Was  unser  Integral 

.//(sin  ax,  cos  rrx)  dx 
gemacht  wird,  so  muss  u und  du  ima-  anbetrifft,  so  führt  jedoch  auch  eine 
ginär  werden.  Es  ändert  sich  also  der  andre  Substitution  zum  Ziele,  wobei  der 
Integrationswcg.  Jedoch  tritt  hierbei  Integrationsweg  nicht  verändert  wird 
keine  Zweideutigkeit  des  Resultats  ein,  Man  setze: 
wenn  der  Ausdruck  /*(«*)  nicht  während  sin«.r=:t/ 

der  Integration,  oder  beim  Ucbcrgang  . ** 

von  einem  Wege  zum  andern  unendlich  CS  Wird  dann 
wird. 

Es  ist  also  die  untere  Grenze  immer 
so  zu  wählen,  dass  dies  nicht  stattfindet,  ajSQ 
und  kann  man  dies  immer  annehmen, 
so  lange  das  Integral  unbestimmt  ist. 

Diese  Bemerkung  ist  für  die  ganze  In- 
tegralrechnung wichtig.  Es  sind  der-  und 


a cos  ardx  = dy , 

COS  ttX=  — y», 

dy 

*Vi -ys 


dx  = 


fn*  i 


sin  nx,  co 8ax 


■)<h  = i rfayi-y’hfr 
«./  y i — 


ein  Ausdruck,  der  ausser  einer  rationa-  über  die  sogleich  gesprochen  werden 
len  Function  nur  noch  eine  Wurzel  zwei-  soll.  b g p nen  werden 

ten  Grades  enthält. 


Von  gleicher  Allgemeinheit  ist  übri- 
gens das  Integral 

//(sin  3-,  cosx)dx, 

da  man  für  ax  immer  eine  neue  Varia- 
ble nehmen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der 
Fall,  wo  die  Function  f nur  ein  Glied 
enthält.  Eb  führt  dieser  Fall  zu  den 
Integralen : 


Vorläufig  bemerken  wir  jedoch,  dass 
im  allgemeineren  Falle  des  Integrals: 

ff( sinx,  co 8 x)  dx 

es  auch  eine  reelle  Substitution  gibt, 
welche  keine  irrationale  Grösse  gibt. 

Es  ist  dies  die  Substitution 

tg  fr  = ti. 

Da 

x»  dx 

rftgx=( 


sin  x 


sin  xm  cob  xn 


ist,  so  hat  man: 
du  — 

und,  da 


" (C08  X)*’ 


dx 


2(cos|x)3 


ist: 


^-^  = («eclx)»rl+(tg)a:)>  = l+„. 
2 du 


dxzz 


1+«*’ 


cos 


X = 2(C0S$x)*  — 1 = — — — 1 ~ - — ÜT 

v 1 ' 1 + «’  1 + tt” 


sin  x 


2m 

1+« 


1* 


/((.iurr,  co.x)dx  = 2/>(I|^, 


also: 
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Beispiel.  Es  sei  gesucht: 

f- 


dx 


a+A  cos  x+c  sin  x ’ 

Es  verwandelt  sich  dies  Integral  durch  die  letzte  Substitution  in: 

du 

- vi 

2 cu 


2rd » i =2r 

J 1 + u*  .1— ■ «*  , 2cm  Ja 

a + i 

1+«*  1+«1 


+ 6+ 2c«  + (a  — 6)«*, 


ein  Ausdruck,  der  sich  unmittelbar  aus  Formel  3 des  Abschnittes  16)  ergibt, 
wenn  der  Nenner  2 imaginäre  Factoren  hat,  d.  h.  wenn 


c*  a + A 


(a  — A)a  a—b 

ist  (siehe  den  Artikel:  quadratische  Gleichungen).  Man  setze  dann  in  die  ange- 
führte Formel: 

M=0,  N=~ , 

a — o 


c , .,/a+A  c*  _ y'a1  — A*  — c* 

' “ “ 6 = } ö^Ä  («  - A)*  ~ 


und  es  ist: 

2 


ST: 


du 


(a  — b) 

u ( a — A)  + c 


a+A  + 2c«  + (a  — A)«* 
a+A 


arc  tg 


y/a*_6»_cs  ‘b  y/a*-A»-c»' 

Ist  aber  - — C-  ■-  > a~^,  so  gibt  die  Formel  (4)  des  Abschnittes  (16),  wenn 
(a — A)*  a—b 

man  für  M}  IV,  a dieselben  Ausdrücke  wie  oben,  für  A jedoch 


/ c*"  a+A  _ /c*  — a*  + A* 

y (a—  A)1  a — A a— A 


einsetzt : 

2 


2/" 


</w 


I 


lg 


(a— A)«  + c — /c*  — a*  + A* 


a-f  A + 2ctt+  (a  - A)«*  /c*  — a2  + A*  (a— A)«-f  c+  /c*—  a»  +Ä*’ 

Auf  dieses  Integral  lasst  sich  auch  das  folgende  zurückführen: 

/•  dx 

a 


a+A  cos4r,  + csinx*> 


da 


COS  X*  “ 


1 + cos  2x 


sin  x 


,_1 — cos2x 


2 ’ 2 

ist.  Man  crh&lt,  wenn  man  y für  2x  schreibt: 

dx P dy 

s*  + csinx*  j 2 


«+A  cosx*  + csinx*  J 2a  + A+c+(A — c)  cosy 

Setzt  man  in  den  zuerst  entwickelten  Werth  des  vorigen  Integrales: 
2a+A+c  für  a,  b — c für  A,  0 für  c, 


so  kommt: 


h 


dx 


a+A  cosx»  + csinxJ  /(a  + A)  (a-f  c) 

Hier  ist  zu  setzen: 

M = tgf  = tg*‘ 


arctg 
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setzen ; man  erhält  dann  das  Integral : 

/Om)”V,  / -A 


Es  lässt  sich  noch  bestimmen  das  Functionen  aufhürten,  ganzo  Functionen 
Integral:  von  Exponentialgrössen  zu  sein: 

y ^ny^ax  yx  6yx  ^ ^ Was  noch  die  Logarithmen  und  die 

wenn  m eine  ganze  positive  Zahl,  und  Arcus  anbetrifft,  so  kann  man  e = y 
f eine  ganze  Function  ist,  denn  dieser  m dcn  Ausdruck: 

Ausdruck  besteht  aus  Gliedern  von  der  r m ax  Bx  s .1 

Form:  ' J * t<f  , <?  ”0* 

Af  xm  e^xdx , 

deren  Integration  bereits  gegeben  wurde. 

Auch  kann  man  statt  der  Exponential-  . 
grössen  die  trigonometrischen  Functionen  da  , 

sinex,  sin  ßx,  cos  «x,  cos  ßx  nehmen,  dx  — -£ 

welche  ganzo  rationale  Functionen  von  y 

e«rxi  yxi  g— trxi  unj  g — ßxi  gjn(j  ist.  Es  lässt  sich  also  dies  Integral  immer 

bestimmen,  wenn  a und  ß ganz  will- 
Es  gelingt  also  immer  die  Integration  kürlich  sind,  vorausgesetzt,  dass  n eine 
von  ganze  positive  Zahl,  f eine  ganze  Func- 

r m , . . . _ tion  sei. 

J x ^(sincrx,  cos  ex,  sm/9x,  cos/9x«**)dx-, 

jedoch  darf  sich  unter  dem  Functions- 
zeichen im  Allgemeinen  keine  Tangente  /xm(( sinx,  cosx)rfx 

oder  Cotangente  befinden,  weil  sonst  die  setzen: 

du 

sinx=«,  cos  xdx  = du,  dx  — - — , x = arcsin«, 


Ebenso  lässt  sich  in 


Yl-t 


also 


du 


Setzt  man 
so  kommt: 


endlich,  wenn 
ist: 


/xm/X sinx,  cosx)dx  =/(arc  sin  w)m /*(«,  ]/l-u*)y~=- 


COS  X — U, 


-/< 


— / (arc  cos  u) 


m 


m)  du 


Yl-u* 

tgx  = u 
x = arc  tgw, 
du 


dx  = 


1 + u*’ 


also: 


sin  x—  -7==, 

Y 1+«* 


COS  X — 


Vl  + M»’ 


Ausgeführt  werden  können  also  die  Integrale: 

/(“C.g«)”v(7 =.  7=)i^ 

f \m, in  «)"«■,  -p== 

coa u)m f (u>  Vl  — «*)  yj 
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wo  f eine  rationale  Function  zweier  Va- 
riablen, m eine  ganze  positive  (konstante 
bedeutet. 


Ist  z.  B. 


f(x,  y)  = xPy, 


wo  p eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat 
man  aus  den  beiden  letzten  Formeln: 

f (arc  sin  u)m  up du 

/(  arc  cos  u)m up du ; 

ist  dagegen  f(x,y)  = xy , so  gibt  die  erste 
Formel: 


zu  bestimmen , wenn  man  alle  Integra- 
tionen, die  zu 

ff(eaJC)  dz 

führen,  vollziehen  kann. 

Sei  wieder 

axs 

f(e  ) = «, 

so  ist: 

'ldfn-  l(u) 


du 


= /»> 


also: 


y*(arc  tgu) 


m u du 


(1 + «*)** 

Wir  unterlassen  die  wirkliche  Ausfüh-  und  ebenso 
rung  dieser  Quadraturen,  da  wir  zu  be- 
quemeren Methoden  für  dieselben  ge- 
langen. 


24)  Specieller Fall  des  Vorigen. 
Das  Integral 

als  ein  specieller  Fall  des  bereits  ange- 
führten : 

kann  immer  bestimmt  werden,  wenn  f 
eine  ganze  rationale  Function  ist. 

Setzen  wir  jetzt  voraus , dass  f keine 
solche  sei,-  und  suchen  die  Fälle,  wo 
dennoch  die  Bestimmung  möglich  ist. 
Man  hat: 


•f  U 

nso 

f.  oM  = r'—iW  * 

• / u ’ 

r = rfJ^l± 

t u 


df(eax) 

da 


= xeax  r («"*), 


wo 


ru-jm 

ist.  Wir  setzen: 

»/»=/», 

»/’■(«)=/',(«) 

• • • • • 

»rn_1(«)=/n(«); 

man  hat  dann: 
da 

Es  gelingt  also  immer  das  Integral: 

r n,  . «Xv . </”  r. . ox.  . 


/•(»)  = f />& 

schliesslich: 

f ne**)  dx=lf(W?. 

J aj  u 

Ist  z.  B.  fn(u)  eine  rationale  gebrochene, 

hunction  von  u,  und  führt  keine  der 
Integrationen  auf  logarithmische  Functio- 
nen oder  Bogen,  so  werden  auch  die 
Werthe 

/n_l(u)>/rt_2(“)>  * * * fi («)»/(«) 

rational  sein , und  die  Integration  ge- 
lingt. 

Es  sei  z.  B. 


/»= 


(1  + «) 


8’ 


so  ist: 

rw=f-^—--- 1- — 1 — . 

•' a+«)’  .,_1(i+»)*~1, 

rf(v)du  1 ■ f du 

Diese  Integration  ist  6tets  auszufdhren, 
wenn  * eine  ganze  Zahl  ist. 

Sei 

r du 
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so  wird,  da  n=l  war: 


Ist 
so  wird 

also 
mithin : 


/\x*  _ 1 d n «x,  \ 

* = 2,  . 

- ,w  = lg(i£;)- 

.’l* 


rffi . _£M_  wfig(i+.”)L  .lgfi+e 

J (l+r“)  Sil“  *!+«“/  M « J~  «• 


A 

“) 


/ 

>« 


xe 


ax 


«(r+.**) 

uen'  anatellen  Bclracht““«  liMt  “ch  ■“  Beiug  aut  die  trigonometrischen  Functio- 


Sei  zu  bestimmen  der  Ausdruck 

/*"/•»  ir, 


man  die  Wurzel  jedesmal  mit  dem  ne- 
gativen Vorzeichen  versehen  denken. 

Ist 

“wo  unter  u eine  der  Functionen  sin  ax,  u = tgx, 

cos  ax  oder  tg  ( ax ) verstanden  werden  so  hat  man : 
soll. 


Im  ersten  Falle  ist 

JM=  xf’(.)Yiz-, 


da 

und  man  kann 

r(u)Yr^i=fl(u) 

setzen;  ist  ebenso 


da 

cs  ist  also  zu  setzen: 

r(«)(i+u»)=A(«), 


also : 


so  hat  man: 


nnd 


Ist 


fxnfn(u)dz-.i  (/•(„)  d.) 

/f  (u)  du 

vm' 


u = cos  ax, 

so  gelten  dieselben  Formeln,  nur  muss 


'«-1«  =/'.<«>  i£* 

während  die  Formel: 

f *"(„(»)  <fa=  (/«.)*> 

da 

in  Gültigkeit  bleibt. 

Es  wird  erfordert,  dass  alle  diese 
Integrationen  in  der  That  ausführbar 
sind. 

Beispiel.  Sei  gesucht 

/*  (tg  <rx)m  (1-f  tg  er«1)  dx. 
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Wir  setzen 

tgnc=M 

und  in  die  betreffenden  Formeln 

um(l  + «,)  = ^,(«).  da  n — 1 ist. 

_ ,"+> 


Es  wird: 


also : 


/x(tg<ti-)m(l  + tg  ex’)  <fcr=j^-j  (tg«)™*1  dx. 

Dies  letztere  Integral 


,ro+l 


A t'„r+i*=r™2LZr* 


gehört  unter  die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten,  und  ist  stets  zu  integriren. 

Sei  z.  B.  m = 1,  so  hat  man: 

r ..  . 1 d Ctm  nx'  , 

fx  «g.*a+t, °x')dx^Tj  ^idx. 

Setzt  man 
so  wird 


tg  ax  - v. 


also 


and 


dx  — 


adx  _ , 

(cos  rrx)1  ~ V' 

(coanx)'dv  __  du 
« «(!  + *>’) 


/ (tg  cre)*  dx  =-  f ~dA;  = - f (l— -i-j)  dv  --  - - arctgo  = — 

' ' ttJ  l + o*  a.J  \ 1 + »'/  a u ° ot 


also: 


fx  tg  ojr(l+tg«x*)d*  = ~~  t*(«)  +2^7xy- 


Setzt  man  ausserdem  noch,  je  nachdem 


u = e , w = sin  ax,  u~  cos  ax,  u = tgcrx 


war,  in  die  Formel: 


«*=—//(•>* 


für  dx  und  x den  entsprechenden  Werth  ein,  wobei  sich  ergibt: 
du  = cteazdx  = (cvdx, 
du  — a cos  axdx  — «V  I — u7dxt 
du  = — a sin  axdx  — — a]/ 1 — u*dx9 


Ju=(£lki=<1+U">dx' 


also: 


und 


du 

dx-—,  dx- 

"u  o)/l 


du 


du  t du 

dZ  = ~aVl^’  «0  + «) 
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lgu  arcsinu  arccosu  arctgu 
*= , x= , x-  , x= — , 


«o  wird  also,  je  nachdem  der  eine  oder  andre  der  vier  Falle  stattfindet : 


und  es  werden  in  jedem  Falle  die  Ausdrücke: 

/■*_ j(«).  ^«-aW  ’ • • /'«(“)>  AW>  ((«) 

durch  die  Formeln  gefunden: 

rP-xM=f'rUj® 

wo  fiir  x (“)  entsprechend  die  Werthe: 

«,  v'i-«’.  -Vr^,  l+u> 


zu  setzen  sind. 

Wohl  zu  merken  ist  hierbei,  dass  in  dem  Ausdrucke  rechts 


„n+1  f 1/  /VW  Ju\ 

duna\J  u 1 


nach  der  Integration,  aber  vor  der  Differentiation  nach  « für  u «ein  in  x ausge- 
dnickter  Werth  wieder  herzustellen  ist.  Es  enthält  nämlich  diese  Grösse  w ja 
die  Veränderliche  a selbst,  was  beim  Diffcrenziiren  natürlich  wohl  zu  berücksich- 
tigen ist. 


t+1  c 
tg  ox  = w, 


Beispiel.  In  der  vorher  entwickelten  Formel: 

fx  tg(a*)m(l  + tg  (ax)')dx  = — i-j  ^ j (tg  o*)m  + 1<t») 

setzen  wir 
und  erhalten: 

/ umarctg«  rfu  = (I  f 

m+lda\uj  1 + u*  / 

Ist  hierin  m = l,  so  hat  man  wieder: 

Ist  111  = 2,  so  ergibt  sich: 

/«•arctg  udu  = ^±(\f£±). 

Setzt  man  «>  = t>,  so  wird: 

/u‘du  I f vdu  _ 1 /*/,  1 \j  _v 

1+«»  = 2./  1 + « _ 2 J V l+v)J“~2 


v lg  (1  + 0 
2 


1| 

i 


I 
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oder,  wenn  man 
einsetzt: 

und  es  wird: 


f = (tgax)1 


Ulf  rsi)=;,«,-27  («w-wi-MeC«)1)] 


= -Oe axy~2^  Oe«*)*' 


2 er 

lg  [1 4-  (tg  ffx)»] 
2«a 


woraus  sich  ergibt,  wenn  man  wieder  tgcx  = n setzt: 

r 1 11 

J m*  arctg(n)  du  = ^Ms  arc  tgu  — gM*  + g lg  (!  + «*). 


25)  Theilweiscs  Integrircn. 

In  dem  Gesagten  sind  im  Wesentli- 
chen die  allgemeinen  Fälle  enthalten,  in 
denen  sich  ein  Integral  auf  bereits  be- 
kannte Functionen  zurückführen  lässt. 
Indess  lassen  sich  noch  in  einzelnen 
Fällen  complicirtere  Integrale  auf  ein- 
fachere zurückführen.  Diese  Aufgabe 
wird  die  Reduction  der  Integrale  genannt. 
Zum  Theil  führt  auch  diese  Reductioh 
auf  in  der  Ausführung  leichteren  als  den 
bereits  gegebenen  Wegen  zu  Integralen, 
deren  Möglichkeit  der  Berechnung  nach 
dem  Vorigen  bekannt  ist. 

Wir  haben  uns  also  hier  noch  mit  den 
sogenannten  Reductions-Formeln  zu  be- 
schäftigen. 


Dergleichen  sind  schon  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  entwickelten,  wo  ein 

complicirteres  Integral  f xtlfn(u)  dx  sich 

aus  einem  einfacheren  f f{u)  dx  durch 
Diffcrenziireu  nach  einer  Consiante  er- 
gab. 

Indess  leistet  hier  auch  namentlich 
dasjenige  Verfahren  gute  Dienste,  wel- 
ches wir  als  „theilwcises  Integrircn“  be- 
zeichnet haben. 

Es  war  dies  Verfahren  in  der  Formel 
dargestcllt: 

fydxxry  -fxdy 

oder,  wenn  man  will: 


ff{x)  ff  (x)  dx ~f(x)fy  (x)  dx—f(f<j  (x)  dx)  f'(x)  dx ; 
jedoch  reicht  die  ersterc  einfachere  Formel  immer  aus. 


Es  ist  z.  B. 


aber  da 
ist: 


fuvd  (lg  t>)  —f  —fudv. 


f udv  — uv — fvdu-  uv — f uvd  (lgw), 
f uvd  (lg  v)~uv  — f uvd  (lg  «). 

In  dieser  Formel  machen  wir  folgende  drei  Substitutionen: 


Es  ergibt  sich: 


I) 

u = (ox-f  b)m 

t>  = (ex+ f)n 

n) 

-=om 

v = (ex+f)n 

m) 

u = (ex+n’n 

(ax+b\n 
V"\ex+/7  ‘ 

/ — 1 

(ax+b)  (ex -ff) 

u («x+ftAex+f)1 

ne 

tna  / 
ne./ 

^(rix-f  i)m  1 (ex -ff)" 
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T.\  C,  . r\w — m — (ax  + tym(ex+On  m 

II)  J(ax+b)  (ex+f)  dx  — ' 

m(af—eb)f  , ,.m— 1,  , «— m— 1, 

^ '-/(ax+b)  (ex+f)  dx, 

ne  J 

HI)  /(«+n"-"-V+t)*-1rfx=<”+»*~V+t>" 

./  n(rtf — eA) 

mC  Cf  . — rt  — 1,  . .X«  1 

~nK-<4)./  <“  +rt  »I+ J>  *'■ 


Diese  Formeln  werden  etwas  einfacher,  wenn  man  für  eine  der  Grössen 
ax+b  oder  ex+f  die  Grösse  x selbst 

setzt.  An  ihrer  Allgemeinheit  verlieren  sie  hierbei  nichts,  da  man  ja  immer  die 
Substitution : 

ax  + b oder  ex+f—y 

machen  kann. 


Sei  demgemfiss: 
so  hat  man: 


a = 1,  6 = 0, 


Ia)  J* xm (ex + f~)1  *dx  r 

Ua)  J' vm(ex+f)n~m~1  dx- 


x (ex-f -f)  m [ m — 1,  , ,xn 

— Ix  (ex+f)  dx, 

ne  ne  J 


rrr  \ C n~l/  „ , »— 1 , xtl(ex+f)m  n me  P n m — n — 1 

m»)  («*+f)  dx=~\.  (ex+f)  <*x- 

Setzt  man  dagegen 

•=1,  /■=<), 

so  werden  diese  Formeln: 


t«  % r « — 1 , ,,x»n;  x"(ux+Ä)m  ma  Cn  m— 1 , 

Ib)  J x (ox+  b)  dx  = - * — L — J x (ax  + b)  dx, 

TTi\  r n~ , i\mj  x”  m(ax+b)m  mb  r n—m—1.  w — 1 

Ilb)  Jx  (ax+b)  dx  = ^ — + — I x (ox-f  6)  A dx, 

tttta  r «-«  — 1/  . n«- 1 . xm"~rt(rtx+i)n  , rn  C m—n  — 1 n 

mb)  Ix  (ax  + b)  dx  ~ L-+—Jx  (ax+b)  dx. 


Die  Anwendung  dieser  Formeln  ist 
leicht  ersichtlich.  Das  gegebene  Integral 
wird  immer  auf  ein  anderes  zurückge- 
fiihrt,  welches  dieselbe  Form  hat.  Nur 
dass  in  Fall  I der  Exponent  des  einen 
Factors  um  die  Einheit  .vermindert  wird, 
während  der  des  zweiten  um  die  Einheit 
zunimmt.  Man  wird  also  Falls  der  erste 
Factor  einen  positiven,  der  zweite  einen 
negativen  Exponenten  hat,  diese  Formel 
mit  Vortheil  zur  möglichsten  Verminde- 
rung der  Exponenten  anwenden,  und  die- 
selben sogar  zum  Verschwinden  bringen 
können,  falls  sic  ganze  Zahlen  sind. 


In  Fall  II  wird  nur  der  Exponent 
des  einen  Factors  vermindert,  in  Fall  III 
vermehrt.  Die  Formeln  finden  Anwen- 
dung, wenn  beide  Factoren  positive,  ent- 
sprechend negative  Exponenten  haben, 
wobei  dann  nach  und  nach  der  eine  und 
der  andre  vermindert  werden  können. 

Uebrigens  werden  diese  Formeln  für 
den  Fall  unbrauchbar,  wenn  die  con- 
stanten  Nenner  der  rechten  Seite  ver- 
-schwinden.  Es  tritt  dies  ein,  wenn 

« gleich  0 
ist. 
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Man  hat  aber  in  diesem  Falle  die  Integrale: 

f[ax+h)mdx,  f(ax+b)m{'x+r)~m~ldi,  /(ear 
Setzt  man  im  ersten  ax+b  = y,  so  hat  man: 

Wird  im  zweiten  Falle 

b 


a+f 


= y> 


also 

gesetzt,  woraus  sich: 


dx: 


s-ey 

(fit-rh)dy 
(a  — ey)1 


ergibt,  so  hat  man : 

//  — — m— 1 f ym(fa  — tbydy 

(ax+k)  (ex+D  d*=J 

Dieses  Integral  kann  immer  bestimmt  ein  ebenfalls  stets  zu  bestimmendes  In- 
werden, selbst  wenn  m ein  Bruch  ist,  , __  . _ v . 

denn  sei  “’S™1-  Denn  l,t  m =~’  kann 


so  kann  man 


y"  =* 


setzten,  und  hat  dafür: 

tP+?-l(/.a_eS)2 


/' 


dt, 


wo  p und  q ganze  Zahlen  sind. 
Im  dritten  Falle  aber  setzt  man 

ex+f=y, 


und  hat 


f. 


m— 1 , , 

y dy 

“(y— n+ei 


y*  =*. 

y»-l  = tp-? 

»=*?. 

dy  — qz*  ldi 
gesetzt  werden. 

Die  Formeln  Ia,  Ha,  lila,  Ib,  üb, 
III  b gewinnen  noch  an  Anwendbarkeit, 
wenn  man  für 

x eine  Potenz  y% 

substituirt.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
andre  Exponenten  cinführt,  und  diesel- 
ben der  beabsichtigten  Anwendung  ge- 
mäss positiv  oder  negativ  annimmt: 


Ic) 


He) 


ine) 


r m.  » . „ -P  . xm+1-n(exn+  n-p+1 
Jx  («*  +n  pdx= 

, m+1— n r m— n » p+1 , 

+ )ejx  <“  +n 

Jx  (ex  +rfdx  = <m+lT^ 

- a«+i~»)  y,— » („"  +ff  rf,, 


e(m + ! + •?>)•' 


fx  ’"(tx"  +ff  = 

K? 


P x1-m('xn+np+1 


f (m  — 1) 


+ -v,tr~"+-  f*^m+n(**n  +rfdx. 
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Id)  [I-m(«*n  + b)',dx=-Xl 

./  rn  — 1 

na)  /',V+t)'*=^^ 

' ./  v 7 n»  + np  + l 

/ 

.....  r m,  ,-p.  xm(a®"+6)“I,+ 1 

IIH)  J,  (ax  +6)  F&=  t.^4) 

m— n/i  + n + l Cmn  — ® + l. 

Mp-1)  7”  <“  +4)  ^ 

In  diesen  sechs  Formeln  kann  man  im-  Jedoch  lässt  sich  leicht  eine  allgemei- 
mer  annchmen , dass  rn  and  n ganze  nero  Bedingung  dafür  geben,  in  welchem 
Zahlen  sind.  Falle  sich  dieser  Ausdruck  auf  eine  ganze 

_ p r ...  Zahl  zurückführen  lasse. 

Denn  wäre  m = — , n - -,  so  führte 
9 s 

man  die  Substitution 

J_ 

9* 

* =y 

ein,  wodurch 

m ns  » rtr 
x =yr  , x =y  * 

würde,  während 

dx-qsyqS~ldy 

sein  müsste. 

Das  Integral  nimmt  dann  eine  der 
ursprünglichen  ganz  ähnliche  Form  an, 
nur  dass  statt  m und  n ganze  Exponen- 
ten erscheinen. 

Die  Grösse  p wird  im  Allgemeinen 
ein  Bruch  sein.  also  : 


Setzt  man  nämlich  in 

f *"*(«*"+ 6 / dx, 
n , . 

ax  + b = y, 


also 


=(^> 


so  wird : 


1 — K 


n * 


"»-H  f 

J'xm(tun+b)Pdx=—^J'/>(y-b)  dy, 


na  n 


ein  dem  gegebenen  ganz  ähnlicher  Aus-  eine  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex- 
druck, iu  welchem  der  Exponent  von  ponenten  in  ganzzahlige  verwandelt  wer- 
y—b  eine  ganze  Zahl  ist,  wenn  m + 1 den  können. 

durch  n theilbar  ist;  dies  ist  also  Man  kann  aber  auch  schreiben: 


f xm(ax1l+  b )?dx  = f xm  uP(bx  n-f-  a)^dx 


und  da  dieser  Ausdruck  dem  gegebenen 
ganz  analog  ist,  wenn  man  n mit  — 
m mit  m 4-  np  vertauscht,  so  ist  eine 
zweite  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex- 
ponenten ganzzahlig  werden,  die,  dass: 

m+np  + 1 durch  n theilbar  wird. 

Die  erste  Bedingung  zeigt,  dass  alle 
Integrale  von  der  Form: 


/>  ^(«xn+  b)Pdx 

sich  bestimmen  lassen,  p mag  eine  ganze 
Zahl  oder  ein  Bruch  sein , die  zweite, 
dass  gleiches  bei  den  Integralen  von  der 
Form: 

stattfindet. 
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26)  Betrachten  wir  beispielsweise  die  1 

beiden  Integrale:  2’  818 

r Xmdx  , r x~mdx  m+np+l  = m. 

I ond  I — — . i)a  m eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  sie 

VI— j;*  J Vl—  x*  immer  durch  2 theilbar  sein,  wenn  m-f-1 

nicht  durch  2 theilbar  ist;  also  eine  un- 

, , serer  Bedingungen  ist  stets  erfüllt. 

Dass  die  Integration  ausführbar  ist,  , _ „ . , „ , 

wissen  wir  schon,  sonst  ergäbe  sich  dies  Fähe  des  ersten  Integrals  findet 

auch  aus  dem  Schlüsse  des  vorigen  Ab-  ^,e  Formel  11c.  Anwendung.. 

Schnittes.  Es  ist  nämlich  hier  n = 2,  Dieselbe  gibt: 


y'i-**  J V i-*a 

wo  m eine  positive  ganze  Zahl  ist. 


r xndx 


in — 1 


Yi-> 


m 


■+ 


m — 


ir  xm~2dx 

J Vl-*2 


m 


VT- 


Es  wird  der  Exponent  m um  zwei  Einheiten  vermindert.  Durch  fortgesetzte 
Anwendung  dieser  Formel  wird  man  also,  je  nachdem  m grade  oder  ungrade 
ist,  auf  eins  der  Integrale 

n dx 

./Fi^=arc  *i°w 


oder  auf 


r xdx  _ JL  r d(*')  - i /r- 
J Yl-x*  2Jy/i_xt  y 


geführt. 

Sonach  erhält  man: 

A.  wenn  m ungrade  ist:- 

m— 1 , *»-l  «-3  , (m— l)(m— 3)  _m_5 


f'xmdx  _Yl-x- 

J YT^x*  m 

^ (m  — 1)  (m— 3) 


[■ 

— 3)  • • • 2"1 

-4)  ••  • lJ5 


m — 2 


(m—  2)  (m— 4) 


+ 


(m— 2)(m- 

B.  wenn  m grade  ist : 

m — l , m~ 1_m— 3 , (m-l)(m-3)^m_5 

m 

3 


rxmdx  r 

J ^l-x*  m ^ 

(m  — 1)  (m  — 3)  • • • 31 

+ (^2)(m-4)  • • • 2J 


m — 2 

(m— 1)  (m— 3) 


+(m-2)(»-4j*' 


arc  sm  x. 


m (m—2)  (m— 4)  • • • 2 
Im  zweiten  Falle  findet  die  Reductionsformel  III  c.  Anwendung.  Dieselbe  gibt: 

m—2  Cx~m+2dx 

-i J vn^i  * 


/ 


m, 
x dx 


— m-f  1 


y i-j 


Y i” 


m— 1 


+ 


m- 


Bei  wiederholter  Anwendung  gelangt 
man  zuletzt  entweder  auf 


h 


dx 


• = arc  sm  x, 


1—  xa 

wenn  m grade  ist,  oder  auf: 


/'  dx 
xYl—x** 


•Yl 

wenn  cs  ungrade  ist 


Im  letztem  Falle  setzen  wir: 

1 

*=* 

und  es  wird : 

/•  dx  p dy 

xYv^~  J Yy'-i 
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27)  Die  in  Abschnitt  25  gegebene  Formel: 

f uv  <1  lg  v = ue— fuv  d lg  u 

Führt  auch  zu  bequemen  Reduetionsformeln  für  die  Integrale  der  trigonometri- 
sche'» Functionen,  deren  Berechnung  wir  als  ausführbar  schon  erkannt  haben. 

Wir  unterscheiden  dabei  6 Fälle  und  setzen : 


1) 

u — sin  xm  , 

V — C08  xn 

II) 

c 

II 

£ 

> 

e=cos  *" 

ni) 

m 

« — COSX  , 

*=  tg  ** 

IV) 

u = cos  xm  , 

ti—  sin  *” 

V) 

U = COt  xm  y 

t>  = sin  x" 

VI) 

u = sin  xm , 

v ~ cot  *“, 

jedem  der  6 Fälle  bezüglich: 

t\  /**  w + 1 n — 1,  sin  xm  cosx” 

I)  / sin x cor-  J 


Vx=-: 


, . nt-l  it+1 , 
f«m*  cosx  tlx, 


/*-  »*+l  n — i« — 1,  sin  xm cosx”  m 

11)/ sin  x cos*  dx  = u 

•x  n 


« — m — 1 


in)  /lin*B“1eosxm-"-1d*=iLnJL£2ii_  + 


m— 1 

m C . n-fl  m — » — 1 

-jf  sin*  

m — 1 


m /*.  Ä 

-y»  1U*  C08X  dx. 


dx, 


IV}  Csinx1  , bjd Aöiit”  m C.  n+1  * . 

f sinx  cosx  ax -4*-  /sinx  cosx  <£r, 

**  n nJ 

Vs  /!•„  w— m— 1 m-f-l  s 

v;  J tinx  cosx  <£r  = - 

+ ~nfi 

IV)  /'sin 


, . it — m — 1 m — 1 

r «in  * CO«*  (Ir, 


»—1  n— 1,  sinxm  Bcosxn 

f sin  * cosx  dx  = 


, »i— n— 1 n + 1, 

1 sin  x eosx  dx. 


Man  sieht  leicht,  wie  diese  Formeln  zur  Rednction  der  Integrale: 


,m  cos  zndx, 


j't  in*' 

r±±Ldz, 

•/  *» 


/C< 
ait 

/; 


COSX 


- dx, 


sinx 
dx 


sin  x cosx 


za  verwenden  sind,  wo  m und  n ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  wollen 
daher  den  6 Formeln  durch  Veränderung  der  Exponenten  eine  Ihrer  Anwendung 
gemässc  Gestalt  geben. 

14 
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I«) 

IIa) 

III«) 

IVa) 

Va) 

Via) 


f: 


m — 1 


-dx~  - 


(b— 1)  cosx' 


B — 1 


n — 1 /'»in  x 

T=iJ  ZZs 


«1-2 


/** 

fC0 

r 

f 

i 


sinx  cos x dx—  — 


m — 1 «4-1 

8ID  X COS  X 


m + « 


cos  x 

. n 
smx 

n 

C08  X 
sin  xn 


dx  — — 


«4-1 


i — l 


»»  4- 

i-n—Zr 

n-1  J 


7, 


in— 2 n j 
sm  x cos  x rf.r, 


(m— l)sinx 

f cosx*  ^ « — 1 / 


sinx 

I.—2 


(«*  — l)sinx 


sin  x 


«i—2 


dxy 


sin  x cosx  dx  = 


W4-1  m — 1 

smx  cosx 

«*4-« 


«-1  r. 


• n — 2 . 

smx  cosx  «x, 


-dx  — 


sinxW"*"^  « — »i — 2 /'s 

« — 1 »—1  ./  _ 


- Jx 


COSX'  («  — l)COSX 

Wir  wollen  uns  noch  in  Via.  m negativ  denken , so  dass  sich  die  Formel 
verwandelt  in: 

p dx  1 + m+n — 2 /»_  rfx 

V 1 " ./  »in  rm  ('«— n .in  W_1  ./  ai 


»in  x cos  x 


Villa) 


sin  x”’  cosx  " (« — l)sinx  cosx 

Ebenso  kann  in  lila.  « negativ  sein,  und  man  hat: 

dx  —1  , m+n— 2 f dx 

“i  1+  -—1  / . i 

J smx 


»-2 


/ 


Td  « / ,v  . m — 1 n — 1 

sinx  cosx  (m — l)smx  cosx 


2 n 

cosx 


IIa.  aber  gibt,  wenn  man  n negativ  denkt: 
»—1 


m — 2 
—dx. 


P%\nxm  . sin  xm  , m — 1 /*  sin  x 

IXa)  / dx  — T + - — - / 

cosx  (« — «)cosx  cosx 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  geschieht  führt  IVa  eine  gleichzeitige^  Vcnninde- 
nun  in  folgender  Weise.  rung  der  Exponenten  herbei,  die  man 

j8t  anwendet , nachdem  man  mittels  lila 


/. 


sxndx 


den  Exponenten  des  Sinns  gleich  dem 
des  Cosins  oder  nur  um  eine  Einheit 
gegeben,  so  werden  mittels  IIa  und  Va,  y0n  jhm  verschieden  gestaltet  hat. 
die  man  abwechselnd  anwendet,  die  Ex-  Endlich  dient  zur  Rcduction  von 
ponenten  von  sinx  und  cosx  vermindert.  j x 

Wird  / 

f^±Ldx  J 8i 

•*  COSX11 

gesucht,  so  wird  mittels  Ia  zugleich  der  Immer  gelaugt  man  bei  diesen  Vcr- 
Exponcnt  beider  Functionen  vermindert;  fahren  zuletzt  auf  eines  der  9 Integrale: 
die  Function,  welche  den  grossem  Ex-  r,  _ 

ponenten  hat,  dann  in  Bezug  auf  den  - ’ X — X, 

letztem  weiter  zu  vermindern,  kann  man  J cosx  dx  = sinx, 

sich  bezüglich  der  Formeln  Via  oder  f sin x dx=z  —cosx, 

IXa  bedienen.  welche  beiden  letztem  augenblicklich  aus 

Fftr  den  Formeln : 

■*cosxM 


sinx  ' cosx 
die  abwechselnde  Anwendung  der  For- 
meln Vlla  und  Villa. 


/: 


~dx 


il  sinx  = cosx  dx,  rfcosx=  — sinrrfx 
»ich  ergeben. 
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J sinxcosxtfx  = i j'a\a2xdx  = — jCQs2r, 

r sin*.  ri(co*x) 

/ dxzz  — l -lg  cos x,  . 

.1  coex  ./  cos  jt 

/’cosx  . f^d(*\nx)  . . ' 

- — dz  - l = lg  sin  x, 

sinx  ./  sinx) 

f * sr*-,±=r*m = 

./ stnx  cosx  ./  cosx*  tg  x ./  tgx 


Ä=A 

,/  sin  x ./  . 


8,n2  cos2 


/■— = f- 

./  COS  X ./  . 


7 V—\=~f  — ^ = - lg  tg(^  — |) = >8  co»(^  - 1)  od« 

ls—J 

=lgtg{j+l)- 


Erwähnen  wir  schliesslich  noch  der  Integration  der  Functionen: 

y*8ine-x^  cos ßx^dx,  •/'sinrrx^  sin  ßx^dx,  S cos  uz?  cos ßx^dx, 
wo  p und  7 ganze  positive  Zahlen  sind. 

Auf  die  bequemste  Weise  geschieht  diese  Quadratur,  indem  man  nach  be- 
kannten Sätzen  die  Grössen 

sinrrx^,  sin/Sx^,  cosnx^,  coaßx*? 
einzeln  in  Reihen  verwandelt  von  der  Form: 

A + B sin  ex+C  sin2«x-4-Z)  sra3ffx-{-  • • • 

A + B coaax  + C cos2 nx+D  cos3nrx+  • • •, 
welche  bekannte  Cocfficienten  haben,  und  immer  abbrcchen,  wenn  p und  7 ganze 
positive  Zahlen  sind.  In  dieser  Weise  werden  die  Integrale  auf  Formen  gebracht, 
worin  sie  aus  Gliedern  folgender  Art  zusammengesetzt  sind: 

f sinAx  sin^xt/x,  ./'sin  kx  cospxdx,  f cos  Ix  cos  uxdx. 


Es  ist  aber: 


sin  Ix  sin  px  = ^ cos  (I — p)*— i cos  (I +/*)*> 
sin  kx  cos/iX  = i-8in  (A+/u)x-Hg  sin(I — p)xt 

cos  Xx  cos  px  = g-cos  (A — p)  x+i  cos  (I +//)x , 

und  durch  Einsetzen  dieser  Wcrthe  erhält  man  nur  noch  Ausdrücke  von  der 
Form: 


tmaxdx  = cos  ox, 

<1 


/• 

j coaoxdx  — — sinnx. 
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28)  Reductionsformeln  erleichtern  nur 
bisweilen  die  Rechnung,  wenn  cs  sich 
um  Darstellung  eines  gegebenen  Inte- 
grals handelt. 

Da  dieselben  nämlich  das  letztere  durch 
ein  gleichartiges  darstellen,  welches  wei- 
ter zu  reduciren  ist,  so  wird  sich  dieses 
Verfahren  möglicher  Weise  sehr  oft  wie- 
derholen können. 

Im  Allgemeinen  würde  also  der  di- 
recten  Darstellung  der  Integrale  in  sol- 
chen Fällen  der  Vorzug  zu  geben  sein. 


Anders  ist  cs  aber,  wenn  es  sich  um 
die  Berechnung  von  Integralverzeichnis- 
sen  handelt,  bei  welchen  die  gegebenen 
und  andere  Reducüonsformeln  sehr  gute 
Dienste  thun. 

Dergleichen  Integralvcrzcichnisse  oder 
Integral  tafeln  sind  unter  andern  von 
Meier  Hirsch  und  von  Minding  berechnet. 

Wir  können  hier  nur  eine  solche  im 
beschrankten  Umfange  geben,  bei  wel- 
cher namentlich  die  zuerst  angeführte 
benutzt  ist. 


Tafel  ausgefufcrter  Quadraturen. 

I.  Integrale  rationaler  Functionen. 


n 

/ 

/ 


Sei  a+bx=X. 


xdx 

X 

X*dx 

X 


sf*X 

x a 

= ä-^a 


~ 24  4»  + 4,gl 


/t 
/ 

/ 


X*dr 

ir 


x> 

ax * 

a*x 

~ 34  " 

“ 26» 

+ 

U ~ 

X* 

ax * 

+ 

a*x* 

~ 44  ' 

" 36* 

26»  " 

X» 

axA 

+ 

o»x* 

“ 54" 

' 46* 

Üb*  “ 

o*x 

T* 

a‘x * 
2Ar 


+ r>'eX 


ft*  X 

'Tr  ' 


xdx 
X ' 


mi-2 


• TO— 1 
aMx 


mb  (m-l)6*  ^ («-2)6»  («-3)6 


«»—2)4*  («»-3)4* + "'^  ^ 


»-  1< 


«-1 


+(-!)" 


!,«•  + ! 


lg  X. 


2)/(^'  Sei  «+4*=X 


Pdx 

1 

J X*  ~ 

4X 

P xdx 

a 

1 

II 

[»• 

N 

1- 

4»X 

PlgA 

Px*dx 

(*' 

2a*\ 

i 

./  ~w~ 

\ 4 

4*  / 

X 

-Ä*'g-r 

f'x'dx 

/x* 

3flx’ 

3a*\  1 

3fl» 

lgX 

./  x*-- 

\24 

24*" 

+ 

4*  /X 

+ ~F 

fx'dx 

2«x* 

i 

2rt»x* 

4a° 

li_ 

4«' 

J X * " 

\36 

36? 

4* 

““  60 

' X 

' W 

Px'dx 

/** 

box1 

5a»x* 

5 fl*. 

*•  , 

5«*\ 

.1  X*  ~ 

\44 

►-* 

to 

+ 

64* 

26 

r + 

4*  / 
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«>/? 


m, 
x dx 


dx 

X * 


(i+3*).'  Sci  «+*»=*• 


2ÄAT* 


r xdx 

/x 

a 

\ 1 

J Ä*"  =" 

\6 

+ 2Tk 

= ' 

/2r/x 

\1Y 

3a* 

26*. 

)yi  + h >*  v- 

• 

Z’ x*dx  i 

fx* 

6«*x 

9a*\  1 

3a 

./  A7“-  1 

u 

" ~6*~ 

26 4 TA* 

-F  ** 

/*x4dx  i 

rx« 

2 ox* 

,12a*x  , 

9a4\  1 

./  A*  “ ' 

126 

"6* 

+ ~F~  + 

6*~/J»  + 

6* 

IgA 

/^=  ( 

'x» 

.36  - 

5 «x4 
' 66»~ 

10 aax* 
+ 34  > 

20a  4 x 15a»' 

6*  6»  J 

dx 

Ä7 


4)/s 


m , 
x dx 


36  A* 


/ 

/—  « \ 1 

A4  \26  + 66  V A* 

r x7dx-  (z\  «i  «’  u 

./  A4  \ 6 + 6*  + 36V  Y 
r**dx_  /3 «. 

./  A*  ~ V 6= 

r x*</x  _ /x* 

./  T*"”  IT 


(«  + 6x)4' 


Sei  a+6x  = A. 


9a  *x 

lla*\ 

1 1 

+ 26*' 

+ 66*  ) 

A*  + 6* 

lg  A 

12aaxa 

18a*x 

22a 4 \ 

1 

6* 

6* 

' 36»  / 

A* 

r x»dx_  /x»  _ öox4  30a *xa  45a 4x  55a»\  1 10a* 

./  A*  \26  26»  + “6^-  + “^- +3^r/ji  + -^-lgA. 

*>/ 


/*—  - L Irr  X 1 , * 

J r*  ~ - g“  “ rJg— 


dx 

xw(a  + 6x) 


Sei  a-f-6x  = A. 


xA 

dx 

x*Ä 


/ 
/ 
/ 

/ 

fdx 

./  m 


dx 


dx 


1 6 A 

1 — - lg  — 

ax  a*  ö x 
1 4-  b 

6»  , A 

• 

2 ax*  a7x 

~i  !g  — 
a ’ x 

1 

6 

6» 

6*  A 

3ax*  ■*  2a*xa 

a*x 

1 

6 

6l 

4-  4* 

4 ax4  ' 3a»x» 

2a*xa 

a*x 

6* . A 


+■ 


xwA  (m — l)rrxm  — 1 (m-2)a*xw-2 


(-) 


m— 1 6 


m — 2 


rn— 1 x 


An» 

-4-C — i)m  - — IßT* 

' ' m * 


A 

x 


Quadratur  (analytische).  214  Quadratur  (analytische). 


6)/- 


dx 


x(a  + hx)' 


Soi  a+6x  = X. 


dx  ■ 1_  _ 1 X_ 

r.V»  = fl.V  o*  8 X 


f, 

f'  ix  1 1 26\  1 , 26,  X 

./  x’A*  “ V ax 

r~—  - 1 36  _■  86*\  1 

./  x»X*  = \ 2ox*  + 2fl*x  o»  / X 

/ix  / 1 26  26  * 46»\  1 4i* , .V 

x*X»  “ \ 3ox*  + 3fl*x»  a»x  a*  ) X + a*  g x 

/dx  1 1 56  56  » 66»  56*\  1 56*  X 

x*X*  \ 4 <*x4  12a*x*  2«*x  a1  / X a*  ^ x 


36»  JY 
TT 'ST 


»>/, 


</x 


xm(a  4-  6x)* 


Sei  o+6x  = X. 


f dx  _ Ax\  _1 1 X 

./  xX*  ~ \2a  + «»/  X»  «*  8 X 

r dx  _ / 1 96  36’x\  1 36.  X 

./  x*  X*  \ ax  2a*  a*  / X*  a*  8 x 


1 

26 

96»  66»x\  1 

66», 

X 

2ax' 

fl*X  + 

n*  fl* 

7 X* 

-^‘8 

X 

1 

56 

106* 

156»  _ 

106 *x\ 

1 

3flx»  + 

6o»x* 

3n*x 

A* 

“s*-/ 

X* 

6 

56* 

56*  , 

466*  , 

156 

4ax* 

2a*x*  ' 

4a*x*  "** 

fl*X 

2^  + 

a* 

8)  r - 

dx 

Sei  a4-6x  = X. 

" x”(«  + 6x)* 

56x 

6*x»' 

\ i i 

i x 

I + Säö1 

+ _^ 

/ X»  fl* 

18  7 

X^ 

x 


/■  J?£__  /_  1 _ 836  106*x  4A»x’\  J_  46,  X 

./  X*x*~  \ ax  3a*  «'  «‘  / X*  a*  x 

r dx  ( 1 56  556*  256»x  106*x*\  1 106’ , X 

./  x»X*  \ 2ox*  +2a*x+  3fl»  + fl*  + a*  /X*  fl*  x 

r dx  ( l 6 56*  1106*  506»x  206»x*\  1 206»,  X 

./  x*  X*“  \ • 3ax*  + fl*x>  fl*x  3n*  «*  «'  /X*  «’  x 

./  x»X*  V 4ox‘  T 


_7*_-  _ _L"_  + 'mz.  + 

12aax3  4 a*x*  4a4x 


356*  3856*  , 1756»x  , 35 b*x'\  1 


6a»  + 2o* 


<.’  7x* 

356* , X 


r/x 


9)  /- . Sei 

J («4-  te»)n 
Es  ist  dann: 

a)  wenn  a nnd  b positiv  sind: 

U=-j=.  arc  tex'\li- 

Y «*  r 


:i  fl+6x*  = X,  f^i-U- 
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b)  wenn  b positiv,  a negativ  ist: 

i . y~n-xyt  i , v~+xKa 

U = -T7==  lg—" lg, - 


V —ab  Y — a—bx * Y— ab  Y “ <* — Aar* 

c)  ist  & negativ  uml  a positiv,  so  gilt  die  Formel  b), 

d)  sind  a und  b negativ,  so  gilt  die  Formel  a): 

n 

C dx  x 1 

./  x1  ~ äTx  + 

/x* " (i^ö  + 8^x)x  + 8^i;  ’ f;  j >•' 

Cd*  _ ( 1 , 5 , 5 \ , 5 „ 

J X*  “ \6aX*  + 24«’X'  + 16a*X/  * + 16a* 
rix_  (_}_  , 1 . 35  35  \ _35 

./  X»  “ \8aX*  + 4Ba>X*  + 192a*X’  + ma'XJ*  + 128«* 

fdr  _ / 1 9 21 21  63  \ _63_ 

J X*  " \10aX»  80a’X*  + 160a*X*  + 128a*X*  + 256Ä‘X/  1 + 266a» 


10>/ 


x i/x 
rt-f 


Sei 


”+*''='v'  /rfe'6 


Cxdx  _1 

J X _26ßX 


»/ 


/z'dz  _ J a 

i r ~ 6 * 

/x*rfz  z*  a v 

X ~ 24  26’  6 X 

/z’rfx  _ **  _ az  a* 

X"  ~ 36  6>+6* 

/x*<tz  _ z*  «z*  a*  v 

“X"  " 46  26>  + 26*  *g  A 


/xwir_  f_  _ 0 
_ X mb  (i 


m _ m— 2 
ax 


„t  4 

fl*  X 


m — 2)6’  T (m— 4)6* 


(— 1): 


“ y-1  » • 


k-d,V'- 

6?  62 


wenn  m grade  ist. 


m — 3 


r*mdx  xm  az"“2  . «’xm-4  , ASf-3" 

./  X - *6  (m— 2)6’  + («-4)6*  * ■ ■ 


wenn  »»  nngrade  ist. 


24~r 


<£v4i  iS  * ~ *01  V 
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»/, 


m j 

a-  ax 

(fl  + 6x»)*‘ 


Sei  fl+fcj*7 


ra+r." 


/ 

/ 

/ 

/x*Ar  _ o 

X«  ~ 26*X  ' 

/x*rfx  _ /x*  3ox\  1_  3a 

"xi"  _ VT  + 26*/  X 26* 

/xldx  /x*  a'\  1 o iv 

"X7"  ” ^26  T^/  X- 6*  g ' 


dx 
X~‘ 
xdx  1 

X*  “ 24 
x'dx  _ x 1 
X*  " 24X  + 24 

X*  " 26*X  + 26*,8X 


■*  L 


dx 
f bx* 


-u. 


IX)  f 


xm  dx 
(d-f-6.r*)** 


Sei  a-f  bx7 


=x-  fi 


dx 

a-f-6x* 


=u. 


fi  -GS+Bi+A» 

/ 


xrfx 

X1 


46X» 

r x’<tx  /*»  j_„ 

J X>  ~ \8a  86/  X*  + 8a6 

/jr*rfx  _ / X * fl  \ 1 

~X*~  = \""2i““46*/  X* 

./  X*  V Hb  84«/  X«  + 86* 

/x»cfx  /«x«  , 3a»\  1 , 1 . v 

X*  ~ V6*  +44«)  X*  + 26*lg>  ' 


18>/ 


X dx 
(«  + 6x*)4' 


Sei  0+4*« 


= X, 

J o+6x* 


/dx  _ /56*x*  56x«  llx\  1 5 . 

X7  ~ \16a*  + 6a*  + 16a/  X*  + 16a« 
Cxdx 

1 X*  = 


1 

66  X* 


/•«»*_/*»•  £_._\  1 1 
J X«  ~ V16a*  6a  166/ 'S» -r  16a >6 

/x«dx  _ /_**  _ _a_\  1 

X*  ~ V 46  126*/  X* 

/x‘dx_/x*_ x* ax  \ _1 1_  .. 

HF  " \16a  66  166*/  X*  + 16a6» 

/x‘dx  _ / x‘  __  ax’  a*  \ 1 

x~  = v 
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14)/ 


dx 


xm(a  + bx') 


Sei  a+Ax’  = X,  / 


dx 

a+bx* 


= U. 


Cdx  1 , x' 

./  xX  " 2o’g  X 

f -TT*  = - — -11 

J x'  X ax  a 

fdx__ 1 4_. 

J **x~  a«i*  2o» g x 

/\*  _JL  +_*.+*!d 

J x*  X “ 3ax*  + a*x  ^ «* 

r dx  1 6 _*ll  •' 

./  x*  X ~ 4ax*  + 2a*x*  + 2a>  g X 

r i + a a*^ 

J xmX  (m-l)<rx»-t  (m-3)a»x»>-3  (m-5)o*x"-5 


" i2 
* 


-I 


wenn  m grade  ist,  und 

f-=- 

J x»X 


4* 


(m  — l)ax— t + (m_3)»'*«.-3  (ot_5)o»x«-5 


~ h 2 
(-1)  » 


wenn  m ungrade  ist. 


m— 1 

2a  2 x ■■ 


+ (-!)' 


m- 1 

m— 1 . j 


m±l  lg  X’ 


2a 


<fx 


Sei  a+Ax*=:X, 

J a + bx‘ 


xm  (a+bx'Y 

r — ~ 1 , 1 1 ** 

J xX*  “ 2aX  2a*  g X 

C ■*»  _ / 1 3Ar\  1 34 

J x’X*  V ax  2 a*/X  2a**7 

C **  _ ( 1 n 1 4 , x' 

Jx'X'-K  2ox>  ^)x~T‘leX 

F — = C-JL  + , «1*1  1 ,54* 

x*X*  \ 3ax*  + 3a’x  + 2a*  /X  + 2a>  U 

r Jx_  -( Lx  34  . 3A>\  1 , 84*  , X* 

J X*  X*  \ 4ax‘  + 4a'x*  + 2a*/  X + 2a*  g X' 


16)/- 


Sei 


xm(a+Ax>) 
f J± / 8 • Ax*\  1 1 r* 

J*x*  " \4a  + 2^/  3F  + 2?  lg  X 

/ dx  /_  _1  _ 254x  164>x*\  J_  _ 154,. 

x*X*  ~ \ ax  8a5  8a*  / If  * 8a* 


a + Ax’  = X,  = 

J a + Ax* 


14* 
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r dx  - 1 

f 1 

J x*X*  “ 1 

l 2ox* 

J x4X*  * 

r_J_ 

l 3m1 

r * =| 

J x»X* 

r 1 

^ 4ax* 

+ 

+ 


_96 
4 a* 

n 

3 a*x 
6 

a*x* 


36*x*\  1 36  x* 

2a*  / X*  2a4  *g  X 

, 1756*x  , 356*x»^  1 , 356 * , , 

+ 24a*  + 8a4  / X*  + 8a4  * 

962  36*x*\  1 36*  , x' 

+ 2a*  + a4  / X*  + a»  6 X' 


r‘\[ 


dx 


x”'(a  + 6x*)4 


Sei  a + 6x*  = X, 


f-dU--v. 

J a + 6x* 


356 
16a 4 


/dx  /II  56x*  6*x4\  1 1 x* 

xX4  = \12a  + 4a*  + 2a*  / X*  + 2a4  gX 

/_dx__  __  / l_  _ 776x  _ 356-x*  _ 356»x»\  J_ 
x*  X4  ~ \ fix  16a*  6a*  16a4  / X* 

r dx  _ / 1 116  56 *x*  26*x*\  1 26  x* 

./  x*  X*  — \ 2ax*  3a'  a*  a4  /X*  a»  8 X 

rj*-=(-  * + **.+ 

J x*X*  V 3ax*  a*x 


2316*x  356«x*  1056 

H s : r — 


16a* 

556* 


/dx  _ J_  _56_  556* 

x*X4  \ 4ax4  4a*x*  6a* 


2a4 
256*x 


+ 12^(7 


2a 


4x»\  1 

16a»  / X*  ' Iba» 
'x-  564x4\  1 ,56*  x* 


Alle  diese  Formeln  1 — 17  ergeben  sich  leicht  aus  den  Rcductionsformeln 
Ic.,  IIc.,  IIIc.,  Id  , Ild.,  Illd.  des  Abschnittes  25. 


dx 

(a-4-6x+cx*  )M 


Sei  a-f-6x+cx*  = X und  4ac—6*  = l, 


a)  Ist  k positiv,  so  hat  man: 


2 2ex  + 6 

U~—7=  arctg — 7=— , 

y k h Yk 


b)  ist  k negativ,  so  ist: 


2 2cx+6— Y—  k 


± =e 

X 


2cx+6  2 c 

kx  + k 


f 

J'  dx  _ 

/£  = Gnr. + Ä) 

= (äOfs  + SF3F  + F*) 

rdx  _(  1 7c  , 35c*  ,35^,0  70c4  . 

ix»  \41:X4  6it*  X*  6ib*  X*  fc4  X/  + ^1"  k* 

r dx  - { 1 . 9c  , 21c*  , 21c*  ,126c^,ft  ,252c»  rr 

./  X»  \5*X»  + 10*  X4  +5Jb*X*  + 14X'  + Jb»xJ(2cX+Ä)+  *»  U' 


20c1 
' ** 
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'dx 


a + kx  + cx' 


Sei  a+ix+cx ' 


= fpv. 


— =.iw4« 

X 2c  6 2c 


/ 

/*?■£-*♦<£-*)«-<£-£!)» 

/-?  - £-S*G-s)*-<£-5N  * ♦(£  + r)" 

fZ-5T  = Tc-£p  + ~^(**  -2a4c)x+i  (y- 2«4»c+«'c>)  lg  x 

2«4^  o^6\ 

\2c*  e*  + a*/17*' 


*»/ 


m t 

* ÖZ 


(o+4x+ex')*‘ 


Sei 


a+4x+cx’  = X,  4 ac—b'  = k,  J'  ~ = U. 


dx  _ 2cx+b  , 2c/r 
X*  “ kX  +T 


f 

/xdx  _ _ 1 b r ix 

X 2eX  2c  J X * 

/x*dx  _ _ x a r dx 
X*  = Sf + cj  X» 

r x'dx  _ /4x  o \ 1 I a6  r dx  k 

J X‘  ~ \c*  + 2cV  X + 2e>  g X 2c' J x * 2c* 1 
r x*dx  x‘  2b  fxJdx_Sa  fx'dx 
./  X*  = cX  e ./  X*  c J X* 

/~x»dx  _ /x«  34x«\  1 , /8t»  2a\  rx*dx  9x4  C 

.1  X'  \2c  2c* /x  + \c*  c)J  x*  +2c'J 


x'  dx 
X*  ‘ 


21>/< 


Sei 


(a-f 

/£  Äv  + F^)(2“+t)+p-u 

/xdx  _ 1 4 fix 

X*  ~ 4cX*  2c  J X* 

4 \ 1 


i o+4x+cx5  = X,  4ac— b'=k,  J"  = 


X‘ 

m , * \ 1 />«  ■ «\  Tdx 

J X*  \ 3c  12o’/X*  \6c*'r8c/./  X* 


yx*dx  / x*  » \ 1 ^ ^4^  A dx 
X*  = \ 2c"~icV  X»  2c»  J X* 

/x*dx  _ / x*  4x*  ax\_l i f ^ 

X*  = \ c 2c*  ,c*/  X*  ' c*  J X* 

yx*dx  1 / x*dx  a (' x'dx  _ 4 P x*dx 
'xr  = cJ~Xr~ZJ  X*  cJ  X* 
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22>  y 


m, 

x dx 


Sei  a-f-Äx-J-cx5  = X,  4 ac — ft  * = Ar,  J — - ^ 


(a-f-6x-{-  ex*)4' 

/di  /I  5c  . 10c2\  1%  20c* „ 

X 4 “ \3*  X * + 3Ar * X 1 + ^)(2cx+A)+-*ir  ^ 

/xdx  1 b ( 

“x4  “ _ 6cX*  + 2c ./ 


dx 

X7 


f*±-(L±  + JL \±  + (*L+±)  r± 

J x*  ” V 5c  15c*7  xjT\5c*t5c/./  X* 

/x*dx_|“  X*  6*  / A7  " M 1 / **  , 3 ab\  f dx 

X*  L 4c  + 20c*  \60c*  ‘ 12c*/J  X*  \20c»  + 10c  7 ./  X* 

/x*dx  _ / x*  «x  ab  \ 1 /a62  a ’ \ P dx 

X7"  ~ fcle  ” 5c*  t l5cV  X*  + \5c*  + 5W ./  X7 

/x*dx  / jt*  fix*  ax7  a*  \ 1 a26  P dx 

*X*”  - \ 2c  ~ 6c7  2c*  ~ 6c*/  ^X*  2c*  J X7 


23)/- 


-l -.1 


dx 


Sei 


xm(a  + 6x+cx») 


a+bx+cx*  = X,  J'  d^~U- 


— - —lg—  - —U 

xX  2 ah  X 2a 


36c 


2a* 


)V 


f 

f dx  __JL_  6 *»  , /6^__c\ 

J x*X  ax  2a*  lß  X ' \2a*  a/ 

C dx  16  , /6j c_\  /ü 

J x*X  2«x*  o*x  ’ \2a*  2a»/  gX  \2a* 

fdx  1 6 /6*  cU/M 6c\. 

J x4X  “ 3ax*  + 2a -x*  \a4  a»/  x \2a4  a*/  g X 

/6*  26*c  c»\ 

I\2a*  o*  *^"o*/ 

/dx  1 6 fdx  e fdx  * 

x*X  4ax*  a J xlX  a J xlX 

24)  J* — . Sei  a+ftx-t-cx*  = X,  J ~£=U- 


xm(a+6x+cx*)* 


r dx  ' 1 ■ 1 X»_  6^  Tdx_ 

./  ^X*  “ 2aX  + 2a*  ßX  2a  J X*  2a* 

C dx  _ / 1 6\  1 6_.£  , /6*  _3c\  /*dx  6* 

J x'X*  “ \ ax  a*/  X a»lgx"*\a*  a)  J X2  + a**7 

/dx  _ / 1 36  36*  c \ 1 /362  c \ x2 

x*X2  “ \ 2ax2  + 2a 2 x + 2a*  a2/  X \2a*  ~ a*/  g X 

__  /W  _ 116c\  r dx  _ /36*  _ 6c\ 
\2a*  2a2  JJ  X2  \2ä4  a«J  U 

f dx  r 1_  26  _ Z262  _ 5c\  1 _ 26*  36cl  1_ 

./  x*X2  L 3ax*  3a2x2  \a*  3a/  x a4  a*  J X 

/26*  36c\  x2  , /264  96*c  , 5c2\  fdx  , /264  362c\„ 

/dx  i 56  r dx  de  r dx 

x*X2  ~ 4ax4 X 4 aJx4X2  2 a7x*X2* 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  221  Quadratur  (analytische). 


25)/- 


dx 


— . Sei  a + 6x + ex  * = X,  /^=V. 

\i  J X 


x (a+bx+ex,)‘ 

/dx  _ _1  1 1 *•  _ ,b_  r dx b_  rix  _ 6 

xX*  4aX>  + 2o!X  + 2a*  lgX  2 aJ  X*  2a‘J  I'  2a,L 

r ix  1 36  r ix  5c  rix 

.1  x*X*  ' niX*  aJ  iX*  a./  X* 

r ix  _ / 1 26_\  1_  /G6*  _ 3c\  fix  106c  /*dx 

./  I*x*  “ \ 2oi*  + o’x/  X1  + l«’  a/./xX*  + «»  ./  X‘ 

r dx  _ r 1 56  /106*  7c  \ 1 1 1 /1061  l%r\  /' ix 

J x*X*  L 3ax*  6a1!1  \3a*  3a1/ xjx*  V a1  a*  /./  xX* 

_ /506*c  35c»\  rdz^ 

\ 3o*  3a»  )J  X* 

/ix  _ 1 36  r ix  2c  f ix 

**X*  “ ~ 4ax‘X*  “ 2 aJ  xiXi~~äJ  *'X*‘ 


26)/- 


di 


. Sei  a + 6x+cx*  = X,  /* ^ — U. 

xm(a+bx+cx*)‘  J x 

/dx  _ 111  1 x»  6 rix  b fix 

xX*  _ 6«X*  + 4a>X*  +2a*X +2a*  lgX  2 aJ  X‘  2a>  J X» 

2a‘J  X»  2a* 

/dx  1 _46  r ix  _Tc  rix 

x*X*  axX»  aJ  xX*  a 7 X* 

/dx  _ / 1 56  \ /106»  4cW  dx  356c  rix_ 

x*X*  ~ \ 2ax>  + 2a»x/X*  + \ a*  a)J  xX*  + 2a‘  ./  X* 

/dx  _ r 1_  _6 /56*  _ 3c\  11  1_  _ /206* 206c\  f dx 

x‘X*  ” L 3ex*  a’x*  \a*  a»/xjx*  l a*  o )J  xX* 

/356*c  21c»\  / dx 

V a*  a>  x X* 

/dx  _ 1 76  r ix  5c  r ix 

x*X*  -_4ax*X‘ ~ 4ÖJ  x*X*  2a./  x*X*' 

Die  Tafeln  18  bia  26  lassen  «ich  auch  aus  den  Reductionsformeln  des  Ab- 
schnitts 25  herleitcn,  wenn  man  vorher: 


/ 6 V 6*  6* 

. + 6x  + ex»  = c(i+-)  +0-_  = cäf>+«-5- 


setzt,  wo 


y=*+2? 


*=y-s ? 


2c’ 


ix-iy 


zu  setzen  ist. 
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Man  erhält  aber  auch  direct  aut*  der  Formel: 
fudv  - uv  —fcdu 

durch  entsprechende  Wahl  der  Grossen  u und  vt  nnd  wenn  man 

. . n . 2«  v 

a-\-bx  + cx  =X 

seiet : 

fxm~1dxxp  = /'xM+B-1rfxx'’-1 

J m m J 

_2jmc  rm  + 2n-ldxXp-l 

m ./ 

fx”'-*'~ldxxp 

«/  (m-f2/m)c  (m-f2p«)c./ 

(m — n-j-prt)A  f*  m — n — 1 
(m  + 2 pn)c  J 

f x"'1  dXXf  = + -2-^-  fxm~ldXxf~l 

•J  m + 2pn  m + zpnJ 


dzX* 


pnb 

m + 2/m 


fxm+H-1dzxp-1 


fxm-ldXxp = - (■"+"+>;?)*  />+— w 

J ma  ma  J 

(m  + 2a-f-2p»)c  /*rmd-2a — 1 jxXP 
ma  J 

rs-^x”  = x,,+1 

J (p  + 1)  (Aa— 4«c) na 

+ (p  + 1)  (»’  — 4ac)  ../[{■(!■+»(*■-  - *■)}  «— 1 

4*6e(2pn-f  3n-f  m)xm*^n 

Aus  welchen  Formeln  sich  leicht  die  hier  entwickelten  ergeben,  wenn  mau  n = l 
setzt. 


m %r 

87>/£s£*  Seifl  + Ax.  = X,  yf  = t 

rix  i (*+*)•  ^ ,/ä  *yff\ 

./  X “ 8t  A1  V 8 x*— xA+A*  + '3  Brc  ^2A-x/ 

/*<ir  1 (*+A)’  -,=•  . rYz\ 

~jT  ~~Sbk  (*  lg  JT-xA+Ä*  - V 3 arc  ) 


'*ztdx  1 


f X ~ 34lgX 

/. x‘di  _ x a r dx 

TT  “4  4 J X 

/x‘«fcr  _ x’  a f 

~X  ”26  ~ 7i  J 

/x'dx  x‘  a v 

X = 34  34’  Ig  X 


xdx 

T 
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/»  I 
28)  / — 
J («4 

r dx  _ _x_  2 rrfx 

./  X*  ~ 3«X  + 3a  J x 


'dx 


(<i  + 4x')> 


Sei  <i  + 4x'  = X. 


f 

f 


xdx 

X1 


3«X 


kf 


xdx 

~X~ 


x*dx  _ _ 1 y 

X*  “ 34 


/x'dx  _ _ _x_  1 fdx 

X«  “ 34X  + 34./  X 

/x*  i/x  _ ^ x1  2 r xdx 

X*  --34x  + 34./  X 

r x'dx  « ,2 

./  X'  _ 36*X+84*  g 


rV 


*ln(o  + 4x*) 

_ ig  * 1*  x _ i *• 

J *X  • 3a  ~ 3a  gX 

/dx  1 4 /'  xdx 

x'X  ax  aj  X 

/dx  _ 1 4 Cdx 

*'X=~2ox*  äj  X 

/*dx._ 1_  b_  X 

J x'X-  3ox*+3a'  ex* 

/dx  ^ 1 4 4*  f*  xdx 

x'X  =~  4«*  + ö^x  + X-' 

30)/ 


Sei  «+4x'  = X. 


xm(o+4x*)* 


Sei  a+4x'  = X. 


dx  _ J_  _ 1 X 
xX»  “ 3ax  Sö’^x* 


™ xdx 

ir 


f 

/_dx_  _ / 1_  _ 44x>\  1 44  f 

x'X'  \ ax  3 a' / X 3a' J 

/_dx_  _ / 1 54r\  1 54  Cdx 

x'X»  V 2<»x>  6a'/x  3a' J X 

/ dx  / 1 24\J_  24.X 

x'X*  V 3ox'  3a'J  X 3a*  ®x’ 

/dx  _ / 1 74  74*x>\  1 74»  r 

x'X*-  V 4ax*  + 4a'x  ‘r  3a*  / X + 3a'  J 


xdx 

~X 
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»»/++• 

Es  ist  X ein  Product  von  einfachen  oder  quadratischen  Factoren. 

/i  * 

/; 


(x+a)(x+$ 
xdx 


1 ! x+a 

ß~~~K  gX+ß 


(x+a)(z+ß)  ß—a 
dz  1 


[£  lg(*+0)~«  lg  (*+«)] 


0*— «)(*+/») 
-ß 


1 . x + a 

' (ß—«y  ez+ß 
x + « 


7 lg  (x  + a)  + lg  (*  + !*) 


r i 

J {z+aXx+ß) 

r xdx  - zu + “ iK  _ 

J (x  + a)(x+/S)*  (fl — a)(x+a)  iß—")'  z+ß 

/zUz  _ —fl'  a* 

(z  + aXz+ß)*  - (ß  — n)(x  + a)  + (fl  — n) 
r dz  -1  / 1 1 \ 2 x + a 

J t*+«)’(*+Ä*  (J  — a)*\x+a  + *+/J/  (*  — «)'  K*  + ß 

f 
f 
f 


xdx 


(x+a)*  (z+fl) 
x !dx 


* “ 0*  — a)*  \x+aTx+jS/  T (0  — a)*  bz+ß 


-1 


(x+«)>  (x+0)>  0»-a)*  Vx  +r<  r z+ß. 

x*dx 

(x+a)*  (z+ß) 


(*-  + l L) 2nß  - lg'+i1 

1 ■ + -+*/  (*-«)•  g*+/» 


_ = L (.OL  + _£!_)  + ig  (*+a) 

* (ß  — u)*Vx-+a  z+ß)  (ß—«)‘ 

ß'(ß—&«) 


f 


dx 


(x+a)  (z+ß)  (x+y)  (fl— a)(y— a) 

/*  xdx  _ o 

./  (x+a)  (x+/3)  (x+y)  ~ (ß—aXy—ß) 


lg  (*•+«)- 


+' 

1 


(<*—ß)(y—ß) 

• l 

+ 


ig  (*+ß) 


ig  (*+/») 


(n—y)(ß—y) 


lg  (*+)') 


'«(*+“)- 


(n—ßXy—ß) 

r 


f 


(a  — y)(j9  — y) 


lg  (*+0) 

lg  (x+y) 


x*dx 


(x+a)  (x+,S)  (x+y)  (/>  — «)(y  — “) 


lg  (x+a) 


lg  (*  +£) 


dx 


(x+A)(x’+ax+A)  i’-ai+i 

/xrfx  _ X 

(x+X)(x'+ax+6)  X*  — aX+fi! 


(x+X)* 


x7+ax-f-A 


r(«— Ä(y-Ä 

+ +-y)ö-y)'K(r+y) 

+ (A-*»)/x*+tr+J 


./  (T+;)(’*+ax+t)  = ii=S+!  [*’ 

+ K.U-^Sli)/_t_ J 

/dx  __  i r r dx  r dx  - 1 

(x,-f-a)(x,-t-A)  " A — aLa/x’J4‘<*  ./x*+aJ 

/xdx  _ 1 . x’-fa 

(x’+a)(x’+A)  “ 2(A  — a)  g**+Ä 
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./  (*+A)>(*>+„)  = (77+äy*  D lg  ^TT  + il'~a)f^ra]  ~(i'+aXx+i) 

r id*  i rfl_i'i,»(f±AL\o , rjx  * 

! (x+i)Hx>+«) -(!•+«)•  L 2 ,fc  x’-f-a  +(7T+n)(x+i) 

r x,j*  i r ,,  (jr-j-i)  ’ , fit  i 

./  (x+i)'(x»+a)-(A«+«).L  a* lg  ~a)Jp-r«\ 


r *'**  il’U'+a«),  v «a>_ a\ 

.1  (x-M).(x.  + o)=  (!»+«)»  %('+Q-^t  + (l),  %(**+«) 


(t’+a)(x+A) 


(A 

Allgemeinere  Formeln. 
32)  a+6x=X 


2a»l  /•  di  i« 

> + a)*Jx>+ a +(i*+a) 


/dx  _ 

*"  fts- 


1 


V»—  1 


(a-l)i-V 

/m  j_  m m — 1 1 «-1  3 m — 3 

x_  dx  _ x ax  ,nx  a x 

V “ mfr  (m  — 1)6*  +(m_2)**~  (m  — 3)4* 


(i*+a)(x+i) 

WfV“; 

;;  -V 


n — l m — ra  -#-  i , . n 

+ . . . ( — l)"- ^ _ (_i)"+l  !L  f : 

1»./ 


(m-n  + l)*" 


m— »4-1 


(-1)"-^ 
Es  ist  hier  zu  setzen: 


_ m — *-|-l  1 

* and  A-=<^=wt 


m — »4-tl  1 
JJt« 


= [A.xm-A>*m-i+A,xm-i~A,xm-3+  . . 

(-l)"-2> 

(-l)"^_l(—  n+l)af^± 

r 1 _ r , m . m — I . m— 2 

(/  — I "i*  + A ^x  — At, 


,xm~3+ 


-+% 

„ rxm~”dx 

(-1)  + *)« J —xi—' 


V» 


> * 


15 
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. ra  — *+l  a 

vo  A‘  ~ m — »— 3 6 A—u  A • = 


1 


(m — 3)  6 


/m  , _ 

x dx  V m j”*— •.j  « — - a 
— — = [Aox  — Atx  + A?x  — At 


Hl ,1  , 

l*  + 


+ 5r-i ' 


'/  — I . TO  — ft  4-1 ' 

(-D 


J \P  1 

■’  XV 


m— * + l 1 

wo  .4,  = — , f4,  = 


— p+1’  0 (to — /»-f-l)4* 

*• 


,■  dx 1 + /< />*_ +_  i>_ 

/ m v /*_  ff* — • / o\  ? ff* — - / 0\  3 ff» — 3 / t,  » m — \ 

* x A (m  — l)rtx  (»i—  2)<i  x (m  ö)a  x (m— 4)a  x 


■(-« 


,m — I 


w— 1 
a x 


(-D" 


/***  _ r_^j Ai  j + 

m v2  I »* — l to  — 2 in — J m — i 

x A L x x X x 


C- D”  (-1)"+  ’-JL]  1 (-1)"+  1 A (m  - n -H)t  f -*?- , 

xm  B + 1 ' ' — nj  X v T ./  /-»j,’ 


wo  A « 


~»+2t  , . 1_ 

i»  — f « 5 1 (w-l)a* 

/rfj  _ T A\  _ Ai  , A*  _ A 4 , 

TO  I TO — 1 TO  — 2 TO— 3 OT 1 

X X Lx  XXX 

(-Dn  ,„4”7) . (-*),+ x»(~1)M+ ' ^»(w ~ " + 2)t/ - 

X X 


dx 


m — n-f  1 


Bx* 


...  I»  — «+36  . . 1 

* m— * o * 1 (nt— l)a 

n dx  _ r _Aj A , -^i +>  | 

/ » V * I <*  — I m — i TO— J m— » 

4 i A xxx 

( - «■jrSi  <-»"+  i <-»”+'  -V  — f ■ ■>  ‘Z^— • 

m— *+4  6 . . 1 

wo  /I,  = A,_  , , A , = — . 

* m — t a 1 (m— l)o 

/<**  _ r ji +» _ _ t 

xmxp  m-l  m-i  jx-i 

1— — (-1)"+'f4  (m-n+,,-l)bf — 

'JxP- 1 Jx”*—»xp’ 

_m-,+pb  1 

A,~  FFF  — 1 rt  A*  *’  “S=1JS- 


(-i)B-^rr1c-D"+,~ 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  227  Quadratur  (analytische). 

33)  a-j-6x’  = X. 


./  X?  ~ i-XP“1 


A , 


+ 


J I -^4 


+ 


2 j^p"4 


+ — — I-  + — — 1 *+ii  (p— a«+i)  f 
XP — «~fi  Yp— »J  n J vP—n 


xP 


xp- 


wo 


_ 2/>— 2»-t-1  . 1_ 

1 ~ (j>-«)2<*  s_1’  *"(p-l)2a* 


r^dx  _ 

X “ 


^4 


w— 1 


. m— 3 , j m— 5 . m— 7. 

— .<4jX  ~t-ylsx  — yt,x  -+■ 


(-1)’ 


n—i 


•n— 3 


*"-2*-+3(-1)— 


m—  2w-f-l 


’«  — 1 


m— ?n  , 
x rfx 


4 (m  — 2j-f3)a  4 4 _ 1 

wo  ^24_,  _ (w__2,+1)Ä^2f-3»  Ai -(m._  1)6* 


/Vnrfx  r m — 1 


j tff  3 » 4 l/l  3 j W 7 § 

~r-/i4x  — A1x  + 


] 

/m — -n  , 

* :t-, , 


/ i\n“2  j m— 2»+3/  i\n— 1 j *»»— 2»+l 

— 3 X ^2*-  i* 

rn  — 2h 


,,  . (»n— 2s4-3)rt  . . 1 

*’*~1  ~ (m-2s-l)bA-s  '** 


J xp  L 


m — 1 . m -3  , , m— 5 . m — 7 , 

x — Asx  + yi4x  — yl7x  -{-••• 

, nNn—  2 t m—  2»-f  3 , iNn  — 1 m - 2n-r  I 1 — - 

(-1)  ^2n-3X  (-1)  X Lp-1 


(-‘1)Ä^2ii_1("*  — 2ä+,)<*  !*'■ 


xP 

x dx 


xp 


m— 2*-f3  44  1 

wo  Alt-i  - «"27+3^  ‘*-3’  l~(m+l-2f>)6 


/ 


dx  _ yt , 

/II  v i 

x X x 
A 

M a 

(-1) 


-is  + 


in  v m — l m — 3 _m  -5  _m — 7 

»-2  — 3 , <vn— I 


w»—  2n-j-3 


x x 

(_1)" A*—  .(”-2"+1)*/ ;s=^- 


m — 2n-f  3 & . . _ 1 

wo  1 - w _ 2,,'kI  « *rt  - 3.  A1-  (m-i)a 


(«»—1) 
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r **  = r Ai  . 

/ xnX*  Lx”1-1 


A%  i _A± At  i 

m — 3 ‘ m — 5 m — 7 
XXX 


V ' _tm-2«+3V  a»-2i.+  tjx 


m — 2»t5  6 . . 1 

WO  il  ij « - *~  0 r — ii ij  — 3»  24.= — 7 ; — 

" 1 19  J 1 («—!)« 


/ _ - r_lj fi_+  . . . 

/ xmJt*  Lxm~1  xm-S  x^7 

. ..iS— 3 t»— 3 . 1)H— I ^£"T-i_  1 i_ 

' xw  — 211+3  1 ' xm  — 2«+lJx> 

(-i)"(»-2«4  5)i  r—-% , 

. m-2«+7  4 . -1 

wo  y‘2*-'  =^r2T+1ä^.-3,  ^.=5^;- 

*f  , p _A  A,  , A,  | , 


r ax  _ r_£._ 

Lxm- 


I m — 3 m — 5 m — 7 
x 


v ‘ m—  ;n  + l''  ' m — .n+ 1 J xf- l 

' + '*) \fx^-7nx 7’ 

m — 2*  4-14-  2p  6 4 j — 1 

WO  i — t ; — — «A  j « 3,  4.  - ; rr  • 

" 1 m — 2ü  1 ö * (m— 1)<* 

Auch  diese  Formeln  sind  durch  die  Rcductionsformeln  des  Abschnitts  25)  gegeben. 


II.  Integrale  irrationaler  Functionen. 

r xmdx 

/» 


i) 


\(a+b*y 


Sei  a+bx=X. 


fl 

J yx 

Pxdx  .2  yx 

J yx  = «*-«>-*?- 

fw=<*X'- i"X+ 

fyf  =a-v*-j«.v+n>x-«*)^f 
fyX  = <**‘_  ♦“**  + t-X+a*)^ 

/>.?  =<T,T*‘-i«-V‘+V«’XI-2a*X*+ 


■ »WJT 
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Sei  a + bi  — X. 


•e"7(«  + hx) 

C ix  _\s  \(.<,  + bx)-\a 
./  xyX  ~ \a  ßV(a+4x)+Vo’  ''cnn  * p0,i“v’ 

/dx  2 y(a-f4x) 

arc tg  y_a  wenn  a negativ  ist. 

Wir  setzen:  P ~r~  — V. 

J x\X 

= U 


fm 

/ife-S-Ä» 

/*_*_  = ( L + _&*_ _ vx+VLu 

J x*yx  \ 3 ax*  * 12 a*x*  8a**/  ' +16a* 

/■-*-  = f__L_+  « W , M*1  W,  354* 

./  x>]/x  \ 4ax*  + 24a»x*  96a*x>  + 64a*x/K"  +128a‘ 


ar 


»>/ 


xmdx 

V(«+4*)*' 


Sei  a + Ao:  = A’. 


‘f  i V 

jjS»  X • 

v# 


2 

4yx 


/*  </*_  s 

J yx*  - b\ 

r xdx  _.v  . 2 

J VA*  -(X+fl)4>yx 

fy£=(iX'~ taX-,)*4x 

/yS=(*x,-x,+3-’*+a*)i ipx 

/ y^T-  (♦**—  |«A'*+2a>X*— 4a*A—  a*)- 
JjT'  = (tX,-»aA‘  + 2a>A>-Va»X>+5a‘A+a*)^ 


1 \ 


vfv  Wiie 


2 

4»yx 


« ;a 


yx 


4)  I ~Z — • Sei  a+4*=x,  C ~ = ü. 

J xm\(a+ 4*)*  ./  *yA 


r dx 

J xyx»  “ 

ayx  + ( 

l-ü 

3 

\ ' •>*  i ■ 

8A~  “ 

41 

r Jx  = 

./  x*yx* 

(-£- 

34\  1 
"a>/)X 

“ 1, 
2a» 

' ~-t 

* 

lz.[s 

II 

(-SÜ 

+ 4a*x  + 

154»\  i 
4a»  / yx 

154 
+ 8a» 

1 

- t/ 

• -o=  &V«- 

f ,,X 

/ l 

74 

354* 

354*\ 

1 854»  „ 

J Z*yxi~ 

\ »ax* 

12a «x* 

24o*x 

8a*  ) 

yx  - T5^  17 

/■  * =< 
./  **yx‘  ' 

1 

■ 4«x* 

+ _3L_ 

Sa’x* 

214* 

32a’x*  + 

1054* 
64  a ‘x 

3154 *\  1 
+ 64a»  / yx 

+ ü 

+ 128a* 
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5)  *W<tg  ■ Sei  a+»x  = X. 
V (a+6x)> 


/ 

I 


dx 

fx' 

xdx 


3 bxyx 

2 

Fx»  = _^x+^Ä«jcy.\ 

f*y£=  (X'+SaX-*»^- 

/^=(*X*-8«X*-  Sa'X+i«»)^- 
' Xk  (ix  „ . „ . 2 


/ 

/ 

/ 


V = (*X‘~  »X4  + V«*X,-10a*X»-5a‘X  + *«»)~5. 


6)/j 


rfar 


Sei 


a + 4x=X,  f- 


dx 


x\\ 


x”lV(a+4x)* 

C - /8  24x\  11, 

J xyx*  - \3a  'r  a*  / X VX  o* 

r dx  _ / 1 _ 20»  _ 54»x\  _1 54  , 

./  x*yx*  \ ax  3a»  a»  / XyX  2a* 

/_dx_  / 1_  _74^  354*  354*x\_ 1 §54^ 

X»yx*  = \ 2ax*  + 4a*x  + 3a*  + 4o*  )X\X  + 8a* 
f dx 

*yx* 


= ü. 


1 

36  216* 

354* 

1 JL 

1056» 

3ax*  ' 

4a *x*  8a*x 

2a* 

8a*  J 

’xyx 

16a» 

f dx  / 1 11»  334’  2314*  3854*  11554»x\  1 

./  x‘VX*  \ 4ax*+24a*x*  32a*x»  + 64a‘x  + 16a»'  + "64a*  /XV 


V(a+4x)dx. 


Sei  a+»x  = X. 


J>**  *S?P- 

f *VXd*  = (*X-*a)?M^ 

y **VA<tr  = (|x*-laX  + ia*)?^H 

f x*VXdx  = (iX*-VaX»  + ia»X-ia»)2^- 

y x*VX<t»=(1«IX*-4aX*+f«*X’-ia*X+Ja‘)?nx 
y x»VXii*=(1VX*— I»raX*  + V«’X*-1»a»X*+a‘X-^»‘)^]-^ 
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8)/^ 


-f-  hx)  dx 


Sei  a + lx  = X,  f^V 


f'^—~  = 2\X+aV 

ryxd*=_vx  6 

./  *’  x + 2 

ryxdx_  X)X  i K-X  4* 

./  X1  2ax’  + 4«x  8a  ü 

f Y*± 5=  / J_  + . JL  ü 

./  X*  V 3ax‘+4  fl’x>/AKA  8a'x+iß^W 

r K*±=  f L + “ 6*1  \ vV„  . 5t»  yx  _ _64* 

J z‘  \ 4ax*  24a’x’  32a  *xV  ' ^ G4a*x  J28a* 


J'zm  \{a-\-bz)xdx.  Sei  a+ix=X. 

f yx*dx  =2*£* 

^ 00  . 
/xyx*<tx  =»x-m?£I£ 

f z'YX,Jx  = (iX>-yaX+la')~^. 

f *,V'X»rf*=(1»tX*  — i«X'  + Ja’X  — Ja») 

f z'YX‘dx  = (JtX‘~  1*1aX3  + Ja»X»  — fa*X+*a‘)H?’/— 

f x*yx»</x  = (T^X‘— 1»IaX*  + ifB*x»-“a*X*+}a‘X-ia‘)^i^ 

6* 


/y(u-f-6x)s</x  /’rfr 

— — . S .a+bz  = X,J  — = U. 

= ax+«)2VX+a>  f/ 

ryx»rfx_  x»yx  st  rrfxyx« 

•'  ax  2 aJ  x 

ryx»dr  / _1 ^ \ 34’  pxyx* 

r^= ( + j_  + + _*i_\  x,vx_  jl  /•  w 

*/  **  V + 3«x>  + 12a’x’  ^ 24a*x/  A KA  lGa1./  * 

f VXOftf  _ / 1 , 4» t]_\  34«  r dzVV 

J x»  ~ V 4ax*T8a’*3  32a»x»  64a‘x/  r T128a‘J  * 
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11)  J'xm  V(a +4x) » dx.  Sei  a + bx  = X. 

' 

f x'VX‘dr=(I»rX*-inX  + )«*)^11^ 

f x'YX'dx  ^ 

f x‘y\y,lx  =(1'jX*  - 1‘,«X»+**’X’  - ja.x+t«*)2X-7- 
y'x‘VX‘</Jr=(T'TX‘-i«X*+4S<.’X>-U«»X’  + |«‘X-}a*)~^ 


= (iX>  + J«X+a’)2VX 

/yx»rfx  _ _ x«yx  m r<feyx» 
ryx*rfx  _ / 1 8i  \ 15*»  r</xyx» 

•/  *»  2ax>  4o*x/  1 8o’J  X 

ryx»dx  _ / i * *»  \-iyY  st»  r./xyx» 

J x*  \ 3ax*  120’x’  8«*x/  * 16a1 ./  x 

/'VXM*_| L + _*_  + _!L_  + JLW.yX  “LT*lV5! 

«1  x*  4ax‘T24a>x»^96a*x,T64a‘x/  r 128a‘J  ~i 


/I 


rfx  _3y'x* 


13)  /*■£-*,  a+4x=X. 
y(a+ix) 


24 


4" 


/f  ='*-*>* 

/ 


a^  = «x,-i“X+*«*)%! 


y’^  = (*X._iaX*+iaX_1«.)^! 

= (AX‘-*oX*+Ja«X*-io>X+io‘)2^! 

t»,«X‘+h«*xj— i«*x*+a‘x-i«»)2|! 
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14)  f~i 


nt  , 
x dx 


f 

f 


dx 

xdx 

yx7 

x7</x 


$X 

6 


}/{a  + 6x) 


-.  Sei  a+bx-X. 


3)^X 


«*-«)  -fr 


f>x*dx 

/ iT—  = (^X'-faX’  + fa’X  — «») 

./  yx7 

/x*dx 

TT  - (t,jX4-|«X»  + |«»X»  -fl*X  + fl‘)  _4_ 

yx» 


3Vx 


nx* 

Jf 


x*dx 
X* 


AffX4  +«*X*— 1,#a,X1+ Ja4X— 

6* 


i5)  r 

•ß  i 


dx 


7'  dx 

xfr 

/dx 

x'tyx 


*mh°+i>x) 

y*  ~ yfcy« 


. Sei  a4-6x  = X. 


=yfi8V%^^ig%ia] 

_ fa 


x'Yx 

dx 


/dx 

fx‘Yx 

/dx  _ / 1 

i'V'jf  ~ ' 4»J 


— 1*!_±  r Jx 

•x  ’iJ  Jx 

\ 2 ax  ‘ ^ 3 a*x/  + 9 a*J 

( 1 i U 14&.MiV  Hi*  r dx 

\ 3 ax*  T 18 a*x7  27a* x)  YX  ~8hT*J 

56  356 7 . 35**  \ fr  356*  Plc 

1 81a4 x/  +243a4J  x^x 


4ax4  18a7x*  108a*x 

dx 


16) 


/■-£- 

J xyx* 

r dx 
•*  x7yx* 

rfx 

j **fac* 

/dx 

x4fx* 

dx 


xm  Y(a  4-  6x) 


. Sei  a4*6x~ X. 


= jhD  * 

V«  . yx  yäya  J 

_ _ Mf__26  n dx 

~ ax  3 aj  J/rt 


xYx' 
56^ 

2ax7  ~r"  Ga  ’xJ 


/ 1 46  206*  \ */  406*  r rfx 

\ 3ax*  + 9a*x*  27a *x/  ' 81  a\)  J/x, 


/dx  _l  1 116  116*  556*  \ b 1106 4 n dx 

x*Yx*  ~ ^ 4ax*  + 36a7x»  Sfr7«’*’  81a*x^  248a4 J 


248a\ 
15* 
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17)  / xm  ^(#1  -f  6r)  dx  Sei  a-f&r=X. 

n*<-  -*4Ä 

f xfadx  = ux-iJ-f* 

f z'fadx=W-1aX+  1«*)^^ 

f **fx^=(*X*-1*,«X*  + a')—*A 

f"  x‘{(x<tr=(tVX‘  — ^oX'  + ia’X'  — f<i3X+  ]n‘)3^f  - 

y’jr*f'xdi=(AX‘-1V'X‘+4|*!X‘-fl*X'+KX-J»‘)^r^ 


ß 

fzh 


X 3 dx 


3xVx» 
' 56 


18)  J' xm  l4«  + 6r)  ’ dx.  Sei  tl+bx~  X 


1 dx  =(iX-J«) 


axy'x2 

6* 


fz’h’*=(+X'-iaX+l'’)3-±?*' 
f a-'J'X’rfx=(1'tX3-TT'»X*+i«JX-i«3)^^I 
f r*V/X*dx  = (1>TX‘-?oX*+1S«*X»-i<!«X  + i«*)^^ 
f **VX3  dx  = (*X‘-tV«X*  + )a’X H«*X> 


I9)  f 


ft«  + bx) 


dx.  Sei  a-t-6c  = X. 


fiza^h+.f« 

J X j j/x* 


rfedz  xfx  6^  r yx  dx 

J x%  ~~  ax  “ 3«^  a? 
fhdx_  /__ 1_  5»  56*  ) V 66t-  r^Xdi 

J X*  \ 3ox*  + 18***’  27a*  X/  ' + Sla‘J  x 

f]/xdx_J  1 26  56«  , 1063^y,yY  106»  /•  ^Xrfx 

> * js  ~ \ 4«x‘  Üa’x3  27a3x*  äla‘x/  243 «‘V  x 
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m f 


\\ft  4-  hx)  ’ dx 


Sei  a+bx  — X. 


f fa,Jx  _ / y'x’dx 

3 x1  ~ ax  3 a3  x 

rhu±  - t L + *L  /*&’* 

./  *•  2«' +6»*/  K 9 a'J  x 

f]/x'd*  ( 1_  Jb_  _ 2*M  x^xl  , «!_  r'Vx  dx 

J “V  30**  ^ 9«’*’  27o 'xJ  ’ 81  ~ i 

/fo-'x,/  1 , 7t  76»  76»  \ A _ 76‘  rh'ds 

./  **  \ 4ex‘  3601**  54a*x!  162«‘x/  ' 243 a>3  x 


wenn  b positiv, 


wenn  6 negativ  ist. 


21)  / . Sei  a+bx*  = 3C. 

•’  F(«  + bx')n 

f Y^)  = fb'e[xyb+na+bx’)]' 


/WZ!*)  = y~*  "<=  *in  (*/-  £)• 


«/ w 


f J±.-V 

3 \x 

/. tdx  _ yx 
Jx~  T 

f x'dx  xVX  _ a 
./  YX  " 2*  26  17 


x dx 
\{a  6#’) 


a+6x*  = X,  /£*</. 
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f'z'dx  _ (fl.äi’lvv 
./  yx  ~V34  34V  r 


+*L  V 
+ 84» 


J yx  ~\44  84V  r 

{ *'dx  _ /**  _ 4? «2  . 8^\  Vx 
J VX  ~ V54  154 1 + 154»/  r 


23)/- 


rfx 


Sei  a + bx 7 = ,Y. 


wenn  a positiv, 


wenn  n negativ  ist. 


V(n  + 4jr*) 

f dx  1 V(o+4*’)-V'n 

./  x\X  ~ 2y«  8y(a+4*>)+y« 

/ ix  1 / /— 4\ 

f — arc  sec  1x1/  — I. 

J xyx  y-«  V f a / 

/£=" 


J *yx 
/ rf*  yx 

./  X>yx  ax 

r <fe  __VX__A  /; 

./  *»yx  2nx»  2a 

*_  + JtUx 

./**yx"V  3ox»  + 3ax/rA 

r ^ _ / L + JMv  x+^t/ 

./?yx_\  4ax*  + 8a’x’/' A+8a>  V 


»fmsy  « MW-* /£=»• 


r rfx 

X 

./  yx»  _ 

«yx 

fxdx 

J yx*  = ‘ 

l 

"4yx 

rx'dx 

J Fx* " 

X 

byx 

♦* 

1/ 

fx'dx 

/x»  X. 

2a\ 

1 

J yx»  ~ 

\T  + 

4»/yx 

f * x*i/x 

/x* 

3nx\ 

1 

3a 

J yT‘~ 

\24  + 

24’/ 

yx 

24» 

rx'dx 

4ax> 

8a»' 

! i 

./  yx»  ~ 

\34 

34» 

34». 

t yx 
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25)  f 


dx 

xm(a  + 4x’)* 


Sei 


-+4',=x’  Smrv 


r*  = 

J xVX‘ 


-1-  + i (/ 

*yjc*  a\\  + a u 


1 dx  _/ 

l 

24x\  1 

**yx*  " V 

ax 

a*  / yx 

• dx  / 

1_ 

34  \ 1 

34 

V 

x*yx>  \ 

2 ax* 

2a  V yx 

2a* 

</x  / 

1 

, 44  , 84*x\ 

1 

ti 

3ax* 

T 3a*x  "r  3a*  / y.t 

• dx  / 

1 

54 

154*\ 

1 

41 

*5l 

4ax* 

+ 8M  + 

8a*/ 

yx 

+ ^V 


26 ) f 


* dx 

y(a+4x*)»' 


dx  _ /24x*  x\  l 

\T>  ~ V 3^  + ä) xyx 

xdx  _ _ 1 

ylö  ~ 34xyx 

x'dr  _ x’ 

yx*  “ iöTyx 


Sei 


i .+*-'=*  J n=v 


f 
f 
f 

/x‘dx  _ t _ x*  _ 2a \ 1 

yX*  - V 4 34V  xyx 

fx'dx  _ (_  4x*  _ ax\  1 
./  yx»  “ v 34  4VXyx  + 4jt 

/x‘dx  _ /x*  4ax’  8a’\  1 

yx*  = \ 4 + 4*  + 34  V xyx 


27)  f 


dx 

xmy(a+4x>)* 


Sei 


«+4x-X,  /^=IA 


f dx  _ 

/4  4x’\ 

1 

, 1 

./  xyx* 

V3a  + a*  / . 

x yx 

r dx 

1 

44  / 

r<ix 

./  x»yx*  ~ 

axxyx 

T.y 

yx* 

r dx 

1 

44 

rdx 

J x»yx*  _ 

2ax*X  yx 

• < 

/yx* 

f--  = 

J x*yx* 

(~3^  + 

24  \ 
a*x/ 

xyx  + 

dx 

yx* 

r dx 

74 

\ l 

,354* 

r dx 

II 

! 

(_4a?  + 

8a*x’ 

/ xyx 

+ 8^ 

.1  xyx* 
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28)  f'  xm  dx\\a  + 4x*).  Sei  a + bx'-X,  J'iL-u 

fäxyx  =*-¥  + \v 

Uv*  -¥ 

/.>d*yx=^_-/vxrfx 
Z'****  = g - " ) xyx  + fxdr 


29)/ 


■fa:V(a+tx«) 


Sei 


+*••*■  ffi*’.  /,)',=>' 


r-¥-rw 

rwi  _ _ vx  , 6 „ 

./  x*  “ 2x’  2 


yx<i*  _ xyx 

x‘  “ 3ax* 


ryx</*  xyx  avx  a» 
./  x*  ~~  4«x4  8ax*  8« 

• 

30)  f xm  VJa-l  ix1)*.  Sei«+4x’=X,  ^ 

r±=v. 

’ yx 

/»•*  =(t  + ¥)'II  + X" 

fx\X'<U  = — 

' . - 

/x.yx.dx=^-fjvx*dx 

/x.yxvx=g-^)x»vx 

(a  - iSO  + bp/w* 


Digitized  by’  Google 


Quadratur  (analytische).  239  Quadratur  (analytische). 

«•+•••=*. /^=»- 

ryx'dx  _ _ x*yx  3ä  ryxxdx 

J x * ~~  2ttr*  2 aJ  x 

rvx’j*  - ( i *_u.yx4-347  Px'Jx 

J *•  ~\  4ax*  8«*i>/A  'X+&ä*J  x 

32)  j'xm  \(a+hx')' dz.  Sei  a+bx'-X,  J' y^=V. 

/«■-  •(?+*♦»««+*» 

/«*•*  =-;f 

fw-äF-ifrx». 

.c  •%  * » 

* 1 . V Z 'C  ’ . \ ^ f 4;  nttw  • l ‘ VQ^'  . 


4 / 


. /’  St ._ 

’ • . { e. 


+!/>*•* 

rVX'Jx  _ X»VX  6A  /yx«rf* 

-/  **  2«*’  + 2a./  * 

I - 

• » . * HP 

• ■ • r » . M . Mr  4 


»Vf  ’ 

v p '. 


■x  Tfc' 


•* 
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34) 


( — — , Sei  a + br-\-cx7  = X,  4 ac  — b’  — k,  J- — 

•'  V(o  + ^ + rx’)"  * V(« 


dx 


= V 


-f  6*  + cx*) 


1 


(/=  — lg  [2cx-f  A+2Vcyx],  wenn  c positiv, 

— 1 2cx-f-6  . . . 

V-- — arcsin  ,7777 — — r,  wenn  c negativ  ist* 


V-c 


Y(b ' — 4ac) 


dx 


= V 


J yx 

Id r _ 2(2cx  -f  b ) 

./  yY» " iyx 

r dx  / 1 8c  \ 2(2cx  + 6) 

./  yx*  = \3)tx  + 3 *•'•/  yx 

7’’  dx  / 1 4*c  2*4*c*\  2(2rx  -+-  6) 

yx»  “ \5tx»  + 15t* x 4 15**  / yx 

/•  dx  _/  1 6-4-c  2*4*c*  4»c*\  2(2c*  + 6) 

yx*  ~ \7AX*  + 35Jt*X*  + 35**  X + 35W  \\ 

35)  J\(a  + bx  + cx')n.  Sei  a-ffcx-f  cx*  = X,  4 ac—b*  = k,  J yL—{j. 

fyxJx  =^+M*+*/; 

/n-*eg+^w*+, Bi1» 

/r***  = (£ + mP + ew)  <*•+»»*  +iw  " 


/Vx*rf,  = (£  + ig^i 


21*}X*  21* 

+ 5*4*c*  + 4 


36>  fna+iZc^y  Sei  „+ix+c*’=X,  f 

r±-=u 

j yx 


r xd*  _ yx 
J yx  ~ c 

“o  U 
2c 

/t£  = I 

[-■ 

(2c 

36  \ 
4cV 

yx-fi 

(36* 
\8c*  “ 

-5) v 

P x*dx  i 

56* 

. 56* 

2a' 

1 vx  ( 

56* 

3*6  \ 

./  yx 

(3c 

12c' 

1 8c* 

3c*, 

f }X  \ 

.16c* 

4c*/ 

/"  x‘rfx  | 

r** 

76* 

( . /«*• 

3«\ 

356* 

55*6 

J “px"  * 

L4c 

24c' 

» + \9Gc* 

8c7/ 

64c4 

+ 48c  \ 

/ 356*  15*6*  3a*\ 

V128c*  16c3  8W  1 

yxldx  _ x*yX  4a  I' x%dx  9 b P x*dx 
Jx  ~ 5c  . bcJ  ~\x  ~ TöcJ  yx- 


# 
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37>  f? 


dx 


V(o  + 4i+cj:,)‘ 


Sei 


«+A*+«*  = X,  J~  = v. 


,,  1 . 2«  + 4x  - 2\a\X 
v ~y^‘ 8 — 'x , wenn  « positiv, 

1 . 2« + 4* 

' Y^ä  ar°  g 2y(~a)(/x’  wenn  " negatlv  »*• 


/&  = " 
dx 

Z* \X 


---t" 

ax  2 a 


f. 

f*h  = (-sb + cü  - i) " 

/dt 

**yx 


>yx 


r i ^ 54 

/54* 

_2c\ 

}]«-(& -SO" 

L 3ax* 

1 12o’x’ 

\8a* 

3a’) 

r i 

74 

/35A* 

3c’ 

,(354*  154*c  3c’\ 

T \128a*  16«’  8«V 

L 4ax4  24rt5x* 

\%«* 

8«’, 

38) 


/, 


x"Vx 


V(rt-f-Ax+cx,)i* 


Sei  ö+Ax-f-ex1  = X,  4 ac 


/ 
j 
f 
i 

y'x'dx 

yx» 

/t'dt 

yx> 


dt 

xdz 

yx* 

x'dx 

W‘ 

x*dx 

yx* 


_ 2(2«  + 4) 

*yx 

2(2«  + Ax) 

_ *yx 

(4«c— 2A*)x— 2«4  1., 

äyx + cu 


> V. 

f 


— _ 2«  r tdx  34  r x*rfx 

~ «yx  TJ  yx*  YcJ  yx* 

- —)  1 , 5«4  fxdx  /154*  _ 3«\  Pr'dx 

\2c  4c»  / | X + 2c'./  yx*  + \8c*  2c/./  yx* 

_ [«■  74 J»  /35t»  4«  \ ,1  1 /35«4*  8 «>\  Txrfx 

L3c  12o*  + \24c‘  3c*/x  J yx  \12c*  3 c’/./  yx* 

_ /35A*  _ 15«4\  rx'dx 

vi6c*  4c*  /./  yx* 


39)  fl 


dx 


Sei 


+4x+c*»  = X,  fj*x=v  y 


1 y(«+Ax+cx»)’ 

J xyx*  «yx  2«./  yx>  + « 

/*  rf*  / 1 ,84  \ 1/34*  2c\  C dx  34„ 

J»>yx*_v  «*  2«*/yX+\4«’  a)J  w*  2«* 

*■  ^fgii  • "* 

JhV'JML:  'a 

* ‘Jfefe#*  / J 


■ 16 


*\ 


V 
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dx 

54 

L_  . ..  _1_ 

W 

V 2ax» 

4«'x 

dx  __ 

r * 

, 7t 

7X*  “ 

L 3ax» 

12«’*’ 

+(**:_  v 

\8a‘  2 W 

15t»  _ j4c  \ 1_  &>A*  154c~l  1 

!4a*  3«’/  i lli»>  4a*  J yX 

/35A«  1164» c 8c»\  f Ar  /35A»  156c\ 

+ V32o‘  24a»  + AaVJ  yX»  \16a‘  4a*  r 

/'  iis  l % r dx  5c  r dx 

.1  X»yx>  ~ 4ax‘  yx  8 a./x*yX*  4 a./*»yX» 


40) 


/ 


: 

V (a4-6r-f-cx*)* 


Sei  = X,  An c — b'xk. 


/’ 

dx 

( 1 + 

8c  \ 2(2cx  + A) 

./ 

yx»  ~ 

\S*X  . 

St*/ 

yx 

r 

xdx 

1 

t 

fix 

./ 

yx» = 

: 3cx  yx 

2c.i 

f yx* 

/ 

x'dx 

yx* r 

= (-5  + 

— ) 

12c '/ 

xTx  + 

(- 

\8c' 

+ -)T— 

2c/ ./  yx» 

r 

x*dx 

/ *• 

bx 

b » 

2a  \ 

* . M‘ 

J 

yx* r 

V_T“ 

4c»  + 

2lk»  “ 

3c»/ 

xyx  Viöc* 

r 

Xkdx 

1 P iMr  a 

/ x!</j 

b 

rx'dx 

./ 

fX» = 

c J \X 

s c • 

/ VX» 

c .. 

/ yx* 

r 

xldx 

x 4 

An  f 

'x*<£r 

56  P xldx 

./ 

yx* z 

' cx  yx 

tJ 

V~x*  ” 

2c  J VX' 

3*6\  P dx_ 
4c»/./  KX» 


41)  f' 


— . Sei  a4-4*+cjr*  = X',  / 
J > 

/dx  ( 1 J_\  _1_  _ A_  fix  , J_ 

xyx*  = \3ax  a*/y*  2a./  VX»  2a*./yx«  a» 


dx 

xm  y (a+Ax+cx 


dx 

xfX 


-u. 


dx 

i 

5t  r dx 

4c  r dx 

*»yx»  _ 

axXyX 

2a.J  xyx* 

a ,/  yx» 

x*  vx*  ' 

[“S5*  + 

4a*x/  xyx  ^ ' 

-'354»  5c\  r dx 

l 8a  ’ 2a/  J xyx 

Tbc 

* + a»  J 

rdx_ 
’ yx* 

1 rfjr  1 

r i 

3t  /21t» 

2c\  i 1 1 

Hl 

'Jj 

II 

L 3ax»  + 

4a«x»  \ 8a* 

a'/xJ  xyx 

/lOfit» 

35Ac\  /’  </r  i 

'214*0 

Hc»\  /*dx 

\16a* 

"U'f.J xyx»  ~ ‘ 

l 2a* 

«**  /•/  yx» 

dx 

1 

114  C dx 

7c  /•  dx 

H 

ix 

II 

i«x*xvx  8 aJ  x*yx 

* 4a./  X»yx* 

. 
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42\/'*Wd*V(« +*»+«»*).  Sei  a + bx+cz*  — X,  J' ^ = V. 

Jyxäz  =^yx+**'-k'u 

J'zyxäz  ^--  fvxdx 

J x*yxrfr = (±  - x yx  + (j^L  - ~)f\x,u 

/****=<£ -&+1&-I&)  xyx-im-,  - g)/W* 

r x'Vxdx- P*  34i*  /216’  n\  74  * 4!)n41  , 

J YXdx-l-  ~^i  + (1GOc,  - * - e^T  + 240-J  XKX 

y..r«.=£g2-g/,.r«.-Jg/^ 

— pr — ■ s.' «+>*+«•=*, /^i,,  y.—^. 
/ÜSS=,x+.r+»e 
/!«=-E+.f+.„ 

/v4i=-(ä^d>-GM)‘' 

rv*is-  ( <i  i 

J x*  ~ V 4ax*  + 24a*x*/  r L\32u>  8a/ 

+ (-^1  _ K)L]vx_/'^L_34!£  C*\ 

V64a*  16a»/xJKA  \128a*  16a’+85/K- 

44)  fxmy(a+tx+cx,),dx.  Sei  a-Hx+ex*=X,  4ac-4*  = i,  J'yj£=V’ 

fYx'dt  =(£+£)v'*+Mx+mr.0 

fxvx.dx  -Uy*'** 
f *’yx-«*=(£  - £)  x.yx  + _^)/yx*  dx 

- £ - SB«* - (£  - 

/«“■K  - HK-  ffi  - i-V-fiS  ♦ H&h-« 


■«t. 


+ " l£i  + i W^fY*'*1 

f x>yx*dx  = 
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/y(a+4x-t-cx*)*  <#x  o . ...  , „ 

— . Sei  «+J*+«‘=X, 

J'n=l'Iwi-y 

/^  = (t+')  !"<+•’ •’+'i«  + ä / ’xi‘ 


/ 

VX»dx  _ / 
x • ' 

' _ 1 
« 2ax* 

4a*«x)Xr 

JX»rfr 

X 

+5/  >*•*' 

/ 

VX»rfx_  1 

X4 

. “ Jx*  + 

4 

12a*x»  "f 

' yx 

~(— 

\16a* 

34c\  r Yx>dx 
4a')  J x 

/4>r 
~ \6a* 

/ 

VXMx  j 

1 

4ox*  ' 

1 

CO 

(£.♦£)*-( 

4' 

64«* 

/ 34« 

' \128a* 

34*c 

16a*  + 

a/^+i 

' 4*c 
.16a* 

-©)/*«• 

/«•* 
f xyx>dx 

f x*yX*dx 
f'x'yx'Ji 
f x*yx‘dx 


I J'xm  Y(a-\  bx  + cx')' dx.  Sei  a + bx+cx' = X,  iac  — b' = k, 

fh-° 

- (fc -n£i)x‘K  + iss!  ~i).f 1 


r «VT.J  _r-r*  134x»  , /1434»  3«  \ 1434«  , 451«4  1 „ 

Jzi  IlOc  180c«  + (2880c>  80c’/*  4480c«  1 lOOSOc«  J X ^ 

, / 1434  * 33a4«  , 3«>  \ /) 

+ (l280c*  160c>  + 80c*/./  ^X‘  *** 

fx>Yx>dx  =x-^£-  VX‘dx-g*/x«yX.  ,/x 
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... t. 

•V(a-f  Ax-fcx’)4  dx 
m 


47)  j — Sei  a-f  Ax+cx*  = X, 


• • • • 


Jn=v’fm=r-  • 

= (%  + *+°')vx+',v+¥u+£fv™*+lfv^  . 

fV^_^+Uyj^+.fy%,Jx 

f *5*  Sd  **+ G? + £)/*£*  * .E/w- 

IpMf 

^VX*  dx  (8b*c  . 8c’\  r.,„.  . 


yx»rfx 

_r  i 

b / b s 

X* 

L 3<rxa 

12aax*  \8a3 

i 1 ■, 

(5b*  , 15Ac' 
' Vl6a3  + 4a’ . 

yx*dx 

x*yx 

b ryx*dx 

x • 

4«x4 

8a. / x4 

1 dx 


.1  -t  ; i 


\ 

■ X v 

\<  ■ ) 


» 


48)  f- 

*yo 


rfx 


. Sei  «-f/Jx  = F,  /i  + 6x=F,  bcc—aß  = k} 

a+ßx)nV(a+bx ) 

r . .fe.  ~ j|/ 

./  UVV  ■ 


uyv~^’  v - V J **\ 

* r>  * * 

l ,air  ••  3. 


W'=±(^*arc,g]/T' 


wenn  /9  und  A gleiche  Vorzeichen  haben,  wo  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
wenn  sie  positiv,  das  untere,  wenn  sie  negativ  sind; 


i » i • 


lv_  1 lrr  [A«  — 2a/9—  &/9x+2V(— /?Av)] 

V(~/?A)  6 ' {/  ’ 


'n-ß*y 

wenn  ß und  k ungleiche  Vorzeichen  haben. 


dx 


t-  1 


i—  *i-;\ 


= IF 


X«. 


■J 

» \ 

i »**!*  \ 

-5  .r 


.f  uyv  ~ " 

r dx  _ yp  6 '■-*>' 

./  l/ayK”  kU  ^ 2k  • 

f±-=(J^  + lL)yV+*ilw 
./  t/*yK  \2Art7»  ^ 4A,t//  K + 8*’ 

rjL.s(*+JL-+*!L\yr+*iLu 

./  t/«VF  \3A(/*  ^ 12**f/«  + 8k*  U/  V + IM* 

/*— - - (-1  | 7/*  356  * | 3561  \vt/|  3564  ir  ^ 
./  (/»yv  \4AF4  + 2ik*U*  96*»f/>  + 64A4t//  K + 128A*  ‘ 

Die  in  Abschnitt  25  gegebenen  Reductionsformeln  liegen  diesen  Entwicke- 
lungen II.  1 bis  48  zu  Grunde. 

. . ^ • V _ , 

■ -t-  ::  k '*  i >-  5t-  . -tj  , 
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Allgemeinere  Formeln. 
49)  a+kx=X. 


_«•(*— 1) m(m-l)(««-2) 

’ i_  'fTo- ’ TT2-3  — 


. m , / vm  .-m — f , , m — ! 

/•x  dx  _ / X mlaA  »jflVl 

./  L \qm— p+9  qm—p  qm—p  — q 


mta*Xn 


X f 
(-1)’ 


\ym — p+9  9m — p r/m — p — 9 91» — jj — 29 

.2 

-(-!)' 


+ - 


w — 2,-2  m — 1 Xr  v 

m ,.a  A m ,a  A m \ 

»n—j  m — 2 , , Nm  — I »* — » / 1^w  a I V 

-(f-2?)  |;  -(r-i)'  ...  p 


-(p-3?) 


i*+'Ar' 


WjrtX 


tu  — l 


.rt*A 


1 V» 

maa*  A 


/>  = (-* + . 

+ p + q 9 m+p  qm+p—q  qtn-\  p 

m — 1 v*  »1 — I 

m .a  A ~ 


p+'iq  ' *'  p+29 

/d-r  __  / 4 1 pi»  , pl  1 .... 

p \ m—  1 m — m—3 

i*Xi  1 * * 


1 x(  ■ n<"  ) ' 


( - Dm_ ' — ( - l)m— ”^)  1 


— (-1) 
CZ5 
X * 


p+r  jm+1 

r dx 


-f~l 


/4‘_  (»-1)90  (m— l)a 

/£ 

Xidx  _ / At  At  ^ A% 
xm  ~ V7m-‘  xm~2  + r"-J  ’ 


*.V», 


(-D 


m — I ro- 


wo 


dx 


^(-l)’»— m~l.)  X*T  (-l)m— m—  f~ f. 
x‘  ' x / ' q •'  x 

1 _ ( qm-p-tq)k  t t _ 1 

^ - (w-s)»«  *“■’  *”  (m-l)a 


r-—~  - 

./  .v-:" 


ar  Af  (p—q)aXti  (p—2q)a*X‘i  (p  — 89)0*  X? 


-3 


^+T“<fe 

•(p -.,)«*  X*  a 


r p~7~' 

•*xAi 


/>  .?  * r_i  jC_2  * -1-3 

/ X idx  _ qX  1 qaX  1 qa 1 X « 90*  X 1 

. * P p— 9 + p — 29  + p — % 


3? 

-1  *-*+» 


f /VaXT* 
p — (*  — 1)9  +a-f—77~ 

fxHVx,,je=(A0xm-Alxm-'+  A,xm---A,xm~:t+  • • • 

•J  yw 

3«A 


(-1)" 


■'W  (-1) 


»— I 


»)  2V* 

n — 1 ' — - — : ( — 


r-  , , .m  I fdx\x 

«—  i'-1^  2 


wo 


/dx\x 

(2m  — »)  a 1 

(2m-2»-*)A  •~(2m— 2n+3)&‘ 
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r 4*  _ _ / , |_  ■ 

J xP^+ß*)  Vxp-1  \P~~  xp-' 


+/**) 


. _(2p-8«+l)/t  i . 1 

A‘~  2(f^ijk  As~"  Al~(p-  I)*’ 


k = nß—t«- 
50)  Sei  «+**’  = X. 

fxmdx  T . * — t . i» — 3 . . m — 5 

I — — = I 4,r  — 4,r  + A,x  — . . • 

rö 


At 


(— 1)P-^  Vi/-  ^p_l-“2',+']  ^ 


(-l)^»— 2p+i)^sjJ_1«  y~ 

. _ (*— 2»  + l)a  , j _ ,1 

wo  ^M+l  - Im — n — 2*+116  •5— '*  1 “ (m-»+l)4- 


X ^ 
~^ix 


X2 


(m — n — 2«+l)4 

p **  _ r A,  _ 4,  X, 

/ » I m — l m — 3 m— 5 

./  yn  «-.r  x x 


(_!)?»- 2 — ^r2_(_i)P-' — x ä-" 

1 ’ x~-2p+lJ 

(-l)F~'("»+»»-2/>+l)4X  , / IT, 

-P  ./ 

m+n— 2i  — i)A  .1 

4 ..4- 1 = „ — tt — ^*21 


(m— 2i— l)a 


4.  = - 


(*— l)n 


/■ 


X2</x 


[j  m— 1 . m— 3 , , m — 5 

iftx  — Atx  Atx  — 


(~vr~2\-i*m~7p 1 2',+,]xl+' 

(_l)P(n_2p  + l)  \ Kfxm--P  xifa, 


(m  — 2i  +1)  a t . 1 

W°  •'*+,=  (m+»-2.+l)4  **-"  — (*+»+1)4’ 

«I 

rxjd*  _ r _Aj A%__  + A%  _ 

./  m I m — I m — J m — 5 

X L X X X 

(_l)P-’j!ilLri_(_i)P-|_^i»^l  X*+' 

k ’ xm  •Jp  + .l''  ’ m-ir+  ij 

n 

/X~%dx 

^T=Tp 

wn  A (*— »— 2«— 1)&  1 

wo  ^2,  + ,-  - (,n^2»-l)o'  ,*"1’  (*  — 1)«’ 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  248  Quadratur  (analytische). 


/**  - r A‘  , A*  ■ a,  . . A-\  x 

Jp-[x»~>+Xn-*  + ^+  -A-+MFX- 


2(a— i + l)  . . _ 1 

*°  A'  ~ (2« — 2« — l)ii  * 1 ’ A 1 = (2«-l)« 


/»«fe- 1 

Xn  (a — 1)26A*  ~ 1 

f 


w . _ 

X 2 dx=(A,Xn+AlXn  ’+it.A"- 1 5+ 


A—tX+ÄJ*VX  ^V/Ä- 


_ (2a  — 2H  3)a  j , _ 1 

wo  A,~  2a— 2»+l  il,~2«+2' 


/ 


xdxXH  = 


2.+1 


A"  + l 
(«+1)26' 


f X S~ dx  ( X*  fl  X"  1 «’  X"  2 

J x ~ '2«+l  + 2a— 1 + 2a— 3 + * ' * * 


«"-'x  «vu  «+ 1 rdx 
+ — i b—  + — —+Vvx+*  JTyx 


r_4£_  = r 1 + i 

/ M2a-l)aX"-1  (2«-3)a»x"_? 


(2a — 5)a*.V 


+ l + ll  J_  4-  i f-—  . 

3«"  1 X SS**  a”J  xYX 


51)  ox+6x*  = X. 


2 , / a **•— t A m-2  , < m — 3 , 

X dx  =r(i4tx  — Atx  ~vA%x  + 


(~1>p^p_,*’"-,’+1  (-i)p  1 '^p*"  *)* 1 

(-  1)P+W  »-  p+DaAp  fx”-’  X?4*’ 


_ (2m  i «— 2»+4)  a . . _ 1 

(m+a — 1+2)26  *’  1~('"+«+l)6 


rxtdx_rA,  A,  A , 

’ x"  Lm  x— 

(-DP-2 


- 2 V=i_  ( i)i* — 1 V'-i  v * +l 


t] 


«— P + 2 xm— n+l 

( 1)P  ' (m  H 'P  l)^p \Jf ~ 


X*  dx 

P 


wo  i4.= 


_ (m — n — t — 1)26 


* (2m— a-2» — 2)a 


■4»  — i • At  — - 


(2ai— « — 2)«  ‘ 
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r-  m 

A'2 


I A 1 i « -*  . .j  m-3 

“ | A ,x  — Axx  +/t,i  — 


P dx  _ M*.  _ Ai  + ■*«  , 

I ’ L,.m  « — » ,»*  ■ • m— J ’ 


( - lf  (m  — 2-  ~p+l)aAf  I 

a (2m— n — 2j  +4)o  j t 1 

‘ (m  n-»+2)24  *-•’  * 1 ~ (m^n+i)b' 

4i 


X * 

P(/r 


X» 


wo 

r Am  a 


(_1  f-'—lzL.  (_!)?-<  P-?  .1  jf  r+1 

xm  — f+2  /i-p  l U 

( * — 1 )P  Vrn — yt — p-\~l)bA  ('  n 

V J rm—PX2 


_ (m+w— »—1)24 
* ('2m+n— 2»— 2)« 


wo  = S=K3? '**■-"  1 ■ (.-»).•' 

t/=a+2fcr. 

62)  Sei  a+bx+cx*  = X,  4ac — b*=k. 

J'rm  PL-  />+'  xP-'dx-*^  fxm+-xP~'dx. 

J m+1  m+1./  « + |J 

/■* 

i -<$$:« j-'-i*'*- 

(m — l)a  Fx 

—i  (m  — 2p+l)cJ  ' xp 

(im  — p)4  Fxm  ldx 
(m  — 2p-H)c,/  xp 

rA  XP  p4  rxf~'di  2 pc_  FXP~'dx 

J ji»  (JI|_j^rm  -t  T m-1  J r* — 1 ' m — lj  xm— l 

l'xm  Xpdx  = —'XP  4-  /'*"  XP-'ir 

J * *+2p+.  +*+2p+l  J 1 . _ 

- /V,+1X*~‘*. 

m-f2p-+-l  ./ 

16* 


-1  A 


/ 


x”rfr  (m — l)a  r*"-5«** 


XP  (m-2p+l)cxP 
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/ 


xP<h 


\P 


. 2/m  _ r 

-2p  — i ,/ 


tn 


, o , \ m - i m—2p 
(m—  2/i — l)x  r 


»I 


/ 

/: 


X^/x 


Ml 


pb  /'  \P  ' dx 

W — 2p  — 1,1  xm—  I 

XP+I (m-p_~  2)  Ä r^dx  __  (m  — 2p  - 3)_c  r Xp  dx 

-1)«./  «.*»— 1 (m—  l)a  ./ 


«t  — I (rn 


(tn — l)«x 


f/x 


(m+p— 2)  b p dx 


tn 


Xr  (m— 1 )am-'xr-' 


P-*)Ü  p 


m-  . x;t 


(m+2// — 3)c /»  rfx 


(»i 


Z//  --  O)  C ox 

-1)  rt  ./  Xm~:XP 


dx 


f 


• / v2  ' 


2rx  -f  A (2p  — 3)2r  i*  dx 


+ 


dac  _ / /ij 


« — 3 ‘ n— 6 1 n — 7 

X2  ' X 2~  X“  x'2" 

. /t 


2p -I  .»//r  1 \ 2(2cx  4-  b)  , , 0 . r 

»— 2p-}  1 »i— 2p— 1 I ^ / " ’ 

X 2 X 2 ' f X*~p 


Ä _ (n  - 2*  : 1)4«^  J 

wo  A.2s+  , - (-_2Jp—^2*-i» 


(»« - 2)1** 


r dx  _ / ^ j | ^ > . -^7 

I \ «£3  n-5  + *-7 

./  Y 2 W'2  Y 2 


n- 

xir 

. 2(2cx  + fc)  . R , 

+ xa  + x / yx  + 8 ^ 


r dx_ 

n — 2 J 3 > 


4 __  (m-2j  + 1)4c 

wo  Au+{  - -fiZ2s)k  -Ais-I,  *1  = 

fi  — 1 n— 3 n — 5 


X2 


(n— 2)  k' 

n-2p+3 


/n  n— 1 fi— 3 fi— 5 n-2p 

X*dx  = (.4lx~*~+AsX~ -f^jX“  -J-  . . . . + A,  . X 2 

.p—s 


f 


•i-  /I 

2p  — 1 

M — 2p-)  1 

,X  1 

)(2cx+Ä)>X  +- 

■2p +2 
2 

(H- 

-2s+4)A  i 

j — _ 

"(ft- 

2s  13)4cji*’s— 3’ 

J,~0 

»- 1 

fi -3 

tt— 5 

X2  dx  = (AtX  2 +/tjX  2 + /i  4X  2 + .... 

3A/4  , r 

+ /l,|_tX>  + /4||_,X)  (2«r+6)  yx  + IZHj  yxdx, 


4 ' __  (w— 2s+4)£  j 4 _ 1 . 

” = (»  - 2.+3)F  ■,~i'  A ' ~ (MTj2c' 


/»  Xf/x  1 £>_  - dx 

~~  ' 1 4 2 C / " • 

X2  (» — 2)e  X2  ‘7  X2 
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f X™dz=-£wc-Ü  X2dx- 


, </x  __ 

I + ! 

- dx  l 

'<  ~ dx 

» — 

xX* 

«-2  + „ 
(i»-2)oX~5~ 

f 2 

’ rX  ^ 

al  " ' 
J X* 

n 

*•  1»— 2 

X2rfx 

_ x?  rx * </*,  4 r t* 

X 

~ n x 

T 2 •' 

, t/x 

- r 1 

1 

2«M  1 
xX  2' 

L^m-I^x"-1 

(2s— 3)a*x"— 2 

+ _2__+__i_+!1  _L 

5o"— 'X'  ZaH~'x  a J VX 

P r.  dx  k „ dx  h „ dx 

2a  f 2»  fl  2 fl’  / 2»-«  2a*  / a.^3  "" 
J X t ^ X 2 J X * 


4 p dx k_  p dx  1_  „dx 

■»"■*!/  vf  2a"./  J a"7X^ 


/»  j»±] 

xht ^ r y*  aA«-i  a?x« 

T L t)„  I 1 "4*  n < 4"  O 


x2  ./  x2 

. _.W — 3 


-2n+l  + 2n— 1 + 2«-3  + 2m-5  + 


*~-X-  o"~  A-  „1 

+ — 5— + -,-+«  J KA 

i „ 2.-1  , 2«— 3 2*-5 

+ -%  f x * dx+ T f x 2 dx  + 'yJ'  x 2 djc+  * - • 

. ® k r s-  o"  ' 6 f ank  /'  dx  1 f"  dx 

+ ~2 —J  xXdx  + —Jyxdx  + -TJvx  + a Jlvx‘ 

III.  Integrale  tnanscend  enter  Functionen. 

1)  d-f. 

/'  ainyrfy  = — cosy 

J'  6in  y'rfy  = — J sin  y cos  7+)'/ 

j'  sin  y*dy=( — Jsiny* — j)coay. 

j' sin y *dy  -( — | sin  y * — J ainy)cosy-fJy 

f'  «iny*dy  = (— J einy* — ,‘jainy ,*5)0037 . 

2)  j'cOS  y."1  dtf . 

j'  co«  7 dy  — «in  y 
^ C08  7 ’ dy  sin  y C03y-j-ly 
j'  cosy  * dy  — (|  cos  y ’-f-j)  sin  y 
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J eosy  4dy  =Q  cosy  *+{cosy)  siny-|-{y 

J cosy'dy  = (J  co»  y 1 4-,*,  cos  y * -f-,',)  Bin  y . 

3)  /siny^cos  y"dy. 

/.  * i 1 >|4*  I 

sin  y COiy  «//  = — — -j-|  cos  j 

y cos  y sin  ff>  d*f  = — -pj  sin  y ' 

^ sin  7 * cos  tf  d>f  — | sin  y * 

J‘  sin  y * cos y * dy  = $ sin  y.  * coe  y>  — J sin  y cos  y -+- J y 
J'  siny 1 cosy  4dy  = Jsiny  * cot  sin  y * coe  y.*dy 

J'  co»  7“*7  =(i  coe y 4 + coe  7 • -»-TJ s) sin  7 • 

y*  siny 4 cosydy  - ‘ ain  7 * 
y sin 7 * cos  7 ’dy  = (j  sin  7* — T’s  >'n  7 * — A) c0’  7 
y siny’cosy  4dy  = Qcosy  4+A)»iny  4 

y*  sin  7 * cos  7 ‘rfy  = } sin 7 4 cos  7 1 — i j'sia  y 1 cos  7 4dy 
y sinyi4  cosydy  — j sin  7 4 

/ siny4  cosy  *dy  = Q siny  * — A sin  7*  — A sin  7)  cos  7 +A  7 
y sin  7 4 cos  7 * dy  = (f  cos  7 ’-fVj)  sin  7 * 
y siny4cosydy  = )einy4 
y siny  * cosy ’dy  •=  j siny 4 cos 7 -f  t)J'ain<fld'i 
f sin  y 4 cos  y *dy  = Q cos  y.  ’ +A)  »in  y. 4 . 

dif 


4)  y ^ 

sin  « 


siny 


:igtgo 
sin  y>  * 


./  «in  y> 

f — cot  y 

./  siny* 

f- 

J *n 

—cot®  — 1 cot®* 

siny4 

A Ä=(-4^-8lfe)CO,’+l'gtgi 


cos  7 7 

2siny4+*  gtg2 
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»>  f—. 

COS  '/• 

M) 

f «'«+ »«*' 

/^r  = (s^b1 + k=f)  +l  l*'s(i + !)• 


^ 8intf  , . 

I — d>f  = —lg  cos  y 

,/  cosqp 

/-^r*'=-in7+1«,g(i+ü 


6)  rauC* 

•/  cosy- 


y 

sin  7 • 
cos  y 


sin  </•* 

<<■/  = lg  cos  71 


/ 

/sin«*  , sin«*  sin«*  . 

i—  ify  = / lg  cos«/. 

cos  y 4 2 


/ 

j 

f 

s 

/ 


<f«/=lgsin«/ 


COS  ff 

sin  <p 


dff. 


COS  ff' 

sin  tp 

cos  a*  . . 1 7 

— — <t7.co.,/+lgtg^ 

cos«-*  , cosa*  , . . 

; ~ ■ <fy  = — — -+lgsiny< 
sin  y 2 

cos  <1*  . cos  7 3 , . . 7> 

-ü4"‘,7  = "T-  + co’V+lgl82 

2211^=2^  + Ä+ig-». 

sm  7 4 2 r 


r Ü12L^=_2_: 

*/  COS^5  r cos^. 

/ 


/n 

cos«* 


sin«*  , 
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9)  f'Zl'ld,,. 

./  6ID  ff  7 

r -1— 

J sin  ff1  sin  7 

/COS  fi  7 

ycos  v * , 

15S^r*/  = -.m  7 -co.ee  v 

/cos  7 4 1 

— : r “ (1  C06  7 * — * cos  7 ) — 1 7 

sin 7 * * VI  ' * »in 7 *' 

/cos 7»  , 1 

«T7T  * =<*  C08 '' ‘+*cos  1'~  1)  TTnT' 

”»  / 

/ ..  1 

./  cos  7*  2 cos  7 * 

/siny1  sin  y /n  y\ 

cos  7*  7 - 2 cos  7’  i gtg(i  + 2/ 

/ = -J + ]g  cos  7 

./  cosy1  ' 2 cos  7 * 6 ’ 

/ ~^'/=(-»i^J  + l»in'/)C0i17..-*1gt«ß  + '0 
./  = t-i sin  +1)  ^ + 2 ,gcos,/’ 

11) 

./  sin  7*  ' 

Z'  cog */  1 

./  sin  7 3 ' 2 sin  7* 

/cosy’  . _ co*T 

sin  7*  ''  2 sin  7’  g2 

f ^^=('0*»,-iC0,»)li^T-i,Ktgi 

/ = « C08  »*  - " 21g,in''- 
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12) 

./  C08*54 


/ 

/ 

/ 

/ 


C08 

8111 

t 

COS 

'f* 

“Tin 

9* 

COS 

9* 

“Tin 

?* 

cos 

9* 

i 

sin 

?* 

cos 

0* 

dcp  r^sin'-p*  - J) 


COS  9 * 


rf<p=£tg<p*— *«¥  + ? 
db  = ( — sin  cp*  -f4sin^*  — J) 


cos  ( 


cos  9 


sin 

9* 

cos 

9» 

sin 

9* 

cos 

9». 

sin 

9* 

cos 

9* 

sin 

cos 

sin 

9* 

1 

3 sin  9 - 


/ 

/ 
f 

/cos 9*  , , 

■^■f7T  rf?  = - s c°t  'f  * + cot  9 + 9 

/ 


13)  f ^ 
J sin  9* 


sm9J 


• ti 

u)  r^ä-f. 

./  cos  9 * T 

»7  cos  9*  ‘ 4 cos  9* 

?‘  + * »in  ?)  - * lg  tg  (2  + |) 

f Üül^=1,gT. 

»/  cos  9*  r * r 

/'sin^9^  _ »sin  9)  — — 4- 1 lg  tg 

./  cos  9*  tv».  * r'cos  ff  b b \4  ^ 2/ 

C sin®4  . , 

./  *-itg9»-lgc°8  91 


: - ’ 1 V 


•-'WC 

in-  J 


15)  ' f 2212-  d?. 

•f  ' J sin 9»  bl 

./  sin  9*  4sm  9*  . , 

^ c0*  ^ ^ ,g  **T 
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/ 

/ 


^13Ldo  = - icot?* 

Bincp*  r T r 

(-*cot<p'+icoscp)  -^+1  tg  lgf- 

c0,?‘-,fa  = - 
sin© 


r SSISL  de,  - - i cot  cp*  +1  cot  cp1 +lgsin  cp. 
,/  sin©* 


IG)  f 


dt p 


sintp  costp 


sin  cp  costp 
jjp 


■ = lg  tg  <p 


Bin  9 costp* 

costp 

dt p 

1 

sintp  costp* 

~ 2 COB  cp  ' 

rftp 

1 

sin  cp  costp4 

— 3 COB  cp* 

dtp 

1 

sintp  costp* 

” 4 COB  cp* 

1 Jtp 

1 

sintp*  costp 

— sin  cp 

- + lg  tg  cp 
- — ; H — + lg  tg 

\B  fS>  «*Q§  Q / 

— i + lgtgcp 

roa 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

f =-2”'2* 

/”  ^ = ; - ; — |COt2cp 

./  sintp*  costp4  3 sin  tp  costp 

r ü 

J »in»1 


*£ 


ncp*  coscp 

r ** 

J sintp*  cos  cp1 
tp*  cos  cp* 


-,+lgtgc? 

+3 

sin  cp’  cos«.  ./  aln'p’ 


2 sin  cp 

1 


r «/cp  _ . , 

./  sin^*  cos  cp*  sin  2 cp1 

r ■*?  . i ~-t-iß,K  ^ 

J sin  'p 4 cos  cp  3 sin  9*  sintp  \4  2/ 

r = 5 ; j JCOt2cp 

J sincp*  cob cp*  3 cob cp  sincp* 

f 1 1 plgtgcp 

J sin^*  coscp  4 sin  cp*  2 sin  cp’ 

C dcp / 1 6 + y ^ —— + V lg  tg  "s" 

J Bincp*  COB  cp*  ~ \ 4 sin  cp*  8 sin  cp*  * /coscp  .2 

Diesen  Entwicklungen  liegen  die  Kcductionsfonncln  des  Abschnittes  27)  iu 
Grunde. 
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17)  J cpWsi  n cprfcp. 

ß?"  »in  cprfcp  = -cpW  cos'-p-fiTf"“1  aincp-f  «(»  — l)cp”~2  coscp 

— «(n  — l)(n— 2)cpn~  " «in»  — m(n— l)(n  — 2)(n— 3)cpw  — * cos  cp-f  ... 

— cp  co«  -f- sin  cp 

— cp*coscp  + 2cp  sin  cp  + 2 cos  cp 

— cp*  cos  cp-f3cp*  «in  cp 4- 6cp  cos  cp— 6 sin  cp 

— cp4co8cp+4pp'siit<p-t-12<p7  coscp  — 24cp  «in  cp— 24 cos  cp 
— <p  * cos  cp  + 5cp 4 sin  cp  + 20cp  * co«  cp — 60cp 4 si  n cp  - 120»  co«cp+120sincp 


sin  cprfcp  = 
ßf*  sin  cprfcp  = 
J cp*  «in  cprfcp  = 
cprfcp  = 
J cp  4 sin  cprfcp  = 


18)  ycp"  co«  cprfcp. 

cos cprfcp  = <pn «in cp-fncpM  * coscp — w(n  — l)cpn-~“«in cp 

— »(»  — 1)  (» — 2) cp”  3coscp+  • « 

cos  cprfcp  = cp  sin  cp -f- cos  cp 
ßy*  cos  cprfcp  = ^p*  «in cp -f2f  cos  cp — 2sincp 
y cp*  co«  cprfcp  = cp*  8incp4-3<p*  cos  cp  — Gcpsin  cp  — 6 cos  cp 
ß * co«  cprfcp  = cp4  «in  cp + 4cp*  cos  cp  — 12cp  * «in  cp  — 24cp  cos  cp + 24  sin  cp 
ßy » cos  cprfcp  = cp»  sin  cp+5tp4  cos  cp  — 20cp*  sin  cp  — 60?*  cos  cp  + 120©  cos  cp  -f 120  sin  cp 

19)  /xcprfx 

X ist  eine  beliebige  algebraische  Function,  cp  irgend  ein  Arcus  von  x. 
Jx  arenn  xdx  = arc  sinzf  Kdz 

JX  arc  cos  xdx  — arccos  ‘fx*+I%=£ 
ßx  arc  tg  xdx  = arc  tg  x ßxdx  —J 
ßx  arc  cot  xdx  - arc  cot  xßxdx  +ß 

Einzelne  Falle: 

/arc  sin  xdx  — x arc  «in  x — /— — — — 

J V(i-*4) 

r m . , xm+l  i rxm+1dx 

/ a:  arc  «in  xdx  - — — — - arc  sin  x / ^-rr 

**  m + 1 m+lJ  V(l— x-) 


/arcsinx  , , . . 

;j*r=l(are.mx)' 


17 
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/xarcsinx  , . ....  ' 

— rf*  = — grc8inx-V(l  -**)  + * 

V(l-x’) 

20)  J X lg  Z"  dz. 

X and  Z sind  algebraische  Functionen  ron  x. 
f X lgZrfx  = lg  7.J'  X*-/— z— 

/f»  I / 1 \ 

f (a+bz)M  Igxdx  = (a(t  + i)i  Iß*-  (-„+!) 6 ß~—3 

Jx  lgx"«/x  = X,  Igx"  - »X,  Igx"-'  + « («-1)X,  Igx”“2 

+"  (»- 1)  («— 2)  xt  lg  x" 

wo  X^fxdz,  X,  -J' x,  -f  • • • • 
y x»  lg  rfx=^  ( >gx* ig  x+ 


• dx 


m-)-l 

m+t 


/ X™  lgx*dx  - Clgx’ ®-  lg,*  + JJL  ,g  * _ *±L) 

Jx  lgxdx_m  + 1^lgx  m+1  ‘g*  + (m+1).‘e*  (»+!)«; 


fX-d*  = *L *>• 

•/  Igx"  (n-l)lgx"  ' (»-!)(»- 


2)  Igx" 


X x 


X«x 


(« — 1)  (» — 2)  (n—  3)  Igx 


»—3 


(n-1)  (H— 2) . • . («— »— 1)  lg  x"~ 9_ 1 

1 rX(f+,)</x 

+ (,,_!)  (n— 2)  ••  • (n — * — l)J 


d(Xx)  v,_d(X'x)  _ d(X'fx) 

A “ “TT“’  A “ A “ ' » 


/x^dx  x 

l**"~  (*- 


dx 
,ro  + I 


dx 


(*n-hl)x 


»4*1 


l)lgx“_l  («  — 1)  («  — 2)  lg  x"  ' 


(m  + l)’xm+1 


(«+!)' 


n — 2 m -f- 1 


(«— 1)  (n— 2)  (n— 3)  lg  x 


n — i 


(«— l)(n— 2)-"2- 1 Igx 


(m  + 1)1 


(n-l)(n-2) 


tt 1 /*  IN  , 

) g x dx 

J IgT 


x rfx 
Igx 
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f'xUx  *"*+'  (W-fl)x’"+l  (m+ir  fxmdx 

J lgx>  21gx*  2-1  lgx  2-1  J lgx 

/x’*  d*  /'  m+l  . 

1 wenn»=r  + “*■ 


21)  JaXdx. 


/■' 


Xd  - — - ’L^.  o. g:fx1'  _ "xX"’ 

lgfl  lg  fl*  Igfl*  lgfl*  ‘ ’ 

w„  X’=d*  x»--d*  V"J*L 

dx  dx  dx 


J'aTXdx-axXl-axX,\ga+axXl\ga'  — .... 

wo  Xt=fXdx,  X,  = /" X,dx,  X,  = fX,dx 

/■ 

/■ 


/ 


ax dx 

__  a 

""  lg  a 

X 

- X 

xaX  dx 

— xa 

fl 

~ lg  a 

lg  fl* 

x^aX  dx 

x t 

fl  x 1 

~ ]ga 

2*0*  2o* 

Igo*  + lg  a* 

xlaXdx 

_ *»a* 

3xTo*  _ 3 -2*0' 

~ Igo 

lga*  ^ Iga1 

lgfl‘ 


/aX«/x  aX  C aX dx 

— =--+igfly_ 

/ax  dx  _ ax  ax  lg  a lga*  C aT dx 
~~x*~~~2xi  + ~ 

22)  «ftr«in  xnrfx.  ^ crXC08  xndx. 

/. t(X  n,  e^sin  xw”’ *(«  sinx  — w cos x)  *(*— 1)  f 

t smx  dx- — — h — - . I i 

«*+«*  «*  + »*•/ 


r . n j 

sinx  ax 

/ux  n.  e‘‘*cos*B—  '(«cos*  + n sinx)  n(n-l)  /*  ax  « — 2 . 

e cosx  dx- 7S— + £+?J'  «■  *rf* 


«*  + n* 

(aCOß  j 
«•+«1 


+ :^r^/  / e ‘sin"  xrfx 

+ r 


/«x  . . eaX(a  sin  x — cos  x) 

' >mxdx  =-  -,-+i — - 


r ax  ■ enz«in *(a sin x — 2eosx)  1-2  «x 

./  «“•>"*»<!*= s-jpqpj + c 


»(«*+4) 

nx. 


r ax  . ..  gft*8inx*  («sinx  ~3  cos  x)  , 2»3eff  («sinx— cos  x) 

Jr  »in x dx-  fTX9  + (n’+l)(«'+9) 

17* 
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ynz  . e («cosx+iinx) 
n'  + l 

/«x  ,,  e,,x  cosx(«cosx+2»inx)  1 '2  ,a 

t COS  x*ox  “ ; , + ~r  i ■ • 

«*+4  «(«’ +4) 

yox  ,,  ftX  cosx1  (kcosx  + 3sinx)  , 2 ■ cos x+  sinx) 

' C0,iP  ^ o’T9 + — („.+!) (;;.T9)- 


v23)  W«  + ft  1-08  ?)</? 

J (a~j~6  cos'*)9* 

"(<»-4-/Jcos<p)</^p  _ (aß — &a)sin<p 

(a  + 6cos<p)w  («  — l)(at  — &*)  (o  + & co*^)H  * 


1 /•[(» — 1)(«« — W + (" — 2)(a£ — 6 «)  cos  cp]  «ftp 

+ („-l)(a‘-b’)J  ‘ (fl  + ico,?)«-' 


/«ftp  1 A-f-aooscp 

«+6coscp  r(fl* — 6*)  a+6cos<p 

wenn  6 kleiner  als  «i, 

/«ft?  _ 1 6-f  acos  y -f  V(6»  — a»)shit? 

a+b  cos  cp  y(6*— «•)  «i-f  6 cos  cp 

wenn  6 grosser  als  «*  ist. 

= ~tgi 

J «x+acoscp  a 2 

/d? »int?  1 . , , , , 

— rr — — = — rlg(o+4cos®) 
a+6  cos  ? b 

P dtfcoxp  _ ? a r rfo 

./  «+6  cos?  - * bJ  a + bcosy 

/Jt  _ 1 (—*»»>?  ■ „ f rf9  ) 

(rt-rAcoscp)1  «2 — 6*  Va-Mcoscp  J «i-f-fceoscp/ 


cos  cp  «/cp  _ 1 / a sin  cp  ^P «ftp  \ 

./  (a+0  cos  cp)1  — a7 — b*\a-j-6co8tp  J a-biücoscp/ 


29)  Integration  durch  Bei  hlen.  stcn  nicht  in  dieser  Weise  darstellbar. 
Die  Darstellung  eines  Integrals  in  der  ^en  vorkommenden  Inte- 

Gestalt  schon  bekannter  algebraischer  oder  Kra^en : 

transcendenter  Functionen  gelingt  natür-  P dx  P aTdx  P __ tta.i 
lieh  nicht  in  allen  Fällen,  und  was  na-  J J e ~x*  J 6 "x 

mentlich  die  Quadraturen  algebraischer  . , _ M 

Functionen  anbetrifft,  so  lassen  sich  die-  18t  “,e8ea  <'er  * **1. 

selben  im  Allgemeinen  nur  dann  in  der  Man  kann  aber  in  jedem  Falle  die 
angegebenen  Form  darstellen,  wenn  darin  Function  unter  dem  Integralzeichen  in 
nur  eine  Wurzel  vorhanden  ist,  die  den  eine  unendliche  Reihe  entwickeln,  und 
zweiten  Grad  nicht  überschreitet,  und  eine  die  letztere  integriren,  wodurch  man  das 
ganze  Function  der  Unbekannten  von  Integral  ebenfalls  in  Form  einer  unend* 
einem  ebenfalls  nicht  hOhcrm  Grade  als  liehen  Reihe  erhält,  die  auch  im  Allge- 
dem  zweiten  enthält.  Von  transcenden-  meinen  dann  convergiren  wird,  wenn  die 
ten  Functionen  sind  ebenfalls  die  mci-  erste  Reihe  convergirt. 
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Ist  nämlich : 

f(x)  = '/'i(’r) + '/*(*) +'/*(*)  4-  • • • + 'fn  (x)  -f  y>H  (x) 

eine  solche  convergircnde  Entwicklung  von  f(x)  und  ^M(x)  der  Rest,  der  sich 
also  mit  wachsendem  » der  Null  nähert,  bo  wird  auch  sein: 

/ß  fß  fß  fß 

f(x)dx  - J <f  x{x)  dx+ ! y,(x)rfx-f-/  <f%(x)dx+ 
tt  uu  J a J a 

• * • + r\n(x)dx~\-  f%n(x)dx 

**  fl  rt 

fß 

und  der  Rest#  if>H{x)dx  wird  mit  wach- 
'*  n 


sendem  n verschwinden,  wenn  das  Ar- 
gument */>n(x)  innerhalb  der  Grenzen  der 
Integration,  also  zwischen  « und  ß ver- 
schwindet, „somit  wird  die  Entwicklung 

ft*  f f(x)dx  also  convergircn,  wenn  die 
Entwicklung  von  f(x)  für  alle  Werthc 
von  x zwischen  « und  ß convergirt.“ 
Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  « und  ß 
reell  sind,  und  der  Weg  der  Integration 
auch  nur  durch  reelle  Werthe  von  x 
geht.  „Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
muss  die  Entwicklung  von  f(x)  fdr  alle 
Werthe  von  x convergiren , denen  man 

'ß' 


auf  dem  Integrationswege  begegnet,“  da- 
mit die  Reihenentwicklung  für  das  In- 
tegral einen  Sinn  gebe. 

In  einem  gewissen  Falle  kann  aber 
die  Reihenentwicklung  für  das  Integral 
noch  dann  stattfinden,  wenn  die  für  das 
Argument  schon  aufgehört  hat  zu  con- 
vergiren. 

Ist  nämlich 

/X*)=yi(*)+?j(*)+  • • • +?„(*)+  • • • 

convergent  für  alle  Werthe  von  x-u 
bis  x—ß,  jedoch  die  Grenze  ß nicht  ein- 
geschlossen, so  dass  die  Entwicklung  fdr 
f(ß)  also  nicht  mehr  stattfindet;  ist  aber 
die  Entwicklung: 


/P  fß*  fß*  fß' 

f(x)dx=  I </  , (x)  dx+  I j(x)  dx+  I </  ,(x)rfx- f- 
« J te  **  « J a 

pß’ 

• • • -f-  I <f>n(x)dx+  • • • 

ff 


noch  convergent  für  ß*  = ß,  so  bleibt 
diese  Reihenentwicklung  für  diesen  Fall 
noch  richtig,  vorausgesetzt,  dass 

fß 

I f(x)dx  und  die  Reihenentwicklung 

J a 

rechts  nicht  discontinuirlich  werden. 

Denn  beide  Ausdrücke  rechts  und  links 
sind  continuirlich,  und  stimmen  für  alle 
Werthe  von  ßf  zwischen  « und  ß mit- 
einander überein,  können  also  für  ßf~-ß 
um  keine  endliche  Grösse  von  einander 
abweichen.  Die  am  häufigsten  vorkom- 
mende Reihenentwicklung  ist  die  nach 
Potenzreihen. 

Sei 

f{x)  = lajp 

und  convergire  diese  Entwicklung  zwi- 
schen x — u und  x = /J,  so  ist: 

•*  « p-fl  ' 


Beispiele. 
Sei  gegeben 


/rfx 
lg* 


Die  untere  Grenze  dieses  Integrals  möge 
Null  sein.  Setzen  wir 


y=-ig*. 

so  wird 

. rfx 

rfy= 

X 

und 

dx- 

1 

H 

* 

II 

1 

<* 

1 

für 

II 

O 

wird 

y=  +®* 

also: 

rx  dz  __  py  e-ydy 
./  olg*  J y 

Diese  beiden  in  bereits  bekannten  For- 
men nicht  darstellbare  Integrale  lassen 
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sich  also  durch  einander  ausdrfleken.  Das  ßiry  = ao  auch  lgy  ine  Unendliche  wichst; 
erster«  wird  auch  „Intcgrallogarithmus“  jedoch  l&sst  sich  «eigen , dass  nichts 
genannt.  desto  weniger  s (y)  ftir  diesen  Werth 

Wie  die  Tafeln  des  vorigen  Abschnittes  endlich  bleibt. 

»eigen,  l&sst  sich  jedes  Integral  von  der  Nimmt  man  n&mlich  die  untere  Grenze 
f Xdx  des  Integrals  gleich  einer  zn  bestimmen- 

Form7  —3.  woX  eine  fationalc  Fnnc-  den  ^ a e0  Ut 


lgx" 

tion  von  x ist,  auf  einen  entwickelbaren 
Theil  und  einen  Integrallogarithmns  zu- 
rückfuhren. 

Die  Reihe; 

y!_a. ... 


f 

•'  a 


y e y dy  _ 


f(y)  -?(«)• 


Wir  setzen  ferner 


2-3 


f(. »)=;(•  *-•  '). 


• 2-3— ' »—  ’ ‘ *’ 

conrergirt  immer,  also  auch: 

lÜ-i_1+JL__ll_+  . . . 

y “y  * + l-2  l-2-3  + 

1-2-3--I—  ‘ ' ■’ 

wenn  y nicht  gleich  Null  ist,  und  man 
hat: 


woraus  sich  ergibt 

?'(y)= 

f'<9)= 


«~y 

y 

e~y 


und  es  ist  f( y)  das  Integral  von  f( y)dy 
in  denselben  Grenzen  a und  y wie  das 
oben  betrachtete  genommen. 

Sei  nun  y grösser  als  a,  so  wird  der 
Ausdruck  f'( y)  immer  grösser  als  tj'(y) 
sein,  und  beide  Ausdrücke  sind  immer 
y»  y*  positiv,  cs  wird  also  sowohl  ip(y )—?(«) 

= af~y+Y_(T5  T70I344  als  auch  f(y)  immer  zunchmen,  wenn 

y wächst,  der  erstcre  Ausdruck  aber 
...»  y‘  , „ wird  langsamer  wachsen  als  der  zweite. 

‘ (_1)  1~2  ~~  ±-"+Con,t-  Wird  nun 

y = oo, 

so  hat  man 

1 


Es  ist  noch  die  Constantc  zu  bestim- 
men aus  der  Bedingung,  dass  für  y = oo 
das  Integral  Null  werden  soll. 

Sei 

<p(y)=-18y— ^ y+j.2.2  ~ 1-2-3-3  + 
so  ist 


/ 


y 


yrfy 


=?(y)+'C 


und 

also: 


/ 


f(»)+c=0, 
y e-y<fy 


<p(sr)-<?(<»  )• 


Die  Entwicklung  des  Werthee  von  <5(00  ) 
ist  deshalb  nicht  ohne  Schwierigkeit,  weil  vergift. 


r (.*)=— a 

aea 

und  es  wird  sein: 

ae" 

Setzt  man  also  fiir  a eine  hinreichend 
grosse  Zahl,  so  wird  dieser  Werth  sich 
nnr  um  eine  Grösse , die  kleiner  als 

— ist,  von  tp(ao  ) unterscheiden  können, 
oe° 

also  zur  Berechnung  von  tp(oo)  dienen 
können , da  — nach  Nnll  hin  con- 


Es  ist  z.  B.  für  a = 10 


— < 0,0001 , 

aea 


also 


<f(a)=iga  n+ 1.2.2  1-2-3-3* 

*(«>)  = 0,5772  • • •, 


= 0,57721, 
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da  eine  Abweichung  erst  in  der  fünften  Bruchstelle  stattfinden  kann.  Mithin 

fy  <T*dy  _ _ _£ _j£ j. üL 

I 00  y gy  y + l-2-2  !• 2-3-3 


-0,5772—  • 


1-2-3-4-4 

jedoch  nur  nnter  der  Bedingung,  dass  y positiv  sei. 

Da 

y-— ]gx 

war,  so  setzt  das  voran»,  dass  lg«  negativ,  also  x kleiner  als  1 ist,  nnd  man  hat: 


/ 


. , (lg»)*  , (lg*)*  . 

, lgx“  ^ lBl)+lg  + 1-2-2 + l-2-3-3  + 


■+C, 


wenn  x kleiner  als  Eins  ist. 

Ist  x grosser  als  Eins,  so  setzt  man 

»=  + lgr, 

und  erb&lt: 


rrn—+« 


and  wenn  man  die  Reihe 


lg»+*  + 


1-2-2  1-2-3-3 

C=  — vi-(lgo) 


v<») 


— V>(lgo). 


setzt,  so  ist 
und 

rx  dx  . „ , . , . Cg*)*  , Oe*)’  . O«1)*  , 

./  „ IgW  =lg(lgl)+  t?‘C+  HF2  + TT2-3T3  + l-2.3^4  + 

Wir  haben  hier  die  untere  Grenze  vor  der  Hand  willkürlich  angenommen. 

Nimmt  man  dieselbe  gleich  1 oder  den,  wo  y — — lg*  gesetzt  wurde, 
kleiner  als  1,  so  wird  das  Argument 

unendlich,  wenn  man  sich  die  Quadratur  I — — = ^r(lgx)  — */'lg(l+*)* 

auf  dem  gradlinigten  Wege  ausgeflihrt  **  1+* 

denkt.  Nähern  sich  aber  cf  und  < der  Null,  so 

Es  ist  nümlich  lg  1=0*  Es  linden  also  verschwinden  in  den  Reihen  für 
die  Betrachtungen  des  Abschnitts  10)  <p[ — — <01 

Anwendung.  Sei  A kleiner  als  1,  so  ist:  und 

*pg(l+*)] 

/l— J »,  alle  Glieder  bis  auf  die  ersten,  und  es 

— - = «p[ — lg  (1— cf)]— ?(— lg  1).  wird : 
i ’«(*)  i/-[ig(i+*)]=igig  (i+t), 

Es  ist  n&mlich,  wenn  if  positiv  ist,  die  'fl  lg(l  — <^)]— lg[  lg(l  ^)J* 
zuerst  gegebene  Entwicklung  anzuwen-  so  dass  man  hat: 

rx  ix  pl—i  jx  p*  dx  / lg  (1 — cf)\ 

/IiP=y,i  ig*  +J  i+,  ig*  ~ 'A  8 * ¥(  8)+gl  »«a+0/* 

Da  aber  die  untere  Grenze  a grösser  als  Eins 

, a.  y nehmen,  wenn  die  obere  grösser  als 

_ \gq-i)  _ i Eins  ist! 

lg  (1+*)  * Macht  man  jedoch  um  den  Punkt  * = 1 

mit  abnehmenden  cf  und  $ wird,  so  ist  herum  eine  Ansbiegung,  lasst  also  die 
das  Integral  völlig  unbestimmt,  und  man  Variable  imaginär  werden,  so  nimmt  das 
muss  daher,  falls  man  die  Integration  Integral  jo  nach  der  Wahl  des  Weges 
auf  einer  graden  Linie  fortführen  will,  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung  an. 
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Wenn  man  z.  B.  einen  unendlich  klei- 
nen Halbkreis  mit  Radius  r unter  der 
Abscissenaxe  (d.  h.  auf  der  Seite,  wo 
die  Ordinalen  negativ  sind)  wählt,  so  hat 
man  für  diesen  Weg: 

r±=  _ r 

./  lgx  J , Ig(1_re'/i) 


x = l-re»i 

gesetzt  worden  ist*).  Aber  Tür  unend- 
lich kleines  r ist: 


also 


lg(l— re'^*)  = — re'f1. 


r"  ~dre',t  = r 

J • lg(l-re»’)  ■' 


,71  . t/t 

* rutf 


dtp  . 
— =»7. 


— 7tf  und  man  hat  den  Werth  de«  In- 
tegrals — •*.  Es  ist  aber: 

•1— r 


dbc 

x 


rx  df_  _ i~T  r <*• 

.1  x ig*  “./  i ig*  +J  ig 

/*  dx 
14-rlg*’ 


wo  das  mittlere  Integral  das  über  den 
Halbkreis  erstreckte  ist.  In  der  Formel 

_ Ig(l-J)  _ i 
lg  (1+0  “ . 

ist  also  < f = « = r zu  setzen , und  cs  er- 
gibt sich 


Soll  der  Halbkreis  über  der  Abscis- 
sen-Axe  (d.  h.  da,  wo  die  OrdinAten 
positiv  sind)  liegen , so  werden  die  In- 
tegration sgrenzen  dieses  Weges  0 nnd 


/ 


dx 


=V'0g*)-y  (-igi)±», 

je  nachdem  man  den  über  oder  unter 
der  Abscissenaxe  liegenden  Halbkreis 
nimmt. 


Eig.  28. 


Im  ersten  Falle  ist  (Fig.  28.)  das  In- 
tegral über  den  Weg  BDFEC,  im  zwei- 
ten über  BDGEC  erstreckt,  wo  Punkt 
A den  Absdsscnwerth  1 hat,  und 
AD=AE—r  ist. 

Man  kann  aber  auch  den  Weg  von 
B bis  D nehmen,  dann  den  ganzen  Kreis 
DGEF  beliebig  viele  Male  in  einer  oder 
der  andern  Sichtung  entlang,  und  dann 
von  D auf  dem  ersten  oder  dem  zweiten 
Wege  weiter  nach  C gehen.  Es  wird 
dann  unser  Ausdruck  bei  der  Umkrei- 
sung noch  nm  das  Uber  DGEFD  er- 


Dies  Integral  aber  ist  gleich: 

/•2nrfr,»i  o. 

/ r = l/  du  = 2/JI, 

./  . r </•  J . 


r» 

oder  gleich: 


/ 


-2» 


dq  = — 2nt, 


streckte  Integral  von 


r± 

j ig* 


vermehrt. 


*)  Setzt  man  nämlich  x — p + qi,  und 
denkt  sich  unter  p nnd  q Coordinnten, 
so  ist 

P = l— rcotq,  } = — rsiny, 
also  x=l —re1'. 


je  nachdem  man  die  Sichtung  DGEFD 
oder  DFEGD  wählt. 

Denkt  man  sich  also  dieses  Umkrei- 
sen eine  beliebige  Anzahl  von  Malen 
fortgesetzt,  so  kommt 

* dx 

x lgx + V'Oe  *) — 7 (— !g  i) +(2«  -f  i)  w, 

wo  s eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive ganze  'Zahl  ist. 


/ 
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Dm  Integral  hat  also  unendlich  viel  Mehrdeutigkeit  findet  bei  diesem  Inte- 
Werthe,  die  sich  um  ungrade  Vielfache  gral  nicht  >tatt  da  ,-**  iteti  C0Bti. 
von  » von  cmander  untersche.den.  *uir)ich  Ut|  ,0  Unge  x nicbt  „.endlich 

Da  übrigens  nur  für  x = 1 die  Dis-  wird, 
continuitit  von  i stattfindet,  so  kann  ^ Nicht  jmmer  aber  brancht  man 

nach  dem  Abschnitt  13,  I.  Gesagten  kein  die  ganze  unter  dem  Integralzeichen  be- 
andrer  Integrationsweg  neue  Werthe  für  ßndliche  Function  in  eine  Keihe  zu  ent- 
unser  Integral  ergeben.  wickeln.  Ist  c.  B. 

Denn  da  sich  z.  B.  zwischen  BMC 
und  BDGEC  kein  Discontinuitfttspnnkt  J y ' 

befindet,  so  geben  beide  Wege  gleiche  gegeben,  und 
Werthe  für  unser  Integral.  _ „ „ „ 

= . 

II.  Bestimmen  wir  noch  das  Integral  ' 

x eine  convergircnde  Entwicklung,  so  ist; 


) dx 


f 


dx,  welches  in  der  Methode 


fftx),,(x)dx  = Za  fj?  tf(x)ix, 
der  kleinsten  Quadrate  (siehe  den  ent-  , . , , , , . , 

sprechenden  Artikel)  eine  wichtige  Bolle  nnd  " »■* mOgbch,  dass  s.ch  das 
spielt,  wie  überhaupt  in  der  Wahr-  Integral  lj>ii(x)dx  bestimmen  lässt. 

aoh  ainli  ahVaitava/ihn  nnr» 

Diese  Methode  findet  z.  B.  Anwen- 


scheinlichkeitsrechnung. 

Man  hat: 

_ ,i  . x*  , x*  x* 

* -1“T  + r2_r^8  + 


/: 


,-x» 


. X*  1 V* 

+F2  ö" 


1 


düng,  wenn  y(x)  eine  Exponentialgrössc 
oder  eine  trigonometrische  Function,  oder 
eine  Quadratwurzel  einer  ganzen  alge- 
braischen  Function  zweiter  Ordnung  Yor- 
stellt. 

Ein  Beispiel  bietet  das  Integral  des 
elliptischen  Bogens: 


1*2*3  7 


~n  + 


/>/£?• 


eine  Beihe,  welche  immer  convergirt, 
und  also  zur  Berechnung  dieses  Integrals  bei  welchem  wir  annehmen,  dus  e klei- 
gebraucht werden  kann,  was  auch  x sei.  ner  als  1 ist  Man  hat 

r*  . ■,/!— «*g*  rz  dx  rz  x‘‘dx 

J • I 1—**  J .Kl—*’)  ,=  i 1.3.3... s-2*  •'  • V(1 — *’) 

fl  £>  t 

= arcsinx4-^-(xKl — x’)  — arcsinx)  -l-ggKx’+I^JVCl — *’) — |*rc  sinx] 

+ ((**  + 1**+|t^*)K1— *•)— •'»*]  + 

Diese  Beihe  convergirt  sehr  stark,  wenn  e ein  sehr  kleiner  Brueh  ist.  Ist  letz- 
teres nicht  der  Fall,  so  kann  man  setzen : 


V(l- 

nnd  cs  wird : 


*’*’)=  V[l  •’+*’  (1-**)]  = «y(l-*’)|/ ltyj^ 


,/1-e»«»  1 — e*  1-z’  , (!-«*)» 

V 1— x*  V1+e*a  — *’)  +7«*(1— x’)  *e‘(l-x’)’ 


“**••(1— **)* 
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' [,+!=£  ,g  He  _ S- f!ll  ) 

./  ^ l-*1  1 4c’  Kl-x  16«*  U-*’  Kl-*/ 

64«*  Hl—**)*  + + . r/  + ' * 

eine  Reihe,  welche  gut  convergirt,  wenn  e der  Eins  sehr  nahe  liegt. 

Auch  das  thcilweisc  Integriren  bietet  ein  Mittel  zur  Reihenentwicklung  dar. 
Man  hat: 

f = x^fcTJx 

oder  in  der  Lagraugeschen  Bezeichnung: 
f'f(x)<U=xf{x)~  j'rf'ix) di 

f */•'(*><<*= jxv'w-* f *rw ** 

f r Y"(x)  Ar  = ix  Y"(*)  - 1 r *("’(*)  d* 


/*"- 1 /<"“  0 <*)d*  = i *r, 

also: 

y*A*)dr=x/(x)-I^*Y'(*)+i^r(*)-j^g^r"w+  • • • 

°«  rj&rJ  *nfnud*+  ~«‘- 

Also  wenn  man  als  die  Grenzen  des  Integrals  x und  « annimtnt: 

/'  n*)dx=*f(x)  - ^rw+^rw 

—«/■(«)+ f72 /■'(«)  — ■ ‘ ‘ 1),,—  x-a-.n^"  ' “ 

1.2-9-«  ./  „ 

Diese  Reihe  convergirt  also  immer,  wenn  der  Ausdruck  f zn  f('*\x)dx  mit 

**  a 

wachsendem  n sich  der  Null  nähert. 

In  Abschnitt  6)  wurde  die  Formel  bewiesen: 

/ ^ v(*)  = /“[«+«  W— «)]  / ^ ?(*)<**» 

« •'  « 

wo  « ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  </(jt)  zwischen  den  Grenzen  « und  ß sein 
Zeichen  nicht  ändert. 


Wenden  wir  dies  auf  das  Integral  f*  xn  f^n\x)dx  an,  bei  welchem  wir 

ussetzen,  dass  « und  x gleiche  Vorzeichen  haben,  dann  wird  auch  xn  zwi- 
n a und  x seine  Zeichen  nicht  ändern,  nnd  man  hat: 

g%x  . . . . / n-f  * w + 1\ 

Sa " (*)rf*=f  * I"+* 
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also: 


fx  n*)  dx=x({r)  - ~ r (^+1^3  rx*) 

(-D— «,■/<— 0(x)  (-1)%"+'  , 

i n _ ■*  i.o.i - i i » 


1 1-2-3  — b + I 


[“+»(*  — “)] 


«*  (-1)"  '“V"  %) 

«A«)+1>2A  (")  j.2.3^  (")+■••  1.2-3--»— 1 


ein  Ausdruck,  von  dem  der  letzte  nach  Potenzen  von  n geordnete  Theil  ver- 
schwindet, wenn  man  die  untere  Integrationsgrade  gleich  Null  nimmt. 

Selbstverständlich  kann  auch  die  theilweise  Integration  in  andrer,  als  der  hier 
gegebenen  Weise  fortgesetzt  werden,  und  so  zu  Reihenentwicklungen  führen,  wo- 
von wir  hier  noch  ein  Beispiel  geben  wollen: 

j ' e X dx  = xe  x*  +2J  z7e  x*dx 

fX  x'e~X'dx 

J"*  *‘e— ' z,dx=lx>e~ 1 +J  J'  x‘e~*7dx 
rx  2*  — x\  _ l m+i  —x'  , 2 rx  m+i  —x'. 

J ,X  e dx=äi+Ix  e +S+1 .1  .x  • *■ 

Also  wenn  man  diese  Resultate  vereinigt: 

/»*  Ti  x i 2*  2* 

f dx  = « \1+ix,+-x>+  + . . . . 

+ t .*»+ tu r x2n+-'-xtäx], 

+ 3-5-7--(2b+1)  ^3-5-7  •••(2«+l)J  . 

y'x  2n+t  —x  . — ,x'x-n+  ' 

x e dx  = e * _ — — , 

o 2s-f3 

wo  « ein  achter  Bruch  ist.  Da  nun  der  Ausdruck : 

/iZ 


3-5-7...  2h+1 


r,r: 


1H+ 1—X' 


dx  : 


(2x’): 


a“**’ 


„ _ . . ’3-5-7  ...2»+l  2n+3 

selbst  bei  wachsendem  n Uber  nlle  Grenzen  abnimmt,  da  die  wachsenden  Factoren 
des  Nenner,  die  sich  gleichbleibenden  des  Zähler 

(2x>)  • (0**)  (2*’)  • • • 

znlctzt  um  jede  beliebige  Grösse  übertreffen  müssen,  so  convergirt  die  Entwick- 
lung, und  man  hat: 

f‘  «-*’rf*=*._XV+**,  + ii*‘  + 8Tr7,‘*  + ’ ’ ■)‘ 
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31)  M echanische  Quadratur. 

Die  oben  gegebene  Integrationsmethodc 
durch  Beihen  ist  an  die  Convergenzbe- 
dingungen  gebunden,  also  nicht  allge- 
mein anwendbar. 


Dagegen  ergibt  sich  zur  annähernden 
Berechnung  der  Integrale  unmittelbar  aus 
der  Grundform,  welche  wir  den  Integra- 
len gegeben  haben,  eine  allgemein  gül- 
tige Methode. 

Es  war  nämlich: 


y*  P f (*)  **  = K* , -*•)/*(*, )+ (*s “ * ,) /(*,)+<*•— *a)  ftx ,)  + 


wo  xt,  xt  • • • x _ } zwischen  jr#  und  eher  Punkt  nicht  befindet  (siehe  Ab- 
_ p schnitt  13).  Wir  werden  hier  annehmen, 

P liegende Zwischenwerthe  6ind,  welche  das6  x0  und  x reell,  und  also  der  In- 
durch  den  Integrationsweg  bestimmt  wer-  . ?•  . . . , 

den.  Hat  f(x)  keinen  mehrfachen  nnd  ‘<;«r“'Oü.wcg  die  Absen.cn.ie  se.  da 
keinen  DiscontinuitAtspunkt,  ao  kann  im-  die  Betruhtungen  fnr  andre  FUle  keine 
mer  die  von  x,  nnd  i begrenzte  grade  we,ter"  Schwierigkeiten  machen. 

Linie  genommen  werden,  wie  ja  stets  Nimmt  man  die  Unterschiede 

zwei  Wege  mit  einander  vertauscht  wer-  x2— xi*"x  —x  . hinreichend  klein, 

den  können,  die  zwischen  xa  und  x , , 

P so  wird  der  entsprechende  Ausdruck,  der 

liegen,  nnd  zwischen  denen  sich  ein  sol-  sich  unter  dem  Zeichen  lim.  befindet : 


A = C*  I -•*•)  /■(* l) + —* ,)  f(xt)  -f  (x%  - x%)  f(xt)  + 


+ (x—x 

p p- 


/*p 

f(x  )dx  geben,  da,  wenn  diese  Differenzen  un- 

endlich  klein  sind,  das  bestimmte  Integral  selbst  erscheint.  Vorausgesetzt  ist 
natürlich,  dass  jedes  Glied  unsrer  Summe:  (xg — xg )f(xg)  nach  Null  hin  con- 

vergirt,  wenn  Bich  xg  und  xg  _ J einander  nähern. 

Uebrigens  ist  auch: 

f l"/'W*=lim[(a:1—  x,)f(x,)+(x,—  x,)f(x,)+(x,-x,)f(z,)+  • • • 

da  die  Grössen  ( xg  —xg  _ f(*g)  und  ( xg  —xg  _ ()  f(xg  _ j)  nur  einen  verschwin- 

denden Unterschied  haben.  Es  ist  also  auch 
B = • • • +0 
ein  Annähernngswerth  unseres  Integrals. 

Man  kann  aber  auch  statt  eines  unserer  beiden  Werthc,  die  arithmetische 
Mitte  beider  nehmen,  also: 

+ in*f)+n*p  1)]=c=a+b 


und  dieser  Ansdnick  wird  jedenfalls  dem 
wahren  Werth  des  Integrals  näher  lie- 
gen, als  einer  der  beiden  zuerst  gege- 
benen. A und  B , nämlich  als  derjenige, 
welcher  am  weitesten  von  diesem  wahren 
Werthc  entfernt  ist. 

Nimmt  man  noch  an,  dass  auf  dem 
ganzen  Integrationswege  f(x)  sein  Zei- 
chen nicht  wechsele  und  stets  im  Zu- 


nehmen bleibe,  so  wird  offenbar  A zu 
gross,  B zu  klein  sein,  während  das 
Gegcnthcil  stattfindet , wenn  f (x)  stets 
abnimmt,  und  in  diesem  Falle  wird  also 
der  Ausdruck  C als  Mitte  zwischen  einem 
zu  grossen  und  einem  zn  kleinen  Werth, 
diesen  beiden  vorzuziehen  sein. 

Die  Ausdrücke  A,  B,  C sind  aber  auch 
einer  geometrischen  Deutung  fähig. 
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Fig.  29. 


Sei  die  Curvc  (Fig.  29.)  b9blbtb,b9 
derart  bestimmt,  dass  ihre  Gleichung  die 
Form 


habe. 


y=A*) 


Sei  a9  a,  ciu  Stück  der  Absbissenaxe 
und  mögen  den  Punkten 

«.  ai  “>  «i  «. 

die  Abscissenwerthe 


und  es  ist  klar,  dass  wenn  man  die  An- 
xahl  der  Theilpunkte  a.n,«,  ...  gleich 
p + 1 nnnimmt,  die  Summe  der  Recht- 
ecke : 

a°  Ao  ai  c,.+«i6,  <r,  c,  + «,  b,  a,  c, 
-t-o,  4,  a,  e,+  ...  gleich  B, 
die  Summe  der  Rechtecke: 

«,  «,«i  b,+a,e%a,ba+a,e1a,b, 

+ «,eta,A,+  ...gleicht, 
die  Summe  der  Trapeze: 
a9b9  a lbl+al  A,  a3At-f-a7AsasA, 
-fo,  A,  otA4  + ...  gleich  C 
ist.  Alle  drei  Ausdrücke  aber  nähern 
sich,  wenn  die  Punkte  a,  s,  a , a,  *,  ein- 
ander näher  rücken,  dem  von  der  Curve, 
der  Abscissenaxe  nnd  xwei  Ordinalen  be- 
grenxten  F.bencnstücke  a9  b9  b,  a9  nnd 
dies  ist  also  der  wahro  Werth  des  In- 
tegrals. 

Es  bleibt  indess  noch  übrig,  den  Grad 
derAnn&berung  der  Ausdrücke  A,  B,  C in 
bestimmen. 


entsprechen,  so  sind  die  Ordinalen 

®0  ^0*  ®l^|»  °|^|1 

entsprechend  gleich 

C(*.).  A*i)>  fix,),  ((*.).  /(*«). 


Wir  setzen  wieder  den  gradlinigen 
Integrationswcg  vorans,  es  werden  dann 
die  Grössen  x x0,x, — x, . ..x^ — x^ ( 

alle  dasselbe  Zeichen  haben.  Wir  neh- 
men dies  als  positiv  an. 

Nnn  ist: 


f P f(x)dx=  f ‘ f{x)dx+  r ' f(x)dx+  r ' f(x)dx  + ... 

J *o  J x9  • x,  J x, 

f*xp  l~P — * /»*|4-1 

+/  r f(x)dx=  i i nx)dx. 

J xp_ , S = 0 J X, 


Wir  setxen  hierin 


x=x  ,+u. 


Es  werden  dann  die  Grenzen  der  Integration 

tc=0  für  x — xf 

and 


also : 


ftri=*s  + l* 


rxp  s=P— i rx,+  i—  xs 

/ r f(x)dx=  2 / f(x  +u)du. 

Es  ergibt  sich  aber  durch  theilweiscs  Integriren: 

/xi+ 1 xs  /^ri+  i x*  ufr(x  +*)dv, 

Axi+,H,  = (I|+rxi)((Ii  + |)-/i  + 


df(x,  -t-  <*)  df{x  + u) 

f(x,+u)= — 51 — = 5S — 


gesetzt  wurde. 
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Durch  Summation  der  den  verschiedenen  Werthen  von  « entsprechenden  In- 
tegrale erhalt  man  einen  Ausdruck , dessen  entwickelter  Tbeil  mit  dem  Werthe 
von  A übereinstimmt,  und  es  ist  also: 


fXp  f(r)dx  = A-  2 r •+'  ’ iu. 

./  . = 0 J * 

Da  aber  die  Grösse  u zwischen  0 und  •r,+  ,— ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so 
hat  man  auch  (vergleiche  Abschnitt  6) 

jT’+  ' ~r’  + „)*,  = */'[>  +»(x,+ , -sr,)]  (*,+  , -x,)*, 

wo  « ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Man  hat  also: 

fXp  f[x)dx  = A-{~2  ,(^+|-'.)r[xf+»(Xf+, 

J »-« 

Der  unter  der  Summe  befindliche  Theil  aber  verschwindet,  wenn  die  Differenz 
x+(_Xj  abniromt,  und  (\x)  nicht  unendlich  wird.  A gibt  also  in  diesem 

Falle  einen  Näherung» werth. 

Setzen  wir  in  den  Ausdruck 

r,+w. 

x . 


so  wird: 


also: 


«=*f+l  — xt  för  * = *,. 


u = 0 für  x-x 


s+l* 


fZ,+l  f(x)ix  = - f i — ')**=  //+1  V(*,+1—) 

J x.  •’  x,+  l— *t 


du 


und 


f**l~x,n*+X‘ —>*=e.+. -*.>*•.>+ / Vc.+i— o*- 

0 

Es  wird  also  wieder,  wenn  man  die  den  verschiedenen  Werthen  von  xf  entspre- 
chenden Integrale  nddirt: 

f'Zpf(Lx)dx  = B+  2 f ,+  ' ‘uf(x  —u)du 
■I  X.  « = 0 -/  . 

oder  wenn  » ein  positiver  echter  Brach  ist: 


rXp f(X)dx=B+  * 2 ' n*,+t-Kx,+i-*,m*,+i-x,)*. 

• * x,  * - ® 

Aus  den  beiden  Formen  för  das  gesuchte  Integral  ergibt  sich  noch,  dass  fall« 
fix)  wahrend  der  Integration  sein  Zeichen  nicht  Ändert,  einer  der  Werthe  A 
und  B stets  zn  klein,  der  andere  aber  zu  gross  ist,  und  zwar  ist,  falls  f’(x)  po- 
sitiv ist,  also  der  Werth  von  f(x)  immer  wachst,  B zn  klein,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  A zu  klein. 
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Durch  Addition  der  beiden  Wertbe  unseres  Integrals  ergibt  sich  noch : 


oder : 


•-P- 
+ 2 

t = o 


-u)  -n*.  <-«)]  *» 


P \r\*M+x 

x9  * = 0 

-r(*,+*(*#+l  -«,))!. 

Es  scheint  in  allen  drei  Ausdrücken  statt,  wenn  f'fr)  unendlich  wird,  voraus - 
hier  die  Bedingung,  dass  J,  B und  C gesetzt,  dasB  f{x)  seine  Continuität  nicht 
Naherungswcrthe  ftir  unser  Integral  ge-  verliert.  Eb  sei  a.  B. 
ben,  davon  abzuhängen,  dass  f\x)  auf 

dem  Integrationswege  nicht  unendlich  f (XJ = 00 » 

wäre.  Jedoch  ist  dies  nicht  der  Fall. 

Die  Ann&herung  findet  auch  dann  noch  so  wird : 


f ((*)<**=  f v ((*)  '<x  + f f(x)i r, 

J x.  •>  x.  J *<>+» 


wenn  i und»  in»  Unendliche  abnehmen;  ,.a„ 

denn  da  f(x)  endlich  bleibt,  kann  der  8ei  wieder  das  Integral  / f{x)dz 
Fall  eines  singulArcn  Integrals,  wo  der  x, 

Werth  von  » und  > abh&ngt,  nicht  ein-  gegeben,  wo  ((*)  innerhalb  der  Integra- 
tionsgraden continnirlich  bleibt.  Der 
Bequemlichkeit  wegen  bringen  wir  es 
jedoch  auf  die  Grenzen  Kall  und  Eitu, 
indem  wir  setzen: 


treten. 

Entwickelt  man  nnn  die  beiden  Theil- 
Integrale 


/: 

/; 


ax)dx, 


f(x)dx 

XQ  + & 

ganz  nach  der  obigen  Weise,  so  wird 
der  erste  Theil  der  Summe  beider  be- 
züglich mit  Ay  B , C zusammenfallcn, 
wenn  « und  9 verschwinden,  der  Rest 
aber  den  Ausdruck  nicht  enthalten, 

also  erstem  ins  Unendliche  abnehmen, 


x=x,+(xp-x.)u, 

für  x=xa  wird  in  der  That  u- 0, 
für  x=xp  wird  « = 1; 

ist  noch 

(*p -*.)  f[*, +(*, -*.)“]  = » (“). 

bo  hat  man  cs  mit  dem  Integral 
>1 


./■; 


i/  (u)du  zu  thnn. 


a Zwischen- 


wenn die  Differenz 
schwindet. 


«+' 


32)  Die  im  vorigen  Abschnitte  ent- 
wickelt« Theorie  gibt  eine  Art  der  me 
chanischcn  Quadratur, 
aber  bezeichnet  man  mit  diesem  Aus- 
druck jedes  annähernde  Intcgrationsvcr- 
fahren,  wobei  statt  der  Differenziale  end- 
liche, aber  kleine  Differenzen  genommen 
werden. 

Es  sollen  hier  noch  einige  Arten 


Seien  jetzt  olt  «3 

werthe  zwischen  Null  und  Eins  ganz  wie 
im  vorigen  Abschnitte.  Wir  wollen  aber 
jetzt  die  Function  y(u)  durch  eine  an- 
dere ersetzen,  da  es  nicht  auf  den  all- 
gemeinen Werth  derselben,  sondern  nnr 
Im  Allgemeinen  auf  die  Werthe  y(n,),  y(o,)  • • • y (aj 

ankommt.  Wir  suchen  also  eine  ganze 
algebraische  Function  ^(w),  welche  für 
u = a.,  ii  = «i 


w — a^  mit  tf(u)  Zu- 
sammenfällen soll. 

Es  ist  dies  die  bekannte  Aufgabe  der 


der  mechanischen  Quadratur  entwickelt  Interpolation,  deren  Lösung  darin  be- 
werten. steht,  dass  man  setzt: 


»<*)  _ 

«*) " (WC*-«,) 


((*)  = (*-o,)(jr-fl,)(i-«,)  ■ • • 
V(“i)  , <Ka») . iK*s) 


7'(«  )(*-<■„)’ 
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Nimmt  man  an,  dass 

V(*.)=»("i).  V(a*)=9(as)  ■ • • «-(«„)  = 9 («„) 

ist,  so  wird  für: 

x ~ a t,  irrt,  . . . x = rt,, 
diese  Gleichung  identisch,  also: 

./txt-flxtT  f(a«)  . v(".)  . y<a»)  . ...  . 

Es  ist  also  y.(z)  ein  ganzes  Polynom  Ist 
Tom  n — lten  Grade,  welches  unsre  Be- 
dingung erfüllt.  Man  ersetzt  dann  das  K 


_ _j_  r V(x>  dx 

5 f ’{/•*)  J ox~l“s 


Integral 
in  berechnende 


<f  (■)  du  durch  das  immer  so  erhalt  man : 

l ['  v(x)dx  = K,A,-+K,Al+K,A,+ 

J 0 , 1-  z 


r 

0 


wobei  man 


einen  Fehler  begeht,  der  gleich 


Es  ist  aber 


* +KnAn- 


f ['/H-tK«)]**  K(1 


i ="p — ~ — r' 

(-— *)  ' (1  tfi)  J „ X— 1-Hyi 


ist,  oder  gleich  : und 

1 w - *(•)•  . f(l — *)  = (1  -x)(l  -ft-x)  (1  — 2/z — x) . . . 

wo  I ein  positirer  echter  Bruch  ist,  wie 

sich  ergibt,  wenn  man  das  in  Abschnitt  6 *.  _i_ , 

Gesagte  hier  anwendet.  Da  nun  y (es)  . . .ft  . 

und  conti  nuirli  che  Functionen  sind,  * ^ ' ' ' • ' 

die  a mal  gleich  werden,  so  wird  y (*) — s]s0 . 

der  Null  sehr  nahe  kommen,  wenn  « ( 

gross  wird.  — 

Sind  a.  B.  die  Differenzen:  f (1~ *)=(— 

«s— «ii  as  aa  ■ - • “»-“«-t  *“*  - 


gleich  und  gleich  ft, 
o,  =0,  a =1, 


ferner 


9(0 )=A„  <f(ft)=*u  y(2/*)  = A 

?(l)=V 


so  ist 


und 


1 

— = w 

#* 


1 


/■'(«)=  (-l)f /'(1-X), 

woraus  sich  ergibt: 

1 

n*i-)=(-iw'a-*^). 

Schreibt  man  ferner  1 — y für  x,  so 
kommt : 

r'm.<x=r' 

./  0*— */“  ■/  o(1— *(“)-» 


aber: 


also: 


fli-y)  _ (-D^A») 

1— tft — y y — l + tft 


d.  h. 


i r‘Ax)dx_  i r'  JMiL. 

rwJ  0 *— 1/Z  uy  — 1 +«m’ 

(-;-)• 


A =K/ 
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E«  ist  aber  auch: 


*f\ 0)  + (r-^'W  + (-c-2/i)/’(2,u) 


+ . 


(*-i)ru) ' Tw’ 


eine  bekannte  Formel,  die  sich  leicht  unendlich  klein  annehmen-  cs  wird  d«n„ 

venfioren  lasst.  Sie  wird  nämlich  idcn-  das  Glied  links-  ’ dana 

tisch  für  x=0,  x=/j,  * = 2u  . . . x = l 

und  unendlich  gross,  folglich  ist  der  1 

umgekehrte  Werth  des  Gliedes  links  mit  tff  (0)* 

f{x)  übereinstimmend  bis  auf  einen  con- 

stanten  Factor,  da  beides  ganze  alge-  ^ie  übrigen  Thcile  gegen  den  ersten 
bralsche  Functionen  n -fiter  Ordnung  Terschwindou.  Der  Ausdruck  rechts  aber 
sind,  welche  gleichseitig  Null  werden.  w‘n* 

Was  nun  den  constanten  Factor  anbe-  . 

trifft,  so  bestimmen  wir  denselben,  in-  — 

dem  wir  /■(*)' 

x=l  Nun  ist 


aber 


rt')-*(‘-i“X‘-2/i)  . . . 0-»f4)  = (-l)n1.2-3:.nt,H,, 


f’(0)  bekanntlich  gleich  (-l)"l -2-3. ...  n^“, 

wonach  die  Ausdrücke  rechts  und  links  völlie  eieich  sind  «].„  ,i„.  „„„  , . 

Factor  link,  gleich  der  Einheit  sein  muss.  ® S ’ S°  der  “nStan,e 


Es  ist  also: 

*„+*,+*,+ . . .+Ä-  =1 

n 

Der  Ansdruck 


wo 


- i 

r(‘/4).J  X — Su 


f(x)=x(x-f,)(x-2fj.) 

ist,  kann  leicht  berechnet  werden,  woraus  sic 


oder  der  Näherungswert!!  von 


f <Kx)dx 
o 


• • (*-*!“) 

dann  der  Werth  von 


f »(*)<*»=  tf.A.+JM,+JMt+  . . . +KnAn 

ergibt. 

, JP'j.  ^°*f-ende  Tafel  gibt  diese  N&herungswerthe  für  jede  gegebene  Anzahl 
der  Ordinalen  A„  A„  A,  . . . von  2 bis  11,  wobei  bemerkt  wird,  dass  Af  don 
Werth  von  7 (ipj)  vorstellt. 

18 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  274  Quadratur  (analytische). 


Anzahl 

der 

Zwischen- 

werthe. 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

8 
9 


Näherungswerthe. 


2 

A.+Ui+A* 

6 

A9 +3  4 , 4-  3 A9  + d, 

8 

74.  4- 324, +124, +324, +74, 

90 

194.4-754,  +50A,+504,+754,+194, 

288 

414, +2164, +274, + 2724, + 274, +2164, +414, 

"84Ö 

751 A . 4-36774  ■ -1-1323 A , +2989 A , +29894 , + . ■ . 
17280 

9894.4-58884! — 9284, +104964, — 45404, +104964,  ... 
2835 


10 

11 


c««V7 A 4-157414.  +10804. +193444, +57784, +57784,+  ... 

89600 

16067 .1.4.106300  4 I — . i- 2724004 , —2606604 , J 4273664 , —2060650.4 , -f  ... 
'59Ö72 


Bei  diesen  Ansdriickcn  wurden  die  letz- 
ten Glieder  zum  Theil  weggelasscn,  da 
ihro  Cocfficicnten  «ich  symmetrisch  an 
die  ersten  anschlicssen,  und  daher  leicht 
zu  ergänzen  sind. 

Man  sieht , dass  dies  Integrationsver- 
fahren  nur  dann  mit  dem  im  vorigen 
Abschnitt  gegebenen  übereinstimmt,  wenn 
die  Anzahl  der  Zwischenwerthe  2 ist. 

Uebrigcns  haben  beide  mechanischen 
Quadraturen  den  Vortheil  gemein,  dass 
man  sie  anch  dann  noch  anwenden  kann, 
wenn  die  allgemeine  Form  von  y(x)  gar 
nicht  gegeben,  sondern  dieser  Ausdruck 
nur  für  gewisse  Wcrthe 
x = a„  x = o,  • • . 

bekannt  ist.  Dieser  Vortheil  ist  für  die 
Anwendung  in  der  Physik,  Astronomie 


u.  s.  w.  nicht  gering  anzuschlagen,  und 
macht  auch  dann  noch  eine  annähernde 
Integration  müglicli,  wenn  gewisse  Func- 
tionen nur  dureh  die  Wcrthe  bekannt 
sind,  welche  sie  in  bestimmten  Fallen 
annehmen , die  sich  durch  Beobachtun- 
gen bestimmen  lassen.  Z.  B.  ist  dies 
der  Fall,  wenn  ?(*)  die  Temperatur 
eines  gewissen  Tages  oder  Jahres  als 
Function  der  Zeit  ausdrückt,  wo  von 
einem  analytischen  Gesetze  nicht  füglich 
die  Bede  sein  kann. 

33)  Die  im  vorigen  Abschnitte  gege- 
bene Methode  der  Quadratur  rührt  wie 
die  folgende,  die  wir  schliesslich  noch 
geben,  von  Gaus*  her. 

Es  sei  wie  vorhin: 

f(x)  = (z— n,)(i-o,) . . . (z— a*), 


+ f(<+ 


v(M») 


»(<•») 


+ ” 


1^an>  1 

+r  («„>  (*-**>■> 


Sei  nun: 

,(z)  = y<z)+17(z), 
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«o  wird  bei  der  Anwendung  dea  im  Torigen  Abschnitte  gegebenen  Verfahrens 
der  Fehler  sein  gleich: 


f ?(*)■&—  f f Vf[x) dx. 

**  0 j 0 ‘'0 


also: 


so  ist: 


Sei  nnn  </(x)  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenten  von  * entwickelt, 


V(*) 


y(x)=C.+C,x+C,**+  ...+C/+..., 

?(*)  _ , v. 
n*)  ~ r(*) + ’ 


aber  enthält  keine  ganze  Function  von  x,  es  ist  also  V der  Quotient  der 
Entwicklung  von  yj-j,  </>(*)  der  Divisionsrest.  Dm  V zu  erhalten,  kann 
man  nun  nach  fallenden  Potenzen  ron  x entwickeln: 


J_  - + _®L_  4.  4.  B‘ 

t\x)  xn  ^*+1  jST « 


und  diese  Reihe  mit  y(x)  mnltipliciren;  V ist  dann  der  Inbegriff  aller  Glieder 
welche  positive  Exponenten  haben. 

Man  erhält: 

+(*0C»+1  + S!  Cn  + 1 + Bt  C»+3+  * • 0* 

+(ß0  Cn+t  + Bl  Cn+3  + BI  Cn+*+  ‘ • •)** 

+ 

oder  wenn  man  nach  den  Coefficienten  C ordnet: 

r=cB*.+c«.H(V+^>+WV’+V+*1>  + • • -i 

hiernach  wird  der  Fehler  sein: 

f'vn*)dx=  CH  B0f'^  f{x)ix+Cn+  tf\B,x+B,)Kx)dx 

(.B,x,  + B,x+Bt)l(x)dx+  ... 

Es  sollen  jetzt  die  Zwischenwerthe  a„  a,  ...  an  nicht  willkürlich,  sondern 

so  bestimmt  werden,  dass  die  «i  ersten  Glieder  dieses  Fehlers  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Integrale: 

f f{x)dx , [' xf(z)dx,  r' x'f(x)dx...  f' x*-'r(z)dx 
**  0 J 0 ‘*0  **  0 
verschwinden,  es  fallen  dann  die  Coefficienten  CB,  t (,  . . . C'Jn_| 

ganz  weg  und  der  Fehler  hängt  nur  von  CJB,  CJB  , ( ...  ab. 

Nun  ist: 

fxm  f{x)dx  = xm/([x)dx-m/{xm- 'ff[x)dx]dx  =xmff{x)dx-mxn-  1 M *)** 

+m{m  — V)/xm  ' [f  (J'([x)dx)dx\  dx 

18* 
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und  indem  man  so  fortfahrt: 

f(x)dx  = xmf({x)dx-mxm~  1 f[f  f(x)dx]dz 

-Ha(m-l) xm~lf[f(f((x)dz)dz\  dx—  . . . 
< — 1)"*  («— 1)  (m-2)  . . . 2 . l/f[x)dxm+\ 
wenn  man  mit  f f[x)dxm^'  dat  m+lfechc  Integral; 

/[/(/•  • • (Jf{x)dx)dx-)dx)  ...dx 

bezeichnen  will. 

Damit  also  die  Integrale: 

f fi1)  dx,  f xf(x)  dx  ....  f x"~'f{x)dz 
j ü J 0 J 0 

verschwinden,  ist  cs  nöthig,  dass  auch: 

ff{x)dx,f/lx)dx\f(lz)dx'  . . .,  /Rx)dx» 
gleich  Null  werden.  Setzt  man  nun: 


so  ist: 


fa*)dxH=(x’-x)n, 

f f[x)dxn~'  = = x)n— 1 (2*- 1), 

Jx^=  » (»  - l)(*’-*)n-2(2*-l)«  +2a(x* — x) , 


'j'  f(x)dxn  " — ^8(x>  ■*) /_  ,\/_i  _\U — 2/n_  i\t  i Q-/-a — * 


/ 


dxH~l  dxn 


Alle  DilTerenzialcoefficienten  von  (x5 — x)n  bis  inclusive  zum  « — lten  ent- 
halten aber  den  Factor  x* — x\  setzt  man  Eins  für  x und  Null  für  x,  so  ver- 
schwindet derselbe,  also  werden  alle  diese  Integrale  in  den  Grenzen  Null  und 
Eins  genommen  verschwinden. 

Damit  nun 

k*)=—h— 

dx * 

«ei,  entwickelt  man  (**— *)"  nach  dem  binomischen  Satze.  E»  ergibt  sich: 

, % vft  2n  2 n — I . 2»— 2 

(x*~ x)  -x  — f»tx  +*7x 
und  durch  n maliges  Differenziiren : 


ß 


'Za— 3 , 

,x  + . . 


n!  Jn(x,-x)n 


2 n! 


a.'a.'(2» — 1)/  _a  — I , n!n  /(2a  — 2)  ! n— 5 

■ I ! n—\  ! n— 1 .'2»  / * + 2 ’a-2/ a-2  ! 2a! 1 

a ! a I (2a — 3) ! a — 3 

3!«— 3!a-312al  * + • 1 


es  bedeuten  hier  n,,  n,  . . . . die  Bi-  gen  Schlosse  zu  Indem  zn  (x1 — x)n  hia- 
nomiakoefficienten,  a!  den  Ausdruck  zngcfQgt  werden.  Die  Wurzeln  derGlei- 
1.2.3. ..n.  ebung 

Dies  zuletzt  entwickelte  Polynomen 
muss  für  ((x)  genommen  werden.  Der 

Factor  nämlich  kann  ohne  die  obi- 
2b! 


dxn 

sind  dann  positive  nnd  ungleich«  echte 
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Bräche,  welche  die  Werthe  von  «„  «„  a,  ...  an  geben,  in  welchen  die  Ab- 
drücke ZU«,),  f[at)  . . . I\»n)  berechnet  werden  müssen  *). 


f{z)dx 


DCI  nivuu  . 41  — f — , . , 

* J o /%)(*'- 

a y 

so  hat  man:  J 1(x)dx  = Klf{al)+KIf{a,)+  . . . KJ(a^ 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werthe  von 
Zwischenwerthe  bekannt  ist. 

Anzahl  der 
Zwischenwerthe. 

a und  K,  wenn 

2 «,=0,21132487 

*i=i 

«,  = 0,78867513 

3 «,  =0,11270167 

A,=t\, 

«,  =0,50000000 

*,  = * 

a,  =0,88729833 

4 «,  =0,06943184 

A,  =0,17392742 

a,=  0,33000948 

A,=  0,32607258 

a,  -0,66999052 

A,  = A, 

at  =0,93056816 

5 a,  =0,04691008 

A,  =0,11846344 

a,  =0,23076534 

A,  =0.23931434 

«,  = 0,50000000 

K,  =0,28444444 

«.=0,76923466 

A,  = A, 

a,  =0,95308992 

K,  = h\ 

*)  Dass  die  Gleichung 
äxn 

welche  offenbar  vom  nten  Grade  ist, 
wirklich  n verschiedene  positive  Brüche 
zu  Wurzeln  habe,  ist  leicht  in  folgen- 
der Weise  einzusehen.  Der  Ausdruck 

(r*  — x)n  hat  zwei  n fache  Wurzeln  0 
und  1,  zwischen  beiden  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  welches  übrigens 

gleich  4 ist,  da  — — - fl-  = 0 die- 
dx 

aen  Werth  gibt.  Die  Gleichung 
. d(x' 


dx 


\n 


hat  die  beiden  Wurzeln  Null  und  Eins 
noch,  diese  sind  aber  «— lfach,  aus- 
serdem | als  Wurzel ; da  diese  Glei- 
chung vom  2n— lten  Grade  ist,  so  sind 
weiter  keine  Wurzeln  vorhanden,  und 
| ist  eine  einfache  Wurzel.  Es  müssen 
also  zwischen  0 und  ) und  zwischen 
■)  und  1 Maxima  bezüglich  Minima  von 

'fr1-*)" 


dx 


liegen,  welche  die  Gleichung 

(««-«)"  „ 
dx' 


erfüllen,  und  die  wir  mit  ti  nnd  ß be- 
zeichnen. Die  letzte  Gleichung  hat  also 
die  n— 2fachen  Wurzeln  0 und  1,  aus- 
serdem die  einfachen  a nnd  ß.  also 
liegen  zwischen  0 und  «,  « und  ß, 
ß nnd  1 Maxima  oder  Minima  von 
d'lx'—x)" 

dx,  deren  Werthe  «„  ß„  y, 
seien,  und  Gleichung 


d>  (**-*)' 

dx' 


=0 


hat  die  Wurzeln  ß , , y,,  Null  und 
Eins.  Diebeiden  letztem  sind  h— 2fach, 
die  übrigen  einfach.  Indem  man  so 
fortfährt,  stellen  sich  4,  5 . . . Wur- 
zeln zwischen  Null  und  Eins  itir 
die  hohem  Differenzialquotienten  von 

(*’  — x)*  ein,  und  die  Wu/zeln  Null 
und  Eins  werden  um  je  einen  Grad 

dn(x'  —x)n 

niedriger.  Bei  — — verschwin- 

dx” 

den  die  letztem  ganz,  und  die  Anzahl 
der  einfachen  zwischen  Null  und  Eins 
liegenden  Wurzeln  ist  n.  Mehr  sind 
nicht  mOglich,  da  dieser  Ausdruck  vom 
nten  Grade  ist. 
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Dies  Intcgrationsvcrfahren  ist  dann  an- 
wendbar,  wenn  man  zwar  die  Form  der 
Fnnction  <j(x)  nicht  kennt,  jedoch  die- 
selbe für  beliebige  gegebene  Wcrtho 
. . . za  berechnen  imStande  ist; 
es  verliert  aber  seinen  Nutzen,  wenn  diese 
Werthe  at,  <*,  ...  selbst  gegeben  sind. 
Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten 
gegebenen  Methoden  der  mechanischen 
Quadratur  bleiben  dann  noch  anwendbar. 

In  diesem  und  dem  vorigen  Ahschnitte 
6ind  wir  der  Darstellung  in  „Minding’s 
Jahrbuch  der  Differenzial-  und  Integral- 
rechnung“ gefolgt. 


34)  Doppelte  und  vielfache  In- 
tegrale. 

Es  sei 

f P/toy)rf*='/(y)- 

• / y 
* 0 

Bei  der  Berechnung  dieses  Integrales  ist 
y als  constant  betrachtet.  Wir  setzen 
jedoch  zunächst  voraus,  dass  die  Gren- 
zen x0  und  Xp  von  y unabhängig  sind. 

Es  ist  dann  nach  unserer  Bezeichnung: 


</(y)  = (xl-x0f(xl,y)+(xa-xl)f(z„y)+(xi-xJ)f(xl,y)  + ...  +(*p-*p_  jVOyO 
und  folglich 


/Vr  n)jr  nxp 

V(y)<ty=  /.  / /(*,y)<&rfy  = • . . 

V . «J  _ T.  . 


yo 

=(ju-yo)[(xi-*o)f(xnyi)+(*i-*i)f(x2,yi)+(*t-x*)f(*»>yi)+  • •• 

+ <Wi 

+ <VV‘)'(Vy#)1 

+(y*  ~y  i)  [(x  i — •ro)^Cxitys)+(xi“'ri)/lxJ»y*)+(jFi  ~ xi)/lx  i»y»)  + • •• 

+ (-cp-*p_l)/‘(*p,y.)] 


+ (yr-yr_|)[(«i-*,)A*i»yr)+(*i-*i)/l(*«»yr)4-(*, 

Setzt  man  noch 


/y  r 

f(x,  y)dx  = ip(x)t 


also: 


-x*)f(xsiyr)+  •’ 

+ (xp-xp-jf(xp'  yr>]* 


V'(*)=(yi-y0)/(*»yi)+(y* -y»)A^y»)+  •••  +(yr-yr_,)/toyr)> 


so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Ausdruck 

übereinstimmt , wenn  man  die  vertical 
menstellt,  und  man  hat  daher: 


/xp 

\f}(x)dx  völlig  mit  dem  obigen 
unter  einander  stehenden  Glieder  zusam- 


oder: 


f p tp{x)dx=  ryr 

J xo  J y„ 


y(y)  dy 


/y r pxp  . fXp  ryr 

/ f(x,y)dxdy  = / I f[x,  y)  dy  dx. 

y xo  J xoJ  y0 


Diese  Ausdrücke  heissen  Doppelintegrale.  Man  hat  für  dieselben  also  den  Satz ; 

„Wenn  die  Grenzen  der  Doppelintegrale  constant  sind,  so  kommt  es  auf  die 
Ordnung  des  Intcgrirens  nicht  an.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  augenblicklich  auf  drei  und  mehrfache  Integrale  aus- 
dehnen. 
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f ’ fVr  f P f{x,y,i)dxdydl  - / ‘ f P r3'  f(z,y,i)dydxdi 

/xp  /*’*  /*>r 

/ / Rx,y,s)dydsdx, 

x,u  »o-7  y. 

wie  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  gegebenen  Satzes  sogleich  zeigt. 

Bei  diesem  Satze  ist  jedoch  die  von  Zunächst  wollen  wir  diesen  Fall  an 
Cauchy  gemachte  Bemerkung  von  gros-  einem  Beispiele  erläutern, 
ser  Wichtigkeit,  dass  ermöglicherWeise  Es  sei  gesucht: 
seine  Anwendung  verlieren  kann,  wenn  t 

für  einen  swischen  den  gegebenen  Gren-  /'  C y'—x  ^ 

zen  liegenden  Werth  von  jr,  y u.  s.  w.  J J (y!  + x',),  ” 
das  Argument  f[r,  y,  z)  discontinuirlich 

wird  Die  Möglichkeit  dieser  Ausnahme  Dag  Argttment  wird  unend- 

ist  fdr  die  ganze  Integralrechnung  be-  (y  +*  )* 

reite  erwiesen,  und  es  kommt  nur  dar-  lieh  nur,  wenn  y und  x sich  der  Null 

auf  an,  zu  finden,  in  welchen  Fällen  sie  nähern;  offenbar  ist  nämlich,  wenn  x-ft, 

■tattfindet,  und  wie  gross  der  Unter-  y=if*  gesetzt  wird,  wo  unendlich  klein, 

schied  zwischen  den  Integralen  wird,  « endlich  ist: 

wenn  wir  die  Grenzen  umkehren.  y*— x*  «*  — 1 

Wir  beschränken  uns  auf  Doppel-  (y*  -f  x *)*  («’  +1)* 

LÄ  fK-Ä"1  M ~ — »* 

Nun  ist: 

y--l 

r . _ n **  ,/y\  _ 2 r di  i r di 

J (yl  +*•)’  y J X U/  xJ  (1  + s>)>  + X.J  (1  + z’)» 

Hfe). 


wo  »=-  gesetzt  wurde.  Also: 

1 


->/i 


=-2«ctg*. 


/+!  dr  /»  + ! /»  +1  «t r> 

_!  ÖM*  = Crh^ i)i^=-2™*(+l)+2arctg(-l) 


und  da 


ist: 


arctg(4-l)  = j,  arctg (—1)=  — ^ 

/+!  /*+*  X* 

-J -£*&>*—* 


Integriren  wir  nun  zuerst  nach  x,  so  kommt: 

l-£ 


f t'-t'-dr-1-  f—XL. 
J (y* +*’)’  y*^  (i+^)' 


<£  = *. 


1 V 
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also : 


mithin: 


/ 


+ ' »•-*»  2 
+*’)*'  l+y*’ 


2/'  + , i^=2arc,«(+1)-2arct6(-1)- 


dy  _ 


/+•  /»+*  m»_x2 


f[x,y)dxdif, 


•-ff. 

B=C  f f[*,y)dy<U. 


so  dass,  wenn  man  die  Grenzen  des  Wir  setzen: 

Integrals  amkehrt , sich  der  entgegen- 
gesetzte Werth  + n statt  — n ergibt, 
also  der  Unterschied  beider  Integrale 
2n  beträgt 

Es  ist  za  bemerken,  dass  man  bei  der 
Berechnung  in  beiden  Fällen  nach  all-  %w  K%ß 

gemeinen  Hegeln,  also  ohne  Berücksich-  , f 

tigung  der  Discontinuität  verfahren  ist  ®ei  1 eine  zwischen  a und  ß liegende 
Cauchy  zeigt  aber  auch,  wie  man  im  Zahl,  p eine  solche,  die  zwischen  y und 
allgemeinen  Falle  den  Unterschied  bei-  J hegt,  und  «ei:  disconlinuirlich. 

der  Integrale  ermitteln  kann.  Für  den  Finden  «ich  mehrere  Di»conUnuit*ten  Tor, 
Fall,  das«  derselbe  Nnll  ist,  kann  dann  60  .'•»  <•“  je<*‘  gebende  Vorfahren 
die  Umkehrung  ohne  Bedenken  statt-  lediglich  za  wiederholen, 
finden.  Sei  forner: 

/(*<  y)'Lr  = 'f  (x,y),  //Ir,  y)dy  = y,(x,y), 

«,  & zwei  anendlich  kleine,  aber  positiv  angenommene  Zahlen,  so  ist: 

f f Rr,y)dxdy+  C P*  f(x,y)dxdy  = P?  [ Ph  /(*,y)<fy 

**  y *ß  it  J p + n */  « L./  y 

+fl+ynt,9)J9^ 

In  diesen  Integralen  findet  sich  nämlich  keine  Discontinuität,  es  ist  mithin  die 
Umkehrung  der  Grenzen  gestattet.  Mit  Anwenduug  der  oben  gegebenen  Bezeich- 
nung aber  erhält  man: 

/ l'l(ß’ y)-?(«.y)] dy+  f [v  (fr  »)-»(«.»)]  dy 


//  + 9 


= f [^<r,  u - 1)  - «Ix,  y)  + rf)  - <p(z,  ^ + »)]  <fr. 

Lässt  man  nun  sowohl  « als  & nach  Null  hiu  convcrgiren,  so  gibt  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung: 

f (7 (ß<y)~V(.«,y)]dy  = f / ^ f[x,y)dxdy. 

./  y ./  y.ß  ({ 

Dagegen  wird  die  rechte  Seite: 

nß  pß 

/ Mx,J)-^(x,y)]dx  + 1 ItK*,/*-*) -V{x,u+»)\dx, 

n J n • 


/ß  pu  pp  /’/4*t*cr 

/ f(*,y)dydx-  j I f{z,y)dydx- 

«•'  Y -/  n-r  u — t 


jüaiti^edj» 


d.  h. 
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et  ist  also: 


nß  /\u+®  /P 

B-A=J  F(x,y)dydx  = I [i/.(i1Ju  + S)-^x,(u-i)]  dx. 


In  dem  vorhin  berechneten  Beispiele  war: 


'/  (*.y)  = -^-7. 

1+?I 


also: 


« = 0, 


• “C  pß 


■-( 


arc  tg  ^ — arc  tg  ^ + arc  tg  — — arc  tg 

9 9t 


■) 


Da  9 and  * unendlich  klein  sind,  so  ge- 
ben die  4 Bogen  alle  Hhg*  und  zwar 

den  positiven  Werth  dann,  wenn  der 
Z&hler  ß oder  « positiv,  den  negativen, 
wenn  er  negativ  ist.  In  unserm  Falle 
war  ß = l,  «v  — — 1,  man  erhält  also 

(n  n n . n\  _ 

2 + 2 + 2 + 2/  = _2'1 

und: 

A—  B=2n, 

wie  dies  auch  sich  oben  ergeben  hat. 

35)  Doppelintegrale,  deren 
Grenzen  nicht  constant  sind. 

Im  Allgemeinen  sind  aber  die  Grenzen 
der  Doppelintegrale,  wie  überhaupt  der 
vielfachen,  nicht  als  constant  anzusehen. 
Wir  wollen  nur  Doppelintegrale  betrach- 
ten, da  vielfache  sich  immer  durch  Wie- 
derholung des  bei  Doppelintegralen  ein- 
zuschlngenden  Verfahrens  behandeln  las- 
sen; auch  setzen  wir  jetzt  voraus,  dass 

= Um  (yi 

das  über  den  Theil  der  Ebene,  welcher 
von  unserm  Umfange  begrenzt  wird,  er- 
streckte Doppelintegral.  Es  ist  hier- 
bei der  ganze  Inhalt  in  unendlich 
kleine  Rechtecke  getheilt,  deren  Inhalt 
betr&gt,  und 

jeder  dieser  unendlich  kleinen  Ebenen- 


die  Function  /*(*,  y)  während  des  Inte- 
grationsweges continuirlich  bleibt,  womit 
der  im  vorigen  Abschnitte  behandelte 
Ausnahmefall  wegfällt. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  einen 
beliebigen  Umfang,  unter  x und  y recht- 
winklige Coordinaten.  Der  Umfang  kann 
beliebig  gekrümmt  sein,  auch  ganz  oder 
zum  Theil  aus  graden  Linien  bestehen. 
Wir  setzen  ihn  aber  stets  als  geschlossen 
voraus,  schliessen  jedoch  den  Fall  mit 
ein,  dasB  einzelne  Theile  desselben  ins 
Unendliche  fallen,  in  welchem  Falle  wir 
die  Grenzlinie  uns  in  beliebiger  Weise 
ins  Unendliche  fortgesetzt  denken.  Z.  B. 
besteht  die  Begrenzung  nur  aus  zwei 
parallelen  Graden , so  können  wir  zu 
ihnen  zwei  unendlich  entfernte  senkrechte 
Grade  nehmen,  also  ein  unendlich  gros- 
ses Rechteck  als  Umfang  betrachten. 

Sind  ar|t  xa  ..  ,xs  beliebige  Absdssen, 
H »5  Vi  • • • zugehörigen  Ordinaten, 

von  denen  jedoch  zwei  auf  einander  fol- 
gende einander  unenlich  nahe  gedacht 
werden,  so  ist: 

theile  mit  dem  entsprechenden  Wcrthe 
von  f(x,  y)  multiplicirt. 

Will  man  eine  Veranschaulichung  ma- 
chen, so  kann  man  unter  f(x, y)  sich  die 
Dichtigkeit  des  Ebnenthcils  denken,  und 
cs  stellt  dann  das  Doppelintegral  die 
Masse  des  ganzen  begrenzten  Inhalts  vor. 
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Es  ist  augenblicklich  ersichtlich,  wie  diese 
ganze  Veranschaulichung  auch  auf  drei- 
fache Integrale  Anwendung  findet,  wenn 
man  dem  geschlossenen  Umfange  eine 
Grenzfläche,  den  unendlich  kleinen  Recht- 
ecken aber  Parallelepipeda  substituirt. 

Es  ist  nach  dieser  Definition  der  Dop- 
pelintcgrale  völlig  klar,  dass 

ff  y ) dx  dy  -ff  f (x,  y)  dy  dx 

zu  setzen  ist,  da  die  unendlich  kleinen 
Parallelogramme  (x^-x^  + t )(yf  —yg_  , ) 

und  (y,-yJ_1)  identisch 

sind , auch  findet  diese  Umkehrung  für 
vielfache  Integrale  statt. 

Es  handelt  sich  aber  darum,  wie  in 
beiden  Gestalten  des  Integrals  die  Gren- 
zen von  x und  y bestimmt  werden 
müssen,  damit  in  der  That  dasselbe  den 
gegebenen  Umfang  umfasse. 


OB  die  Richtung  der  positiven  Abscissen 
und  Ordinaten  angeben,  und  sei  EWFT 
der  gegebene  Umfang. 

Der  Ausdruck  f f{x,y)dy,  wo  x be- 
liebig ist,  stellt  dann  ein  Integral  vor, 
welches  sich  über  die  dem  gegebenen  x 
entsprechende  Ordinate  GK  und  zwar  von 
W bis  G erstreckt.  Wir  haben  hier  vor- 
ausgesetzt, dass  der  Umfang  oin  einfach 
begrenzender  ist,  und  jede  der  Abscissen- 
axe  oder  der  Ordinatcnaxe  parallele  Li- 
nie denselben  höchstens  zweimal  schneide. 
Seien 

iW.C*).  r,=/\(*) 

die  beiden  Ordinatenwerthe , welche  für 
gegebenes  x diesen  Schnittpuncten  W 
und  G der  Ordinate  entsprechen,  so  sind 

Ti 

die  Grenzen  unseres  Integrals.  Sei  dem- 
nach: 


Fig.  30. 


Mögen  die  Linien  (Fig.  30.)  OA  und 


rYi 

/ . f(x,y)dx  = <f(x), 

**  Y 

so  ist  das  Integral  f y(x)dx  über  die 
Abscissenaxe  von  Punkt  H bis  L,  d.  h. 
von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Ab- 
cissc,  denen  Puncto  des  Umfanges  ent- 
sprechen, zu  erstrecken,  und  setzt  man 
also : 

Oll  = A'E=x0,  OL  = MF=xtt 

so  sind  dies  die  Grenzen;  x0  und  x , 
sind  hier  gegebene  Constanten,  während 
y0,  )r,  Functionen  von  x 6ind.  Der 
Werth  des  Integrals  ist  also: 


/x  | fY  i px  i /fi  ix) 

I f{x,y)dydx-  I I f{x,y)dydx 

x0J  Yt  J x0J  f0(x) 


Wir  wollen  nun  aber  die  Integration 
mit  x beginnen. 

f fix i y)  dx  ist  dann  über  eine  der 
Abscissenaxe  parallele  Linie  PS  zu  er- 
strecken, welche  einem  gegebenen  Werthe 
von  y entspricht.  Die  Puncte  P und  S 
sind  die  Schnittpunctc , welche  für  den 
gegebenen  Ordinatcnwerth  stattfinden, 
seien  deren  Abscisscnwcrthc  bezüglich: 

X0  = ,/o(y),  *i=Vi(y)> 


so  ist 

X» 

f(x,y)dx  = i/,(y) 

*0 

unser  Integral;  y»(y)  ist  dann  nochmals 
zwischen  den  Puncten  T und  U,  welchen 
der  grösste  und  der  kleinste  Ordinaten- 
werth  entsprechen,  zu  integriren.  Sei 

UV=OA=y„  TR-OB= ylt 
also  y0  und  y,  Constanten,  so  hat  man: 


pyi  /*yi 

f rt,)dy=J  J 

' y0  J y* 


fix,  y)  dx  dy, 


also: 


/y.  /»7i(y)  fxi  pf i(x) 

f fix,y)dxdy  = l . f fix, y)dydx. 

y<>  9o(y)  **  xoJ  fo(x) 
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Fig  31. 


Sollten  gewisse  der  Abscisscnaxc  oder 
der  Ordinatenaxe  parallele  Linien  (Fig.  31) 
ABCD  den  Umfang  mehr  als  zweimal 
schneiden,  so  ist  das  betreffende  Integral 
von  A nach  B und  von  C nach  D zu 
erstrecken,  während  der  über  B Cerstreckte 
Theil  ausfallt.  Aehnliches  tritt  ein,  wenn 
die  Begrenzung  eine  Mehrfache  ist.  Gebt 
sie  zum  Theil  ins  unendliche,  so  ist  der 
betreffende  Werth  Yt  oder  gleich 
unendlich  zu  nehmen.  Es  setzt  dies 
aber  voraus,  duss  noch  der  Werth  des 
Integrales  ein  bestimmter  sei,  was  eigen- 
tümliche Untersuchungen  erfordert,  die 
später  folgen  werden. 

Beispiel.  Der  gewöhnlichste  Fall 
ist  der,  wo  (Fig.  32)  der  Umfang  gebildet 
wird  1)  durch  einen  Theil  der  Abscissen- 
axe  AD,  2)  durch  zwei  parallele  Ordi- 
naten  AB  und  CD,  3)  durch  das  ent- 
weder immer  concav  oder  immer  convex 
gekrümmte  Curvenstück  BC. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  in  jedem 
Falle  ein  gegebenes  Doppel  integral  sich 
in  Stücke  zerlegen  lasse,  die  in  der  an- 
gegebenen Weise  begrenzt  sind. 


Fig.  32. 


Sei 

rt**)  = 0 

die  Gleichung  der  Curve  BC,  und  mOge 
sich  daraus  ergeben 

y=y(x),  *=y(y). 

Ist  nun  J f f{x,y)  dy  dx  auf  diesen  Inhalt 
zu  erstrecken,  so  ist  offenbar: 

r ,='/(*).  r.=o, 

x>  = OA,  *,  = 00. 

Soll  dagegen  die  Integration  in  der 
Ordnung  ff  f[x,y)dxdy  vollzogen  wer- 
den, ao  aicbl  man  sogleich,  dass  für  alle 
Werthc  von  y,  di.  kleiner  als  AB,  d.  h. 
kleiner  als  v(x„)  sind,  X,  =OD,  X,  = OA, 
also  X,=x,,  Xc=rt  zu  nehmen  sind. 
Wird  aber  aber  ij  = GII  grosser  als  AB, 
so  ist  die  Integration  Aber  die  Strecke 
GF,  d.  h.  von  X0  = ifiy)  *>'8  = OD — x, 

zu  erstrecken.  l)ic  Grenzen  von  y aber 
sind  y,  =0,  da  das  kleinste  y auf  der 
Abscissenaxe  liegt,  und  y,  = CD=y(x,)  ist. 
Man  hat  also: 


/*■  /»'/(*)  r'i(zi)  r*i  px  i ... 

/ K*<y  )dydx=l  j ftx,y)dxdy+l  I /[x,y)dxdy 

o J o x#  J o •*  y>(y) 


i(*i) 


»(*>)  rx> 


Complicirter  noch  würde  der  Ausdruck 
sein,  wenn  die  Curve  BC  die  Kriun- 
mnngsrichtung  änderte,  jedoch  lisst  sic 
sieb  in  diesem  Falle  immer  in  Theilc 
mit  gleicher  KrQmmungsrichtung  zer- 
legen. 

Zu  Beispielen  für  diese  Sätze  werden 
die  folgenden  Abschnitte  dieses  Artikels 
noch  Gelegenheit  geben. 

36)  Transformation  mehrfacher 
Integrale. 


gegeben,  wo  man  vorans  setzt,  dass  x 
eine  Function  von  u sei. 

Sei  jetzt  gegeben 


/ J F(y )<ty=»(v). 

n 


und  setzen  wir 


Die  Transformation  einfacher  Integrale 
war  dnreh  die  Formel 

ff(.x)dx  = f du 


y = y(x,u), 

wo  x und  u veränderlich  sein  sollen,  so 
wird: 
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Ist  also  z.  B.  t/.r 


du 

erfüllen. 

Setzt  man  nun: 

r-tt  bi  - b* 


dl~dh 


dx 


dy  dx  dx  * 


Nach  dem  in  Abschnitt  (11)  Gesagten  chcs  Zeichen  haben, 
ist  aber  für  den  Ausdruck  , diL  j SS  - 

^ positiv  und  — negativ,  so  ist  auch  du 

f [flx,  u)dx+ft  (x,  u)*i]f  , 

. , . . _ . _ negativ  zu  nehmen,  wo  dann  u.  untere, 

welcher  in  irgend  welchen  Grenzen  ge-  abcr  obcrc  Grcn!,c  6cin  ,vUn\c  Um 

nommen  ist  der  Werth  ganz  derselbe,  dies<  Vertauschung  der  Grenzen  zu  ver- 
welchcs  auch  die  Gleichung  zwischen  * mciden,  konn  man  wio  bier  geschehen, 
und  u sei,  vorausgesetzt,  dass  f und  f,  du  8tets  itiv  denkcIl  unJ  das  lnI  ra, 
continuirhch  sind  und  die  Gleichung  mit  doppelten  Vorzeichen  versehen.  Durch 

Umkehrung  der  Grenzen  ergibt  sich  dann : 

-yyv^. 

wo  die  Grenzen  nach  dem  obigen  Ver- 
fahren zu  bestimmen  sind.  Sei  jetzt: 

*=»(">*). 

so  kann  mau  ganz  wie  oben  setzen: 

wo  die  Grenzen  sich  ebenfalls  nach  dem 
vorigen  Abschnitte  ergeben,  u und  « 
sind  durch  die  Gleichungen: 
x = , (u,  v),  y = >/<{*, «) 
völlig  bestimmt.  Werde  aber  die  letz- 
tere Gleichung  ersetzt  durch  die  folgende 

y=Vi(«.«'). 

so  handelt  cs  sich  eben  nur  darum,  den 
7 und  y,  auszu- 
drücken. 


__  dif  dy  _ dy 
* 1 — dy  du  du' 
so  verwandelt  sich  offenbar  das  letzte 
Integral  in  das  uns  vorliegende,  und 
es  ist 

df  dfy  dfx  d*tf, 

du  dxdu1  dx  ~ dudx' 

welche  Ausdrücke  in  der  That  identisch 
sind. 

Ist  also  F(y)  continuirlich,  so  kann 
man  z.B.  voraussetzen,  dass  x während 
der  Integration  constant  bleibe,  und  hat: 

fy  h'(y)  dy=J  1 F(y)^du- 

Die  Grenzen  des  letzten  Integrals  müs- 
sen denen  des  ersten  entsprechen,  und 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 

>/<*,", )=y- 

Sei  jetzt  gegeben: 

A - f*  fy  IX*, y)  dvd*, 

J *•  y. 

gemeinen  Functionen 
und  x#,  xt  Constanten  sind,  wie 
dies  im  vorigen  Abschnitte  sich  ergab. 

Machen  wir  nun  die  Substitution: 
y=7(x,u), 

so  ergibt  sich  nach  dem  Obigen: 

*0  wo 

und  die  Grenzen  u„,  u,  sind  durch  die 
Gleichungen  bestimmt: 

y,  = 7(x,u,),  y,  = ^*.“i)- 
Es  ist  hier  aber  wohl  zu  berücksichtigen, 

dass  die  Ausdrücke  dx  und  bt.  (/M  crlci- 
du 


diti 

Werth  von  ~~  durch 
du 


y ot  y. 

von  x 


di h 

ist  nun  der  Differcnzialquotient  von 

y nach  u unter  der  Bedingung  genom- 
men, dass  x constant  sei.  Unter  dieser 
Bedingung  hat  man  aber : 


und 


fy  _ dy  I fy  , du 
du  du  “*** 

dx  _ dy 


du 


du  du  du 


dv  du 

»£f=o. 


Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
du 

chungen:  jj,  so  kommt: 

dy»  _ dy  _ 1 / dtf , dy  dy , d*A 

du  dn  dy  \ du  dv  dv  du/’ 

du 

also: 

x,y)  dx  dy  = J jf  • C.dudv, 
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du  du  du  du 
oder,  wenn  man  will: 

_dx  dy  djc  dy 

dv  du  du  dv 

und  u,  v durch  die  Gleichungen: 

*=»(“.* 0. 

gegeben  sind. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  leicht 
anf  ein  nfaches  Integral  ausdehnen.  Es 
sei : 

A -JJ'f  • • • f äx,  <U,  • • • dx%, 

wo  f eine  Function  von  xt,x„...x  l»t. 


Setten  wir  jetxt : 

*i=V'i(“..  x,  • • • xn) 

= “»»  • *„) 
*s=?.(«if  *„) 


*■>  “*•••“*)> 

so  erhält  man  bei  wiederholter  Anwen- 
dung des  obigen  Verfahrens: 


A 


ify,  »v,  ty, 

du,  du,  du. 


Ersetzen  wir  jetzt  die  obigen  Bedin- 
gungsgleichungen durch  die  folgenden, 
welche  aus  den  ersteren  durch  Elimina- 
tion der  Grössen  x in  den  Functionen 
%f/  entstehen , und  von  denen  nur  die 
letzte  in  der  Form  mit  den  obenstehen- 
den übereinstimmt: 


df’n~  i 6'>n 

an 

• du  . 
n 

n—  l n 

*i  = *i(«n  “ti  “•  * * 

•-») 

*.=V.(“n  «t>  • • 

*«  = »«(“>■  "•>  “•  • • 

80  *8t  ^er  ^*fferenti*lquotient  von  xt  nach  u,  unter  der  Bedingung  ge- 
nommen, dass  x,y  x,  • • • x*  constant  bleiben.  Eg  ergibt  sich  also  dnreh  die 
Gleichungen : 


tyi  _ , fy,  4h,  . 

3=7  4w,  4w,  4h,  4h*  4h, 

_ 4y,  t 4y,  du,  , dy,  du,  | 
4h,  4h,  4u,  4h,  4h  , 

0_!?£i,  af i i df>  du>  . 

du,  du,  dut  du,  du  , 


, dr, 

*.*■ 


d“» 


af'i  du» 

4nn  4h, 


4h,'  du,  4h,  4h,  4h, 


Eliminirt  man  hieraus  die  Grossen 
4h,  4h, 

*1’  * 

so  erhält  man  in  Determinantenform: 


4h 

fi 

4=? 


dir  du 
fn  n 

^ dv  du 
n « 
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At  = 


A,= 


«V.  <Vi 

d«it  du, 

dy» 
* * du 

n 

a7,  dfi 
du,  du. 

av« 

du 

n 

äfn 

du,  du. 

du 

A 

&r, 

du,  du. 

dg, 
‘ ' du 

fl 

dg,  dg, 
du,  du, 

dy, 
* # ‘ * du 

n 

«»'fn'Vn 

dg„ 

du,  du. 

*« 

28G  Quadratur  (analytische). 
Wir  wollen  jetzt  allgemein  setzen : 


A = 


d7f  d,f> 

dy, 

' 

^»  + t 

*.  *»,+  1 
^l  + l ^.+1 

du  du 

’ * * # du 

s «-H 

n 

d//  dir 

fn  f n 

dgH 

du  du  , 

du  ’ 

s i+  1 

fl 

so  dass  also 


ist. 


A_  = 


du 


Der  Ausdruck 


d'P, 

du. 


ist  nnn  der  Diffe- 


dJtl  - 4.  i 

da,  ~ du,  + du,  du, 


rcntialquotient  tou  x,  nach  u,  unter 
der  Bedingung  genommen,  dass  nicht 
allein  u,,  sondern  auch  x„  x,  ...  x 

u.  s.  w.  als  constant  betrachtet  sind. 
Kr  ist  also  gegeben  durch  die  Glei- 
chungen : 

. du 

dg,  n 

* du  du. 


^£j.  ’hiA- 

du,  du,  du. 


dtj 


+-1>  — 
du  du. 


du 


0- *•+*!£+ 
v a*t  + du,  dua+ 


ans  welchen  sich  ergibt: 
in  gleicher  Weise  erhalt  man: 


dw,  d\p . 

A.^=A. 


also  darch  Vereinigung  dieser  Ausdrücke: 

dy,t  di/>,  . ^ l dV'n  __ 


du,  du. 


du  . du_ 
n—\ 


d(f  du 

h— — , 

dundu. 


d*fim 

A.^=A„ 


d*n-l 
's.  3— 

n du 


■ = A 


Au-1  bf« 
**» 


«—  I* 


= At, 


da 


■£T=  A„  war. 
n 
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Es  ist  also: 

fff '•••  fdxv  dx7  dx | • • • dxn  —Jff ••  • f A,  du , </u,  dut  • • • rfuH. 

Sind  nur  drei  Variable  gegeben,  und  bezeichnet  man  die  Ausdrücke: 
dy>  dy  , dy  , dy,  dy,  dy,  dy,  dy,  dy, 
du,  du,  du,  du,  duy  du,  du,  du,  du, 
bezüglich  mit  a b c a , b , c , a,  6,  c„ 

so  ist 

A , = a6,c,— a6,c,  — a,fcea4-rt,c6,+a,ic,— a,&,c=fl(6,ca  — 6,c,)  + ai(&ac*“&ct) 

+a5(Äc,-d,c). 

Beispiele:  also: 

I)  Sei  gegeben  a = r cos  d?-|-r sind*  = r 

ff  U dx  dy  nnJ 

und  führen  wir  die  zwei  neuen  Unbe- 
kannten r,  d durch  die  Gleichungen 

x—r cosd,  y — r sind, 

ein,  eine  Transformation,  welche  der  Ver- 
wandlung rechtwinkliger  Coordinaten  in 
Polarcoordinatcn  entspricht.  Man  hat 
dann : 

dx  „dz  . „ 

--  = cos  9,  -r-  = — r sin  d, 


dr 


dd 


dy  . „ dy  „ 

~ r:  sin  9,  ~ = r cos  d, 
dr  dd 


ff  U dx  dy -ff  rVdrd9. 

II)  Ist  gegeben 

x — r cos  d, 
yrrrsindcosy, 

* = r sin  d siny 

und  sei  das  zu  transformirende  Integral : 
fff  U dx  dy  dz , 


so  hat  man: 
* 


und 


a — cos d,  b=—r sind,  ' c = 0, 

a,=8indcosy,  6,  =rcos  d cosy,  c,  = — r sin  d sin y, 

aa- sind  siny,  6,  =r cosd  siny,  c,  = r sin  d cos  y. 

6,c,— 4,c,  = r?  sindcosd,  fl(6,c,— ÄjcJnr* sind  cosd*, 

btc  —ctb  = r*  sin  d1  cosy,  <*,(&tc  —etb)  =r7  sin  d*  cos  y*, 

6cj  — 6,c  = r*  sin  d*  siny,  a,(6c,  — btc ) = r*  sin d*  siny*. 

A =r*  sin  d 

JffUdxdyds=Jffü  r7  sin  d rfrdd  rfy. 

HI)  Transformiren  wir  noch  das  Integral: 


welehes  den  Inhalt  einer  Oberfläche  angibt,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  gegeben  ist,  ebenfalls  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  d,y,  wo 

x = rcosd,  y = r sind  cosy,  *~r sind  siny 

ist.  Es  ist  hier  r als  eine  Function  von  d und  y aufzufassen,  und  man  hat: 


dx  . dd  „/dr  dd  dr  dy\ 

äü  = -r,m9öp+  *“  Hä?  a7  + 7 7/- 


Die  Ausdrücke  für  — und  werden  gefunden,  wenn  man  die  Ansdrücke 

für  y und  t nach  y differenziirt,  wobei  der  ersterc  1,  der  zweitere  0 zum  Diffe- 
rentialquotienten hat,  also: 

„ / • « dr  „v  dd  . „ . dr  . . dy 

1 = cos  y (sin  + r cos  d)  -f  am  d (cos  y ^ — r sin  y)  — , 

dr  dd  dr  . dy 

0 = sin y (sin  d — -f-  r cos  d)  + sin d (sin  y ^ + r cos y)  — . 
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Ka  ergibt  «ich  hieraus: 


dr 


0» 

dy 


sin y -g-j  + rcos y> 
dr 


r (r  cos  9 + ^ ein  S) 

und  wenn  man  diese  Werthe  in: 
fix  d9 


*!l 


Bin  y 
r sin  9 


eiqieUt: 

fc» 


dx  dd  / 


dr\  . äri* 

sin«  +cos»  ÄZ 


dy  dy 


dr  dr 

^ sin  d cos  9 cos  y — — r sin  9 * cos  y — sin 9 g— 


sin  f/^rcos  »+  sin#^^ 


Ferner  hat  man: 


dx  / dr\d9 

di  = l-r*,nS  + co‘aä»)äi  +f0,f>d^di 

und  indem  man  die  Ausdrücke  für  y und  s nach  s diffcrcniiirt : 

. , . „ dr  , d»  , dr  . . dyi 

» Ocrcoay  (sind  + rcosd)^  + sin 9 (cosy  ^ — rainy) 

. . dr  . dd  dr  . dy 

1=  sin  y.  (sm  9 + r cos  »)  g-  + sin  9 (siny  ^ + rcosy) 

woraus  sich  ergibt: 

dr 

..  r iiay  — cosy  . 

d9  _ ' T Oy  Oy  cos  y 

ds  — r sin  » ’ 


also  ist: 


ds  , . „ dr  ’ 

rfunJ-r-  + rcos  9) 
09 


dr 


, dr 

^ sin  9 cos  9 sin  y — r sin  d*  sin  y + cos  V äy 


ds 


sin  9 (r  cos  d 4-  sind 


dr 

55 


dr  * dr 

v , . r-  sind*  4-  Sind*  3—  -f 

i . x Vi_  °x*  - dd*  d(f 

1 + d«,*  + ds.  " 


dy*  ds,  dr\*  * 

* sin  9*  (rcos  d -f  sind 


Man  hat  ferner: 


also 


^ d*  d*  dy 

dd  dy  dd  dy’ 

dy  dr  . 

sin  d cos  y -fr  cos  d cos  y 

dy  dr 

sindcosy  — r sin dsiny 

d*  dr  . . . 

-r-  = -r-  sm  d sin  y -f  r cos  d sm  y 
dd  dd  T 

sin  dsiny  -f  r sindcosy 

dy  dy 

dr 

A = r1  sin  d cos  d -fr  g^  sin  d*, 
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-fj'i 


dr * dr* 

UiadM-  5^ »«■*1+  555 


Die  Bestimmung  der  Grenzen  bei  der 
Transformation  ist  nach  dem  Obigen 
leicht  anzustellcn,  führt  indess  oft,  wie 
die  Transformation  selbst,  zu  langwieri- 
gen Rechnungen. 

37)  Ueber  die  Berechnung  der 
bestimmten  Integrale. 

Oft  lassen  sich  Quadraturen  in  gewis- 
sen gegebenen  Grenzen,  z.  B.  0 und  ao , 
— oo  und  co  , 0 und  1 , 0 und  n noch 
dann  ausführen,  wenn  sich  das  allge- 
meine Integral  der  Berechnung  entzieht. 

Diese  Berechnungen  bilden  die  so 
wichtige  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale, welche  wir  jetzt  zu  geben  haben. 

Zunächst  aber  ist  eine  Bemerkung  über 
diejenigen  bestimmten  Integrale  zu  ma- 
chen, deren  eine  Grenze  unendlich  wird. 

Es  kann  hier  derselbe  Fall  wie  bei 
den  Reihen  eintreten,  die  eine  unendliche 
Anzahl  von  Gliedern  haben,  dass  näm- 
lich der  Ausdruck  aufhOrt,  einen  be- 
stimmten Werth  zu  haben,  also  entweder 
unbestimmt  oder  unendlich  gross  wird. 

Sei  das  Integral 

r*  f[x)dz  = <i(n) 
u a 

gegeben,  so  verfahrt  man,  um  zu  unter- 
suchen , ob  dieser  Fall  eintrete,  ähnlich 
wie  bei  Reihen,  die  man  in  Bezug  auf 
ihre  Convergenz  oder  Divergenz  prüft. 
Man  setzt  nämlich 

<>(«)=  f /■(*)<**+  f f (*)**> 

J « J k 

wo  man  sich  k endlich,  aber  unbestimmt 
gross  denkt.  Wenn  der  zweite  Tlieil 


y r sin  fr1  + ä^8in**  + 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass 
der  Integrationsweg  bei  bestimmten  In- 
tegralen angegeben  werden  muss.  Ge- 
schieht dies  nicht,  so  setzten  wir  immer 
den  gradlinigen  Weg  voraus,  der  übri- 
gens, wie  an  seiner  Stelle  gezeigt  wurde, 
der  einzige  Werth  ist,  wenn,  wie  dies 
sehr  häufig  der  Fall  ist,  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  nicht  discon- 
tinuirlich  wird  und  keine  Mehrdeutigkeit 
besitzt.  Koch  ist  zu  beachten,  dass  selbst 
Disconlinnitäts  - oder  mehrfache  Punkto 
eine  Mehrdentigkeit  des  Integrals  zwar 
möglich  machen , aber  nicht  mit  Koth- 
wendigkeit  bedingen. 

38)  Erste  Methode  der  Quadra- 
tur bestimmter  Integrale. 

Unter  den  Methoden,  welcher  man  sich 
zur  Auffindung  bestimmter  Integrale  be- 
dient, ist  folgende  von  grosser  Wichtig- 
keit. Sei 


fß 

I l{x)dx=U 
J a 


/co 


mit  wachsendem  k sieb 


der  Null  nähert,  so  hat  das  Integral 
einen  Grenz werth, und  es  ist  derselbe  gleich 

fkf{*)  dx. 

J 0 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
machen,  wenn  die  untere  Grenze  — oo 
IBt. 


das  zn  bestimmende  Integral,  so  gelingt 
es  zuweilen,  den  Ansdruck  f[x)  unter 
der  Form  eines  andern  bestimmten  In- 
tegrals auszudrücken.  Ist  demnach 

pd 

f(*)  = l ?(»,*)*«, 

J y 

eo  bat  man: 

fß  r<t 

U~l  I V(w>  x)du dx, 

./  aJ  y 

oder  bei  Umkehrung  der  Grenzen: 

U = (*'  C (j  (u,  x)  dx  du. 

J y'  a 

pß 

Gelingt  es  dann  / </  (u,  x)  du  anszu- 

a 

drücken,  so  ist  znweilen  anch  die  noch 
übrige  Integration  ausführbar,  so  dass 
V in  der  That  bestimmt  ist.  Diese 
Methode  beruht  im  Wesentlichen  auf 
Umkehrung  der  Grenzen. 

19 
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Anwendungen.  I.  Sei  gesucht  dis  Offenbar  hat  man: 

— (ix  -Ix  „i 

= / e^du, 

x I a 


»=r-~ 
J 0 


00  m~ax _ c — bx 


dx, 


wie  sich  durch  Integration  vcrificiren 
wo  a und  b positive  Zahlen  sein  sollen,  l&sst,  also: 


U=  f™  f'h  c-^dudzzz  f f* 

j 0 *'  a •'  aJ  0 


b ~oo 


e dx  du. 


Da  nun 


HX  J 

€ dX— 


/• 

also  wenn  man  ao  und  0 für  u setzt,  und  die  Differenz  nimmt: 

/co  -i 

.-*=1 


ist,  so  hat  man: 


also: 


/4  du 

- = lgi-lg«. 


/»  hx  /b\ 

„ ^ <tr=lgi-lg«  = lg(-). 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  noch 


so  erhalt  man: 


—ax  —bx  n b 
e -c  -y  -y 


a ~~dy 

T ! 

für  x~0  wird  y — 1,  für  ar  = 0 wird  y—0, 


also: 


/w  / —ax  -oi,  g+n  . a—  l o — i » / i 

± — zi—W  (y  V/  r 

o * •/  i lgy  J o »gy 


I 4 — t a—  I 

y -y 


Jy. 


also: 


II 


II.  Die  Formel  I lasst  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn  r*  coinplex  ist, 
vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  positiv  bleibt. 

Denn  ea  ist: 

r e-(o+ii)*^=_-i  -(«+«> 

- ■ . f°°  e-(-+«)x(fe=  i 

/ (i  «r  4* 

also: 

r = / +“  /“  .-<*+i*>*ä  = /’+“  = V-^, 

J -UJ  o ./_„“  + *•  » <*— <n 
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aber  auch: 

u = r f+a  « r ■-(a+"i)g-«-(a-">JTj 

a/  0*^  — a J o z 


woraus  dann  folgt: 


f 

J o 


Aas  den  Gleichungen 


dass 


2i 


■ — sin  ux. 


r 

J o 


— ctx  sin  ax  . 
e dx 

• x 


eine  conti- 


__  1-fitgs 
“1— itgi 


oder,  wenn  man: 


setzt: 


= tg« 


„ . « . a +wr 

2iarctg-=lg 

a a —ta 


ergibt  sich 

•»oo 


C — ax  «in  ax  , ^ « 

I e dx  - arc  tg  -. 

/ o x rt 


III 


nuirliche  Fanotion  von  a ist,  die  für 
a = 0 verschwindet.  Es  muss  also  für 

diesen  Fall  auch  arctg  — gleich  Null 

werden,  was  nur  bei  dem  absolut  klein- 
sten zugehörigen  Bogen  der  Fall,  so  dass, 
wie  in  der  Regel,  auch  hier  derselbe 

a 

unter  arctg—  zu  verstehen  ist. 
a 

Das  mit  III  bezeichnete  Integral  gilt 
für  jeden  positiven  Werth  von  «;  es 
fragt  sich , ob  es  für  a — 0 noch  rich- 
tig ist. 

Offenbar  stellen  beide  Seiten  der  Glei- 
chung 


Es  könnte  hierbei  noch  ein  Zweifel 
entstehen,  welcher  der  arcus  tnngens  zu 
nehmen  sei;  da,  wenn  m der  kleinste 
Werth  des  Arcus  tnngens  ist,  der  all- 
gemeine Ausdruck  für  diese  Function 
m-Mff  wird,  wo  « eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist. 

Im  Integral  I war  dieser  Zweifel  nicht 


f 

J o 


-ax  sin  ox 


dx  = arc  tg  - 


vorhanden,  denn 


,oo  —ax  — bx 
— e 


/XJ 


dx 


ist  eine  reelle  Grösse,  folglich  kann  auch 
nur  der  reelle  Werth  von  lg  ^ dafür 
genommen  werden. 

In  unserm  Falle  aber  löst  sich  auch 
der  Zweifel  leicht,  wrcnö  man  bedenkt. 


Functionen  vor,  die  Air  positives  a con- 
tmuirlich  sind , wie  klein  auch  a sei. 
Es  fragt  sich , ob  diese  Continuit&t 
noch  stattfindet,  wenn  a über  alle  Gren- 
zen hin  nach  Null  abnimmt,  in  welchem 
Falle  auch  dann  noch  beide  Seiten  der 
Gleichung  ihren  Werth  für  a = 0 beibe- 
halten. 

Die  rechte  Seite  ist  in  der  That  eine 
continuirliche  Function  von  a,  welche 

für  verschwindendes  a die  Werthe 

und  — ^ annimmt,  je  nachdem  a positiv 

oder  negativ  ist.  Was  die  linke  Seite 
anbctrifTt,  so  schreiben  wir 


f*  *±^dz=  5*+  r 8— 

/ 0 x J o J k x 

Continuitftt  findet  dann  statt,  wenn  mit  wachsendem  k das  letztere  Integral  ver- 
schwindet. Sei,  um  dies  zu  untersuchen 


kJ-^, 


Bo  haben  wir: 
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(2i  + 1 )rt  Q«  + ?)■» 

P sin  ca,  /*  n sincrx,  r n sin  ca, 

/ ——dx-l  dx+l  dx  + ■ • . 

1 k x J i.n  x I (-.  + .)*  x 


[-*+(«+  t)J?r 


[?»+("-f  ■)+(]» 


/"  sin  nx  /*  tt 

— - — dx  + • • • + / 

(-’«+»■)*  x J [;»+(«4-i)]i 


-dx. 


Es  ist  hier  statt  der  obern  Grenze  oo  genommen : 

L*  _ (2*-f-n  + l + *)/i 

* — ’i 

a 

wo  n eine  beliebig  grosse  ganze  Zahl,  t aber  ein  echter  positiver  Brach  sein  soll. 

Da  in  den  Grenzen  jedes  der  Theilintcgrale  sin  er*  sein  Zeichen  nicht  Än- 
dert, so  kann  man  setzen,  wenn  £ ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  u eine 
ganze  Zahl : 

(«+')*  («+’)»  (»+0_n 

f 8in(tti)rf(nj)  = - 1 r >in  axd  (cur), 


also : 


cosmi— cos(»<-f l)v  __  (— l)1^ 

(w-f  j)*  ” (tt+s)/»' 


l 


^ sin  rer. 


+ ; 


■(2«  + »)jt  (2*  + l + a,)n  (2«+2+»,)n 

(— 1)"2  , 


+ 


2t 


(2s  + » + »b),  t (2,+n  + »fl+»>n’’ 

wo  il  ebenfalls  ein  echter  Bruch  ist. 

Die  Summe  dieser  Reihe  ist  offenbar  kleiner,  als  die  der  folgenden,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  • • • mit  Null,  in  den 

negativen  3,  • • • mit  Eins  vertauscht,  und  das  letzte  oder  die  beiden  letzten 
Glieder,  die  jedenfalls  verschwinden,  weglässt. 

2/1 1 , 1 L , J: 1 , \ 2^ 

n \2«  2»+  2 + 2»+  2 2«  + 4 2«  + 4 2i+G+  " * "/  »2»’ 

welche  mit  wachsendem  s offenbar  verschwindet. 

Sie  ist  ferner  grösser  als  die  ebenfalls  verschwindende  Reihe,  die  entsteht, 
wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  1 für  und  in  den  negativen  dafür  Null 
setzt,  in  welchem  Falle  man: 

?(_!_ + _! )-o 

n \2»+ 1 2«+l  + 2*+3  2.+ 3 / 

erhält,  also  jedenfalls: 

rk'±aidx=o, 

J k * 

wie  auch  kr  wachse,  wenn  es  nur  grösser  als  das  ebenfalls  wachsende  k ist, 
woraus  dann: 
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/CO 


sm  ax 


dx-Q 


also: 


folgt,  und  die  Continuität  unsers  Inte- 
grals erwiesen  ist.  Man  hat  somit: 


/co 
0 


sm«xcos«jr,  n 

dx: rT. 

x 4 


r°°  si 

o 


sm  (tx  , ,7i 

—*=±2- 


Der  Ausdruck  IV  ist  wichtig  für  ge- 
wisse später  folgende  Untersuchungen, 
lila  Dirichlet,  von  dem  dieselben  herrühren, 

nennt  das  Integral  den  „discontinuirli- 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  c^en  Factor“,  und  gibt  ihm  eine  Form, 

je  nachdem  « positiv  oder  negativ  ist.  wo  — * ,8t: 

Für  n gleich  Null,  wird  der  Ausdruck 

r®  dx 

f =ig°o-ig(°), 

J o x- 


2 Z*00  si 

nj  „ 


sinxcos/Sx 


</jr  = l oder  =0.  IVa 


also  discontinuirlich. 


Der  erste  Werth  gilt,  wenn  ß positiv 
oder  negativ  kleiner  als  Eins  ist,  also 
zwischen  —1  und  4-1  liegt,  der  zweite, 
III.  Aus  der  Formel  lila  lässt  sieh  wenn  ß irgendwie  ausserhalb  dieser 
noch  ein  andres  wichtiges  Resultat  her-  Grenzen  fällt.  Das  Zeichen  von  ß hat 
leiten.  Sei  " 

a = a4-6, 

a und  6 positiv,  und  a grösser  als  b, 


so  hat  man: 
•co 


nämlich  offenbar  keinen  Einfluss  auf  das 
Resultat. 

? ; \ 

IV.  Die  Formel 

/*.-(«+* 

./  o '■  ’ * ' «4-6» 

. . • v dtivV  y,!  v-t. 

von  welcher  wir  bei  diesen  Betrach- 
tungen ausgingen,  ist  auch  an  ßich  wich- 

8‘  ’ '»nt-il 

i ..  . . . ,,  , Sic  zerfällt,  wenn  man  das  Reelle 


f 8in(a  + 6)x^_  n , 

J Q x 2 

r00  8in(a-6)*fx- n 
J n * 


2 ’ 


addirt  und  auch  subtrahirt: 
,Q0  sin  ax  cos  bx 
0 


f 


d: r = i 
2 


1 

a 4-6» 


<*•—  bi 


\ 


J 

•/  o 


00  sin  b x cos  a x 


dx  = 0, 


a*4-6* 

setzt,  in  die  beiden  andern: 

»co 


.*  ■ L 

•f-w  . > 


ein  Resultat,  dass  man  auch  folgender- 
massen  schreiben  kann: 


»co 


sin  a x cosßx 


f 

j 0 

f 

j 0 


t ttXcosbxdx  — 


€(X  • r j 

e sin  bx  dx  = 


<i*4-6a 

6 

a*4-6*> 


VI 


J "*  — «fr  = ot^er  ^ wo  <*  positiv  sein  muss. 

0 Beide  Formeln  verlieren  ihre  Bedeu- 

Der  erste  Werth  gilt,  wenn  « grösser  tung,  wenn  a gleich  Null  wird.  In  die- 
als  ß,  der  zweite,  wenn  « kleiner  als  ß sem  Falle  werden  nämlich  beide  Inte- 
ist,  vorausgesetzt,  dass  « und  ß positiv  grale  discontinuirlich. 
sind. 

Ist  ß = a,  so  hat  man:  V.  Multipliciren  wir  die  Formel  VI 

»CO  • n • cos  6 db  , . . . , n 

sin2«jr,  n mit  : und  mtegnren  m den  Gren- 

dx  — fr,  b 


J 


zen  6 und  co,  so  kommt: 


/oo  ^»c 

0 J l 


oo  e-«x  s]nbxcoab  r00  cosbdb 

dxdb—  / 

J 0 


0 f> 

aber  mit  Umkehrung  der  Grenzen: 


..oo  „ 


so  — «x  . i i 
e sm  bx  cos  b 


a*  4*6*’ 
r™  cosbdb 
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/ 


Es  ist  aber: 

00  sin&x  cos  bdb 
0 * 


39)  Zweite  Methode  der  Qua- 
dratur  bestimmter  Integrale. 

= 2 oder  gleich  0,  Ein  öfter  angewandtes  Mittel  gcw&hrt 
die  Einführung  neuer  Variablen  bei  Dop- 
je  nachdem  das  positive  x grösser  oder  pcüutegrnlcn,  auf  welche  Form  die  zu 
kleiner  als  1 ist.  Das  Integral  nimmt  bestimmenden  Ausdrücke  in  irgend  einer 
also  die  Gestalt  an:  We,8C  10  bringen  sind. 

/oo  „oo  ij.  E'n  Beispiel  wird  dies  klar  machen. 

e~axdx=  ! c0‘ °°°  Sei  das  tu  bestimmende  Integral: 

1 J 0 


"=/ 

j 0 


dx, 


da  der  von  0 bi«  1 gehende  Tbeil  de« 
ersten  Integrals  verschwindet.  Berech- 
net man  den  Ansdruck  links,  so  kommt:  wo  a eine  positive  Grosse  oder  eine 
„co  „ ...  _a  complexe,  deren  reeller  Thcil  positiv  ist. 

cotidl>  _ » f__Z  Dann  ist  offenbar: 

0 «*  + 4»  2 « 


r 
./  0 


oder,  wenn  man  bzzax  setst: 
r 00  cos  axdx  n 
0 1+*’ 


in 


= 2* 


vn 


oder  auch: 


/fCO  ^ / j . 

wo  a aber  positiv  sein  muss.  Es  kann  U1  = J J e dydx. 

a auch  Null  sein,  wie  sich  unmittelbar  * 0 0 

verificiren  lasst;  wäre  a negativ,  so  wäre  Wir  machen  nun  die  Substitution 
der  absolute  Werth  von  a rechts  in  den  » = *•* 

Exponenten  zu  setzen.  * * 


Diffcrenziirt  man  noch  a unter  dem 
Integralzeichen,  so  kommt: 


wo  auch 


/ 


'®  xsinaxdx  _ h — « 

r i+**  “äe  • 


VIII  wird. 


» = 0 für  y = 0, 
* — co  für  y = co 


Nach  den  in  Abschnitt  36  enthaltenen 
Integrirt  man  VII  nach  a in  den  Prinzipien  ist  dann: 

Grenzen  n — 0 und  a — a,  so  kommt: 

/°°  sin  axdx  n _a. 

, i(l+^j=2-(1-*  > IX 

immer  positives  a vorausgesetzt. 

f. <'+•’)„,  r 

J V K J 9sr(l+»*) 

und  im  Falle  « seinem  reellen  Theile  nach  positiv  ist: 


i/.= r r. 

J 0J  o 

wo  die  Ordnung  der  Integration  ver- 
tauscht ist,  aber: 


f 


~«*>(I  + S>)  11 

0 3n(l  + »’) 


also: 


ff.sif±s 

2-./  o 1+s* 


_ arctgoo  — arctgO_  n 


2 « 


4«' 


Es  ist  somit 


d.  h. 


/ 


"=t|T- 
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Für  den  Fall,  wo  « = 1 ist , ergibt  sich  hieraus: 

f e~x,dx=jVn.  Xa 

J o 

Differenziirt  man  den  Ausdruck  X «mal  nach  «,  so  ergibt  sich  noch: 

f “ v*»=«/5 . (2n)l...  , xi 

•'o  I " 4"«1  o" 

wo  unter  »!  das  bekannte  Product  l-2'3-"M  verstanden  ist. 

Sei  jetzt 

«=a+Ai 

und  a immer  positiv,  so  sind  die  Ausdrücke  X und  XI  noch  einiger  Transfor- 
mationen fähig. 

Setzt  man 

so  kommt: 


2-r  dx  = du,  dx  - 


du 

2W 


r xb 

./  o 1 u I « 

fr  t ttu un~*d»  = l/ - -ML  . xi a 

J 0 f °4"nl  «" 


i + <v 


Setze  man  ferner: 


;-.j  > f> W4*  i a 


= * 

— r1 


— SLre  ' dx  — ds, 
dz 


dx  ~ 


2 y lgi 


für 

für 


x — 0 wird  * = 1, 


x — co  wird  * =0. 
Die  Gleichungen  X und  XI  geben  also: 

t 


r'^  = r/i 

J }n 

yi£? 


Xc 


Xlb 


Es  ist  ferner: 
,0 


I*”  .-****=_/"*  = /*  c-^Ly, 

wie  man  erhalt,  wenn  man  x= — y setzt,  und  ebenso 

/■"  *V?*=  r 

J — x ■'  o 
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Diese  Resultate,  bezüglich  za  den  Ausdrücken  X und  XI  ad^irend,  erhält  man : 

/**  •—*+5 


Xd 


/ 


+co 


— ax * 2« 


/ n (2m)  ! 


— oo 


x"dxzz  1 — 

i <t  .»  . n 
' 4 n ! « 


XIc 


In  dem  Integral  Xd  ist  die  Function  e stets  continuirlich  und  eindeu- 

tig, also  der  Werth  vom  Integrationsweg  unabhängig,  vorausgesetzt,  dass  die 
Grenzen  — oc  und  + oo  bleiben.  Setzen  wir  jetzt 

x~y  + Ai, 

wo  h reell  ist,  so  werden  — j — hi  und  + < — hi  die  Grenzen  von  y,  wo  * eine 
unendlich  grosse,  aber  wesentlich  reelle  und  positive  Grösse  bedeutet:  Nach  dem 
eben  Gesagten  ist  im  übrigen  der  Integrationsweg  gleichgültig.  Aber: 

r+*~v«(y+*ov=  r"  + r+‘+  r‘~h\  . 

J — s — hi  J — s — Ai  ^ — s J + * 

wo  in  jedem  der  Theilintegrale  rechts  'dieselbe  Function,  welche  links  steht,  zu 
ergänzen  ist. 

Offenbar  aber  verschwindet  mit  wachsendem  » im  ersten  und  dritten  Theil 
die  Function  ganz,  und  man  hat  also: 

f+‘  \ix=J «-*»+*>**=}£ 

Trennt  man  den  reellen  und  imaginären  Tbeil,  so  ergibt  sich: 

y+co 




-00 


e "V  cos(2r<A)y</y  = |/^e  ah ' 


und  der  mit  dem  sinus  behaftete  Theil  wird  Null,  wie  sich  übrigens  von  selbst 
versteht.  Wir  setzen 

2ah=  ß 

ßt 


( « Ciy* COS  ßydy  = "l/"“  e . 

J 00 


XII' 


Es  ist  aber  auch: 
.-fco 


/-fOU  , ft  X , fl  u J 

e (ty  co sßydy  = / e V cos/9yrfy  + / e cos/9 ydy 

—00  o tJ  — co 


und 


/O  , ftCQ  , 

e ^ cos  ßydy  = / e cos  /?y  </y , 

— oo  o 


-00 

wenn  — y für  y gesetzt  wird. 
Es  ergibt  sich  hieraus: 

.00 


_/S* 

y e cos/9y  rfy  = 


Xlla 


i 


Bei  dem  Ausdrucke  X kann  ein  Zweifel  entstehen,  welcher  Werth  von 

— gemeint  Bei,  wenn  « eine  complexe  Zahl  ist. 
a 
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Sei  « = re*  , so  ist 

'IT  Y n 


tegrals 


fi- 


/oo 
n 


. — ax 


dz 


±Yre2 

Es  ist  dies,  so  wie  das  Integral  links, 
eine  continuirliche  Function  von  y , wel- 
che fiir 

n 

in  -■  _ übergeht,  somit  ist  also  das 

+ w 

positive  Zeichen  zu  nehmen. 

Da  alle  in  diesem  Abschnitte  gege- 
benen Resultate  auf  den  Werth  des  In- 


sich znrückführen  Hessen,  so  wäre  noch 
zu  beweisen,  dass  dieser  Ausdruck  auch 
wirklich  gegen  einen  bestimmten  Werth 
convergirt,  da  im  entgegengesetzten  Falle 
die  gegebenen  Schlüsse  ungenau  wären. 


10  ./ 


oo 


-ax- 


dx  ist  die  Function 


stets  positiv,  ausserdem  aber 

ffiT* 


und  da: 


<« 


— ax 


f 


co  , 

— ax  . 1 , - 

e dx  = (e 

k a 


-ooo  — ak.  1 — ak 
— e ) — — e 
« 


ist,  ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem 
k verschwindet,  so  ist  unsere  Voraus- 
setzung erwiesen. 

40)  Dritte  Methode  zur  Be- 
rechnung bestimmter  Integrale. 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  bestimm- 
ter Integrale  gewährt  oft  die  Auflösung 
von  Differenzialgleichungen.  Wir  führen 
ein  Beispiel  davon  an , wobei  das  der 
Theorie  der  Differenzialgleichungen  An- 
gehörige, welches  vorkommt,  keinerlei 
Schwierigkeiten  macht. 

Sei  gegeben: 

<** 


oder 


u~ae 


—2  fl 


wo  « eine  Constante  ist.  Man  bestimmt 
dieselbe,  indem  tnan  o gleich  Null  setzt. 
Es  wird  dann 

aber  auch: 


/oo 
0 


dx^iYn, 


— 


also : 


f 

•'  0 


co  — 


dxzz±f: 


- —2a 
ne  . 


XUI 


=/ 

j 0 


oo  — x* 


dx, 


differenziirt  man  nach  a,  so  kommt: 


— X* 


du  r 00  e x * 

— = — 2a  / 

da  J Q xa 


dx, 


setzt  man  rechts  — für  x,  so  kommt: 


du  r00 

*=-•/. 


a» 


di  = — 2u. 


Es  ist  also  die  Differenzialgleichung: 
du 

-7-=— 2 u 
da 

aufzulösen,  welche  die  Gestalt  annimrat: 

du  _ , 

— = —2  da, 

v 

also  integrirt: 

lgu=  —2a  + const. 


Der  Weg,  der  zu  diesem  Resultat  führt, 
setzt  also  die  Kenntniss  eines  speciellen 
Falles  voraus , wo  a gleich  Null  ist. 
Bei  der  eben  angeführten  Methode  ist 
dies  durebgehends  der  Fall  und  ist  sie 
daher  besonders  für  Fälle  geeignet,  wo 
das  Integral  eine  reelle  Constante  ent- 
hält und  der  Werth  desselben  gesucht 
werden  soll,  im  Falle,  wo  diese  Con- 
stante  complcx  wird.  Da  es  für  diese 
Betrachtungen  aber  eine  allgemeine  Me- 
thode gibt,  von  der  sogleich  die  Rede 
sein  soll,  unterlassen  wir,  von  der  hier 
behandelten  weitere  Anwendungen  zu 
machen,  und  zeigen  nur  noch,  dass  sich 
auch  das  in  XIII  gegebene  Resultat  auf 
dem  Wege  einfacher  Substitution  ergibt. 

Es  ist  nämlich: 

. + 00 


e y dy~Yn\ 

— co 


wir  setzen 


y-x , 

9 x 
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also 


d»=(i+p) 


dx. 


denken,  so  ist 

x — Q für  y - — oo, 
für  y — -f-  oo , 


Da  ferner  sich 


also : 


ergibt,  ein  Ausdruck,  dessen  Radikal  wir 
uns  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen  oder: 


r 

* o 


dx(1+-r*)=}f» 


■=•1/: 


dx 


r 

j 0 


-dx) 


Führt  man  die  Substitution 


x = — 
z 


in  Partialbrüche  zerlegen.  Ist  nftmlich 
n eine  der  Wurzeln,  so  hat  man: 

«!>  = jL  + ..., 

ein,  so  verwandelt  sich,  ganz  wie  oben,  *l(x)  x a 

das  zweite  Integral  in  ein  dem  ersten  wo  die  andern  Glieder  rechts  x — n nicht 
völlig  identisches,  woraus  sich:  als  Kenner  haben.  (Siehe  den  Artikel: 

Unbestimmte  Coefficicnton.)  Multiplicirt 
man  also  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 
x — «,  so  ist: 

(x—a)/{x)_  , 

vW  ~ 

für  den  Fall,  wo 

a -0 


x‘  dx!=\  nf 


2e2“  r . 

•'  o 

also  das  Resultat  XIII  ergibt. 
41)  Vierte  Methode. 


Diese  Methode  ist  von  allen  die  ein-  da  jann  ajie  andern  Glieder  ver- 
fachste.  Sie  besteht  eben  nur  darin,  das  8Chwiuden.  In  diesem  Falle  werden  aber 
unbestimmte  Integral  r.u  berechnen,  und  ijnks  {x—u)  f(x)  und  y(x)  beide  gleich 
die  Fülle  aufausuchcn,  wo  die  Spcciali-  ^„11,  UIlJ  uaQ  erhält  durch  Differen- 
sirung  der  Grenxen  das  Resultat  besou-  liir811  des  zj^lers  und  Nenners: 
ders  vereinfacht. 


A = 


'/'W 


Beispiel.  Es  sollen  /Tx)  und  y(x) 
ganze  rationale  Functionen  sein,  jedoch 
f(x)  vom  niederen  Grade  als  y(x)  and  Seien  nun  zwei  conjugirtc  Wurzeln  un- 
habe  die  Gleichung  scrcr  Gleichung  y(x)  = 0: 

7(x)  = 0 «=?+?•  und  a'-p  — qi, 

nur  imaginäre  und  ungleiche  Wurzeln,  und  die  Zähler  der  zugehörigen  Partial- 
ftx)  . brüche : 

eo  läset  »ich  der  Ausdruck  ~TI\  lnlIni:r  + A'—P Qi, 

P(x-p)-qQ 


X — « X — n' 


»(*) 

P+Qi 


P-Qi 


x-p-V 


p + qi  ~ 2 (x— p)’  + q2 


-r  und  rh,  so  kommt: 


und  integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  den  Grenzen 

— 20[arc  tg  (rk  — p)  + arc  tg  (r+p)] 
oder  wenn  man  r gleich  oo  setzt,  wird  dies  Resultat: 

2Plg  A — 2077. 

■+rA  fix) 


Es  wird  also: 


./ 


— r vto 


dx  = 2\gkZP— 2iZQ, 


XIV 
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wo  die  Summen  auf  alle  den  Wursel- 
paarcn  entsprechenden  Werthc  von  P und 
Q sich  beziehen. 

Wohl  zu  bemerken  ist,  dass  dies  Re- 
sultat von  dem  Vcrhaltniss  h der  obern 
und  untern  Grenze  abhangt,  also  ganz 
unbestimmt  ist. 

Nur  in  dem  Falle,  wo  — 2 P ver- 
schwindet, hat  dies  Integral  in  den  Gren- 
zen — co  und  + einen  bestimmten 
und  eindeutigen  Werth. 

Sei  z.  B. 

'/(■*)  = l+*'n,  f[x)=xlm 
und  m kleiner  als  n.  Dann  ist: 

fi*)  _ 2l*+  !. 

v'to  ■ 2» 

Die  Wurzeln  a der  Gleichung 

l+*3"=0 

aber  sind: 

. . 2*+l  , . . 2*+l 

a=p+qt=cos-^-n+t  sin-^-n, 


dem  mittlern  Werth 

n — 1 

2~~ 

entspricht. 

In  den  Ausdruck  für  Q setzen  wir: 
(2m + 1)  n 
2«  “ft 

und  multipliciren  und  dividiren  mit  sin«; 
es  kommt  dann: 

1 2 sin  (2»  + 1)  a sin  n 

4»  sin  er  sin« 

= — t-  —r — (cos  2<«—  cos  2 (<  + 1) «), 

woraus  sich,  wenn  man  für  t die  Werthe 
0,  1,  2 • • • 2n— 1 setzt,  ergibt: 

2q—  1— cos2«a 


(>  = - 


4«  sin  « 


oder,  da 


wo  $ jeden  der  Werthe  0,  1,  2 • 
annehmen  kann. 


• »-1 


ist: 


cos2na  = co8  (2»+l)  —1 


In  dem  Ausdrucke 

(■?«  + \)n% 


2n  sin 


(2m  -f  l)  n. 
2n 


(im— 2w-H) 


/W-I- 

»■'(«)  “ 2« 

ist  der  reelle  Theil  mit  P , der  iraagi- 
nairc  mH  Q zu  bezeichnen,  also: 

p ~ it cos  (2m  -! 2n + o 7’ 

Q =5,  Sln~^  (2m-2n  + l)rj 

oder 

F 1 C0J2.+l)(2m  + l), 

r~~5,C0*  2»  — ’ 

«_  1 (2s+l)(2i»+l)n 

2»  ‘ 

Es  ist  aber  augenblicklich  zu  sehen,  dass 
für  >-a— 1 und  s — n—a  die  Werthe 
von  P derart  Bich  entsprechen,  dass  der 
eine  der  entgegengesetzte  des  andern  ist, 
wenn  also  die  Zahl  n grade  ist,  so  wird 
2P= 0. 

Dies  findet  auch  statt,  wenn  n ungrade 
ist,  da 

p 1 2m  -f- 1 

p=-2n™—r-nzz0 


In  diesem  Falle  fällt  also  der  log&rith- 
mische  Theil,  welcher  unbestimmt  war, 
ganz  weg,  und  man  hat,  wie  auch  das 
reelle  Vcrhaltniss  der  obern  zur  untern 
Grenze  beschaffen  sei : 


+ao 


v 

f 


~dx~ 


1 + x 


. (2m  + I)7r 


XV 


Bei  diesem  Integral  ist  jedoch  der  Inte* 
grationsweg  keineswegs  beliebig. 

Nimmt  man  denselben  auf  der  Ab- 
scissenaxe,  so  bleibt  x stets  reell  und  es 
tritt  keine  Disconlinuität  ein,  da  nur  für 
on 

imaginäres  x der  Nenner  1+a?  ver- 
schwinden kann.  Wählt  man  einen  an- 
dern Weg , so  darf  in  dem  von  demsel- 
ben und  der  Abscissenaxe  begrenzten 
Fl&chcntheil  keine  Wurzel  der  Gleichung 

1+jt"m  enthalten  sein,  weil  sonst  nach 
dem  früher  (Abschnitt  13)  Gesagten  das 
Resultat  ein  andres  werden  muss. 

In  dem  Ausdrucke  XV  können  auch 
die  Integrationsgrenzen  von  Null  bis  un- 
endlich genommen  werden.  Es  ist  näm- 
lich : 


2m 


> 1+x' 


~dx 


0 2m  00 

= [ -±—rdx+  r 
J _*  1+*,B  ' 0 1+*  " 


■2m 


-dz. 
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wenn  man  in  dem  ersten  Integral  der 
rechten  Seite  die  Grenzen  vertauscht,  und 
— x filr  x setzt,  so  wird  dasselbe  dem 
zweiten  Integrale  völlig  gleich,  also : 


ximdx  _ 

1+J'"  2»  »in^"+ 
2n 


XV  a 


erhalten : 


so 


/ 


Xp  t Ix  n 

dx  — > 

1+xo  . p 

1 q sm*-rr 
9 


XVb 


wo  jetzt  p und  q beliebige  reelle  Zahlen 
sein  können,  voran  «gesetzt,  dasß  p < q 
ist.  Untersuchen  wir  noch  das  Integral: 


Dies  schon  öfter  angewandte  Verfahren 
lässt  sich  auch  in  dem  allgemein  gülti- 
gen Satze  ansdrQckcn: 


rfx  = 2#  f(x)dx, 
• * o 


wenn 

«-*) =/(*), 


also  f(x)  eine  grade  Function  ist. 
fügen  auch  hinzu,  dass  immer: 


Wir 


wenn 


+ cc  2m 
x 


60  enthält  die  Function  x*  —1  im  Nen- 
ner zunächst  zwei  reelle  Factoren  x -f  1 
und  x— 1,  ein  Fall,  den  wir  in  unserer 
allgemeinen  Betrachtung  ausgeschlossen 
hatten.  8etzen  wir  daher: 

*•”  « , ß , a*) 

JJ»_1  *— 1 + x+l  + f (x)’ 

so  hat  die  Function  y(x)  keinen  reellen 
Factor  mehr. 

Uebrigens  ergibt  sich  a und  ß ans  der 
Formel : 


also  f(x)  eiue  ungrade  Function  ist.  Es 
wird  dann,  wenn  man  das  Integral  in 
zwei  andre  theilt,  deren  Grenzen  — oo 
und  0,  so  wie  0 und  4-oo  sind,  im 
erstem  — x für  x setzt,  das  erste  Inte- 
gral der  entgegengesetzte  Werth  des 
^weiten. 

In  XV  a setzten  w'ir  noch : 

x = zrt,  2rr(m-fl)  = ;?,  2c m = q, 
wo  also  p immer  kleiner  als  q ist,  und 


2 m , 

x _ 1 2m  — 2n-f  1 

d(x'’B-l)  2b* 

»>x 

für  den  Fall,  wo  x bezüglich  gleich  4-1 
oder  gleich  —1  ist,  ganz  wie  dies  oben 
gezeigt  wurde.  Also : 

_ i 1 

es  ist  also: 


r . _ i r+* 


1 r+x  dx 

2 nJ  -«,*+1 


/ 


/(*> 


v(*) 


dx. 


Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem 
dritten  Integral , welches  ein  specieller 
Fall  des  Ausdrucks  XIV  ist,  man  hat 
nämlich,  da  p-f-gi  eine  imaginäre  Wur- 
zel der  Gleichung 

x —1=0 


7—  n 

p+v»  = yT=e  , 


wo  * jeden  der  Werthe  1,  2,  3\«  • n— 1 
annimmt,  die  übrigen  Wurzeln  gibt  der 
Ausdruck  p — qi , Wo  p und  q immer 
einem  der  obigen  Werthe  entsprechen. 
Die  Werthe  s = 0 und  t = n sind  hier 
ausgeschlossen,  weil  sic  zu  den  reellen 
Wurzeln  führen.  Es  ist  nun: 

f(x)  1 2m  — 2n-f  1 

■ = 2*x 

also 


(Im— 2n+l)^P 

P+«  = k' 


1 

2n  * 


n » 
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da  man  dlezen  Ausdruck  erhält,  indem  dass  aueh,  wenn  «—1  ungrade  ist,  dem 
man  in  den  vorigen  mittleren  Werth 

x-p+qi 

setzt,  also: 

1 

welcher  allein  stehen  würde: 


P = Aco»(2«+1)  ‘A 


* = 2’ 


P=iit  CO8(2m  + 1)^  = 0 


0=^-»'n  (2«  + l) 

entspricht. 

combinirt  man  immer  je  zwei  Wcrthc, 

denen  jza,  und  s=:n — a entspricht,  bo  Utn  zu  berechnen,  setzten  wir 

ist  die  Summe  beider  zugehörigen  P w'cdcr: 

gleich  Null,  also  „ n 

2P=  0,  (2m  + l)  — _(T, 

denn  ganz  wie  oben  erwiesen  ergibt  sich,  es  ist  dann : 


Q = 


2 sin  sr  sin«  _ cos(s— 1)r-cos(s4-1)r 


4»  sin  R 


•ln  sin  r 


also: 

aber 

und 

also 


1 , . , , 1+eosR  — cos(n— l)o— cosbr 

X(>  = 3 — : — A[cos(i-1)r—  cos(s-1)r]  = — \ , 

4nsinfl  4nsinR 


cos*R  = cos(2m+l)n  = —1 
cos  (n  — 1)  r = cos  («r — a)  = cos  [(2m + 1)  n — o]  = — cos  r, 


AO=l  + C°»"  = 

An  sin  a 


a 

c0,2 


2n  sin^- 


1 


2a  tg- 


,(2a. + !)■.’ 


also  nach  Formel  XIV : 


/ 


-00  f (*) 


n tg 


(2/»i4-l)rr* 

2« 


Was  den  noch  fehlenden  Theil  des  deren  Radius  r sei,  und  die  Integrale 
gesuchten  Integrals  anbetrifft,  so  erhal-  längs  derselben  im  übrigen  aber  auf  der 
1 2 Abscissenaxc  nehmen.  Es  sind  dann 

ten  beide  Ausdrücke  z und  eine  aber  4 lntegrationswege  möglich,  welche 

verschiedene  Resultate  geben  können,  je 
anf  der  Abscissenaxc  liegende  Discon-  nachdem  wir  nämlich  den  einen  oder 
tinuitüt,  welche  den  Funkten  x = l und  andern  dieser  Halbkreise  auf  der  Seite 
bezüglich  x~—  1 entspricht.  Wir  climi-  nehmen,  wo  die  Ordinaten  positiv,  oder 
niren  dieselbe , indem  wir  um  diese  wo  sie  negativ  sind. 

Funkte  herum  kleine  Halbkreise  ziehen,  Man  setzt  demnach: 

r+0°  _dx_  __  rl~r  dx  /'»+»•  dx  r+t  dx 

•/  — oo  * ^ ^ —t  x * J i r * •/  l +rx  ^ 

wo  * und  t unendlich  gToss  sind.  Das  zweite  Integral  ist  auf  einem 

Das  erste  und  dritte  Integral  enthält  Halbkreise  zu  nehmen,  d.  h.  zu  setzen : 
keine  Discontinuität,  es  ergeben  sich  für 

dieselben  die  Werthe:  x = l — r (cosy -$■* s,nf/)  — 1 — re 

Ix  - 4-  le  - = lg  — . wo  die  Integrationsgrenzcn  0 und  n oder 

® B r 6s  0 und  — n sind,  also: 
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I +r  -I« 

/'  dx  r —He  1 d'f  r 

=J  . „~V  •' 


'd'l  =+•*, 


ferner  ist: 


r±*>  Jx  r— ' r </*  *+r  rfr  r1 

J X+l  -J  *+1  +./  _,_r*+l  ./ 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  ist: 

ig-+igr-=ig-. 

Das  mittlere  gibt,  wenn  man 

a-  — — 1 -fr  (cos  y -fi  sin  y)  = — 1 — re  ^ 

setzt : 

— !-fr  \-n 

/ A-r 

— i— r o 

Es  nimmt  also  der  Ansdruck,  von  dem 

wir  sprechen 

1_  r±<°  r+co 

2 »J  _<XJ  x— 1 2nJ  _00  *+!’ 


dx 


+r*+T 


ie  'l'dj  — 

r-S-=+W. 

r.~V' 


Und  hier  ist  nur  eine  Ausbiegung  vor- 
handen, die  aber  auf  einer  ganz  belie- 
bigen Seite  der  Axe  liegt. 

Wie  oben  erhält  man  noch , wenn  p 
kleiner  als  g ist: 


da  der  von  den  unendlichen  Grenzen 


herröhrende  Theil: 


lg-  — lg  - immer  ver- 


/sr  dx  n 
n 1—  X*  Hfp-n 


XVI  b 


schwindet,  folgende  Werthc  an:  Null 
wenn  beide  Ausweichungen  auf  derselben 
Seite  der  Abscisscnaxe  liegen,  — 2 irr  wenn 


wo  aber  immer  eine  Ausbiegung  statt- 
findet.  Dieso  wichtige  Betrachtung  fehlt 


das  erste  auf  der  positiven  Seite,  das  zweite  gewöhnlich  bei  der  Entwicklung  dieses 
auf  der  negativen  Seite  liegt,  -f  2i;i  Integrals  in  den  Lehrbüchern.  Sie  ist 
wenn  das  Entgegengesetzte  der  Fall  aber  unerlässlich,  da  sonst  lediglich  ein 
ist,  und  man  hat,  wenn  man  schlicss-  falsches  Resultat  sich  ergibt. 


lieh  noch  den  Nenner  x ’ — 1 mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  nimmt: 

+ ao 


/ 


“dx 


A-x‘n 


2m + 1 


-+2uin,XVI 


» tg 


2 n 


42)  Fünfte  Methode. 

Die  liier  tu  gebende  Methode  der  Dar- 
stellung bestimmter  Integrale  ist  die 
schönste  und  allgemeinste  aller  vorhan- 
denen, sie  rührt  von  Cauchy  her,  und 
stützt  sich  anf  die  Theorie  der  Mehrdeu- 


wo  (J  eine  der  Zahlen  —1,  +1  oder  tigkeit  der  Integrale,  welche  wir  in  Ab- 
Null  bedeutet.  In  keinem  Falle  darf  das  schnitt  XIII  gegeben  haben. 

Integral  nur  über  der  Abscissenaxe  er-  Während  alle  bis  jetzt  gegebenen  Mc- 
streckt werden,  sondern  es  finden  immer  tboden  indircct  sind,  lehrt  diese  unter 
zwei  Ausbiegungen  nach  der  positiven  gewissen  Bedingungen  auf  directe  W eise 
oder  negativen  Seite  statt,  welche  belie-  den  Werth  der  bestimmten  Integrale  aufzu- 
big  sind,  aber  so  klein,  dass  sie  keine  finden,  zunächst  für  solche  Integrale,  deren 


zweite  Wurzel  der  Gleichung 
x**— 1 = 0 

umfassen.  Nimmt  man  (>  gleich  Null, 
also  beide  Ausbiegungen  nach  derselben 
Seite,  so  lässt  sich  unser  Integral  in  2 
andere  gleiche  theilen,  da  es  eine  grade 
Fnnction  enthält,  und  man  hat: 
cd  ' 

dx  n 


f 


i in  a * 2» -fl 
l-x  Sutg-^-n 


Grenzen  — oo  und  ~f  co  oder  0 und  2i 
sind ; indess  lassen  sich  dnreh  zweckmässige 
Transformation  diese  Grenzen  leicht  bei 
allen  bestimmten  Integralen  hcrstellen. 

Sei  f\x ) eine  Function,  die  innerhalb 
eines  gewissen  geschlossenen  Umfanges 
eindeutig,  aber  nicht  immer  continuirlich 
ist.  Umgeben  wir  dann  jeden  der  Dia- 
continuitätspunktc  mit  einer  beliebig  klei- 
XVI  a nen  geschlossenen  Curve,  etwa  mit  einem 
Kreis,  dessen  Radius  ins  Unendliche  ab- 
nimmt, so  ist  nach  dem  Abschnitt  13 
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Satz  III  Gesagten  das  über  den  äusseren 
Umfang  ausgedehnte  Integral  f f(x)dx, 
gleich  der  Summe  derjenigen  Integrale 
derselben  Fnnction,  welche  Uber  die  in- 
nern  die  Discontinuitfttspnncte  umgeben- 
den Umringe  in  gleicher  Richtung  als 
der  äussere  sich  erstrecken.  Es  ist  näm- 
lich in  dem  zwischen  allen  diesen  Um- 
fängen befindlichen  Raunt  keine  weitere 
Discontinuität  der  Function  f(x)  vorhan- 
den. Vorausgesetzt  ist  hier,  dass  auf 
dem  äussern  Umfang  selbst  keine  Dis- 
continnität  eintritt. 


Sind  x-a x- it,  • ••  * = n ■ 

P 

die  Discontinuitätspunktc  und  setzen  wir 
unendlich  kleine  Kreise  mit  Radius  r als 
Umfänge  derselben  voruus,  so  ist: 

J'((x)dx-rij  l\„  + r/l')  e'/'d.f. 

Für  jeden  solcher  Umringe,  also  wenn 

/' 

auf  den  äussern  Umring  be- 
zieht : 


/v  p~n  . 

f(x)dx  = ri  X / f(„  +r'1')e'l'd,f, 

p=\J  0 p 


wo  r eine  ins  Unendliche  abnehmende 
Constante  ist. 

Nach  einem  bekannten  Satze  lässt  sich 
der  Ausdruck  /‘(ff^-f-u),  welcher  für  n = Ö 

discontinuirlich  wird,  so  lange  in  eine 
nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen geordnete  Reihe  entwickeln,  als 


der  Modul  von  kleiner  als  jeder 

derjenigen  Moduln  ist,  für  welchen  eine 
zweite  Discontinuität  eintritt. 

Es  ist  also  innerhalb  unsere«,  den 
Punct  « umgebenden  kleinen  Umrings 

and  auf  demselben  jedenfalls: 


n=cc  n = oo 

/(«  +«)=  2 A un+  X B u~n 

P H=0  " »=1  " 

und 


J 0 f a=D  0 


Bei  der  Integration  werden  alle  Inte- 
grale Null,  da  die  Wcrthc  der  Integrale 

es,fl  für  die  Grenzen  0 und  2t  gleich 
werden. 

Eine  Ausnahme  macht  nur  das  mit 
B x multiplicirtc  Glied: 

/2rt 

d*/  — 2ni  Bx. 

0 

Es  ist  aber  Bx  nichts  anders  als  der 
Coefficicnt  von  in  der  Entwicklung 
von  f(a^  + u).  Diesen  Coefficienten 

nennt  man  nach  Cauchy  das  Residuum 
von  Wir  bezeichnen  denselben 

durch : 

Bt  = Res/*(ff^) 

und  haben  also  den  höchst  wichtigen 
Satz : 


/7m 


p = n 

dx  — 2t»  £ Res /'(rr  ), 
/'='  P 


IS  CC  g 'mH  / \ . 

+ iri  B 

n-  1 nJ  0 


d.  h.  „das  Integral  einer  eindeutigen 
über  einen  gewissen  Umfang  erstreckten 
Function  ist  gleich  der  Residunmsumme 
aller  innerhalb  dieses  Umfanges  befind- 
lichen Discontinuitätcn  multiplicirt  mit 
2 nx. 

Befindet  sich  auf  dem  Umfange  selbst 
eine  Discontinuität,  so  ist  für  diesen 
Punkt  eine  Ausbiegung  zu  machen.  Ge- 
schieht dieselbe  nach  innen , so  fällt 
diese  Discontinuität  ganz  aus  der  Be- 
trachtung weg,  geschieht  sie  aber  nach 
aussen,  so  ist  das  zugehörige  Residuum 
in  die  Summe  rechts  mit  aufznnehmen. 

Unterwerfen  wir  jetzt  die  Function 
f{x)  noch  folgender  Bedingung:  Sic  soll 
verschwinden,  wenn  man  den  reellen 
Thcil  von  x positiv  oder  negativ  unend- 
lich, und  wenn  man  den  mit  » multipli- 
cirten  Thcil  positiv  unendlich  setzt. 

Solche  Function  ist  z.  B.  x"~  9 , wo  t 
eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Als  Umfang  betrachten  wir  dann  ein 
Rechteck,  dessen  eine  Seite  ein  Stück 
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2a  der  Abscissenaxe  bildet,  in  dessen  ist  dann,  wenn  man 

Mitte  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x — p-j-gi 

liegt,  and  wo  die  beiden  nicht  parallelen  setzt,  das  Integral  in  4 andre  za  thei- 

Scitcn  sich  auf  der  Seite  der  positiven  len,  welche  den  4 Seiten  des  Rechtecks 

Ordinate  bis  zur  Höhe  6 erstrecken.  Es  entsprechen,  also: 

P f{x)dx=f  f(j‘)dH  + /"  f(a  + qi)idq  + /"  f(P  + ki)drl 
J J —a  *^o  '*  + a 

/»0 


Im  ersten  and  dritten  Integral  ist  näm- 
lich offenbar  die  Ordinate  g constant  und 
bezüglich  gleich  0 und  6,  im  zweiten  und 
vierten  ist  die  Ahscisse  eonstadt  und  be- 
züglich gleich  -ba  und  —a. 

Lässt  man  nun  die  positiven  Grössen 
a und  6 ins  Unendliche  wachsen,  so  ver- 
schwinden nach  unserer  Annahme  die 
Functionen  unter  den  drei  letzten  Inte- 
gralzeichen für  jeden  Werth , den  sie 


Beispiel.  Sei 


i+*’ 

ein  Ausdruck,  der  in  der  That  fhr 
x~  co  und  x = -f  oo » 
verschwindet.  Discontinuittt  tritt  nur  für 
den  Fall  ein,  wo: 


x=+« 

wahrend  der  Integration  annehmen,  also:  ist;  setzen  wir  also 


f(  W +9')=/Xf,+a>')— A(— 00  +9')=0. 
Es  ist  also  J f (x)  dx  lediglich  gleich 

/-f-oo 

f(p)dp,&\ao: 

— oo 

/ + oo  p = n 

f(x)  dx  — 2n\  2 Rcs/U  ),  (A) 
—oo  p=  l r 

wo  öp  auf  alle  Discontinuitätspunkte  geht» 
deren  imagin&rer  Theil  positiv  ist.  Die 


so  W'ird : 

ea»(u  + i)  e— fl^ou» 

^ = ~2i«r+i«*'  = u(2i+«) 

und 


2* 


Bes/(i)  = : 

/-f*  cO  axi 


Residuen  beziehen  sich  also  auf  alle  Werthe  als0  wenn  msn  nnd  Imngintrcs 

%r««  « deren  mit  t multiplicirter  Theil  lrennt: 


von  te  , 

P 

positiv  ist.  Das  Integral  links  erstreckt 
sich  über  die  ganze  Abscissenaxe,  die 
Fanction  f(x)  ist  also  immer  reell.  Eine 
Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  wo  f(x) 
reelle  Discontinuitätspunkte  bat,  die  also 
auf  der  Abscissenaxe  liegen.  In  diesem 
Falle  ist  eine  Ausbiegung  auf  die  ne- 


cos  ax  dx  — a 

oo  l+x*--7** 


/+”  sin  ax  dx 


1+** 


=0. 


gaiive  oder  positive  Ördinatcn-Soitc  7.u  Das  erste  Resultat  haben  wir  schon  frü- 
machen,  und  im  erstem  Falle  tritt  das  her  erhalten.  Die  meisten  schon  gefun- 
Kcsiduum  der  bcseichneten  Diskontinuität  denen  Werthe  bestimmter  Integrale  wfrr- 
sur  Summe  rechts  liiniu ; das  Resultat  den  sich  aber  auf  dieselbe  Weise  ablei- 
vcrliert  also  seine  Eindeutigkeit.  ten  lassen. 

43)  Weitere  Anwendungen  der  vorigen  Methode. 

Die  Formel  A nimmt  auch  noch  eine  andre  Form  an;  es  ist: 

/+«  /.0  v»  d-oo 

f(x)dx  = I f(x)dx  + 1 f (x)  dx 
— oo  **  —00  ^ 0 

und  wenn  wir  im  ersten  Integral  recht«  x mit  — x vertauschen: 

/-4-oo  / 

f(r)dx=l  [f(x)+f(-x)\dx, 

—00  J 0 
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eiu  Resultat,  welches,  im  Falle  f(x)  eine  grade  Function,  also  f(z) — fl—x)  ist, 
die  GesUlt  annimmt:  K ' 


/®  p = n 

f(x)  itx  = ni  2 Res/faJ. 

0 p = I " 


(C) 


Ist  f(x ) eine  nngrade  Fnnction,  also 

r(») = —/■(—*), 

so  wird  dagegen: 

J — ao  ■>  o « 

Beispiele.  Sei 


(D) 


n J x’  + r* 


den  Cbaracter  einer  ganzen  Fnnction  in 
diesem  Gebiete  hat,  dann  ist  die  einzige 
in  Betracht  kommende  Discontinuität  die 
. der  Wnrzel  Ton 

r ist  eine  positive  Grösse  und  F(x)  eine  , ,_n 

Function  von  x , die  für  einen  Werth  x +r  -V 

von  x,  dessen  mit  • multiplicirter  Theil  x -ri 

positiv  ist,  nicht  unendlich  wird,  die  also  entsprechende. 

Es  ist  also: 


da  für  x~ri 
ist. 


r.  **¥*&-**■ 


xvu 


Ebenso  erhält  man,  wenn 


ist. 


n ' x*  + r» 


/**  r(x)-F(-4  xdx  „i 

J o 2 x*+r*  - T F{ [n)- 

Ist  aber  gegeben: 


XVIII 


also 


r 
■'  0 


F(x)— F(— x)  r'rfx 

2 x(x'  + r>) 

*w 


flx)~*(x*  + r*)’ 

so  kommt  das  auf  x = 0 bezügliche  Residuum  hinzu,  wenn  man  eine  Ausbiegung 
nach  der  negativen  Ordinaten-Seite  hin  nimmt,  und  da 


Res 


wird : 


oder 


G)- 


1 für  x = 0 


r * - f(~«)  r,Jx  _ »•  r9rvm 

/ „ 2 i^f+rV)-2 


XIX 


20 
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wo  der  erste  oder  der  letzte  Werth  gilt,  je 
nachdem  die  Ausbiegung  in  positiver  oder 
negativer  Richtung  geschieht. 

Aus  der  Formel  A des  Abschnitts  42 
aber  folgt : 

f + Z>  ^-Mx  = 2nF(ri),  XX 
./  r+x. 


da  x = — ri  die  einzige  Discoutinuit&t 
ist,  und 


für  diesen  Werth  von  x wird. 
Ist  aber  gegeben 


/ 


+ °°  F(x) 
-oo  (r  + xi) 


wo  m eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so 
ist,  wenn 

*=ri+u 


gesetzt  wird 

h\x)  _ F (ri+u) 

(r  + xi)m  (ui)”1 

Entwickelt  man  F(ri  + u)  nach  dem 
Taylorsehen  Saue  nach  Potenten  von  n. 
was  immer  möglich  ist , da  bei  dieser 
Function  keine  Discontinuit&len  Vorkom- 
men, so  ist  das  mit  s*  ' multiplicirte 
Glied  des  Zahlers: 


F("-l)(ri) 

1.2-3-»-l“ 


1 


wo  F^m  die  «n— 1 te  Ableitung  be- 
zeichnet. Da  der  Nenner  um  im  ist , so 
erhält  man  also  das  mit  — multipli- 
cirte  Glied  oder  das  Kesidium,  also: 


„ 1 

Res  — - = 

(r+*i)m  (0m 

und  nach  der  Formel  A 


f("  ')  (rt) 

x -2  • m — 1 


/ 


+ oo 


F(x) 
('•+«)” 


-dx  = (-i)' 


(*-') 


(ri) 


1-2-3  — m— 1’ 


XXV 


Offenbar  ist  auch: 

f dx-O,  XXII 

1 -oo  (*-«)" 

weil  dieser  Ausdruck  nur  eine  dem  Werthe 
*=  — ri 

entsprechende  Discontinuit&t  hat,  also 


keine,  wo  der  Cocfficient  von  i posi- 
tiv ist. 

Sei  wieder  F(x ) eine  Function,  welche 
keine  Discontinuitäten  enthalt,  wenu  der 
mit  i multiplicirte  Theil  positiv  ist,  und 
y(x)  eine  eindeutige  Function,  welche  für 
x — a 

discontinuirlich  wird,  so  ist  im  Allge- 
meinen: 


w»  - oo  m = oo 

»(<»  + “)=  2 u + 2 Bm  “ 

m=0  m= I 


Ist  aber  die  Discontinuität  der  Art,  dass 
V(n)  = oo 

ist,  ebenso  wie  <y(«+r)  und  y (a — r), 
wo  r unendlich  klein  ist,  jedoch  für  einen 
dieser  Werthe  auch  — x,  oder  x«  ein- 
treten  kann,  so  ist  die  zweite  Summe 
immer  so  beschaffen,  dass  sic  aus  einer 
endlichen  Anzahl  Glieder  besteht.  Es  ist 
nümlich 


und  die  Function  -7-.  ist  im  Pnnct  a 

»(*) 


continuirlich,  also  in  der  Nähe  von  « ist: 


v(«+«) 


= o,H  + a,u*+. 


■ +apuP  + 


Das  constante  Glied  fehlt,  weil  — - — r 

y(o+u) 

för  u — 0 verschwindet;  es  k rinnen  aber 
anch  gewisse  Coefficienten  o,,  a,  •" ^ 


verschwinden,  und  wir  nehmen  der 
Allgemeinheit  wegen  an,  dass  in  der 
Tliat  a der  erste  Cocfficient  ist,  wel- 
cher erscheint,  wo  » also  auch  gleich  1 
sein  kann.  Dann  ist: 
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T(aV-)=ajw,+fl'+'“'fl+  ••• 


»(«+«)  = 


+ 1 


1 + 3 

*+  -^-nt  + 

a 


) 


Der  Aasdruck: 


1+JÜln  + J+lm^ 


der  fflr  w = 0 Eins  wird,  lasst  sich  aber  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  u entwickeln  nnd  man  hat: 


(,(«+*)  = — — ( l + 6,u+i,u*+  ■ • •) 

ss 


oder: 

»(“+«)  = «, u-’ + +B»~'+Bt+lBt+Ju  + Bi+3u'+  ... 

Es  ist  also  die  Zahl  der  mit  negativen  Potenzen  von  u multiplicirten  Glieder  in 
der  That  endlich;  man  nennt  den  Ausdruck  '/(«)  eine  DiscontinuiUU  vom  Jten 
Grade,  wenn  — t der  algebraisch  kleinste  Exponent  von  u in  dieser  Reihe  ist.  Die 
Coefficienten  der  Reihe  lassen  sich  auch  anders  ausdrücken : cs  ist 

n*  y (a  + ii)  — Ä | + ß sti+ 

and  da  u*<y(a-f«)  »Iso  in  der  Gegend  von  « continuirlich  ist,  auch: 

« f(a+n)z:v  y -y  u H «’+  . . . 

für  den  Fall,  wo  v verschwindet,  wie  der  Mac  Laurinsche  Satz  lehrt.  Es  ist  also: 

Ä = ' [»*»(«+»)]  ftr  „=0. 

p dJ’~l  1 • 2*.  *(p — 1) 

Sachen  wir  jetat  das  Besiduum  von  F(x)  y(ar).  Es  ist: 
f(«+«)  = F«+«  F”(«)+  ... 


Sei 


»V  (“+*)=¥(■) 

lur  den  Fall,  wo  v verschwindet,  so  ist: 

7P~%) 

P~l-2—p — 1 


ß - 


f(«+«)  y («+«)  = (A,+A,u+A,u’+ 
Das  mit  — multiplicirte  Glied  wird  dann : 


oder 


Res  [#«*(•)]  = [*,  Af ( +B,  >!_,  + *,  • • • « ^#J 


_ r o/  x „ J*=»  V'(P_ P\«) 

Res  [*.)  f «Ja  2 _ j.J.  _y.  i.3. 


20* 
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f+e°  F(x);(x)dx  = 2niZP  / ^ . XXIU 

J -oo  ' „p-,  1.2-P-1-1-2  —-p 

Das  erste  SnmmeDzeichcn  geht  auf  alle  Unendlichkeiten  a , deren  mit  • multipli- 
cirtcr  Theil  positiv  ist. 

Sei  z.  B. 


wo  b positiv  ist,  so  erhält  man 


.»  M (4*+  «gl* 


r'(i)=rre",=i". 

Ist  «— A + .m«  eine  der  Discontinuitäten,  so  hat  man  also: 


r+»  ui  ..  p=n‘-re-iu+lu+(‘-'+W',-,\i+rt 

'txt9(»«=*'y=; i-.s-.7=rrr:.-7=r-i-Jg- 

Oder  wenn  man 


-^9,)(i+f)=fl  + * i 

1.2*"p— 1 p p 

setit: 

/ +I  *T.  i“+<— S+»*] 

— K,sin  [W+(*-p+l)^l  +>K, cos  [W+(*— P+1)^1 

+<//, sin  [U+(s-p+l)|  |.  XXIV 

Die  erste  Somme  geht  auf  alle  Werthc  von  1,  fj,  H,  K,  welche  Discontinuitäten 
entsprechen.  Dies  Resultat  gibt  noch,  wenn  man  Reelles  und  Imaginäres  trennt: 

/+»  p =s  4,— Pe~‘ 

cos  bxt,(z)dx=2  2 j g , - 

— oo  p = 1 ” 

{//,cos[61+(.-^+i)|]-Kpsin[W+(s-p+l)|]  J XXIVa 

y+oo  p = * 6J— Pc~ V 

siabxv(x)dx=  2 2 T.O..T7-« 

— oo  p=  l 1 ‘ * P 

{ X,  cos  [41+(s— p + 1)|]  +W,  sin  [61+(s-p+l)g]  j ■ XXIV  b 

Hat  9 (x)  nur  Discontinuitäten  ersten  ^»-f-oo  l 

Grades,  so  bestehen  die  zweiten  Sum-  / xa  y (x)  dx 

men  nur  aus  wnom  RIipHp  wpIMipa  " — oo 


Hat  y\x)  nur  Discontinuitäten  ersten  ^»-f-oo  , 

Grades,  so  bestehen  die  zweiten  Sum-  / xa  y(x)dx 

men  nur  aus  einem  Glicde,  welches  # ^ — «> 

s = l und  p~l  entspricht,  wo  also  die  wjrd  dann  nnr  im  Falle,  wo  a ein  äeh- 
Potenz  b ? weg  fallt.  ter  Bruch,  ar**”-1  für  x=0  unendlich. 

Sei  ferner  Es  wäre  also  (Abschnitt  42)  für  die- 

a | sen  Fall  ausser  dem  Residuum  von  y{x) 

*\x)  — x t noch  ein  Glied 

wo  a eine  positive  Zahl  ist.  In  dem  — 'afx)  dx 

Ausdrucke  J ™ ' ’ 
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wo  x — re  1 zu  setzen,  und  das  Integral  nach  der  negativen  Seite  der  Ordinatcn 
in  den  Grenzen  1 = 0,  A — 2t  zu  nehmen  nimmt.  Es  ist  aber  unter  der  Voraus- 
ist, r aber  ins  Unendliche  abnimmt,  dann  Setzung,  dass  </ (x)  für  x = 0 nicht  un- 
hinzuzufügen,  wenn  man  die  Ausbiegung  endlich  wird: 


y(x)  = «#-f<i  ••• 

a — l / x a — I , a . <t-H 

x tf{x)-a9x  4a4x  +a%x 


/ 


<1—1  , v . <*0*  **lX 

X v(x)dx  = -*— 


a+l 


a+1 


+ — * 


<1+2 


a+2 


und  r und  re'7"  für  * setzend,  und  die  Differenz  beider  Wcrthe  nehmend  er- 
hält man: 

r-"  »Wif  = (.«(«+  + 

./  0 n a T i 

ein  Ausdruck,  der  mit  abnehmendem  r Abscissenaxo  erstrecken.  Letzteres  würde 
immer  verschwindet;  cs  hat  also  die  Art  sich  auch  aus  den  Betrachtungen  des 
der  Ausbiegung  keinen  Einfluss,  und  man  Abschnitts  10  ergeben,  wenn  man  das 
kann  das  Integral  auch  über  die  ganze  Integral: 

-J 


/•+v-v«* fW*+  r+a>, 

J —oo  j —00  J +1 


a—  t 


y(x)dx 


setzt,  und  « ins  Unendliche  abnehmen  lässt,  wo  dann  keine  Discontinuit&t 
erscheint. 

Es  ist  also  in  Formel  XXIII : • 

= d~~  =a(a-l)---(a-i+p+l)«a~‘l~P 
du*  P 

zu  setzen.  Also : 

J-  oo  «P=i  — 1)  • l-2-3...(.-p) 

oder  wenn  man  ganz  wie  oben  setzt: 

. a = i+/ii 


und  auaaerdem 


ao  kommt: 


*pyP  '(*+/<*)  _ „ , ^ : 
i.2...p_i--^+ v 

... 

A+/4t  = pe 

_ a(a  — X)--<(o—  t+p  — 1) 
1-2  ...a-p 


r + co  a 1 P = * a—l 4-n  K““*+fO»+ö]‘  XXV 

f xa~\(x)dx  = <in2  2 at(H+Ki)va  >+P,  2 • 

./  — * p=  I r ^ r 

Soll  hier  daa  Reelle  Tom  Imaginären  getrennt  werden,  ao  bemerke  man,  dass 
,(x)  für  reelles  z auch  reell  bleibt,  wenn  diese  Function  immer  eindeutig  ist 
(also  auch  keine  mehrdeutige  Constante  enthält).  •)  Was  za~ 1 anbetrifft,  so  ist 


*)  Wiro  nämlich  *.  B.  </(()  = <4+ ßi , wo  I reell  ist,  so  müsste  auch  sein: 
<f(t)  = A — Bi,  es  könnte  also  if  keine  eindeutige  Function  sein. 
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für  positives  * dieser  Ausdruck  ebenfalls  reell.  Für  negatives  x aber  ist: 

. ,u — l «—l  nie 

(-y)  =-y  • • 

wenn 

x=— y 

gesetst  wird.  Es  lerfillt  also  unser  Integral  in: 

y 1 ya~'v(-y)d*a’tn<‘ 


-f 


-}-oo 


a — 1 


ff  ( — y)  dy  ein  na. 


Nehmen  wir  nur  den  letzten  Theil  und  schreiben  darin 

Vi(y)  für  »<-») 


so  kommt: 

r»  00 


/ 

J 0 


ya—1'f  i(y)rfy=— 


2 n 


z Pjt  e“ 

»>““P  p=t 


-*TPa  iff 
*-pj  r 


sin  [(a— s+ply+g] 


+K+x>s  [(o— »+/>)*+ 


4 


XXV  a 


Wurzeln,  also  y(x)  nur  Unendlichkeiten 
ersten  Grades,  eine  Voraussetzung,  die 
Obrigens  nicht  nothwendig  ist,  jedoch 


8ci  noch  gegeben: 

F(x)  = lg(l-Axi), 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  für  reelles  das  Kesultat  vereinfacht. 
x nicht  unendlich  wird,  ausser  fiir  Es  wird  dann  s = p — 1.  Die  zweite 
*=+oo.  Wir  denken  uns  aber  y (x)  Summe  besteht  aus  einem  Gliede,  und 
so  Beschaffen,  dass  für  diese  Werthe  man  hat,  wenn 
dennoch  F(x)  • 7 (*)  verschwindet.  Setzen  o = i+s*i 

wir  der  Einfachheit  wegen  voraus:  die  „ , ■,  ucin 

1 V/(i+^')  = 'f+«‘ 

Gleichung : — r~c  = 0 hatte  nur  einfache 


»W  ’ 


gesetzt  wird: 


f n °°  lg  (1 — Art)  y (x)  ix  = — 2a  * {«  — «0  lg  (l+M+its). 

J —CO 


XXVI 


Die  Allgemeinheit  der  hier  gegebenen  Mittelpunkt  des  Kreises,  r sein  Radius, 
Formeln  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  und  allgemein  x _ p+91  ist. 
und  können  aus  ihrer  Specialisirung  viele 
Resultate  abgeleitet  werden. 


44)  Fortsetzung  des  Obigen. 

In  Abschnitt  42)  gingen  wir  von  einem 
Umfange  aus,  der  ein  unendlich  grosses 
Rechteck  bildete.  Beziehen  wir  statt 
dessen  in  der  Formel: 


pzzrcoMfj  g = rBm<y, 
ui 

x - rey 

und  die  Integration  findet  in  den  Gren- 
zen tf  =0  und  y = 2*  statt,  also: 


f 

J 0 


rif(re'l*)  Xd>f  = 2nil  Res 


/ 


- P-n 

f(z)  dx  = 2n»  1 Res  f («) 
P=  1 1 


oder  wenn  man 

«/■(«) =¥-(«) 

setzt: 


rin  / V'CO  v 

J o y(re^')d>/  =2.vZRcsy  y(E) 


das  erste  Integral  auf  einen  Kreis  mit 
beliebigem  Radius.  Die  rechte  Seite  um- 
fasst dann  alle  Discontinuitäten  n der 

Function  f(x)  innerhalb  dieses  Kreises. 

Vorausgesetzt  wird  noch,  dass  auf  der  Ist  y.(«)  eine  im  ganzen  Kreise  conti- 
Peripherie  selbst  keine  Discontinuitat  nuirliche  Function,  so  findet  nur  eine 
stattfinde.  Es  ist  nun,  wenn  der  An-  Discontinuitat  für  o = 0 statt,  wo  der 

fangspunkt  der  Coordinaten  zugleich  der  Nenner  verschwindet;  dann  ist  wegen: 
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tK“)  = V'(O)+«-V-'(0)+-.. 

b*»  [^]=vKO). 

also  in  diesem  Falle: 

/in  . 

\p(retfi)d'j  =2/x  V<0). 

0 

Setzt  mau  hierin  noch: 

<K«) =/!>+»), 


so  kommt: 


311  Quadratur  (analytische). 

/•’*  «inyrfy 

0 1 — 2r  eos  if  4 r*  ’ 
wo  jedoch  r kleiner  als  1 sein  muss. 

Sei  ferner: 

(F)  tK*)  = lg(l— *> 

und  der  Modul  von  t kleiner  als  1,  so 
findet  ebenfalls  ContinuiUt  statt;  cs  ist: 

V'(0)=0, 

also : 

TW 


J ft.+r.»  Vir=2n/W,  (G)  T"  lg  (1  _ „V  = 0. 

•*  0 

!g(l— re,S=P+q', 


wo  /j[z)  eine  eindeutige  und  continuirlicbe  ju 
Function  för  jeden  Werth  von 


* = »+?e’' 

ist,  wo  q kleiner  als  r sein  muss. 
Beispiele.  Sei  in  Formel  F: 
1 


so  wird 

lg  (1 —r~1l)-p—<)i 

sein,  also 

^ ^ 1 — * P = — re^')(l — *"«  ^ 

V(0)  = 1.  = jlg(l — 2rcos,+r*). 

Ein  Ausdruck,  der  so  lange  continuirlich  nu]] . 
bleibt,  als  in  t = rt'*'  die  Grosser  klei- 

ner  als  1 ist  (d.  h.  wo  der  analytische  Mo-  V ml,,—  0 

dul  von  s kleiner  als  1 ist).  Es  ist  also:  J „ ’ 


ist,  so  hat  man  auch : 
Tn 


C'  —*?-  =2n  xxvn 

, i lt  1T  n / lg(l-2rcosy+ra)dy  =0,  XXVIU 

oder  wenn  man  Reelles  und  Imaginlre«  ./  0 
trennt:  . ...  , - . 

/«»  „ so  lange  r kleiner  als  1 ist. 

*n  2 r cos  ii' 

- -d/=2n  Sei  jetzt  r grösser  als  1,  so  ist 

u l-2rcos,+r>  jedenfalls : 

/2tt  g%'in  o i 

lg(l— 2rcosy+r,)<fy=  # lg  lg(l cosy-f— 7)rfy. 

0 ‘*0  ./  0 r r 

Das  letzte  Integral  aber  verschwindet  nach  dem  Obigen , weil  — kleiner  als  1 ist, 
und  man  hat: 


/ 
•t  0 


lgr**f =4n  lg  r, 


also : 


yTn 

lg(l—  2rcos,-rr,)cfy  = 4w  !gr 

0 


XXVIII  a 


Die  Formeln  XXVIII  und  XXVIII a gelten,  je  nachdem  r grösser  oder  kleiner 
als  1 ist;  für  r=l  ergibt  sich  noch  immer  der  Werth  Null,  denn  beide  Formeln 
gehn  in  diesen  für  diesen  Fall  über,  die  Function  hOrt  also  nicht  auf  continuirlich 
zu  sein. 

Es  ist  noch: 

-n  ,,1n 


/-  n «b  g%  t 

>g(l—  2rcosy+r»)rf^  = / + / 

o *9  0 J 71 
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wo  die  Function  in  beiden  Integralen 
rechts  au  ergänzen  ist.  Setzt  man  im 
letzten  Integral 

y=2 /i-5, 
so  wird  dasselbe: 

/lg(l  — 2r  cos  4 -hr  *)<!£, 

0 

also  gleich  dem  ersten,  und 

r-n 

also: 


f lg(l— 2r  C0By  +r')d'!  =0 

•r  o 

oder  = 2 t lg  r,  XXVIII  b 

je  nachdem  r nicht  grösser  oder  grösser 
als  Eins  ist. 

Sei  endlich  noch: 

ein  Ausdruck,  der  für  endliches  * nicht 
discontinuirlich  wird,  so  hat  man,  wenn 

ar  ~b 

gesetzt  wird: 

rIV(«o.r+**inf)4=8)fi  XXIX 
0 

also : 

*271 


zunächst  für  den  Fall  bekannt,  wo  a~0 
war.  Diese  Methoden  aber  finden  zu- 
weilen in  der  Anwendung  Schwierigkeit, 
wenn  in  (ui  statt  einer  reellen  Constante 
eine  imaginäre  einführt;  es  ändert  sich 
dann  nämlich  bei  der  Substitution  in  der 
Kegel  auch  der  Integrationsweg.  Dies  war 
7..  B.  bei  der  Entwicklung  der  Formel  III 
des  Abschnitts  38  der  Fall,  welche  mit- 
hin eine  Untersuchung  nöthig  machte,  ob 
und  welchen  Einfluss  diese  Aenderuug 
auf  das  licsultat  hat. 

Statt  diese  Untersuchung  aber  in  jedem 
Falle  anzustellcn , gibt  Satz  I des  Ab- 
schnitts 12  ein  für  allemal  eine  sehr 
allgemeine  Formel,  welche  von  Cauchy 
zuerst  gebraucht  worden  ist,  und  als  die 
eigentliche  Methode  des  Ucbergangs  vom 
Reellen  zum  Imaginären  bezeichnet  wer- 
den kann. 

Der  bezeiehnete  Satz  sagt,  dass: 
fi/X-c,  y)  dx +f,  (z,  y)  dy], 
wo  y cineAeliebig  zu  bestimmende  Func- 
tion von  x ist,  immer  gleich  Null  ist 
für  irgend  einen  geschlossenen  Umfang 
anf  dem  und  innerhalb  desselben  sich 
kein  mehrfacher  oder  Discontinnitätspunkt 
befindet,  falls  die  beiden  Functionen  f 
und  /■,  die  Gleichung: 

dl  = ?L 

dy  dx 

erfüllen. 


/m  , 

e C<JS  ^cob  (6  sin  </)  rf«  = 2a,  Ist  nun  s eine  beliebige  Function  von 

0 XXIX  a x uml  y>  »°  oflfenbar  : 

f ,*e4co,9'sin(4siny)d./=0.  XXTXb  A (T 


45)  Sechste  Methode.  (U eber- 
gang vom  Reellen  zum  Imagi- 
nären.) 

Diese  Methode,  welche  ebenfalls  eine 
leichte  Anwendung  der  in  Abschnitt  11 
und  12  enthaltenen  Prinzipien  ist,  hat 
folgenden  Zweck.  Es  kommt  häufig  vor, 
dass  für  bestimmte  Wcrthe  von  Con- 
etanten  entwickelte  Integrale  für  allge- 
meinere Werthe  dieser  Constanten  zu 
bestimmen  sind,  und  oft  kann  dies  leicht 
durch  Transformationen  oder  Auflösung 
von  Differenzialgleichungen  geschehen. 
So  war  das  im  Abschnitt  40  dnreh  beide 
Methoden  abgeleitete  Integral 


r 

•/  n 


dx 


dy  ~ dx 
wie  man  leicht  durch  Differcnziiren  sieht, 
also  was  auch  y(t)  sei,  falls  nur  für  das 
gegebene  Flachenstück  die  Continnitäts- 
nnd  Emdentigkeitsbcdingnng  erfüllt  wird : 

Der  beliebig  zn  bestimmende  Umfang 
sei  nun  ein  Rechteck,  dessen  eine  Seite 
AU  der  Abscisscnaxe,  die  andre  .AC  aber 
der  Ordinatcnaxe  parallel  sei,  und  wo 
den  Endpunkten  der  ersten  Seite  A B 
(Figur  33)  die  Werthe 

x~a  y — b, 

*=«.  y=i> 

dem  Punkte  C aber  die  Werthe: 
x=a,  y = 4, 

entsprechen. 
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Im  ersten  Integrale  ist: 
x zwischen  den  Grenzen  a und  a4 
zu  nehmen, 
y constant  gleich  b. 

Im  zweiten  Integrale  ist: 
x constant  gleich  «4, 
y in  den  Grenzen  b und  64  zu 
nehmen. 

Im  dritten  ist: 

x zwischen  den  Grenzen  a(  und  a 
zu  nehmen, 
y constant  gleich  64. 

Im  vierten  ist : 

x constant  gleich  a, 
y zwischen  den  Grenzen  bt  und  b 
zu  nehmen. 

Man  erh&lt,  wenn 

» = V(x,  y) 

gesetzt  wird: 


Es  zerfallt  dann  unser  Integral  in  4 
andere,  welche  sich  über  die  Seiten  AB} 

BD,  DC,  Cj4  erstrecken. 

— f ' V (•/•*.  i .)  Jx  ~ f ' 1 (f’a’  »)  J9  = <A> 

**  a vx  •'  b “ 

Um  in  diesen  Ausdruck  das  Imaginäre  gleicher  Art  aber  theils  mit  reellen  und 
einzuführen,  braucht  man  nur  zu  setzen : theils  mit  imaginären  Constanten  erge- 
z = i^(x,  y)  = M+ri  hen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 

, ' * 7.  , ’ „ werden, 

wo  u und  v stets  reell  und  Functionen  Beispiel  1.  Wir  setzen 
von  x und  y sein  sollen.  Es  wird  dann 

für  jede  Wahl  der  Functionen  u und  v V'O®* V)  — *+3^» 

sich  eine  Relation  zwischen  Integralen  so  wird  der  Ausdruck  A offenbar: 

/öi  nai  i pb  i 

f(x+to)dx  — / ff(x  + bti)dx  = •/  y(a+yi)  dy  - il  y(öi*fy»)  dy 

a •'  a 6 •'  4 

oder,  wenn  man  a = 6=:0  setzt  und  a4,  bt  mit  n,  b vertauscht: 

/*®  /»S  £%h 

I y(x)rfx-/  7 (x+t>i)dx=i  I 7(yi)rfy  — •/  y(a+y*)rfy 

•'O  0 '0  0 

Also  wenn 

gesetzt  wird: 


(B) 


'/(»)=« 

a.=cc 


o 


/*  .—•*-  f00  ,~<*+W>\lr=  i/*  e>V 
0 •'  0 ‘*0 

/»^  II  * 

Nimmt  man  nur  den  reellen  Theil,  so  ist,  da  / e3'  rfy  wesentlich  reell  ist, 

•/  o 

/»  _-* 

e dx-\Y  n war : 

0 

J 0 


cos  2 bxdx  oder 


/ —x* 

J * c 

^ o 

eine  Formel,  welche  mit  XII a des  Abschnitts  39  übereinstimmt. 


cos  2 bxdx—  ^ — V»* 
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Der  Vergleich  der  imaginären  Tbeile  gibt  dagegen: 
-1 


/■  .-**. in24*dr  = «-‘’  rVdy. 
•/  o J o 


XXX 


eine  Formel,  die  freilich  nur  zu  einem  durch  ein  nndercs  Integral  ausgedrücktem 
Werthe  des  bezeichncten  Integrals  fährt. 

Beispiel  2.  Sei  jetzt:  u = axy  t = zy,  so  ergibt  sich  eine  in  weit  mehr 
Fällen  anwendbare  Formel. 

Es  ist  nlmlich: 

b\l/ 

J— = X» 

dy 

und  die  Formel  A wird,  wenn  man  wieder 

a = 6 = 0 


(«+6i)  r <f[x(a+bi)\dx—a  r q(ax)dx  xz  ia  f y [a(«-f  y»)]  dy. 

J 0 • * 0 **  0 


(C) 


Wenn  die  Function  y so  beschaffen  ist,  dass  für  positives  unendlich  grosses  a 
der  Ausdruck  ay  [a(«-fyi)J  für  jedes  y verschwindet,  ist  noch: 


/ao  f<X) 

y [x(«  -\-bi)]dx  = a I y (a*)  dx 

0 o 


<D) 


und  diese  Formel  führt  ein  Integral  mit  complexer  Constante  ohne  weiteres  auf 
dasselbe  Integral  für  den  Fall  zurück,  wo  der  imaginäre  Theil  der  Constante 
Null  ist. 

Ist  z.  B. 

y(*)=xn~'  t~ * 

wo  n reell  ist,  so  hat  man: 

rV*(“+w>x"-'d*=-JL_/'C0 
J 0 («+«)"  J 0 

/OO 

e ’dlx,  von  dem  bald  ausführlicher  die  Rede  sein 

o 

wird,  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  bestimmen;  es  ist  aber,  wenn  wir  noch 
a = r cos  5,  6 = r sin$ 

setzen : 

r»  00 


t-axxn~'dZ. 


f, 


00  rxr‘Ä,*"-|*c=(co.»)".-"w 


i r* 

J 0 


«X  H—  I 


Dies  Kesullat  nimmt  eine  noch  etwas  ein  lädiere  Form  an,  wenn  wir  den 
Ansdrnck 


r 

A 


~*xH~'dx=r(H), 


mit  dem  wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben,  einführen.  Es  ist  dann,  wenn  man 
ftx=y  setzt: 


f 

J o 


— ax  n — l 


dx-—I\n), 
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also: 

z®  9«  . —n9i 

J e xrt  xn  'dx= — r(*),  XXXI 

0 r 

oder  wenn  wir  das  Beeile  vom  Imaginären  trennen: 


a . co*  (»5) 

cos  (r  sin  9)dx  =:  — - — r(»), 


9 


sin  (r  sin  9)  dx 


sin  («£) 
r 


XXXIa 

XXXIb 


Besondere  Beachtung  aber  muss  der  Fall  finden,  wo  9=$  ist;  man  hat 

dann  aus  den  Formeln  XXXI,  XXXIa  und  XXXIb,  ihre  Gültigkeit  für  diesen 
Fall  vorausgesetzt, 


oo 

C — rxi  n — l , 

I e x dx  = 

0 


7t. 

— n % 

e 'i 


-rto. 


xxxn 


ein  Resultat,  welches  gleichbedeutend  ist  mit: 

00  "7‘ 

J'  erxixn~'dx=  XXXII 

da  das  Vorzeichen  von  • auch  das  negative  sein  kann.  In  den  beiden  Formeln 
gibt,  wenn  man  Reelles  und  Imaginäres  trennt: 


Jt»0. 


XXXII  a 


oo 


0 


Den  Formeln  XXXII  kommt  aber  kei- 
neswegs die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Formeln  XXXI  zu. 

Bei  allen  diesen  Entwicklungen  ist 
nämlich  vorausgesetzt,  dass  die  Function 

ff  (*)  = xn  le~x  so  beschaffen  sei,  dass 
der  Ansdruck: 

a q [«j(«+y»)J  = °(a+y) 

mit  wachsendem  a für  jeden  Werth  von 
y verschwindet;  dies  ist  nun  offenbar 
immer  der  Fall,  wenn  u positiv  ist,  und 
diese  Bedingung  ist  in  den  Formeln 
XXXI  für  a-r cos  9 hinzuzufügen,  sie 
spricht  ans,  dass  der  Winkel  9 im  er- 
sten oder  vierten  Quadranten  liegen  soll, 
da  r stets  positiv  genommen  wird.  In 

dem  Falle  aber,  wo  9 also  n = 0 

wird,  wie  es  in  den  Formeln  XXXII  der 
Fall  war,  erhält  man: 


= — —rX»)-  xxxii  b 

r 

“ ? («jr*) = «"(v')n  1 « 0*'; 

hier  ist  e af'  Ittr  wachsendes  a un- 
bestimmt,  und  der  Ausdruck  verschwin- 
det nur,  wenn  n negativ  ist. 

Wir  werden  jedoch  bald  sehen,  dass 
der  Ausdruck  r(n)  keinen  Sinn  mehr 
gibt,  wenn  n negativ  ist,  also  dieser 
Fall  überhaupt  auszuschliessen  ist.  Ue- 
brigens  aber  wird  das  ganze  Resultat 
unsicher,  wenn  a verschwindet,  da  dann 
das  Integral 


wird,  und  sich  hierfür  ein  unendlich  gros- 
ser Werth  ergibt,  die  Einführung  der 
Function  r(n)  sich  also  nicht  recht- 
fertigt. Ob  und  in  welchen  Fallen  die 
Formeln  XXXII  noch  Gültigkeit  haben, 
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ist  direct  zn  untersuchen.  Wir  wenden  stimmten  und  endlichen  Werth,  so  ist 
bei  dieser  Untersuchung  diejenigen  Prin-  ^ao  _ 

zipien  an,  die  uns  schon  in  Abschnitt  38  dies  der  Grenzwerth  von  / e ttXf(x)dx 

yac  — ar  gjn  rfT  J 0 

e dx  für  für  den  Fall,  dass  « gleich  Null  ist.“ 

o a Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zeigt  fol- 

den  Fall  gaben,  dass  a gleich  Null  war.  gende  Betrachtung.  Sei: 

Wir  können  ucn  Satz,  der  diesen  Bc«  ~,x 

trachtuagen  zu  Grunde  liegt,  etwas  all-  / /*(x)  i/x  = y(x), 

gemeiner  mit  den  Worten  aussprechen:  J o 

/oo  so  ist: 

f\x)  dx  einen  be-  f(x)  = y. '(x) 

0 und 

f e~axf[x)dx=r  t KZ't'(x)dx  =a  f e~axa(z)dx. 

f 0 J 0 / o 

Dm  letzte  Glied  folgt  durch  theilweises  Integriren,  wobei  der  Theil  austerhalb 
des  Integralzeichens  verschwindet.  Nun  ist 

f « <Uvtö<fr  = ( e f<X»(*)<^  + / « axif(x)dx. 

J 0 J 0 J c 

Sei  nun  p ein  mittlerer  Werth  von  y(x)  in  den  Grenzen  0 und  e,  o ein  solcher 
in  den  Grenzen  c und  oo,  da  i/(x)  ßir  x = oo  nicht  discontinnirlich  wird,  so  ist 
nach  einem  schon  oft  angewandten  Satze: 


af  t r"f(*)rf*  = (l— -e  ftC)p+e 
J 0 


Möge  jetzt  c ins  Unendliche  wachsen,  während  n abnimmt;  jedoch  sei  dies  in 
dem  Masse  der  Fall,  dass  ac  noch  immer  nach  Null  hin  abnimmt.  Es  ist  dies 
z.  B.  der  Fall,  wenn 

e-77=>  ac=Y~ü 

r “ 

gesetzt  wird,  wo  dann  ac  mit  a gleichzeitig  verschwindet.  Man  hat  dann: 

/*  e axf[x)<ix  = «/’00;«-,'*y(x)dx=ff. 

0 •*  0 

o aber  war  ein  Mittelwerth  von  y(0)  und  7 (00),  was  mit  wachsendem  c den 

/co 

f{x')  dx  ergibt. 

0 

Dieser  allgemeine  Satz  zeigt  für  unsern  Fall,  dass  die  Ansdrücke  XXXII a 
and  b noch  Gültigkeit  haben,  wenn  die  Integrale  links  endliche  nnd  bestimmte 
Grössen  sind.  Es  ist: 

I 2-^  («+.)! 

r*0  *\nrxxn  1 rfx  = /r+  fV+  •••  +/*  r + • • • 

0 •*  0 J n •*  tn 


Da  x immer  positiv  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  von  sinrx  das  der  einzelnen 
Integrale  bestimmen,  und  das  erste  Integral  rechts  ist  positiv,  das  zweite  nega- 
tiv u.  s.  w.  Es  ist  also: 


/ 


**=(<.  + .£)" 


-1 


2 
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wo  » ein  echter  positiver  Bruch  ist;  also  die  Grenzen  dieses  Ausdrucks  ergeben 
sich,  wenn  man  s = 0 und  s = l setzt: 


Ist  nun  n ein  echter  Bruch,  so  wird  Für  « = 0 gibt  XXXII b die  Formel III 
offenbar  di«  Reihe  der  Zahlen:  dcs  Ab,chnitt8  38 

[(*  + !)» ]*  ^ immer  abnehmen,  und  /'X  sin  rij  _ n ...  , 

da  die  Zeichen  der  Integrale  wechseln,  J 0 x 2*  ^ ** 

so  bilden  dieselben  eine  Reihe  immer 
abnehmender  Glieder  mit  wechselnden  on<^ 

Vorzeichen,  eine  solche  Reihe  aber  bat  ^»oo  sjn  rx  n 

nach  einem  Satze  von  den  Reihen  (siebe  / dx  — — wenn  r negativ  ist, 

den  Artikel : Reihen)  immer  eine  end-  **  0 x ^ 

liehe  Summe,  also  unser  Integral  dann  Setzen  wir  noch  die  «weite  Formel 
einen  endlichen  Werth.  Ist  n grösser  XXXII  n = |,  * = er)’,  so  kommt: 

als  1,  so  findet  dies  nicht  mehr  statt.  . i 

Das  IntegTal  XXXlIa  kann  natürlich  9 C -M  4.^ 

ganz  Ähnlichen  Betrachtungen  unterwor-  ./  _a  ^ 

fen  werden , nur  sind , damit  in  den 

Theilintegralen  die  Zeichen  des  Cosinus 

sich  nicht  andern,  statt  der  Grenzen  n. 

7’  *a  nehmen  (s+i)^,  («+!)"■  e*  =co« ^+i »in ^ 

Die  Formeln  XXXII  sind  also  dann  jgt  gB  jst  aker 
immer  und  nur  dann  gültig,  wenn  n 

zwischen  Null  und  Eins  liegt.  Die  hier  00  — x 

gegebenen  Betrachtungen  rühren  von  p/i)  = / — dx—Vn 

Dirichlet  her.  Uebrigens  ist  in  diesen  J \x 

Formeln  immer  vorausgesetzt,  dass  r 0 

positiv  sei.  (vergleiche  Abschnitt  39,  Formel  Xb). 

/*+°°  1 » /1  1 r~ 


J —rt 


1 -i[i* 

2 \ 2’ 


hierin  noch  — a fUr  a gesetzt : 

und  indem  man  im  letzten  Resultate  die  Grensen  umkehrt  und  — y für  y setzt: 

Dieser  Ausdruck  zu  XXXIII  addirt  gibt: 

/•+*>  ir 


r eH(y*+J«y)  ^=e-r«*i(l+j)  JS 
J — 00  f 2 


xxxrn« 


Wenn  wir  die  Formel  XXXI 


mit  der  zur  Entwicklung  dieser  Formel  nöthigen  andern  hier  gegebenen: 


1 
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and  der  Formel  XXXII: 


n. 

co  — #»-» 


vergleichen,  so  bemerken  wir,  dass  der 
Ausdruck : 


in  den  F&llen  einen  bestimmten  Werth 
angibt,  1)  wo  « eine  reelle  positive  Zahl, 
2)  wo  « eine  complexe  Zahl  ist,  deren 
reeller  Theil  positiv  ist , 3)  wo  « eine 
rein  imaginäre  Zahl  ist.  Wahrend  aber 
in  den  beiden  ersten  Fallen  die  Formeln 
für  jeden  positiven  Werth  von  n gelten, 
ist  die  dritte  nur  für  positive  Werthe 
von  n,  welche  kleiner  als  1 sind,  gültig. 

46)  An  die  letzten  Formeln  wollen 
wir  jetzt  noch  einige  besonders  instruc- 
tive  Entwicklungen  knüpfen. 

Zunächst  schreiben  wir  die  beiden  For-" 
mein  XXXII  unter  der  Gestalt: 


y>°°e~rxi  «5* 

J —~dx  = —ie  2 r(l-a)r“  \ 1) 

0 x 

® rxi 

/ '—**  = + r (1  - a) ra  1 , 2) 

0 * 


wo  1 — n gleich  « gesetzt  wurde,  also  « 
eine  positive  zwischen  0 und  1 liegende 
Zahl  ist. 

Im  Folgenden  werden  öfter  negative 
und  imaginäre  Grössen  zu  einer  positiven 
Potenz  a erhoben  werden,  welche  ein 
Bruch  ist.  Um  Mehrdeutigkeit  zu  ver- 
meiden, denken  wir,  dass  dem  complexen 

a: 

Ausdrucke  u jedesmal  die  Form  pe* 
gegeben  werde , wo  der  Modul  p also 
jedenfalls  positiv  ist.  9 kann  jeden 
Werth  von  — n bis  +n  haben,  also 
muss  positiv  oder  negativ , jedenfalls 
aber  kleiner  als  n oder  höchstens  gleich 
dieser  Grösse  sein.  Es  ist  dann: 

a a (2tn  + &)ai 

wo  • jede  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann. 
Wir  aber  nehmen  ein  für  allemal  an, 
dass  im  Exponenten  der  absolut  kleinste 
Arcus,  ■ also  der,  wo  * = 0 ist,  stehe,  so 
dass 

« a Acei 
u = p e 

ist,  und  9 zwischen  n und  + » liegt. 


oo 


— rxt 


r ~ — cLc—~ 

J 0 W* 


Eine  Mehrdeutigkeit  könnte  hierbei  nur 
in  dem  ganz  bestimmten  Falle  stattfinden, 
wo  u eine  negativ  reelle  Zahl  ist,  dann 
ist  nämlich: 


also 


«=e«— "** 


u*=eae±nai 


und' beide  Vorzeichen  geben  einen  Arcus, 
dessen  absoluter  Werth  derselbe  ist.  In 
diesem  Fall  müssten  also  beide  Vorzei- 
chen genommen  werden. 

Ist  jetzt  x reell  und  positiv,  so  bat 
man: 

n. 


also: 


xi  =:  xe* 


n . 

«y  /v  ZT«* 


somit  erhalten  wir  aus  Formel  1)  und 
2),  wenn  wir  im  Nenner  (xi)a  für  xlt 


schreiben: 


» /'  (1 — a)  r 


«- 1 


3) 


CO 

/ £1**1 
J / *\a 
o vxl) 


. — an*  \ «—  l 

= te  r(  1 — «)  r 


4) 


In  die  Integrale  1),  2),  3),  4)  aber  setzen  wir  x+bi  statt  x,  Werthe  für  die  na- 
türlich die  Ausdrücke  rechts  zunächst  keine  Gültigkeit  haben.  Indess  könneu 
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wir  uns  za  ihrer  Bestimmung  der  Formel  B des  vorigen  Abschnittes  bedienen. 
Es  ist,  wenn  wir  in  dieser  Formel  a — ao  setzen,  und  berücksichtigen,  das9  in 

dieser  / y(a+yi)  immer  verschwindet,  wenn  « positiv  ist: 

J 0 

7 0 (*+«)“  7 o 7 ü <W* 


— r(*+4i)i 


* 


J 0 (-  + A')"  7 o *“  J 0 W“ 

7 0 («*-»)“  7 0 (*>“  7 «(-»)“ 


7 0 <«-*>“  7 o («)“  7 ,(-»)“ 


«T'dy 


Die  ganze  Entwicklungsweise,  der  wir 
die  Formel  A des  vorigen  Abschnittes 
verdanken,  setzt  voraus,  dass  die  Potenz 
bn  Nenner  der  Integrale  links  und  der 
zweiten  Integrale  rechts  immer  den 
kleinsten  Arcus  habe.  Denn  die  vier 
Seiten  des  Rechtecks,  auf  welchen  die 
Integrale  genommen  wurden,  müssen  sich 
derart  an  einander  schliessen,  dass  die 
Argumente  dieselben  bleiben;  da  nun  im 
ersten  Integrale  rechts  immer  der  kleinste 
Arcus  genommen  ist,  so  muss  dies  auch 
bei  den  anderen  Integralen  geschehen. 
Jedoch  enthalten  die  letzten  Integrale 
der  beiden  letzten  Formeln  noch  eine 
Zweideutigkeit  in  dem  Falle,  wo  b po- 


sitiv ist.  Diese  wird  aber  gehoben,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass 

immer  einen  Arcus  r enthalt,  welcher 
positiv  ist,  so  lange  x,  wie  hier,  immer 
wahrend  der  Integration  positiv  bleibt; 
es  ist  also  auch  für  x = 0 der  Arcus  po- 
sitiv zu  nehmen,  und  da  y im  letzten 
Integrale  bis  & geht,  so  ist 
ui 

—y  —yt 

hier  mit  dem  positiven  Werthe  des  Ar- 
cus zu  versehen. 

Setzt  man  jetzt  in  die  letzten  vier  For- 
meln für  die  ersten  Integrale  rechts  ihre 
Werthe  ein,  so  kommt: 


r (*  + &»)« 


7 . <«+«>*  7 . trt‘ 

® — r(*+4i)i  _4  ry, 

±Z-ldx+ir  1ÜS_ 

0 (*+«)“  J o W>* 


.r- 


an. 

1 V-lr(l-a) 


an. 

ra~‘r(l— «) 


Ö) 

6) 


.®er(*+W)i 

o («-*)“ 

7 „ (. ri-A)n  J 


erJ-x+tt')'dx+.  r £^y  = j<-«nir„-ir(1_o) 
7 0 (xi-bf  7 0 

-r(*+ii)i 


7) 


8) 


Wenn  m.n  in  diese  Formeln  noch  —b  für  b setzt,  so  ergibt  sieb,  wenn 
man  noch  x mit  — y mit  — y vertauscht,  die  Grenien  der  Integration  aber 
tunkehrt: 
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r(*+W)i 


r-l  = 

0 (yi)“ 


an. 

2 * _ft — I 


r(l-n)(-l)" 


„°  r(jr+4i)i  «%-•**,  — • - , _ 

/ 1 L— = = -*2  r x-'w—K-i)a 

-=o  (*+«)"  % V> 

/°  — r(x-fto)i  * ry. 

i— -rfx-  i f ' r(l-e)  (-1)" 

-»  (■»-*)“  'o  (-»)“ 

r(x-j-4i)*  * — r», 

/ i- ld*_ i f L 7*-  _jr— 1 r(l-o)(— 1)" 

•/-oo  (»-*)“  J0  (-»>“ 

Der  Factor  ( — l)n  rechts  ist  euUtau-  wo  das  obere  Zeichen  auf  positive,  das 

den,  indem  man  den  Werth  (-x-4i)n  nmcrt'  ‘nf  nc«ltiva  Werthc  Ton  6 8*h*- 
in  den  beiden  ersten  Formeln  in  die  In  den  beiden  letzten  Formeln  ist 

Factoren  (-l)®(*+4i)"  sowie (— xi+4)n  — b+xi~Qe^~ ")*  oder  = ge~9', 

«erlegte,  ebenso  mit  ( — yi)n  und  (y)"  je  nachdem  4 positiv  oder  negativ  ist, 
verfahrt,  nnd  mit  dem  ersten  Factor  die  und 

entsprechende  Gleichung  multiplicirt.  Die  /„ 

Werthc  von  (-1)1*  sind  noch  zu  be-  ^ xs— pe  oder  — P* 
stimmen.  unter  denselben  Bedingungen.  Also: 

x-f- 4t  — « 9ct  n«  « «(9 — n)i 

v > p « =(— 1)  P « ‘ 

wo  9 im  ersten  Quadranten  liegt  und  im  ersten  Falle, 
das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 

men  ist,  je  nachdem  b positiv  oder  ne-  (>aen'n  — ( — l)"pne 

gativ  ist,  denn  x ist  immer  während  der 

ganzen  Integration  negativ,  im  «weiten  Falle.  Für  positives  oder  ne- 

- gatives  b ist  also  in  den  beiden  letzten 

— x — bi  — ne'  , Formeln: 

unter  denselben  Voraussetzungen.  Es  . nni 

ist  also:  \ b)  —t  . 

T.  . i_/_  «i„r  Unter  diesen  Voraussetzungen  addiro 

a -f-vöri  r w < 

p « = (— <?  e—  . man  jetzt  die  vier  letzten  Formeln  zu 

Ks  ist  also  in  die  beiden  ersten  For-  den  mit  5),  6),  7),  8)  bezeichneten,  der- 

meln  zu  setzen:  art,  dass  die  zweite  mit  5),  die  erste 

, mit  6),  die  vierte  mit  7),  die  dritte  mit 

( — 1)Ä=«— ffÄlf  8)  verbunden  wird,  wodurch  sich  ergibt: 


+®ri(x  + 4i) 

/ dx~  0 oder  = 

' _®  (*+«)" 

je  nachdem  b positiv  oder  negativ  ist. 


•'  r(l-«)(l- 


Für  den  letzten  Werth  kann  man  auch  schreiben: 


2e  rn  1 r(l-n)sin(«n). 
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Also  wenn  man  4 immer  positiv  denkt: 

r + “ ,ri(*±K) 

I dx  ~ 0 oder  = 2e  - i 

J_eo  <*±*)" 

Ebenso  erhalt  man : 

+ “ -«(x+ii) 


r(l  — a)  sin  an. 


f 

f 


-rfx  fc  2c 


+°°  +ri(x  + 4i) 


(xi  — 4) 


■dx  = 2rK_:1  r(l  — fr) 


sin  «rr, 


9) 


r(l— ojsintfn  oder  =0,  10) 


11) 


f 


+ ® e-ri(x+4i) 


(xi  — 4)” 


dx  — 0. 


12) 


In  den  beiden  lotsten  Formeln  kann  6 , . r,.„  . . 

positiv  und  negativ  sein.  In  den  beiden  drnckcs  für  nc8atlvcs  * glceh 
ersten  entspricht  der  obere  Worth  dem 
positiven,  der  untere  dem  negativen  Zei- 
chen von  b . 

Die  Formeln  9 und  12  sind  unter  der 
Bedingung  entwickelt,  dass  u ein  posi- 
tiver echter  Bruch  ist,  r kann  nicht  Null 
sein.  Der  Fall,  wo  b gleich  Null  ist, 


(-*)“ 

Es  ist  also  sowohl  der  reelle  als  der 
mit  • multiplicirtc  Theil  von 

~d  +rxi 


f 


dx 


r *(-*) 


<*)" 

macht  eine  besondere  Discnssion  nfttbig.  ab  hen  yom  Vor7.eichen.  Der  Aus- 

In  den  bormcln  11  nnd  12  bleibt  für  . . . .... 


diesen  Fall  der  Ausdruck  rechts  conti- 
nuirlich.  In  dem  Ausdrucke  links  wird 
e±rxi 

die  Function  für  x gleich  Null 


unendlich. 


(Xi)" 

Indess  ist  der  Ausdruck: 


e— rx‘ 

MT 


1 Oi 


druck  rechts  aber  gibt: 

»I  — « 1 — « 

cf  — s 

1-«  ' 

Eben  so  ist  der  reelle  und  der  mit  i 
multiplicirtc  Theil  von 

+ * * 


/ 


'dx 


+t 


(xi)" 


y*  dx 
-o 


wenn  x positiv  ist,  wo  » eine  von  x und  ,jcr  Ausdruck  rechts  gleich 
abhängige  reelle  Zahl  ist,  also  der  Mo- 
dul dieses  Ausdruckes  jedenfalls  gleich 

— , dagegen  ist  der  Modul  dieses  Aus- 


I 


f 


+ cc 


/ *\« 

-00  («) 


dx~ 


/ 


1 — « 

Setzt  man  also  das  Integral: 
— cf  +1  +co 

+/  +/  *j  ■ 


+« 


+ < 


so  werden  die  beiden  mittlern  Integrale  gesetzt  werden,  ohne  dass  das  Integral 
für  unendlich  kleines  t und  tf  von  diesen  aufhört  eine  bestimmte  Stimme  zu  haben, 
Grössen  unabhängig,  und  nehmen  nach  und  somit  bleiben  für  b — 0 die  Formeln 
Null  hin  ab,  wenn  man  auch  t und  l 11  und  14  noch  richtig.  Diese  Schlüsse 
abnehmen  lasst.  Es  kann  also  aber  würden  falsch  sein,  wenn  w>l  wäre, 

# = <f  = 0 weil  dann 

21 
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t — 
t =oo, 


'Je  nachdem  man  nun  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  also 


fl  ff 

eben  so  wie  <f  würde. 

Die  Formeln  9 und  10  geben  für  b-  0 
rechts  discontinuirlichc  Werthe.  Für  die 
Ausdrücke  links  nber  gelten  die  obigen 
Schlüsse  noch.  Die  Formeln  9 und  10 
gelten  also  für  b = 0 noch,  werden  aber 
zweiwerthig.  In  der  Thnt  wird  im  ne- 
gativen Thcilc  des  Integrals 

xa~  q e — , 

also  zweideutig,  ganz  wie  oben  gezeigt 
wurde. 

In  allen  andern  Fällen  aber  sind  d 
fähig.  Es  ist  nämlich,  ob  r positiv  odci 


( — l)re=  e—na* 

setzt,  wird  auch  der  obere  oder  untere 
Werth  gelten.  Diese  Betrachtungen  sind 
zur  genauen  Ermittelung  der  Werthe  be- 
stimmter Integrale  ganz  unerlässlich,  und 
ist  daher  hier  etwas  ausführlicher  auf 
dieselben  eingegangen. 

Im  Falle,  wo  b gleich  Kuli  ist,  ist 
also  die  Bedingung,  dass  « ein  echter 
Bruch  sei,  für  die  Gültigkeit  unserer 
Formeln  ganz  unerlässlich. 

ie  Resultate  9 bis  12  einer  Erweiterung 
negativ  sei, 


/ 


+ 50  ri(x+W)  ri(oo  + 6i)  r«(— ao  + Ai)  (1  4.  «)  /'+°°  er,(*  + ÄI) 

~dx~— . :~n  + ~ir~J  77 TT.VHM 

— co  v 


-co 


(x-\-bi)n  ri  (co  + bi)n  ri  ( - oo  + Ai)" 


dXy 


(*+«)' 


wie  sich  durch  theilweises  Integriren  ergibt,  und  da  der  ausserhalb  des  Integral- 
zeichens befindliche  Theil  verschwindet: 


+»eri(*  + 49  Jx_  ri  j.+<V(*+ti>  ix 
(*+4i)“+l  ~}Jrid (*+“>" 


Ebenso  erhält  man : 

+“eri(*+4i)  fc_1+,  „ + °°e ri(x+4i)  dr 

■I  (xi-4)“  " ' H 


oder: 

+“H(*+4i)^_r  +°°„ ri(»  + 4i)rfj 

J (xi-4)‘'+l  ~1+a  (»-*)“ 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich,  wenn  s eine  belie- 
bige gänze  positive  Zahl  ist: 


-t-oo 

/ 

— co 

+ CO 

/ 

00 


Cri(x+bi)  dx 

(•H -bi)n~'  * 
r\  (x  -f-  bi)  dx 
(xt—b) 


r e 

(«+ 1)(« + 2)  •••  (o  + * 


s 


r 

(«  + 1 )(«Hr2)  •••  («  + s 


eri(x+bi)  dx 
(x+bif 
/'(x  + bi)  dx 
{xi-bf 


Wir  antieipiren  jetzt  zwei  Formeln,  die  /’(«)  *(«+l)(« +2)*  ••(«+*) -r("+ *)• 

in  Abschnitt  49  bewiesen  werden  sollen.  gctzen  w;r  diese  Ausdrücke  in  9,  10, 
Die  erste  ist:  n,  12  ein,  und  dividiren  durch 


71 


r(l— «)  sin  «71  = 77-r. 

A«) 


Die  zweite: 


*+rb, 

so  kommt,  wenn  man  A für  schreibt: 
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'^"co  rix 


.n. 

k-t 


/«  “ dx  • 
k~°  ' 

-00 


= 0 oder  = 


27c  3 rA-'c-r& 

i’(i)  ~ 


.71. 

k~* 


r + CCe~"Xdx  2ne  » rl~' ^ 

/ , = jTTn ” oder  = 0 


r(A) 


/ 


+ “ :rix  2,r'-'.+  rt 


e 


(*i+6)* 

+ 20  —rix 

/ L— r0- 

J ("+»)* 


r(0 


XXXIV 


XXXIVa 


XXXIVb 


XXXIVc 


Die  Formeln  gelten  für  positives  r,  aber  47)  Der  Formel  D des  Abschnitts  45 
nicht  für  r = 0,  für  jedes  positive  k und  wollen  wir  noch  eine  Anwendung  ent- 
b , für  6 = 0 noch  dann,  wenn  k kleiner  nehmen, 
als  Eins  ist.  Sei  darin 

Durch  die  Addition  und  Subtraction  , » n — l — (x-fc)a 

dieser  Formeln  Hessen  sich  hieraus  noch  7 \ J — 1 e 

mancherlei  Resultate  herleitcn,  auch  sind  eine  Grösse,  die  offenbar  der  dort  aus- 
in denselben  als  speciellc  Fülle  eine  grosse  gesprochenen  Bedingung  genügt,  es  ist 
Anzahl  bestimmter  Integrale  enthalten,  also: 


(«+6i>n  r00  xtt~‘ 

' J 0 


t-l-(c+xa+xbiy(Lc_nn 


=«»  r*n~' 

•*  0 


— 1 (c+xa)* 


dx 


oder  da 


f ^-|e-(c+x“),</x=I  / ,/x, 

J o (lnJ  0 

wie  man  ersieht,  wenn  man  x für  ax  schreibt,  so  erhält  man  durch  Trennung 
des  Reellen  vom  Imaginären,  wenn  man  noch: 

ki 


a + bixrc 


setzt : 

■ co 


[ y* 

J 0 


— (c+nx)* 


cos  [26x(«x  -f-  c)]xn  1 dx  = 


cos  «A 


nJ  o 


dx 


XXXV 


(«’  + A1)2 

r (c+rrx)*sin  [26x(«x  + c)]xM  1 dx  = 

•*  0 

— r e~^X+C^xn~'dx.  XXXVa 
n 

(n*  + 6*)‘2 

Es  ist  hierin  r wieder  gleich  }/« * -|- ä * gesetzt,  also 

• • .gA  = *. 

« 
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Ist  noch  c = 0,  * = 1,  so  wird: 

r°°  _x* 

/ • **=*K«0> 

•'  0 


cos  1 = 


also 


sinirrr 


48)  Siebente  Methode. 


F(-*  + t’)' 
0 ' Cos(2''4x  )rf^^n 

/*"  = *K(üL. 

J 0 2(0’  + ♦*) 

rt 

I n«) 

J 0 


XXXVb 

XXXVc 


cos  p(x — r»)  </(>, 


Es  darf  endlich  noch  eine  Betrach- 
tungsweise nicht  Obergangen  werden, 
welche  die  Wcrthc  von  vielen  bestimm-  wo  F(")  cinc  beliebige,  aber  eindeutig 
ten  Integralen  gibt,  wenn  gleich  diescl-  ffcdachlc  Function,  k eine  positive  ins 
ben  sich  auch  anderweitig  bestimmen  Unendliche  wachsende  Zahl  Ist.  Durch 
lassen.  Integration  erhftlt  man: 

Zu  dem  Ende  untersuchen  wir  den 
Ausdruck : 

Sei  jetzt  gegeben : 

r+0°  rk  ...  . . ' . . /+“  ...  .sin*(x-«r) 

I I r (ri)  cos  u (x — er)  rin  da  — I r (n) i/u. 

J — 00  • * 0 J —oo  * * 

Sei  jetzt  r eine  ron  x um  eine  endliche  Grösse  verschiedene  Zahl,  so  wird 
das  Integral : 

ln 


fr 


r+T 


H*)~ M*. 


n«) 


mit  wachsendem  k eine  Gestalt  annehmen,  in  der  — constant  bleibt,  da  a nur 

x — « 

2 rt 

am  ein  unendlich  Kleines  — wachsen  kann.  Das  eben  aufgcstcllte  Integral  nimmt 
also  den  Werth  an: 

r+~ 

r * «nu )d~  ~^r)  [c°st(r-r,)-cost(r-e)] 

rj  r v ' x— r A 

Da  nun  sich  das  Integral 

r+” 

./  _«  X-O 

in  solche  von  r bis  r+ y,  r+y  bis  r+y  u.  s.  w.  gehende  Theilo  zerlegen 

lässt,  so  folgt  hieraus,  dass  von  diesem  Ausdrucke  alles  verschwindet  bis  auf  den 
Theil,  wo  « nur  unendlich  wenig  von  x verschieden  ist.  Man  kann  also  statt 
dieses  Integrals  nehmen  : 

rX  ! ' >n*(x— n)  j , y + *sinhr. 

/ d„=F(x)l  —-du. 
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wo  i unendlich  klein  ist,  und  u für  x — a gesetzt  wurde;  auf  diesem  Wcgo 
ändert  sich  F(«)  nicht,  vorausgesetzt,  dass  F( u)  in  der  Nahe  von  u = x con- 
tinuirlich  bleibt.  Findet  dies  nicht  statt,  so  muss  der  Fall  besonders  unter- 
sucht werden. 


Statt 


+ f 

/ 


sin  ku 


du  kann  man  auch  nehmen: 


— ( 


f 


+ oo 


sin  bi 


du 


— co 


00 

-/ 


sin  bi 


du  — n. 


(Siehe  Formel  III.)  Denn  gHnz  wie  eben  gezeigt  wurde,  ergibt  sich,  dass  auf  der 
nicht  zwischen  — t und  +*  liegenden  Strecke  unser  Integral  verschwindet 

Man  hat  also: 


\ /»  + <*> 

— / / F(«)  cos  g(x—a)  dp  da  =F(x), 

71  J —00  o 


.00 

0 


A) 


wo  k~  oo  gesetzt  worden  ist. 

Vertauscht  man  noch  q mit  — p,  so  ergibt  sich: 

1 r»  + co  r»+0 

— I J C03  q (x— a)  d(i  dn  = F (x) 

77  — m •*  — or 


-00  —00 
und  dies  Resultat  zu  A)  addirt  gibt 

> +C0  f»  + 00 

2/r, 


1 /»+0O  /»+CO 

J-  / / F(f)  COR  p (x  — n)  d(j  da  — F(x). 

-nJ  -05  ./  —00 


B) 


Die  Formeln  A und  B heissen  nach  ihrem  Erfinder  die  Fourrierschcn  Integrale. 
x muss  natürlich  hierbei  reell  sein. 

Springt  F(x)  für  irgend  einen  Werth  von  x plötzlich  von  einem  Werth  zum 
andern,  ist  also  F(x— *)  von  F(x+*)  verschieden,  wenn  t unendlich  klein  ist, 
so  hat  man: 


/ 


*+f 


F(ff)  sin  k ( x—u)da  _ 
x — u 


-f  \f 


x +t 


x—t 


x — c 


oder,  indem  man  wieder  x — « = u setzt: 

0 


J 


.sin  ku  , P . . sin  ku 

f(x — u) rfu+  / F(x+«) du. 

u ,/  w 

— * • 0 


Während  der  Integration  sind  wegen  des  unendlichen  kleinen  #,  die  Grössen 
F(x — u),  F(x+u)  als  constant  zu  betrachten,  wenn  u nur  den  Werth  t nicht 
überschreitet;  man  erhält  also: 


n i-o  f ’~d»+F(x+,)  f 

—t  ‘ o 

Es  stellen  also,  wenn  x discontinuirlich  und  B ist  noch  die  Bemerkung  nöthig, 
wird,  die  Formeln  A und  B nicht  mehr  dass  in  dem  Ausdruck  links  nur  die- 
F(x),  sondern  die  arithmetische  Mitte  jenigen  Werthe  von  F(rc)  Vorkommen, 
der  beiden  Werthe  F(x — t)  und  F(x+»)  die  x unendlich  nahe  sind,  also  die  Iden- 
dar.  tität  ganz  abgesehen  von  dem  weitern 

Zum  völligen  Verständnisse  der  in  der  Verlauf  der  Function  F(x)  stattfindet. 
Analysis  höchst  wichtigen  Formeln  A Man  kann  derselben  also  in  beliebigen 
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Strecken,  vorausgesetzt,  dass  in  dersel-  als  fx  ist,  dagegen  gleich  y(x),  wenn  x 
ben  x reell  ist,  auch  beliebige  Werthe  grösser  als  fx  ist,  so  verschwindet  links 
geben.  im  Ausdrucke  B der  ganze  Theil  des 

Nimmt  man  s.  B.  an,  F(x)  sei  immer  Integrals  nach  «,  der  unter  fx  liegt,  und 
gleich  Null,  wenn  x analytisch  kleiner  man  lmt: 


+00  /*4-oo 


_1  r 

2 «J  „ / 


y (rt)  cos  q (x — «)  Jq  da  ~ q (x)  oder  = 0, 


C) 


je  nachdem  x grösser  oder  kleiner  als  fx  ist. 
Setzt  man  ferner 

/■(*)=•/(*) 

wenn  x positiv  ist,  und 

/w =»(—*) 

wenn  x negativ  ist,  so  hat  man  in  A links: 


— / / y( — a)cosp(x— — / J y(")cos(i(x — u)dQda 

71  •/  —CO  **  0 ^ * 0 0 


oder  wenn  man  im  ersten  Integral  a für  — a setzt, 

2 /'c0 


2 p » /1» 

— / / y (a)  cos _ x cos (>a  jfo da  = y (jt)  oder  =y( — jr), 

nj  0 J o 


D) 


je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist. 

Soll  aber 

F(*)=— 7<— *) 

für  negatives  x sein,  so  erhält  man  ebenso: 

^00  ^00 


l r® 

— I J y(o)sin £x sinpndp da  — q(x)  oder  = — y(— x). 

n J 0 J 0 


K) 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  in  Unter  denselben  Bedingungen  gibt  For- 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  mel  E: 
besteht  darin,  dass  man  den  Functionen  ^ 

F(«.),  y (x)  solche  Werthe  gibt,  das  eine  /»  rfpsinpx  n — kx 

der  beiden  Integrationen  ausgeführt  wer-  1 F7 

den  kann.  Man  erhält  dann  links  ein  * 0 

einfaches  Integral,  rechts  seinen  Werth.  Q(jcr 
Beispiel.  Setze  man  in  Formel  D:  n kx 

_ — kee 


k'  + U7 


so  ist: 


,(n)  = « 


~~¥e 


j'  V («)  cos  na  da  — 


also : 


f 


dp  cos px  _ n —kx 

**+?'  ~2ÄC 


wenn  x positiv  ist,  oder 
n kx 
~ 2 kC  ’ 

wenn  x negativ  ist. 


Diese  Resultate  sind  uns  schon  bekannt. 
Man  sieht  leicht,  welche  grosse  Menge 
von  andern  Formeln  aus  (len  Fouiricr- 
schen  Integralen  gefunden  werden  können. 
Wir  geben  indes«  nur  noch  ein  Beispiel, 
welches  zeigen  soll,  wie  man  der  Func- 
tion beliebig  Discontinuitäten  geben  kann. 

Sei  in  Formel  A)  F(, *)=0  für  jeden 
Wcrtli  von  x,  der  kleiner  als  —1  und 
grösser  als  +1  ist,  dagegen  F(x)  =:  1, 
wenn  x zwischen  —1  und  -fl  liegt.  Die 
Formel  A)  gibt  dann: 

+ 1 x 

— j*  j*  COS  q (x~(t)  dQ  da. 

— 1 * 0 
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Wir  integrircn  nach  a und  erhalten: 
+ 1 


/ 


. ßinp(jr-t-l) — sin«(x — l)  Scospxsinp 

COS  Q (x — ttjdft  — — - — £, 


also : 


/ 


cos  qx  sin  p dg 


1 oder  =0, 


je  nachdem  x innerhalb  oder  ausserhalb  aus  eine  grosso  Menge  von  Resultaten 

der  Grenzen  -fl  und  — 1 liegt.  Auf  gewannen. 

den  Grenzen  x — 1 und  x = - 1 ergibt  Dem  Ansdrucke: 

sich  als  Werth  die  arithmetische  Mitte  I 

von  1 und  0,  d.  h.  f,  weil  hier  Discon-  / JP — j\7 — = |P  ) 2) 

tinuität  cintritt.  Dies  Resultat  ist  be-  J 0 Vy/  ' 

reits  in  Formel  IV  enthalten,  und  da-  , . . _ _ 

selbst  als  discontinuirlicher  Factor  bc-  kann  m,ln  fluol‘  cinc  »ndre  Form  6,!bcn- 
leichnct.  wcnn  man  8etIt: 

y 1 _ 1 , _ dy 

49)  Theorie  der  Eulerschcn  In-  x~  i-fy’  X~  1-fy*  — (1-fy)1* 

tcgrale.  für  * = q ;6t  ,|unn  y = 0,  für  x — 1 ist 

Es  gibt  aber  auch  bestimmte  Integrale,  y = <x>,  also: 
die,  ohne  sich  immer  auf  schon  bc-  oo  ^ 

kannte  Functionen  zurückführen  zu  las-  f*  dy  _/ p\ 

sen,  dennoch  von  grosser  Wichtigkeit  / p + q “ \ • / 

sind.  Dazu  gehören  namentlich  die  von  0 0-  "t“  y) 

Euler  zuerst  betrachteten,  und  nach  ihm  xr  _ , . . « i i 

benanoten  Integrale:  Vertauscht  man . m Formel  2)  noch  * 

° mit  1 — 2,  so  erhält  man: 


8) 


/•*'  (?)  =/'•’- 

ac  «Mf  Skia  nrelae  V,,1»«.«U»„  T ~ * *7 


welches  wir  als  erstes  Eulersches  Inte- 
gral bezeichnen,  und  ihm  das  Symbol  also: 


© 


geben.  Das  zweite  Eulerschc  In- 


(?)  - (?) 


tegral  ist  das  schon  von  uns  betrachtete:  , , . , . . . . . , . 

b b v«w>viiwi«.  nn(1  dcr  ,8t  svmmetnsch  m 


Bezug  auf  diese  beiden  Grössen. 

(?) 


sind 


/e  xxn  ^dx  = /'(*»),  1) 

0 Die  Ausdrücke  r(n)  und 

welches  wir  in  den  Abschnitten  45)  und  aber  noch  in  Bezug  auf  die  Grenzen 
46)  als  Constantc  cinführtcn,  und  dar-  ihrer  Continuität  zu  prüfen.  Es  ist: 


l\n)=f  t~Xxn~'dx+f  r*xn—'<lx. 

Ja  J k 

Für  den  ersten  Thcil  kann  man  setzen 

wo  » ein  echter  Bruch  ist,  vor-  "ic  Pross  auch  »sei.  Aue  diesem  Grunde 
n ist  also: 

ausgesetzt,  dass  n positiv  ist,  und  dieser  , , . 

Ausdruck  ist  endlich.  In  dem  zweiten  x t <1*2  •••sx 
Theile  ist: 

-x  1 


1+J:+l-2  + l-2‘.3  + ' 


Man  denke  sich  nun  s so  gross,  dass 
n — s — t negativ  wird,  dann  ist: 


also 


/; 


*dx<  n 


/cc  . . 

xH—~,.dx 

k 
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und  da  der  Ausdruck  rechts  gleich: 

JL. 


Nun  hat  man: 

, 1 


k i i(t—k)  in_icn 


r £1*. 

j t+» 


für  x, 


man  erhalt : 


/: 


y *— * 1 
yy  dy- 


**  r ' y n—tj  _ e 

ist,  also  mit  wachsendem  k verschwindet,  J & * ~ « 

so  wird  unser  Integral  cino  endliche  k 

Summe  haben,  so  lange  n positiv  ist.  ejn  Ausdruck,  der  offenbar  mit  wach- 
ist n negativ,  so  setze  man  in  dem  Aus-  8en(iem  k ins  Unendliche  wächst,  da  der 
t^rnc^e:  crBte  Factor  sich  der  Einheit  nähert. 

Für  negatives  n gibt  also  die  Function 
/X")  keinen  Werth  mehr. 

Was  das  Integral  anbetrifft,  so 

künntc  möglicher  Weise  Discontinuität 
an  der  obera  Grenze  eifltreteu,  wenn 
)>—  1 positiv  ist,  an  der  untern,  wenn 
p — 1 negativ  ist. 

Mit  wachsendem  y kann  man  nun  im- 
mer die  Grössen  (1+y)^"^  und  y^*^ 
identificiren,  und  hat  also: 

f £Ll*=  r™  -4l=-1[(.  >-*-*-*] 

K Jh  *¥+l  ? 

zu  untersuchen , ein  Ausdruck , der  un-  scs  Integrals  nuf  nnter  der  Bedingung 
endlich  oder  Kuli  wird , je  nachdem  q stattfindet,  dass  p nnd  q positiv  sind, 
positiv  oder  negativ  ist.  Statt  der  Un-  Der  Werth  von  /'(n)  lässt  sich  nun 
tersnehnng  der  untern  Grenzen  bedienen  immer  bestimmen,  wenn  das  positive  « 
wir  uns  der  Eigenschaft,  dass  die  Func-  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  erhält  näm- 
tion  in  Bezug  auf  p und  q symmetrisch  lieh  durch  theilweises  Intcgnren: 
ist,  und  sehen,  dass  die  Continuität  die- 

00  CO 

n«)=f  t~xxn-'dx-{n  i)f  e-*i«--rfx=(B_1)nfl_1)- 
0 0 

Indem  rann  so  fortfthrt  und  berück-  und  dieser  Ausdruck  gibt  als  Werth  \n 


zJx  = l 


siclitigt,  dass: 

r(l)=  /* 

ist,  hat  man  für  jedes  ganze  n : 

r(n)  = 1 « 2«  3 • • • • (n— 1),  5) 

für  beliebiges  n aber: 

i (»)  = (■— l)  • • • • (*—*>) 

wo  n — p natürlich  positiv  sein  muss. 

Die  Formel  5)  führt  den  Ausdruck, 
im  Falle  n eine  ganze  Zahl  ist,  auf  die 
Fakultäten  zurück.  Es  kann  also  unser 
Integral  als  eine  Erweiterung  dieses  Be- 
griffs für  gebrochene  Zahlen  betrachtet 
werden.  Koch  in  einem  andern  Folio 
lässt  sich  /(«)  bestimmen.  Es  ist  näm- 
lich : 

./  0 } X 


(vergleiche  Formel  Xb),  also  F(|)  = /jr. 

Mithin  auch,  wenn  n eine  beliebige 
ganze  Zahl  ist,  nach  Formel  6): 

r(*+*) =(»-*)(«•-  §)— «'S.  7) 

Auch  dem  Ausdrucke  lässt  sich 

in  einem  bestimmten  Falle  augenblick- 
lieh  ein  Bcsultat  abgewinnen.  ist  näm- 
lich ^=1—  p,  also  p ein  echter  Bruch, 
so  gibt,  Formel  XVb)  unmittelbar: 

/t-rt  _ ( p_\  _ ■ 8) 

\ p / \1 — p / sin  pn 

Für  q = 1 gibt  die  Formel  2)  unmit- 
telbar : 

0=04  »> 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  allgemeine 
Relation  zwischen  den  beiden  Euierschen 
Integralen  gewinnen.  Es  ist  nämlich; 
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/OO  . f CO 

c~xx*~  dx  I 

o J o 


— y t — I , 
e »y  ily  = 


/OO  p(Xi 

0 j 0 


00  - (x+y)  * — i i-i,  , 

c ' 9'x  y dy  dx. 


Setzen  wir  hierin : 

y = vx,  dy  — xdu, 
so  wird  m — 0 für  y = Q,  « = oo  für  y = oo,  also: 

• r(i) r(0=  r /'°° 

J 0 J 0 

Schon  im  Abschnitt  45)  haben  wir  die  Aus  Formel  9)  ergibt  sich,  wenn  man 
Formeln  entwickelt:  t = l setzt: 


r»oo 


/ 

0 

renn  1 
setzen,  so  kommt: 


«.-"V-'.fcrÜ"? 


„II 


10) 


/co 
0 


e V llgxrfx  = rr(n).  13) 


1 _ r(.) 

*”  * r(l  + s)’ 

und  wenn  wir  hierin  « = nzzs  + t ejnc  yorn,e]?  die  jedoch  nur  das  6chon 

in  6)  gegebene  Resultat  enthält. 

«•'  ( | 

r(s)  r(t)  = r(*+t)  C 11  Wenn  wir  die  Formell  in  Bezug  auf 

' ' ' ' ' J . .i  +<’  n differenziiren,  so  erhalten  wir: 

0 (!+«) 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  von 
Formel  3)  dieses  Abschnittes  ergibt: 

(*\  _ r(*)J’(0  in 

Xi)  - r(s+l)'  Setzt  man  in  Formel  10)  n=l  und  in- 

. * tegrirt  in  den  Grenzen  « = 1 und  «=p, 

ein  Ausdruck,  der  also  z.  B.  I y I im-  so  kommt: 

mer  finden  lehrt,  wenn  s und  t ganze 
Zahlen  sind.  Ist  hierin  f=cl — s gesetzt, 
also  l und  i echte  Brüche,  so  gibt  For- 
mel 8)  noch: 

n Setzt  man  in  13)  p für  x und  den  eben 

v — = r(*)  T(1 — *),,  12)  gefundenen  Werth  yon  lgp  daselbst  ein, 

sm  sn  - so  kommt: 

da  ,T(1):=1  ist. 


/OO 
0 


—x  —px.  dx 


) — = Igp- 

X 


co  oo 


/ f 


— p II — I 

e rp 


(e  x — e Px)  dpdx  = r’(n), 


0 0 

d.  h.  wenn  man  nach  p integrirt  und  Gleichung  10  berücksichtigt: 

*°°  dx{  — x 
0 

oder  wenn  man 

1 

y- 

setzt* 

1 


r\n)=r{n)  -■(•  x — V 

• J 0 * ' ( l + x)n / 


1 + x 
1 1 — 


(»)  _ d lg  r(«)  _ r / y_  ,,\  dy 

r(«)  dH  J \ J /y(l — y) 
o 

Dieser  Ausdruck  gibt  nach  m integrirt  mit  Berücksichtigung,  dass 

• lgr(l)  = 0 
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14) 


so  dass  auch  der  Logarithmus  dieses  Integrals  die  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grals annimmt. 

Setzen  wir  aber  in  die  Formel  für  zunächst  n=Fn,  so  wird  die- 

dn 

selbe: 

« ,-i 


d lg  r(kn)  n / y kn\ 

— sr-=*/  lc  -»  Va- 

o 


y) 

Setzt  man  jetzt  in  der  ursprünglichen  Formel  statt  n nach  der  Ueiho 

1 2 k — \ 

n,  n+T»  n + T • • • rH — , wo  unter  k eine  ganze  positive  Zahl  verstanden 
sein  soll,  und  nimmt  die  Summe,  so  wird : 

llg[rW,r(.+  i),  r(.+?)  . - . n-+V>]  =*/  f(t 


t « , 

_ y gr 
-L  ar 


w . k 

1— y 

L 

oder  wenn  man  in  diese  Formel  y.  für  y setzt,  so  wird  die  rechte  Seite: 

0 7 0 

y(l-y) 

und  wenn  man  den  gefundenen  Ausdruck  für  — hiervon  abzieht: 

d I\n)I\H  + 1)  IX»+|)  • • • r(»+^p)  ^ 

rfT,lg  r{kn)  ~P' 

wo  /*,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  von  n völlig  unabhängiger  Ausdruck  ist. 

Man  hat  also  durch  Integration,  und  indem  man  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen  übergeht; 

r(n)  r(n  + j)  r(n+|)  • • • r(n+^  = CPH  rikn), 

wo  C und  P von  n unabhängige  Grös-  /’(n-fl)  = «/’(»»), 

sen  sind,  welche  wir  jetzt  bestimmen.  , 

Zunächst  erhält  man,  wenn  man  n-f—  „ , tk 

x \—kr  , 

für  n setzt,  und  die  so  entstehende  For-  d.  h. 

mel  durch  die  letzte  dividirt:  p—k — * 

. . 4 Setzt  man  ferner  in  unsere  Formel 

~ J'(kn)  * M = X’  S°  ^omrat  Berücksichtigung 

und  mit  Berücksichtigung  der  Formel  des  Werthcs  von  P: 
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Dieses  Product  noch  einmal  in  umge- 
kehrtcr  Ordnung  geschrieben,  und  mit 
der  letzten  Formel  multiplicirt,  gibt  mit 
Berücksichtigung  von  Formel  12: 

n n n C7 

k »* 


sin  Ln  sin-  n 

k k 


k—1 


Eine  bekannte  trigonometrische  For- 
mel, die  man  erhält,  wenn  man  die  Ent- 
wicklung von  sin  kx  nach  Potenzen  von 


sin  x , und  zugleich  die  Zerlegung  von 
sin  kx  in  Factoren  mit  einander  vergleicht, 
gibt: 

1.2  . A-l  k 


sin  77  sin  n 


also: 


also : 


C* 

A1 


2*  lnA_ 


n«)  n»+|)r("+|) 


t- 1 

C=vT(2.i)  2 

*-i 


r(.+izi)=ti-*-(2,)  2 ,(*,). 


ak — i 


15) 


50)  Theorie  der  analytischen 
Facnltäten. 

Der  Ausdruck  f'(n)  fällt  mit  1*2*3 
• ••n  — 1 zusammen,  wenn  n eine  ganze 
positive  Zahl  ist.  Er  kann  also  zur 
Definition  einer  Facultät  benutzt  werden, 
selbst  für  den  Fall,  dass  n ein  positiver 
Bruch  ist. 

Es  fragt  sich  aber  noch,  welche  Be- 
deutung man  dem  r(n)  geben  müsse, 
wenn  n negativ  wird,  da  in  diesem  Falle 
das  Eulersche  Integral  keinen  Sinn  mehr 
gibt.  Indess  kann  man  letzteres,  eben 


so  wie  auf  eine  Form  bringen,  wel- 
che eine  Erweiterung  für  negative  und 
selbst  fiir  complexe  Zahlen  zulasst.  Es 
ist  dies  die  Form  eines  unendlichen  Pro- 
ducts. Diesen  Gegenstand,  als  wesent- 
lich zum  Vorhergehenden  gehörig,  wol- 
len wir  hier  noch  erörtern. 

Uebrigens  sind  alle  Schlüsse  des  vo- 
rigen Abschnittes  noch  vollständig  gül- 
tig, wenn  n eine  complexe  Zahl  ist,  de- 
ren reeller  Theil  positiv  ist. 

Zunächst  ist; 


C)  = / (l-*)a  = f'  (l-xf-'x'-’J  + '-'-dz 

*ß  0 J o 


und  wenn  man  theilweise  integrirt: 


d.  h. 


öswö  i) 


and  indem  man 


setzt  und  so  fortfährt: 


(.*  ) = _•=!  (J_\ 

\a  — 1/  b+a— 2 va  — 2/ 


/*')_  («-!)  (a-8)  • ♦ • (g-u) / b \ 

\a)  (a  + b — 1)  (a  + & — 2)  • ■ • (o-f-4 — »)  V« — n)  * 

hieraus  folgt,  wenn  mau  a för  a — n schreibt: 

_ (a  + 4)  (u  + &-fl)  • • ■ (n+t  + w — 1)  / b \ 
"(a  + 1)  • • • (n  + n — 1)  \«  + n/ 

Möge  n immer  mehr  sunehmen,  und  sei: 


so  ergibt  sich : 


a+H— l = p, 


(1—  xfzh~'dx, 


2) 

3) 
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ff 

oder  wenn  man  — für  * eeut: 

e 

i b \ - b r? 

Mit  zunehmendem  q erhält  man  bekanntlich: 


4—  i . 

y «jr- 


und  da 


lim  f e 'dy  = r(4) 

•>  o 


ty--*** 

für  unendlich  grosses  (>,  oder  auch 

£)  = ,-*  7X4), 


4) 


da,  wenn  man  q— 1 für  q setzt,  sich  der  Ausdruck  nur  unendlich  wenig  ändert. 
Es  gibt  also  auch  Formel  3,  wenn  man  « = p setzt; 

/4\  (a+6)  (a+,4+1)  • • • (o+4+g-l)  -*  ö) 

\a / a(a-fl)  • • • (<*+£ — 1) 

cs  ist  nämlich  für  (n-j-p — 1)  * bei  unendlich  grossem  q auch  Q~~b  zu  setzen. 

Vertauscht  man  hierin  b mit  a , so  erhält  man  und  da 

ist,  so  ergibt  sich  durch  Vergleich  beider  Ansdrücke: 

IX*)  a(o+l)  > • • («+g— 1)  4— g.  6> 

l\a)  ~ 4(4+1)  • • • (4+g— l)e 
wenn  man  o+4  für  a setzt,  so  kommt: 

r(4)  _ (o+4)  (o  + 4+l) 

r(a+b ) ~ 4(4+1) (4+g— 1) 


(a+4+g— 1)  a 


Der  Ausdruck  rechts  ist  wegen  5) 

(-D  ■ 


Man  hat  wegen  6)  des  vorigen  Ab- 
schnittes: 

,y\  r(o  + n) 

W o(o+l)  • • • (a+n — )1 

es  ergibt  »ich  also  auf  diese  Weise  die  un.d  wegen  11)  desselben  Ab- 

Formel  11  des  vorigen  Abschnittes.  sc  m . 

Diesen  Weg  hat  in  der  That  Euler 
zur  Auffindung  dieser  Formel  cinge-  . 
schlagen. 

Setzt  man  n = Q und  berücksichtigt  Formel  4),  so  kommt: 

N 1 • 2*  3* a — i 

r(0)-  0(0  + 1)  (0+2)  • • . (o+f-1)  6 ’ 

wo  p als  eine  unendlich  grosse,  aber  gante  Zahl  betrachtet,  also 

r(p)=l  .2  - 9 - ••  p— 1 

gesetzt  ist. 

Es  ist  sonach  z.  B.: 

1 • 2 ■ 3 • p —4  2 • 4 ; 6 • • • 2p 

r(|)=./.  ,,  1 7_üt  = 


7) 


4(1+1)  (4+2)  • • . (4+c-l) 


1 . 3 • 5-  • • (2p— 1)  V p 
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Es  war  aber 


und  sonach: 


71  =; 


n«=v'* 

2*4,67  • • • 4o’ 


l^’ö*  • ♦ • (2p  — 1)*  (j' 

Es  ist  dies  das  sogenannte  Wallis’sche  Product,  welches  einen  Werth  für  n gibt. 


Wegen  7)  nimmt  Formel  5)  die  Gestalt  an: 

— Ca  + ^)  (ö  + ^ + l)  • • • (a-f-A+p — 1)  1 


2 • 3 


♦ - • (e—i) 

• • • (b+o— 


fl(a  + l)  (n+2)  • • • (<*-j-p — 1)  b (A-{-l)  (A  + 2)  • • • (A+p 

Die  Formel  7 ist  diejenige,  deren  wir  cultät  benutzt  werden, 
zu  Anfang  dieses  Abschnitts  erwähnten ; 
sie  gibt  noch  einen  Sinn,  wenn  a nega- 
tiv, jedoch  keine  ganze  Zahl,  auch  nicht 
Null  (in  welchen  Fällen  ein  Factor  des 
Nenners  unendlich  ist)  oder  complex  ist, 
und  kann  daher  als  Definition  der  Fa- 


1)' 


8) 


Wenn  die  Formel  7 auch  in  dieser 
Gestalt  nicht  zur  wirklichen  Berechnung 
von  I\a)  geeignet  ist,  so  lässt  sich  mit- 
tels derselben  doch  eine  Reihe  für 
lg  J’(a)  leicht  ablciten. 

Es  ist  nämlich: 


Igirt«)=1gi-1g«+ig2— ig(a+i)-f-  • • • + lg (e) -ig (a + e— l) + (« - 1) ig ?• 


Der  unendlich  grosse  Ausdruck  («— l)lgp  fällt  bei  zweimaligem  Diffcrcnsiiren 
weg,  und  man  hat: 

dMg : l\a)  _ 1 . 1 . 1 . ' 1 

da a 


**  + («  + !)' 


+ 


+ 


9) 


(a  + 2)*  ' T(«  + e-l)»' 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  wenn  a keine  ganze  negative  Zahl  und 
nicht  Null  ist,  mithin  findet  dies  auch  bei  ihrem  ersten  und  ihrem  zweiten  Inte- 
gral statt.  Man  erhält,  wenn  man  in  den  Grenzen  1 und  a integrirt: 


wo  C gleich  dem  Wcrthe  Yon 


( + 1 

d lg  /Yi 


10) 


da 


für  a = l ist. 


Integrirt  man  nochmals  in  den  Grenzen  1 und  a,  so  kommt,  da 

igr(i)=o 


ist: 

lgf(a)  = (a-l-lga)  + 


(""--ig^)  + (V^T-2)  + ' • • 


Um  C zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 

n 2)  = 1,  lg/X2)  = 0 
ist,  also  indem  man  o — 2 setzt: 

0 = 1— lg2+|  — lg  l + j— lg  J-f-  • ••  +C 

und  indem  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  ihn  mit  ( a - 
von  dem  Vorigen  abzicht: 

lgr(a)=[(o-l)lB2-lg<,]  + [(«-l)lBä-]g-ti]  +[(o-l)lgl-lg?|?]  + 

»•  = »>  l fl-n 

= ^ |(a- 1)  lg  (1  + ^)  - lg  (1 + ~ )1- 
m — t L m m J 


11) 

1)  multiplicirt  hat. 


12) 


Diese  Reihe,  welche  immer,  den  be-  lung  von  lg/^l  + a)  nach  ganzen  positi- 
sprochenen  Fall  ausgenommen,  convcr-  ven  Potenzen  von  a gewinnen,  die  je- 
girt,  kann  also  sowohl  als  Definition,  doch  nur  so  lange  convergijt,  als  a zwi- 
als  auch  zur  Berechnung  des  Ausdruckes  sehen  +1  und  —1  liegt. 

I\a)  selbst  für  negative  Werthe  von  a ( Wenn  man  nämlich  die  Formel  9 
benutzt  werden.  (w — 2) mal  diflferenziirt,  «o  erhält  man: 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Entwick- 

ln" 


1-2 


dn,gr(l4;a)  = (_ 

da" 


[ 


(a+ 1)”  («  + 2)n 


+ 


] 


13) 
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Also,  wenn  man  setzt: 


a =i+I+i+ 

" irt  2"  3” 


13) 


und  den  Ausdruck  lgr(l+«)  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelt: 

lg JXl+«)  = -C<*+S,^— ...  .,  14) 

ign»  + a)  wird  für  o=— 1 discontinuirlich.  Die  Entwicklung  convergirt  also  nach 
dem  Cauchyschen  Satze  (siehe  den  Artikel:  Quant  tat)  nur  so  lange,  als  der 
Modul  von  a kleiner  als  1 ist. 

Um  eine  bequemere  Formel  zur  Berechnung  von  lg  r(H-a)  zu  haben,  addirc 
man  zu  11)  den  Ausdruck: 

0=  -lg(l  + rt)  + a— "j-  + ij — • . . 

Man  erhält: 

lgril-M)  = -lg(l4«H  -(14<C)a+i(ffa-l)«*--i(St-l)<s»  + • • • 15) 

Noch  schnellere  Convcrgcnz  erreicht  man,  wenn  man  in  der  vorigen  Formel 
— a für  a setzt,  und  die  so  gebildete  Formel  von  15  abzieht;  links  erscheint 
dann  das  Glied:  ‘ 

1g  r(l+ a) - lg  r(l  - «) = 2 lg  r (1 + «) - lg  [i\l+a)  nl  - «)]  = 2 lg  r(l + a) 

-lga-lg[r(a)  /XI-«)] 

und  wenn  man  Formel  12  des  vorigen  Abschnittes  berücksichtigt,  wird  dieser 
Ausdruck : 

21g/Xl+«)  — lg«  — lg  71(1 


sin  na 


und  wenn  man  auch  den  Ausdruck  rechts  bildet: 


na 


1 + « 


1^1+a)  = il8Ä)-1'gS+(l+C)“-<S*-1)3~(Sl~1)5  - • • • 16) 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  schnell.  Ist  a reell  und  grösser  als  1 oder  complex 
und  hat  sein  reeller  Theil  einen  Werth,  der  grösser  als  1 ist,  so  kann  man  For- 
mel 16  in  Verbindung  mit: 

U(«+l)  = aZX«) 

oder  ' 

lg  J\a-fl)  = lg«+lg/T«) 

anwenden. 

Diese  Formel  folgt  auch  für  negatives  a aus  der  Formel  7 , die  man  ja  in 
diesem  Falle  als  Definition  benutzt.  Es  ist  nämlich: 

„ _ . 1 . 2 3 . . . o . « _ , p*a 

r(«+l)=  ~r  ■ 7 — : rr; — : — r?  • Qa  1 = — I\a). 

a(a-j-l)  . . . (o-i  (i-l)(a  J-p)  s <*4p 

Ein  Ausdruck,  der  für  wachsendes  r identisch  wird  mit  al\a). 

Ist  also  a algebraisch  kleiner  als  — 1,  so  gibt  die  Formel: 

lg/X«  — l)  = lg/X«)— lg(«~ 1) 

in  Gemeinschaft  mit  16)  den  verlangten  Ausdruck. 

Setzt  man  in  16)  noch  a — 1 — r,  so  ergibt  sich 

lg  

sin  na 

wenn  r nach  Null  hin  abnimmt,  ein  Ausdruck,  welcher  offenbar  gleich 

lg(l— r)  = 0 

wird.  Es  ergibt  sich  dann  ein  Werth  für  C aus  16,  nämlich: 

c=-i44ig2+Ks,-i)-H(S‘-i)+  • • • 

Einen  andern  Ausdruck  gibt  Formel  16,  wenn  man  darin  * = 4 setzt: 

c=  -i+igi+jL(S,-i)+5-i-6(s.-i)+  ■ •• 


■lg(l— «)=lg(— 4 lg  r, 
\— r.TCosn/ 
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stalt  einer  endlichen  Reihe 

äJlJa')  = -C+ 1 + *+*  + 

annimmt. 


51)  Berechnung  des  Ausdrucks 
für  r(w),  wenn  n sehr  gross  ist. 


Man  erhält  hieraus : Aber  dann  gewahren  die  Elemente 

— C= 0.5772156649015328  . . *ei"e.  he*tim,men- 

„ , . Z.  B.  für  n— 1 = 100000  i«t  eine  loga- 

C heisst  iiueh  die  Eulerschc  Constante.  rilhnusche  Berechnung . d.  h.  die  Addi- 
Es  ist  übrigens  klar,  dass  für  ganze  tion  der  erstcn  100000  Logar;lhmf.n  nn. 

„T*  10'  d,e  Ge'  ausführbar,  übrigens  da  sieb  die  Fehler 
der  einzelnen  Logarithmen  addiren,  wäre 
1 es  anf  diesem  Wege  unmöglich  auch  nur 
”a_ 2 einige  richtige  Dccimalstcllcn  zu  erhalten, 
wenn  man  nicht  Logarithmentafeln  von 
sehr  viel  Bruchstellen  anwenden  wollte. 

Es  ergibt  sich  aber  aus  diesen  Betrach- 
tungen ein  Werth,  dem  sich  r(«)  mit 
Der  Ausdruck  /(n)  = 1 • 2 •3*»*(«  — 1)  wachsendem  n immer  mehr  derart  nähert, 
für  ganzes  n kommt  in  verschiedenen  dass  der  Quotient  beider  Grössen  schliess- 
Anwcndungcn  der  Analysis  häufig  vor,  lieh  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann, 
z.  B.  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Derselbe  soll  hier  noch  bestimmt  werden, 
und  oft  ist  hier  n sehr  gross  zu  nehmen.  Wenn  wir  x=n-f*y  setzen,  so  ist: 

r(n  + l)=  f e~~xxndx  = f e ne  (n-f-y  )"<//. 

Das  Argument  e (n-f-y )*  hat  ein  Maximum  und  fallt  von  demselben 

nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche.  Denn  der  Ansdrnck: 

+ (»+,/)"_ 
d.f 


»("+7) 


ist  so  lange  negativ,  als  y positiv  ist 
(vorausgesetzt,  dass  n wachst)  nnd  po- 
sitiv, wenn  y negativ,  also  wird  die 
Function  für  negatives  y immer  wach- 
sen, für  positives  y immer  abnehmen, 


d.  h. 


‘ »+•;]  2 

Während  der  Integration,  wo  y von  — n 


und  cs  findet  für  y =0,  d.  h.  für  x — n 1 In 

ein  Maxiraum  statt,  von  welchem  Werthe  bis  +ao  geht,  wird  i von  ^ | ^ 


aus  e r nach  beiden  Seiten  ins  Un- 
endliche fallt.  Das  Argument  aber  wird 
an  beiden  Grenzen  Null. 

Bestimmen  wir  die  Grösse  t durch  die 
Gleichung : 

l*  n 


bis  -J-ao  gehen. 


Es  ist  nun: 
nt 


1K 


so  ist: 


— ff , , Nn  — l*  n 

t '(*  + y)  =e  n 


n lg  f»  -I*  = — y -fn  lg  (»  + y ) 
oder  wenn  man  für  lg(n  + y)  seinen 
Werth: 

• , 1 y1  1 

,s"+T''-r2üri^)T 

sitzt,  wo  lg(n+y)  nach  der  Taylorsehen 
Reihe  entwickelt,  aber  mit  dem  dritten 
Glicde  abgebrochen  ist,  * also  einen 
echten  Bruch  bedeutet  (siehe  den  Artikel 
Reihen),  so  ergibt  sich: 


— <*  = 


~ "71 
2(n+*7)*’ 


/F 

■ ß... 

cgml : 

/QO 

o 


nnd  das  Integral : 

.ao 


x n , 
x di 


+ QO 


verwandelt  sich  in: 
+ oo 


Jl~'\  1- 
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wo  — c die  untere  Greiwe 
gleich  — co  wird. 


— ^ ^ 4j/|  anzeigt,  die  also  mit  wachsendem  n 

/ te  ' dt=  I + / 

*'  —co  0 *'  — oo 


da  aber  das  zweite  Integral  unserer  Formel 

•»oo 


r i-.). 

./  -oo 


noch  den  Bruch  1 — # als  Factor  enthält*  so  erhalt  man:  als  Werth  des- 

selben, wo  JL  und  ft  (kleiner  als  Eins  sind.  Der  Werth  dieses  Integrals  ist  also 
kleiner  als  bezeichnen  wir  denselben  mit  «.  Wegen: 


r+a>  •* =2  r 

J —oo  0 


hat  man  dann: 


r(l4-»)=«“"»"+V^ 


(1+nJj*  V 
Y Tn  J 


wofür  man  mit  wachsendem  n auch  setzen  kann: 

r(l+«)=«-" nn+ty2i=l  .2  • 3 • 1) 

Hiernach  nimmt  auch  die  Formel  7)  des  vorigen  Abschnittes  die  Gestalt  an: 


ec+*-ie-W 
' «(«+!)  • • • («+"—  1) 

Die  Formel  1)  wird  nach  ihrem  Erfinder  die  Stirüngschc  genannt. 


2) 


52)  Mehrfache  bestimmte  Inte- 
grale. 

Die  Theorie  der  mehrfachen  bestimm- 
ten Integrale  ist  schon  in  den  Abschnit- 
ten 34  bis  36  den  Grundzügen  nach  ge- 
geben. 

Bei  denselben  sind  sämmtliche  Gren- 
zen entweder  Constantcn  oder  die  Gren- 
zen des  noch  der  ersten  Variable  x ge- 
nommenen Integrals  Functionen  aller 
übrigen  Variablen  y,  s,w\  . .,  die  des  nach 
y genommenen  Integrals  Functionen  von 
s,  m . . . u.  s.  w. , so  dass  nur  bei  der 
letzten  Integration  constante  Grenzen 
Vorkommen.  Natürlich  ist  der  erst  an- 
gegebene Fall  der  bei  weitem  einfachste. 
Im  letztem  fuhrt  Transformation  der 
Variablen  nach  den  Abschnitt  36  gege- 
benen Regeln  oft  zu  einfacheren,  zuwei- 
len zu  constantcn  Grenzen.  Letzteres 
erreicht  man  auch  durch  die  von  Dirich- 
let  herrührendc  Methode  des  Diseonti- 
nuitäts- Factors,  von  welcher  bald  die 
Rede  sein  wird.  Auch  die  Umkehruug 
der  Grenzen  ist  oft  anzuwenden , wobei 
die  Abschnitt  34  gegebenen  Regeln  zu 


befolgen  sind,  namentlich  aber  untersucht 
werden  muss,  ob  das  Argument  während 
der  Integration  diseontinuirlich  wird,  und 
wenn  dies  eintritt,  ob  diese  Methode 
noch  gestattet  ist  — ein  Punct,  worüber 
das  Nöthigc  ebenfalls  in  Abschnitt  *34 
enthalten  ist. 

Wir  wollen  hier  noch  die  gebräuch- 
lichsten Transformationen  zusammen- 
stcllcn.  % 

I)  Eine  der  häufigsten  Transformatio- 
nen ist  die  in  der  Geometrie  so  oft  ver- 
kommende Verwandlung  der  rcchtwin- 
keligen  Coordinaten  in  Polarcoordinatcn. 
Handelt  es  sich  um  Curven  in  der 
Ebene,  so  sind  die  entsprechenden 
Formeln  : 

x=rc ob  ,*>,  y~r  sin  #, 

wo  x,y  die  rechtwinkligen,  r,  9 die  Polar- 
coordinaten  sind. 

Im  Raume  dagegen  hat  man : 
x = rcos^,  y=r  sin  9 cosy, 
s = r sin  & siny. 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  fanden  wir  bereits  in  Abschnitt  36: 

ff V drdfr, 
wo  die  ersten  Formeln  gelten, 

fffudrdydz  =ff f * U t\n9drd»  d</, 
wo  die  zweiten  Formeln  gelten. 

t...  ,üie  *onneln  <1  rucken  für  den  Fall,  wo  u = l ist,  bekanntlich  bezüglich  den 
FTfclhe  * be^enzten^KSrper* mu.  ^ Bi^g^enter!^  ""d  d"  ™ 

fj  V1+  (J)’  + ® d'i'-ffir'  ,in  9,+5F,  ™9'+d£;d9dv, 

mit  Anwendnng  der  zweiten  Formeln,  den  Artikel:  Flüchen  zweiter  Ordnung). 
Oieser  Ausdruck  gibt  den  Inhalt  eines  Nach  dem  Dupinschen  Satze  schneiden 
Stucks  einer  krummen  Oberfläche  an.  sich  diese  Flüchen  daher  immer  in  Krüm 
II)  Von  grosser  Wichtigkeit  sind  auch  BQUng#Üriien.  Diese  geometrischen  Be- 
die  sogenannten  elliptischen  Coordinaten,  Achtungen  sind  jedoch  für  uns  hier  we- 
welche  von  Lainl  herrühren.  Die  ent-  n’6er  wichtig,  als  die  Eigenschaft  dieser 
sprechenden  Transformationen  sind  ge-  Ausdrücke,  dass  man  leicht  x,  y,  t als 
geben  durch  die  folgenden  Formeln,  wo  Jfanctionen  von  Xy  fi,  v bestimmen  kann. 
X,  p,  y die  neuen  Variablen,  x,  y,  s die  Ks  *8t  dic8  eino  Betrachtung,  welche 
alten  sind : auch  auf  mehr  als  drei  Gleichungen  von 


X ' f ya  ( j* 

F + I*-a*  +i»— c*  = *’ 

— 4.  »*  •’ 

fl*  fl* — b * 

X* 

r?  + : 


* 


1, 


=1. 


der  hier  gegebenen  Gestalt  Anwendung 
findet,  und  die  wir  daher  in  ihrer  All- 
gemeinheit nach  Binct  geben. 

Seien  n Gleichungen  von  der  Gestalt 
gegeben : 


= 1 


= 1 


— 1 


r‘  — b*  y 

Die  drei  Gleichungen  haben  eine  geome- 
trische Bedeutung,  welcher  dic  Ausdrücke 
X,  u,  y den  Namen  elliptische  Coordinaten 
verdanken.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass 
1 grösser  als  c und  alä  A,  fi  grösser  als 
b und  kleiner  als  c,  y kleiner  als  b und 
c sei , so  ist  die  erste  Gleichung  die 
eines  Elliptoidcs,  die  zweite  die  eines 
einschaligen , die  dritte  die  eines  zwei-  und  setze  mau: 
schaligen  Hyperboloides,  Alle  drei  ha-  F(ii)  = («—  y)  , 

ben  dieselben  Hauptschnlttc  Lässt  man  tr  \-t  w w ' * 

Xyfjtv  sich  ändern,  so  bleiben  die  Haupt-  — *iKM  xi )(«—**)  • • •» 

schnitte  dieser  Flächen  unverändert,  sie  80  ist  F(M) — f(v)  vom  Grade  » — 1,  also 
heissen  homofoeale  Flüchen,  nnd  haben  • . , . F(ü)  — /Tm > , _ 

die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  1,  ,u,  „ ‘m  A“'drDCke  d«rZUll*rom 

irgend  wie  bestimmt,  die  dadurch  gege-  einen  Grad  niedriger  als  der  Nenner, 
benen  drei  Flüchen  sich  immer  unter  Die  Zerlegung  der  Fartialbrücho  gibt 
einander  rechtwinklig  schneiden.  (Siche  dann: 

F(u)-f[u)  _ Fja)  f(n)  , F(ß)-f(ß)  , F(y)  — f(y)  . 

F(.<)  /'''(«)  («— «)  * F$J  (u—ß)  + F*  (y)  («  — y)+  * ‘ ’ 

Setzt  man  hierin  nach  nnd  nach: 


und  berücksichtigt,  dass : 
ist,  so  hat  man: 


F(a)  = F(J)  = F(r)=  ...  =0 
«*.)=«*,)=/(*.)  = •••  =0 


22 
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/■(«)  _J f(ß)  _1 £<r>  _1 ...  =1 

— F^n)*,-«  F(ß)*i-fi  P{y)*i-Y 

/■(«)  1 rw_l A>0_1 ...=1 

F»*,-««  *"(ß)  i,~ß  P(.y)xt-Y 


Diese  Gleichungen  aber  sind  den  ge- 
gebenen identisch,  wenn  man  setzt: 

n«)  fW  . . . 

F'iß)'  ny)' 


und  dies  sind  die  Ausdrücke  für  diese 
Grössen. 

In  unserm  Falle  ist  zu  vertauschen 
x,  y,  z mit 


F(a')=(*'— 4*)(o*— c*)  . • • 
F'(6>)  = (&*—  o’)^»— *’)  • . • 
/f'(e*)=(e*— <s*)(c’— 4*)  • • •. 

also:  . 

„ (V— ««Km’—  «’K«’*— I »*)  • • • 

x («'— Ö’M«7— c>)  • • • 

, (u'-b')(y'-b')  ■ ■ ■ 

y ~ {b'~ a')  (4*— c1)  . . . 


inJj,*,  mit  X*,ft', 
er,  ß,  y mit  0,  6*,  c1» 

f(u)  = (u-X')(«-ft’)(«-r'), 

F(u)  = u(u—b')  (u— «*). 
also: 

F»=(u-4')(«-e*)+u(i«-e*) 

+u(«i— 4’), 


. - (^-c  (-1-c*)  • • • 

* (c’— a>)  (c’— 4>)  . . . 

IV)  Ein  häufig  vorkommender  Fall  ist 
der,  wo  4 und  c Null  werden. 

Da  aber  die  positiven  Grössen  ft  »wi- 
schen 4 und  c liegen , v kleiner  als  4 
und  c sein  soll,  so  muss  man  sich  4 
und  c zunächst  unendlich  klein  denken. 


F(0)  -b'c' 

F(4’)=4*(47-c«) 

F,(c>)=c»(c>-4»), 


also: 


**  = 


Vf*'*' 
b'c ' 


Sei  demnach 

4 = s/J,  c=sy, 

wo  ß und  y endliche  positive  Grössen, 
# unendlich  klein  ist;  sei  ferner 
ft  — »m,  rers  und  4<*<c,  s<4<c, 
r aber  eine  endliche  Grösse,  so  ist: 


, U'-b')(n'-b')  (b'-r') 
* ~ 4’(e*— 4’) 

. q»-c»)  (c»- #')(«?’- ■'O 
c*(cf — 4*) 


**+y*+»*  = r* 

£-  + -?! Ü-  = s* 

m!  m*-4>  c'— m* 


4*-»* 


III)  Bei  mehr  als  dreifachen  Integra- 
len kann  man  zuweilen  mit  Vortheil  ^ ^ ycrsdiwin(]ct. 

ganz  ähnliche  Transformationen  anwen- 

den,  wobei  natürlich  die  geometrische  *’  +y,+*1  = r’ 

Bedeutung  der  neuen  Variablen  aufzu-  xt  y » % 7 _A 

geben  ist.  Man  setzt : -7  + m»_4.  ~ c'—m'  ~ 


- +_»v 

+ . + . • 

. =1 

x» Hl *1__0 

JL'  — a'  l'-b‘ 

A* — C7 

na  b1  — n*  c7 — n1 

*'  + 

l* 

-f*  — 3 -f  • • 

. =1 

Die  erste  Gleichung  stellt  eine  Kugel 

p7 — 6* 

— ca 

vor,  die  zweite  und  dritte  einen  Kegel 

1»  1 y* 

zweiten  Grades.  Die  Ausdrücke  für 

v'1 — ax  ^ v*  — b* 

+ e«  + ' 

. . =1 

**»y*>**  aber  werden: 

Die  Binetschen  Formeln  geben  dann: 
f(u)  = (u-l')(u- ft*)  («-*')  ■ • • 

F’(«)  = («*—  a»)(u  — 4a)(«  — c')  • • • 


1 ~ b'c* 
r'(m'—b’)(b' — »*) 

4>(c’-4’) 

r’(c*  — ct1)^1— n') 

c'(c'  — 4*) 
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Aach  diese  Coordinaten  führen  den  Setzen  wir  noch: 

Namen  elliptische  im  engern  Sinne.  Es  , 7 

sind  diejenigen  der  ganzen  Gattung,  wel-  — = cog£* 

ehe  am  häufigsten  angewandt  werden.  c*  (1 — °9) 

V)  Es  lassen  sich  die  eben  gcbrnuch-  80  w*r^»  da  c7a7=b*  kleiner  als  m3 
ten  elliptischen  Coordinaten  auch  unter  n.n<^  kleiner  als  c*  ist,  der  Nenner 
eine  Form  bringen,  die  als  besonder»  Bruchs  grösser  als  der  Zähler 

Fall  die  Polarcoordinatcn  enthält.  Zn  8c’n*  un<*  ^ 8*ch  immer  bestimmen  lassen, 
dem  Ende  setzen  wir  in  den  letzten  drei  Auch  hat  man  dann : 

Formeln:  m*  — c*aa 

■ . , . sin  9*  = — — , 

rin 6 sin  y nnd  b~ac , c9(l a*) 

wo  also  (f  eine  neue  Variable,  n eine  ma  = c*(l — a*)  sin  + o* 

neue  Constantc  ist,  die  kleiner  als  1 oder: 

sein  wird.  m*  =c*[l-.(l—  «*)  cos &*]. 

Unsero  drei  Gleichungen  werden  dann:  Es  ergibt  sich  dann: 

z_rmun,i'  ar=r  sin  -/Yl— (1— <j»)  cos  »* 

y = r cos  y sin  £ 


, _ r*  (m*— a*c*)  cos  ya 
y “ c’(l-a’)  ’ 

, _r*  ( c * — m7)  (1  — a*  sin  y *) 
1 - c' (!-«»•)  ■ 


* = »V 1 — a’  sin,»cos». 

Es  ist  ersichtlich , dass  der  besondere 
Fall,  wo  a = 0 ist,  die  Polarcoordin&ten 
gibt. 

53)  Transformation  mehrfacher  Integrale,  wenn  alle  Grenzen 
constant  sind. 

Es  sei  gegeben  das  Integral: 

/+00  r%  +CO 

/ *Xnx  + rt'y»  ß* + ß'y)  dxdy-U. 

— ao*/  —oo 

Es  ist  dasselbe  durch  eine  Transformation  zu  vereinfachen. 

Wir  setzen:  Setzt  man  dagegen 

«*+«'y  = «.  ßx+ß’y  = v.  x-rcos»,  y=rsin3, 

Es  wird  dann  (Abschnitt  36)  80  j,t 

A = nß'—ßa’ 

i , A —r. 

also  constant,  während  i nnd  u von 

—oo  bia  +oo  wachsen,  werden  in  glei-  jv“hrcnd x von  co  bis  +oo  geht,  und 
eher  Weise  » nnd  v auch  zunchmcn.  .0.lbo  mit  V geschieht,  wird  das  stets 
Also:  positive  r alle  Werthe  von  0 bis  +ao 

/+oo  „+oo  annehmen,  9 aber  alle  Werthe  von  0 

/ f-(«,c)rfiirfe.  bis  2"  erhalten,  also: 

— co  J —oo 


/-n  /»oo 

, / o ftr(ncos9+«' •'“*)>  r(ß  cos  9+ß'  sin .»)]  rrfrrfj 

nnd  setzt  man  auch  u = rcos3,  e=r  sin  .9: 
p"-n  ~oo 

&U  = / / F(r  cos  9,  rsin  fl)rrfrrfS, 

•’  0 j 0 


also: 


/in  p +oo 

/ F(r  cos  9,  r »in  »)  rdrd9 
0 ••  0 

pin  ~+go 

-A  I / F(r(«  cos  9+«'  sin  9),  r(rfcos  9+ß'  sin  ff)]  rrfrd». 

•*  0 •*  0 


22* 
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Setzen  wir  z.  B. 

F(x,  y)  = e~r f)’ 
r*  = x*4-ya 


ist.  Man  setzt  dann  auch: 

u>*  = (a  cos  $+a'  sin  9)*  + (ß  cos  9 +ß'  sin  9)* 

und  erhält: 

,l7t  ^»oo  ß cos  9+ß'  sin 


re  "vdrd9 


.00 

0 


— rtr,  1 

re  dr  = — 
*c* 

,2  n 


r2n  Z*00  /a  cos  fl+a'  sin  9 

J o J o ' w « * 

1 . 'in  rco 

- — / / /“(cos  3,  sin$)e  rrdrd9, 

AJ  o •*  o 

oder  da 

/°°  r /»c 

re  rfr  = l,  und  f 
0 J ( 

"=iy'J’,/.(C„8S,  >in9) «. 

Diese  Formel  wird  oft  unter  der  Voraussetzung  angewandt,  dass 

- «*+/ J*  = l,  = 1,  «a'+ft}'  = 0 

ist.  Ausdrücke,  welche  gelten,  wenn  x,  y und  ebenso  wie  m,  t>  Systeme  recht- 
winkliger Coordinaten  sind. 

Es  ist  dann: 

A = ß/S'  — /9a'  = 1 
ics  = sin  ^*4-008^*  =1, 

also: 

/"[a  cos  ^+<1/  sin  9,  ß cos  sin  5]  d9  — I /'(cos  9,  sin  9)  d9. 

0 J 0 

Diese  Betrachtungen  lassen  Bich  auch  ausdehnen  auf  das  dreifache  Integral: 

/+00  r+co  r+<x> 

I I F(<*x+(t'y  + <i,'i,fx+ß'y+ß"i,yx+y'y  + y"b)dxdydi. 

—an  J — CO  —CO 


-00  ^ — GO 

Wir  setzen  nämlich  zunächst: 

ti  = ax+a'y  + a"*,  v-  ßx+ß’y+ß"t,  ir  = yx+y'y-f  y"*, 


A = 


«,  a',  a" 

ft  /*" 
y»  />  y" 


und  ganz  wie  oben  bat  man : 

K = — / / / f^«,  t>,  ir)  </«?. 

x — oo*^  CG 


Wir  setzen,  indem  wir  Polarcoordina-  I = - wird  von  — 1 bis  +1  gehen, 

ten  einführen : r . . . , , , „ 

was  erreicht  wird,  wenn  man  Winkel  9 

x-tei  y = prt  b — vr,  von  jjull  bj8  n nimmt,  die  Ausdrücke 

wo : ' f*  und  r gehn  ebenfalls  beide  von  — 1 

X zz  cos  9,  u — sin  9 cos  11.  v zz  sin  9 sin  7 bis  -f 1;  da  aber  sin  y.  = — — , nnd  sin  9 

r sm9 

ist.  Es  wird  dann,  während  x,  y,  1 von  stets  positiv  ist,  so  muss  sin  7 auch  ne- 
— x bis  4-x  gehen,  r alle  Wcrthe  von  gativ  werden  können,  und  folglich  von 
0 bis  +00  annehmen.  0 bis  2 n gehen.  Man  hat  demnach: 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  341  Quadratur  (analytische). 


V - fn  f"  *>(«!+«> +«"').  r(ßl+ß’M+ß'Vr), 

»z  o J Otß  0 

1 r2n  rn  z'00 

•iyl+y'/t+y"y)rtna9drd9d<l  = —J  J J F(lr,  ur,  vr)^  i\n9drd9dif. 


Setzt  man  jetzt: 


und  berücksichtigt  die  Gleichung: 

i[tDr\~rdr  = 1, 

./  0 * 

so  ergibt  sich: 

rln  r71  ,!'“*+«>  + “"*'  ßi+ß’M+ß"”  yl  + /lu+y"y-]$in9d9dT 

J o J 0 AL  » ’ .c  * « J »• 

l r^n  rn 

o J P,  y) lin 9 d9d<f, 

wo  der  Abkürzung  wegen  gesetzt  wurde: 

•e  = («A+  «> + o" V) • + (ßi + ß> 'ft + ßfl V)» + (gl + /p + /' V)  ». 

Führen  wir  noch  diejenigen  Relationen  zwischen  den  Conatanten  ein,  deren 
geometrische  Bedeutung  ist,  dass  x,  y,  s und  u,  c,  ic  Systeme  rechtwinkliger 
Coordinaten  Torstellen: 

- «’+0'+y’=l,  «,*+l»',+/,  = l, 

*"'+ß"'+y”'  = l,  a,a"+ß,fi"+/r"=0, 

<d'a+ß"ß+y"y  = 0,  aa'+ßß'+yy' = 0, 

aus  welchen  folgt: 

A = l,  »=1, 

so  hat  man: 

y = f f f[al+td (i+td'y,  ßl+ß'fi+ß"y,  yX+y’fi+y"v]  rin9  d9  dif 

J o 0 

/2 11  /»fl 

/ »)  sin  9 d»  df. 

0 0 

54)  Es  sollen  hier  noch  die  Ausdrücke  sur  Transformation  der  Integrale 

v-fff  "-ffffiiifiW** 

in  elliptische  Coordinaten  gebildet  werden.  [ dr 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  um  Schlüsse  ßx  rni.  mndm 

von  Abschnitt  52)  gebildeten  einfachem  3—  = 7 , 

Formeln,  in  welchen  wir  noch  setzen:  m be 

V(m*-4>)  = A,  V(4 »-»«)  = *,  mr+mn^ 

F(c’-m')=f,  y(c*-n>)=Ji  = 

die  entsprechenden  Formeln  nehmen  dann 

auch  die  Gestalt  an:  dy  _ 1 /jt  dr\ 

rmn  _ rhk  _ rlt  dm  ~ 4V(e’— 4’)  dm) 

X=TT’  y = bY(c'-t,>y  * ~ cV(c'— 4’)  i,y  ! ( dr  h A 

und  man  hat:  du  “ dV^c1  — 4’)  \ dn  k / 
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dr 


1 (,Jü  • \ 

ey(c'-b')\,dm~lrm) 

1 (idr  1 \ 

«=F)\uäi-  7n,/> 


cV(c' 

Ausserdem  ist: 
dx  _ dx  dm  dx  dn 
dy  dm  dy  du  dy 
dg  __  j __  dy  dm  dy  dn 

dy  dm  dy  dw  dy 

di  Q ds  dm  d*  dn 

dy  ~ dm  dy  ‘ dn  dy* 

woraus  sich  durch  fclimination 
dm  dn 
t—  unt*  s—  ergibt: 


342  Quadratur  (analytische), 
und  ebenso  erhalt  man: 

fix  dy  dx  ds 

dx  _ 5m  dn  dn  dm 

ds  dy  d;  ^ ds  * 

dm  dn  dn  dm 

so  dass  man  hat: 


iK'MS7- 


«Sy  _ y.Y»+r»+z», 


_ , _ dy^  da dy  di 

dm  dn  dn  dm 


dy 


Y __  dj  dx 
dm  dn 


dx  d; 
dm  dn 


dx  ds 
dx  _ dm  dn 
dy  ~ dy  di 
dm  dn 


dx  ds 
dn  dm 
dy  dj 
dn  dm 


^ __  dx  dy  dx  dy 

dm  dn  dn  dm 

zu  setzen  ist. 

Ausserdem  ergibt  sich 


w=J'J'y(X’+y*+ zv»rf», 

*l«o  wenn  man  die  obigen  Werthe  einsetzt: 

f un 


ebenso  erhalt  man: 

V — £ V dr  dm  dn. 
Mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Werthe  von: 

dx  dx  dy  di  dy  di 
dm*  dn’  dm’  dm*  dn’  dn 


und  der  Ausdrücke: 
dx 
dr  ' 

ergibt  sich  dann: 


rnn  d, 


ds 


de*  dr  dj^d1  — c2)’  dr  cV(d,“C') 


irr 


(/(m1  — n,)r1  dr  dm  dn 
hkls 


Ut  f/=1'  JinJftl1’  .dor  bekanntlich  den  Inhalt  der  Körper  gibt,  welche  von  krum- 
men  Oberflächen  cingeschlossen  werden,  so  kann  man  die  Integration  nach  r 
Ausfuhren  und  erhalt: 

V — \ f* C (m*~ -w*)  r*  rfrnc/n 
" */./  hkls 

Mit  Benutzung  der  allgemeinem  elliptischen  Coordinaten  I,  u,  v (Abschnitt  521 
erhalt  man  aber  ähnlich  wie  oben:  1 

v=nr  uw-/*')  a»-«-’)  äkdud, 

•/•x./  ghiklm  ’ 
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y = V(i«-4’),  *=V(i*-c>),  •=  V(u’— 6*), 

* = V(e*-Ju»),  l=V(4*-»>),  m = V(c’-r*) 

tu  setzen  ist. 

Wie  oben  erhalt  man: 

w=ff  /i+®)* + W ,/y  * =ff  ^T+r7+z~  d> 


X- 


__  dy  ds  d*  dy  di  dx 


Afi  A..*  A.%  A~ 


dx  di 


und  die  Aasdrücke 


dP  dtf-  dp  dtf- 
dx  dy 


7J*  _ 


dy  di 


dP'  dP' 


dP  dtf.  dp  dy.'  “ dfV  dtf.  dp  dtf, 
lassen  sich  ganz  wie  vorhin  berechnen.  Be* 


dr  dr 

trachten  wir  jedoch  nur  den  Fall,  wo  r constant  ist,  also  - — = = 0 wird,  ein 

4 dP  dtf 

Fall,  der  bekanntlich  der  Oberfläche  einer  Kugel  entspricht.  Es  ergibt  sich  dann: 


(1 — <*’)  cos  P*  -f-a*  sin  r/-  7 


dy  dP, 


-a1)  sin  P 1 Y 1 — <*1  co»  y1 
Aus  dem  letzten  Ausdrucko  lässt  sich  eine  Beziehung  herleiten,  welche  von  Le- 
gendre  herrührt. 


Sei 


r = l- 


und  führen  wir  beide  Integrationen  von  VF  in  den  Grenzen  0 und  ^ aus : 

J 

n n 

sin  P'-a*  sin  I» 


f'i  fl  

W=J  J )1— (1— «’)  sin 3*  Vl^i 

0 0 

wo  r = l gesetzt  wurde. 

Es  war  nun  ursprünglich 


= dk  dP , 

i A* 


wie  man  auch  a bestimmt.  Setzt  man 


für 


für 


Da  aber 


y = 0 und 

«=o, 

so  wird  3=0,  i=, 

wi 

II 

O 

*=i, 

3 = 2,  A = 

y=l> 

* = 0, 

3=0,  i = 

r*  = x*+yl+*a=l 

ist,  so  sind  1 und  0 bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth,  den  y und  z an- 
nehmen können.  Die  Grenzen  0 und  1 entsprechen  also  den  Grenzen  0 und 


für  P und  I,  was  auch  die  beliebige  Constante  a sei.  Aus  diesen  Betrachtungen 
folgt,  dass  unser  Integral  von  a ganz  unabhängig  ist.  Setzt  man  somit  a=l, 
so  kommt: 

71 

/n  p J n 

J cos  kdkdP  = g* 

0 0 

(Es  ergibt  sich  dies  allerdings  schon  aus  der  geometrischen  Betrachtung,  dass  tc 
den  achten  Thcil  einer  Kugelfläche  vorstcllt.) 
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Bezeichnen  wir  „Mh  Legendre  den  Andruck : 

71 

y»2  

mit  FW. 


f d&yi—b*  ein»1  mit  £(ä), 


80  ist : 


71 
#■  u 


71 


r/'ic 


</>i  (i9 


0 0 

wo  c=/l-. ai  gCfiet7t  wird 
n 


(l-a*)8in^a  j/rra.gilUl  ~ F(«)  F(c) , 


/2  1 

= ü i*w-  ä(«)j, 

n 


0 

Tt  71 


/I  f*2  (1  — q>)sin  &"1  dH  dl 

QJ  0 (!-«’)  sin  fr»  = F(a)  tF(c)  ~ £(«)] } 


0 

n 


a*  sink* dld!h 


n n — _ ^ ■ 

0 o ]/l~a,8iQ^  /RT-a»)  8in»>  = F(c)[/^rt)~£(^)], 

und  hieraus  folgt: 

. f=H,=  FWEW+FWE(a)-F(c)F(„), 

S“ &2ÄÄC  Ä“  “''“‘o" 

öo)  Den  Ausdruck: 


ghiklm 


- dl  dp  dp 


oÖVi"  csU^cl°ha"iel"um°re.“nc  soides"  ZT  dC"  Thcil  des  Elli] 

dic  * «**-  -■  SfÄ  ■;  Ä.»  :„‘n 


■ »'  

<?*  _re,-4.»  *%»-<;» 


= 1. 


: ■ r,  tuu  v ois 

öfcir? 0 y,s 

.,!Ä£“d?“’  d.Brai.,  • «*"  Weibe 


Bokn  ..  ' Offenbar  kann  dann,  damit  i reell 

®b£5!?  m dies  dio  Gleichung  des  £ kleiner  nls  6,  damit  * reell  bleib 

J ‘ dc8*  £ ™h  Süsser  als  c sein.  Ebenso  mus 

V an  h®*  *ur  Grenzbestimmung  die  i^k  rC<d*  ^taibe,  r kleiner  als  b sei: 

•Formeln:  8 e * .****  muss  jedenfalls  grösser  als 

sein,  damit  A reell  bleibe. 


bcx  = Xurt 
byY(c*-t>')=gil, 

ciY(c*—b*)=.kbm, 


sein,  damit  A reell  bleibe. 

Wegen  der  Gleichung  des  Ellipsoide 
«her  ist  q der  grösste.  Werth  von  l 
Man  hat  also  für  den  achten  Theil  de 
fclhpsoides: 
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r=rh  rc  re  v.-sj) 

./  0./  c ghiklm  °A  ** 

Wegen  der  bekannten  Formel  für  den  Grenzen  constante  einznfdbren.  Man 
achten  Theil  des  Ellipsoides  ist  der  Werth  wird  den  Sinn  und  die  Tragweite  dieser 
dioscs  dreifachen  Integrals  gleich:  Methode  leicht  an  einigen  Beispielen 

erkennen* 

c’)  = V.  Wir  fanden  in  Abschnitt  38)  For- 

ö mcl  IVa): 

56)  Von  grosser  Wichtigkeit  für  die  2 Z*20  siny  cos/9<jr  dy  n 

Berechnung  mehrfacher  Integrale,  deren  TI  “ — 1 oder 

Grenzen  nicht  alle  constant  sind,  ist  die  0 * 

von  Dirichlct  herrührendc  Methode  des  je  nachdem  ß abgesehen  vom  Vorzeichen 
Discontinuitütsfactors.  Der  Zweck  dieser  grösser  oder  kleiner  als  Eins  war.  Wir 
Methode  ist,  statt  der  veränderlichen  setzen: 

A~fff  * ’ * * e~k^*+y^~*+  " •V-'J-'*'-'  • • • dxdydz  • • 


wo  k,a,btc  . . . positiv  sind. 

Erstrecken  wir  ferner  die  Integration 
über  alle  Werthe  von  x,  y,  s . . .,  wel- 
che die  Bedingung  erfüllen,  dass 

• • - <1 

» 

ist  und  x,  y,  z immer  positiv  sein  sollen. 

Statt  nun  die  Grenzen  der  Integration 
aus  dieser  Bedingung  abzuleiten , mul- 
tipliciren  wir  das  Argument  mit  dem 
Factor : 

,+ao  /,  + co  «-fao 


oo 


siny  cosoy  dtp 


0 V 

und  da,  so  lange  <r<l  ist,  also  unsere 
Bedingung  erfüllt,  U immer  gleich  1 
ist,  ausserhalb  der  Grenzen  der  Integra- 
tion aber  Kuli  wird,  so  ist  es  gestattet, 
die  Integrale  alle  in  den  Grenzen  0 und 
-j-ao  zu  nehmen,  da  derjenige  Theil,  wel- 
cher unsrer  Bedingung  nicht  entspricht, 
von  selbst  verschwindet. 

Es  wird  also 


9 c t®  /-•  ~r  co  -f-  oo  /-»co 

a =-/  / r • • / 

nJ  Q J Q ./  Q JO 


— ka  a — 1 b — l c — 1 
e x y z 


— — cos  au>  dy  dxdy  dt  .... 

V 

Da  aber  für  <rr=  -f-l  und  <r  = — 1 Dis-  ist,  also  so  lange  t nicht  Null  ist,  keine 
continuitäten  stattfinden,  so  fragt  es  sich,  Discontinuität  erleidet.  Denkt  man  sich 
ob  hier  die  Umkehrung  der  Ordnung  diesen  Werth  für  U in  A eingesetzt,  so 
des  Integrirens  noch  gestattet  ist.  Diese  ist  also  Umkehrung  der  Ordnung  des 
Frage  erledigt  sich  jedoch,  wenn  man  Integrirens  erlaubt, 
zunächst  statt  des  Ausdruckes  U das  Mit  abnehmendem  t aber  nimmt  das 
Integral:  Integral,  gleich  viel  nach  welcher  GröBse 

_ 33  . , man  zuerst  integrirt,  die  hier  gegebene 

2 r e 7 smy  cos  aff  dtp  Fortn  an?  und  igt  somit  auch  für  t=0 

7t  J q y der  Werth  von  A derselbe,  man  mag 

erst  nach  //■  oder  erst  nach  x,  y .... 
betrachtet,  welches  nach  Formel  III  des  integriren. 

Abschnitts  38  stets  gleich:  Wir  schreiben  statt  cos  <ry-  aber 

- nirtg1**  + -Lßrctg  — - es  wird  dann  A der  reelle  Theil 


n 


b = — r 

nJ  0 


des  Integrals: 
00  dp  sin  y 


Q, 


wo 


ist. 


-)-°0 


0 J 0 


. . e 


f7*  dx  dy 
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Dies  Integral  Q zerfällt  aber  in  Factorcn  von  der  Gestalt: 

f+ 

•'  0 


. + oo 


e -*(k+'rtxa~ 1 dx  = -SW—, 

(k  4*  y»)  a 


vro  die  Potenz  ( k + ffi)a , wie  in  allen  den  Fallen,  welche  wir  ausführlich  erörtert 
haben,  so  zu  nehmen  ist,  dass 

/I  . ft  ak\ 

(*  + '/«)  -re  , 

und  A immer  zwischen  4-7*  und  — n liegt.  Diese  und  die  y,  z . . . entsprechenden 
Wcrthc  cinsctzend,  erhalten  wir: 

oo 


b=  — /(«)  i\b)  i\c) ...  r d>f  ^ — — 

71  ./  o y (k  + vi 


(k  + f,i)a+b+c+  •••■ 

Ist  y-z-  ...  — 0,  so  wird  A , wenn  man  ö-4-6+c+  ...  für  a 6ctzt: 

r»  t 


'■=/ 

•'  0 


— fcr  <jr4-A4-<?4- 

e x 


— i 


dx 


und  dies  ist  gleich  dem  reellen  Theile  von: 

.co 


O /*  ® ci 

— r(a+i  he-}-  * . •)  / ^ — 

n ./  o ( 


sin  </■ 


0 y (t-f  y«)a+A+c+**V 
Man  kann  somit  im  allgemeinen  Falle  den  reellen  Theil  von  B auch  schreiben: 

— kx  «+64-C+  ...  — I 


a = r(rt>  w w -r1 
~ r(«i-A+H-  • • •)  J o 


rfx; 


für  Jb  = 0 , e =:  t)  = ..  • = 0 erhält  man  hieraus  die  schon  bewiesene  Eulerscbe 
Formel: 

ß\  _ r(a)  r(b) 

\aJ  ~ r(o+6)  ' 

Auch  kann  man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  A die  Grösse  k = 0 setzen, 
und  hat: 


C • • X<1  *»C  1 ...  dx  dy  dz  . 


/X«)  r(A)  . . 


r(a-f-4  . . .)  (a-f-4-J-  . . .) 

r(«)  r(A)  . . . 


4* 


/Xa+A-h  . . . -fl) 

Vertauscht  man  die  Veränderlichen  x,  y,  * . . . bezüglich  mit: 

er  ft)’-  (;)'  • ■ - 

so  erhält  man  hieraus 

§//•  • • e-r  1 

n b 


...  dxdy  ...  —C 


und  wenn  man  für  a,  b . . . bezüglich  schreibt: 

, rr  «_■*_,  Kt) Kt)- 

h.  — I I . . . x y ...  dxdy  ...  ■=  — 


fXlH 4 h « • •) 

p y 


wo  x,  y . . . auf  alle  Werthe  auszudehnen  sind,  welche  die  Bedingung 
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r(*)=V» 

r(*)= 4 r(f).  r(j)=*r(*) 


Ist  noch  oder  da 

a = 4 = c = l, 

so  erhalt  man,  wenn  3 Veränderliche 
genommen  werden,  . ^ 

JET**  dz;  U = J naßy, 

nnd  dies  ist  der  von  den  positiven  Coor-  Ist  p = q = r = 4,  so  erhält  man  den 
dinatenaxen  x,  y,  t und  der  Flache,  die  achten  Theil  des  Körpers,  dessen  Obcr- 
zur  Gleichung  hat:  flache  die  Gleichung  hat: 


GAW+er-' 

rliche  liaum,  für  v 

0 '0  -0 


(*)•♦(*)*+(*)•-< 


begrenzte  körperliche  Kaum,  für  welchen  un(j  jj  r ;at. 
■ich  ergibt: 

V= 


u=«jy 

pqr 


a-fl-yargy 

64  m 


n i+-  + - +— ) 

P 1 r 


oder  da 


f'(ä)=r(l+})= * r({), 


Ist  p -q  = r = 2.  so  hat  man  den  achten 

Theil  eines  Ellipsoidcs,  dessen  Halbaxen  Eöü 

v,  ß,  y sind,  und  für  dasselbe  ist  also:  48  /’( j)  ’ 

II  - ?ÜL  * Wir  fanden  ( Abschnitt  45 , Formel 

8 J'Q)  XXXII): 


r •'»  2 » 

J 0 ( + „)? 


wo  dns  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  <j  positiv,  das  untere,  wenn  a negativ  ist. 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  auch,  indem  wir  das  Vorseichen  auf  die  eben 
angezeigte  Weise  bestimmen: 


I 

j cos  (fl  >p)  iß"  1 dtß  =r 

0 


r(i ) co»^ 


(+<>)* 


/sin  (m/,)  y.7  'rf.y,  — + 

o 


?» 


r(?)  sin^ 
(±»)? 


wenn  man  die  erste  dieser  Formel  mit  sin  die  zweite  mit  cos  -”1  mnltiplicirt 
und  addirt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

■ / . ^ P sin  (077  1 di//  = ~ oder  =0, 

r{q)*mqnj  0 VY2  * oq 

je  nachdem  a positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  dies  eine  andre  Form  eines  Dis* 
continuitätsfactors. 


Untersuchen  wir  jetzt  das  Integral: 

-.CO  ^00 


W 


r 00  r00  _1 1 Xa-I  b—  l 

•J  o o pF  (*+öi)^ 


dz  dy  . 


Q = k + ttx+ßy 4-  . • .»  ff  = l-x— y—  . . . 
gesetzt  wird,  §,p,  q ...a,  b .,.X,q  positive  Constanten  sind,  aber  immer: 
p+q+  . . . > a+A-f  • • • 
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Die  Potenzen  von  #-f  o»  sind  dadurch  bestimmt,  dass  der  Arms  dieses  Aus- 
druckes immer  zwischen  -f  n und  — rt  liegen  soll,  und  das  Integral  JF  soll  sich 
über  alle  positiven  Werthe  von  x,  y . . . erstrecken;  es  ist  dann  W vollständig 
bestimmt. 


In  Integral  W kann  man  setzen: 

-.co 


r 

1 J 0 


-w  VP- ' i,t 


(Vergleiche  Abschnitt  49,  Formel  10),  und 

1 o 


dtp. 


(.+«)» 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  W ein,  und  denkt  dann  die  Integration  nach 


, y . . . zuerst  ausgeliihrt,  so  ergibt  sich : 
•.00 


w=: wmf.f.  ■ ■ ■ ««-*• 

Q ist  ein  Product  einfacher  Integrale  nach  x,  y . . .,  die  alle  gleiche  Form  ha- 
ben, und  wo  das  nach  x genommene  die  Gestalt  hat: 

rx  («v  - v-0*  1 = r(a)  . 

0 (ery — \pi)a 

setzt  man  dies  und  die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Integrale  ein,  so  hat 
man  für  W nur  noch  ein  Doppelintegral: 

w=^~vtI  V-  f™  /*°°  v,?-' 1 1 — . 

r(p)n<i)  J 0J  o («'f-'iif  (ßf-^)b 


. . . • dq  dtp. 


Dies  Integral  aber  verwandelt  sich  in  ein  einfaches,  wenn  man  setzt: 

V'=7*,  dtp=(fdiy 

und  nach  y integrirt.  Es  ist  dann: 


«r-n«)  m m • ••  »7~*  1 1 

. np)  -^0  (i +(.+<)»)"  («-«)“  0*-«)4 

wo  m = p+;  — a-  b — ..  . gcactat  wurde. 


Von  bcaonderm  Intcrcstc  ist  der  Fall, 
wo  i = 0 ist,  da  hier  der  Ausdruck 

j 0 

welcher  in  der  Entwickelung  als  Factor 
vorkam,  die  Gestalt 

/’*  e-®+i  d,p 

J 0 

annimmt,  also,  wie  oben  gezeigt  wurde, 
discontinuirlich  ist,  wenn  «x,  wie  cs  doch 
wahrend  der  Integration  geschehen  muss, 


vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht. 
L&sst  man  also  « sich  zunächst  der  Nnll 
nähern,  so  wird  der  in  1F  vorkommende 
Ausdruck  nach  unsrer  Annahme 

n.  n. 

— » -q-t 

* 4-  <ri  = ocl  oder  — ae  2 , 

je  nachdem  a posttiv  oder  negativ  ist. 
Es  ist  also  auch 


zu  setzen.  Das  Argument  von: 
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w=rr  i JL 

JJ  „p  t«i 


vp  («»)9 


a — l 6 — i 

r y 


. dxdy 


nimmt  alao  verschiedene  Formen  an,  je  nachdem: 

o = l — * — y — . . . <0  oder  e>0, 

d.  h.  je  nachdem: 


ist.  Es  wird  alao: 


*+y+*21 


W=t 


tr . 

; q-% 

17+e  V~ 


r(m)r(a)  V(b) 


r(p)  r(q) 


-f 


"-ff- 


11~'d, 1 1 _ 

0 (i+ai)"  (re — at)°  (fl-ri)1 

. dxdy 


(l+ttX+ßy+  • . .f  (l-*-y...)f 
nnd  das  Integral  anf  alle  Werthe  von  x,  y . . . auszudehnen  ist,  welche  die 
Bedingnng 

*+y+*+  • • • <1 

erfüllen, 

i t i 

dxdy 


ff- 


o—l  6—1 

* y 


(l+«x+iJy+  . . .)p  (— l+*+yd )? 

auf  alle  Werthe  von  x,  y . . . ausgedehnt,  welche  die  Bedingnng: 

*+y+*+  ...  >1 

erfüllen.  Der  Werth  von  W erhallt  die  Grö6se 

i=Y=i. 

Setzt  man  also  — i statt  i,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichung,  so  dass  man 
mittels  beider  sowohl  U als  V bestimmen  kann. 


56)  Quadratur  vollständiger  Dif- 
ferenziale mit  mehreren  Varia- 
blen. 

Hat  man  die  Gleichung 

so  erhält  man  durch  deren  Differenziation : 
Af  Ar 

soll  also  ein  Ausdruck: 

dz  = <f  (x,  y)  dx+ip  (x,  y)  c/y 
ein  vollständiges  Differenzial  sein,  so 
müssen  die  Functionen  y und  \p  die 
Gleichungen  erfüllen: 


öi-Tx-^*'^ 


df  dz  , 

Äj  = Ty  = *<*>  »)• 

Aus  diesen  erhält  man  durch  nochmaliges 
Differenziiren: 


die  Bedingung  dafür,  dass  die  gegebene 
Gleichung 

dz  — qdx-\-\f/dy 

durch  Differenziiren  einer  andern 
*=/■(*>!») 

entstanden  ist,  und  x und  y völlig  un- 
abhängig von  einander  sind. 

Wir  haben  diese  Bedingung  bereits 
in  Abschnitt  11  kennen  gelernt,  wo  es 
sich  aber  um  Grössen  y handelte,  die 
von  x abhängig  waren. 

Diese  Bedingung  heisst  Integrabilitäts- 
bedingung. 

Ist  sic  erfüllt,  so  lässt  sich  augen- 
blicklich die  Gleichung 

*=A*.  y) 

herstcllcn,  d.  h.  der  Ausdruck 


d7*  _ dq  d'z  dir, 

dxdy  dy  dydx  ~ dx' 

Es  ist  also 

dq>  __  dif, 
dy  dx 


dz  = qdx+ipdy 

integriren.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir, 
dass  für  irgend  einen  Anfangswerth  von 
x,  etwa  x9,  z = /*(x#,y)  also  gleich  einer 
Function  von  y allein  wird,  die  wir  mit 
zf  bezeichnen. 
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also 


d*  , , 

T, = *<**>• 


Ga  ist  nun:  Gleichung: 

* = * (*,  + (jc,  y)  rfy 

kann  man  aber 

x = xp,  also  <£r  = 0 

setzen,  da  x0  constant  war,  und  erhält: 

<fe'  = ^(X',y)4rt 

wo  bei  der  Integration  y als  constant  zn 

denken  ist.  Nimmt  man  dies  Integral,  zt  — fib(x  u)  du. 

welches  noch  eine  Constantc  (oder  viel-  * ./  ° y 

mehr  eine  Function  de»  constant  ged  ach-  Sei  noch  für  y=y0,  2#  = z",  d.  h.  für 

ten  y)  enthält  in  den  Grenzen  rundx,,  *=x#  und  y=y0,  1 = 2",  so  ist 

='-*"=  / * V'(x..y)dy, 


so  hnt  man: 


y(x,  y)rfx 


und  z#'rr/*(x0,  y0)  wird  eine  willkürliche 
und  es  bleibt  nur  noch  von  y die  Func-  Constantc  sein;  man  hat  also,  wenn  man 
tion  tr  zu  bestimmen  In  der  gegebenen  diese  Werthe  einsetzt: 

2=  f 7 y)dy+t”' 

xo  * Vq 

Diese  Methode,  welche  übrigens  einfacher  als  die  gewöhnlich  in  den  Lehr- 
büchern gegebene  ist,  lässt  sich  augenblicklich  auf  beliebig  viel  Variablen  aus- 
dehnen. Es  sei: 

dt  = 7i(*„  x,...xn)dx,+  r/,(j„  x,  ...  *,  . ••*„)<**•„ 

entstanden  durch  DifTcrcnziiren  der  Gleichung 

*=/■(*,. 

wo  *t,  x,  völlig  von  einander  unabhängige  GrÜBsen  sein  sollen. 

Bedingungen  hierfür  sind,  dass  man  hat: 

dz  dz  dz  __  dz  _ 

■■’är_'/»,'"Är=7n 


oder  durch  nochmaliges  Differenziiren : 


du 


1*  d*z 


dx.dzt 


Es  muss  also  sein 

d'f,  dV, 


dr. 


dx. 


dx(  ’ dxt  dxf  SjT' 

gesetzt  werden  können.  Die  Anzahl  der 
sich  hierdurch  ergebenden  Bedingungt- 

glcichungcn  ist:  — ^ ; sind  diese  er- 


einc  symbolische  Gleichung,  in  welcher  füllt,  bo  geschieht  die  Integration  wie 
für  s und  t alle  Zahlen  von  1 bis  n oben.  Wir  setzen: 

für  x,  = z/^  und  t = 


für  1,=!,^  und  z,=x/^,  z = t^‘\ 


für  *,=:*, 


(0) 


1 = x^)  und  »,=»/">,  *=»<•*>, 


für  x^x.W,  4rt=*/°\  ..  xn  = zj"\  z = tf-n\ 
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Es  sind  hier  *,<">,  *,<">,  . . . *nnlchst: 

Constanten,  dz 

(i)  . w * = (*»»  *i  • • * *0* 

iv  ' eine  Function  von  a*,,  xt  . . . xn  oxt 

aber  nicht  von  xit  also,  wenn  man  und  a?t  als  Integra- 

*(*)  eine  solche  ron  tionsgrensen  betrachtet,  i,  ...  Xft  aber 

/__,•>  als  Constante  ansieht: 

t1'  ' eine  Function  von  *n  allein, 

und  endlich 

eine  Constante;  man  hat  dann 
Die  gegebene  Gleichung  aber  nimmt,  wenn  man  x,=x/u),  s = i’  seist,  die 
Gestalt  an: 

dt'=V,  ( x x, .. . xn)dx,+  . . . +'tn(*  t,  . . . *,) <<xn. 


pXv 

*-*' = J (») V l (*l> *»  ••• 


also: 


r,  (»)  x * » 


und  in  den  Grenscn  und  x,  integrirend,  hat  man: 

*(')_»(-)  = ^ ?.(*/").*.  • ••*„)<**  . 

^ x,W 

In  dem  Werthe  von  ^ kann  man  nun  x,  =x/'^  setzen,  und  hat: 

dfi)=9;(st(0),sf°\  X,  . . . Xn)dx,+  ..  . +Tn(x^'\x  (U\  x,  ...xjdx*. 


also: 


W_t( ')  = C ,, j(x  «,("),  x,^"\  x,  . . . x ) rfx,. 

J («)  " 


Fahrt  man  so  fort,  so  erhalt  man: 

»(')_»(')  - T ? ,(z/"),x x4  ...x  )rfx, 

J x (o) 


l("  =/  . 'f„(*i(0)>  *.(U)  • • • *»-.(">•  V 


(0) 


Also  durch  die  Addition  aller  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  der  vollständige 
Werth  von  z folgcndermassen : 

*=J  1 # *«•••*„)<**,  +J  <T,(*/"V*i  ...xjrfx. 


(») 


+ J 1 Vi(*/*\*Ä*i  • • • *„)  dx>  + 


*»("> 

wo  die  Integrationsconstante  ist. 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  352  Quadratur  (analytische). 


Beispiel.  Sei  gegeben 
, yfo-zty 
- y*+** ’ 


r y*-fxa 

Ö(f-  dlp  l* — y* 

dy  ~ dx  ~ (ya  + *»)*’ 
die  Intcgrabilitätsbedingung  ist  also  er- 
füllt, und  es  wird 

r*  y dx  r'J  jr.rfy  ’ 

./  Xo  y’+x*  ./  y,  y’4-*.*  ' 

Aber  wenn  man 


, y *o 

setzt,  erhält  man: 


j 


x y dx 

-?vr i = »rc  tg  u - arc  tg  u„ 
x.  y t* 


und : 


r 


y xdy 

— l-^-=arctge-arctgr„, 

y.  y + “ 


ist.  Also; 

i = arctg  — — arctg  — ■ — arctg  — 

y y x 


+ arctg*t+s". 

X n 


Es  ist  aber 
arc 

also: 


tg.rg-arctg(i), 


t = arc  tg  — + arc  tgii  - -+t" 

y *9  * 

oder  wenn  x#=0  genommen  werden  soll, 
y#  aber  positir  ist,  wo  dann 

arc  tg— = nrctg(+co)=^  wird, 
t = arc  tg^+z". 

57)  Fasst  man,  wie  es  im  Anfang  die- 
ses Artikels  geschehen  ist,  die  Quadra- 
turen als  die  Grenzen  von  Summen  auf, 
so  wird  die  Integralrechnung  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  unabhängig  von  den  Be- 


trachtungen und  dem  Algorithmus  der 
Differenzialrechnung.  Diese  Auffassung 
ist  die  historische,  und  lange  vor  Leib 
nitz  und  Newton,  den  Erfindern  der  ho- 
hem Analysis,  hat  man  diosc  Methode 
angewandt,  namentlich  zur  Berechnung 
von  Flächeninhalten,  freilich  ohne  sich 
eines  allgemeinen  Algorithmus  zu  bedie- 
nen. Zu  bemerken  sind  hierbei  nament- 
lich Descartes,  1596  bis  1650,  und  sein 
grosser  Zeitgenosse  Format,  der  1590  bis 
1665  in  seinen  Untersuchungen  dem  Geiste 
der  hohem  Analysis  bereits  sehr  naho 
gekommen  war.  Von  letzterem  rührtauch 
die  Methode  her,  das  Gesetz  der  Ver- 
änderlichkeit angemessen  zu  bestimmen, 
um  der  Summe,  deren  Grenze  man  ver- 
langt, eine  möglichst  einfache  Gestalt  zu 
geben. 

In  Abschnitt  4)  haben  wir  ein  Beispiel 
dieser  Methode  gegeben.  Geschickte  und 
fruchtbare  Anwendungen  dieser  Methode 
gab  auch  Wallis,  1616  bis  1703.  Von 
einer  allgemeineren  Auffassung  der  In- 
tegralrechnung kann  aber  erst  seit  New- 
ton , 1642  bis  1727,  und  Leibnitz,  1646 
bis  1716,  die  Hede  sein.  Bekanntlich 
gelangten  beide  grosse  Männer  wahr- 
scheinlich gleichzeitig,  aber  auf  verschie- 
denen Wegen,  zur  Auffindung  der  Dif- 
ferenzialrechnung. 

Da  das  Intcgrircn  das  inverse  Verfah- 
ren des  Diffcrcnziircns  ist,  so  konnten 
nach  Bestimmung  der  Differenzialquotien- 
ten  der  verschiedenen  Functionen  ebenso 
viel  IntegTalc  bestimmt  werden.  Die 
Methode  des  theilweisen  Intcgrircns  und 
der  Snbstitntion  rührt  von  den  Erfindern 
der  hohem  Analysis  her. 

Die  Auffindung  der  Integrale  gcbroch- 
ner  Functionen  verdanken  wir  Johann 
Bemoulli,  1667  bis  1748.  Die  Methode 
des  Rationalmachens  der  Functionen, 
welche  eine  Quadratwurzel  eines  Aus- 
druckes zweiten  Grades  enthalten,  rührt 
von  Cotes  her  (1682  bis  1716).  Wesent- 
liche Verdienste  um  die  Förderung  der 
Integralrechnung  hat  sich  Euler  erwor- 
ben (1707  bis  1783),  besonders  durch  sein 
Werk:  „Institutiones  calculi  intcgralis.“ 

Die  Berechnung  der  bestimmten  Inte- 
grale muss  wohl  ebenfalls  auf  Euler 
zurückgeführt  werden,  hat  aber  wesent- 
liche Erweiterungen  in  diesem  Jahrhun- 
derte erfahren. 

Ein  höchst  wesentlicher  Fortschritt  ist 
die  Einführung  des  Begriffs  des  Imagi- 
nären in  die  Integralrechnung.  Wenn 
derselbe  auch  vor  Entstehung  dieser  Wis- 
senschaft Öfter  gelegentlich  angewandt  ist, 
so  ist  doch  die  schärfere  Begründung 
dieses  Verfahrens,  namentlich  dieThcorio 
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des  Integrirens  auf  verschiedenen  Wegen 
und  der  dadurch  bedingten  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale,  Cauchy  zu  zuschreiben. 
Die  Durchführung  dieser  überaus  frucht- 
baren Methode  hat  es  nicht  allein  mög- 
lich gemacht,  die  Integralrechnung  von 
vielen  ungenauen  oder  unklaren  Ausfüh- 
rungen zu  befreien,  sondern  dieselbe  auch 
wesentlich  gefördert  und  erweitert.  Wie 
sie  denn  in  der  Theorie  der  Functionen 
im  Allgemeinen , und  der  mehrfach  pe- 
riodischen im  Besomlern,  der  Reihenent- 
wicklung u.  s w.,  bereits  wichtige  Re- 
sultate gegeben  hat,  und  namentlich  in 
ihrer  Ausdehnung  auf  die  Integrale  der 
Differenzialgleichungen,  welche  nament- 
lich durch  Weierstrnss  und  Riemann  be- 
gonnen ist,  noch  Bedeutenderes  erwarten 
lässt. 

Quadratur  ebener  Figuren  (Geometrie). 

1)  Einleitung. 

Dem  Wortsinne  nach  versteht  man  un- 
ter der  Quadratur  irgend  einer  Figur  ihre 
Verwandlung  in  ein  Quadrat,  d.  h.  die 
geometrische  Construction  eines  Quadra- 
tes, welches  mit  ihr  gleichen  Flächen- 
inhalt hat. 

Da  diese  Aufgabe  für  gradlinige  Fi- 
guren eine  der  leichtesten  der  Elementar- 
geometrie ist  (siehe  den  Artikel:  Qua- 
drat), so  kommt  sie  nur  für  solche  Fi- 
guren in  Erwägung,  welche  ganz  oder 
zum  Theil  von  krummen  Linien  begrenzt 
sind. 

Statt  eine  solche  Figur  in  ein  Qua- 
drat, kann  man  sie  nach  dem  Obigen 
anch  in  eine  beliebige  von  graden  Linien 
begrenzte  Figur,  etwa  in  ein  Dreieck, 
verwandeln,  und  die  Aufgabe  ist  dann 
gelöst,  da  letzteres  sich  sogleich  in  ein 
Quadrat  verwandeln  lässt.  Bei  den  mei- 
sten Curven  ist  jedoch  eine  solche  geo- 
metrische Construction  mittels  der  Werk- 
zeuge der  elementaren  Geometrie,  dem 
Kreise  und  der  graden  Linie  schlechter- 
dings unmöglich,  und  daher  eine  solche 
Quadratur  im  engsten  Sinne  nicht  zu 
leisten.  Es  ist  bekannt,  wie  viel  vergeb- 
liche Versuche,  z.  B.  der  Quadratur  des 
Kreises  in  diesem  Siivne  gewidmet  wor- 
den sind,  und  wohl  von  Autodidakten 
noch  gewidmet  werden.  Jedoch  ist  hier 
ein  Erfolg  aus  dem  angeführten  Grunde 
unmöglich. 

Nicht  zu  bezweifeln  ist  es  dagegen, 
dass  mit  andern  mechanischen  Hülfs- 
mitteln , als  Zirkel  und  Lineal  sind,  die 
Quadratur  jeder  Figur  zu  leisten  ist. 
Jedoch  wäre  ein  solches  Beginnen  nur 
in  wenigen  Fällen  von  einigem  wissen- 
schaftlichen Interesse. 


Indessen  lässt  sich  dem  Worte  Qua- 
dratur ein  andrer  aus  der  Elementar- 
geometrie in  die  Analysis  führender  Be- 
griff unterlegen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts 
der  Figuren  legt  man  bekanntlich  als 
Einheit  immer  ein  Maass  unter,  welches 
ein  Quadrat  ist,  dessen  Seite  die  als 
Längeneinheit  gewählte  Strecke  bildet. 
(Z.  B.  Quadratfuss  oder  Quadratzoll,  je 
nachdem  ein  Fuss  oder  Zoll  die  Einheit 
des  Längcnmnasse8  ist.)  Hat  man  also 
für  den  Flächeninhalt  einer  Figur  irgend 
eine  Formel  oder  Zahl,  so  stellt  dieselbe 
eine  gleiche  Anzahl  Quadrate  vor,  deren 
Seite  die  Längeneinheit  ist,  oder  einen 
Theil  eines  solchen  Quadrates,  der  immer 
als  Rechteck  gedacht  werden  kann.  Da 
nun  jede  Anzahl  von  Rechtecken  oder 
Quadraten  leicht  in  ein  Quadrat  ver- 
wandelt werden  kann,  so  ist  die  Aufgabe 
der  Quadratur  als  gleichbedeutend  mit 
der  Bestimmung  des  Flächeninhalts  einer 
Figur  zu  setzen. 

Eiuo  solche  analytische  Bestimmung 
des  Flächeninhalts  wird  aber  nur  dann 
eine  geometrischo  Quadratur  im  engem 
Sinne  möglich  machen,  wenn  die  Zahl 
oder  Formel,  welche  den  Flächeninhalt 
ausdrückt,  rational,  oder  wenn  sic  die 
Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  ist, 
da  nur  solche  Ausdrücke  sich  geometrisch 
construiren  lassen  (vergleiche  hierüber  den 
Artikel:  quadratische  Gleichungen). 

Unter  Quadratur  wird  hier,  wie  allge- 
mein üblich,  also  nur  die  Bestimmung 
der  Flächeninhalte  zu  verstehen  sein. 

Für  diese  Aufgabe  gibt  die  Integral- 
rechnung ein  allgemeines  Mittel,  und  ist 
dieselbe  gewissermassen  die  geometrische 
Deutung  des  Integrirens  im  engern  Sinne, 
weshalb  dasselbe  auch,  wie  im  vorigen 
Artikel  geschehen,  als  analytische  Qua- 
dratur bezeichnet  wird. 

Ehe  wir  jedoch  auf  diese  allgemeine 
Aufgabe  cingchn,  wird  cs  nöthig  sein, 
auf  die  Quadratur  einiger  der  bekann- 
testen Figuren , soweit  dieselben  einer 
elementaren  Behandlung  zugänglich  sind, 
hier  einzugehen.  Wir  beginnen  dabei  mit 
dem  Kreise. 

2)  Quadratur  des  Kreises. 

Man  kann  unter  dem  Ausdruck  Qua- 
dratur des  Kreises  sowohl  die  Berech- 
nung des  Flächeninhalts  des  ganzen 
Kreises,  als  einzelner  Kreisstücke,  z.  B. 
Sectoren  oder  Segmente  verstehen.  Die 
ersteren  lassen  sich,  so  wie  der  ganze 
Kreis  mittels  einer  einzigen  Irrational- 
zahl, der  sogenannten  Ludolphschen  Zahl 
oder  der  Zahl  n berechnen,  welche  das 
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Verhältniss  der  halben  Peripherie  znm 
Radius  ansdrückt;  bei  der  Berechnung 
der  Segmente  sind  ausserdem  trigonome- 
trische Betrachtungen  nöthig. 

Sehr  wichtig  aber  für  den  Kreis  ist 
es,  dass  die  Aufgabe  seiner  Rcctification, 
d.  h.  die  Berechnung  der  Bogenlängen 
desselben  sich  auf  die  Quadratur  zurück- 
führen lässt  und  umgekehrt;  zu  beiden 
Aufgaben  nämlich  ist  dieselbe  Grösse  n 
nöthig.  Nur  in  seltnen  Fällen  haben 
Curvcn  diese  Eigenschaft. 

Wir  geben  zunächst  die  Sätze  über  die 
Berechnung  der  einzelnen  Flächenstücke 
des  Kreises,  womit  wir  zugleich  die  Be- 
rechnung der  Bogenlängen  verbinden. 


Fig.  ai. 


Sei  (Fig.  34.)  abede  ein  beliebiger 
Kreisbogen,  ()  der  zugehörige  Mittel- 
punkt, ab,  bc,  cd,  de  Sehnen  von  belie- 
biger Länge.  Verbinden  wir  die  End- 
punkte derselben  mit  dem  Mittelpunkte 
O , und  fällen  von  O aus  auf  die  ein- 
zelnen Sehnen  die  Lothe  Oa,  Oß,  Oy, 
Od. 

Man  erhält  dann  eine  Anzahl  von 
Droiecken  (hier  4),  und  wir  bezeichnen 
die  Summe  der  Flächeninhalte  derselben 
mit  A,  cs  ist  dann: 

, ab-Oa  bc’Oß  , cd'Oy  de-Od 
^=— +— 2-  + — + — • 

Nimmt  man  nun  an,  die  Sehnen  wür- 
den immer  kleiner,  mehrten  sich  aber  an 
Zahl,  so  dass  der  Bogen  abede  sich 
nicht  ändert,  so  würden  sich  offenbar  die 
Höhen  alle  dem  Radius  des  Kreises  nä- 
hern, den  wir  mit  r bezeichnen,  wäh- 
rend jede  Sehne  sich  dem  Bogen  nähert, 
welchen  sie  abschneidet.  Es  sind  dies 
Betrachtungen,  zu  deren  schärferen  Be- 
gründung man  öfter  auf  die  Eigenschaf- 
ten des  Kreises  einzugehen  pflegt.  Es 
scheint  dies  aber  um  so  unnüthiger,  als 
gleiche  oder  ähnliche  Sätze  nicht  allein 
für  den  Kreis,  sondern  für  alle  krummen 
Linien  gelten,  und  die  Anwendung  der 


Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie 
möglich  machen. 

Es  wird  mithin,  wenn  die  Anzahl  ins 
Unendliche  wächst: 

A = -(ab  + bc-\-cd-{-de-\-  • • •), 

aber  wenn  man  den  Bogen  abede  mit  b 
bezeichnet,  denselben  für  die  Summe  der 
Sehnen  setzt,  und  berücksichtigt,  dass 
unter  der  angenommenen  Bedingung  sich 
A dem  Scctor  aOe  nähert,  den  wir  mit 
S bezeichnen,  so  haben  wir: 


eine  Formel,  welche  lehrt,  einen  gegebe- 
nen Scctor  S durch  den  zugehörigen 
Bogen  b und  den  Radius  r des  Kreises 
auszudrfleken.  Vergleicht  man  diese  For- 
mel mit  der  für  den  Flächeninhalt  eines 
Dreiecks,  so  hat  man  auch  den  Satz: 

„Jeder  Sector  ist  gjeich  einem  Drei- 
eck, welches  den  zugehörigen  Bogen  zur 
Seite,  den  Radius  des  Kreises  über  zur 
Höhe  hat.“ 

Bezeichnen  wir  die  Peripherie  des  Krei- 
ses mit  l\  den  Inhalt  desselben  mit  Ä, 
so  ist  klar,  dass  man  sich  den  ganzen 
Kreis  als  Sector  denken  kann,  zu  dem 
als  Bogen  die  ganze  Peripherie  gehört, 
und  die  vorige  Formel  gibt  sonach: 


Dieser  Ausdruck  gibt  die  Beziehung, 
welche  zwischen  Kectification  und  Qua- 
dratur des  Kreises  stattfindet,  welches 
sonach  Operationen  sind,  deren  eine  die 
andere  sogleich  ergibt. 

Wir  benutzen  diese  Formel  auch  zur 
Definition  der  Ludolph’schen  Zahl,  wel- 
che allen  übrigen  Betrachtungen  zu 
Grunde  liegt. 

Bezeichnen  wir  mit  n die  halbe  Peri- 
pherie eines  Kreises,  dessen  Radius  die 
Einheit  ist,  60  hat  man : 

r — 1,  A — — — TT, 

Also  n stellt  auch,  gleichzeitig  den  Flä- 
cheninhalt desselben  Kreises  vor. 

Bekanntlich  verhalten  sich  zwei  Bogen 
desselben  Kreises,  wie  die  zugehörigen 
Centri winkel , ein  Satz,  welcher  augen- 
blicklich aus  dem  folgt,  dass  zu  gleichen 
Centriwinkel  gleiche  Bogen  gehören.  Sei 
also  « der  zu  Bogen  b gehörige  Centri- 
winkel , den  wir  uns  in  Graden  ausge- 
drückt denken,  und  berücksichtigen  wir, 
dass  zur  ganzen  Peripherie  ein  Centri- 
winkel von  360  Grad  gehört,  so  haben  wir 
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oder: 


b:u  — P:  360 


b s 


«°p 

86«  • 1 


sollte  n dagegen  in  Secunden  ansgcdrückt 
«ein,  so  ist  auch  der  Winkel  von  360* 
in  Secunden  auszudrücken,  und  man  lmt: 

3G0 -60-60=  1296000, 

i=^L. 

129C000’ 

wo  a der  in  Secnnden  uusgedrücktc  Cen- 
triwinkcl  ist. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  eine  Be- 
ziehung zwischen  der  Zahl  rr  und  der 
Peripherie  P eines  beliebigen  Kreises  zu 
ermitteln. 

Fig.  35. 


Sei  AU  (Fig.  35.)  ein  beliebiger  Kreis- 
bogen, in  welchen  die  Sehnen  AB,  BCy 
CU  gezeichnet  sind;  man  ziehe  die  zu- 
gehörigen Halbmesser  OA,  OB , OC,  OD, 
und  durch  einen  beliebigen  Punkt  a von 
OA  lege  man  einen  concentrischen  Kreis- 
bogen ad,  der  von  den  Übrigen  Halb- 
messern bezüglich  in  b und  c geschnitten 
wird;  zieht  man  noch  die  Sehnen  ab , 
bcy  cd,  so  sind  offenbar  die  gleichschenk- 
ligen Dreiecke : 

OAB  und  Oaby  OBC  und  Obe. 

OCD  und  Oed 

entsprechend  ähnlich,  da  sic  den  Winkel 
an  der  Spitze  gemein  haben,  also: 
ab  : AB  ~ aO  : AO 
bc : BC—bO  : BO  — aO  : AO 
cd : CD=zcO  : CO  — aO  : AO 
und  demgemäss : 

ab  + bc+cd:AB+BC+CD=zaO:AO. 
Nehmen  wir  jetzt  an  AO  sei  = r,  aO 
aber  gleich  der  Einheit,  so  dass  wir  dem 
zweiten  Kreise  die  Einheit  als  Radius 
geben,  denken  wir  uns  ferner  die  Sehnen 
verkleinert  und  vermehrt,  so  dass  die 


Summe  derselben  sich  den  bezüglichen 
Bogen  n&hcrt.  Nehmen  wir  endlich  an, 
diese  Bogen  Beicn  dio  halben  Peripherien 
der  bezüglichen  Kreise,  so  wird  offenbar 
nach  dem  oben  Gesagten: 
ab  + bc-\-cd~n 

AB+BC+CD= - 
werden,  und  wir  erhalten: 

d.  h. 

1)  P=2„r. 

Diesen  Ausdruck  von  P in  die  oben  ge- 
fundenen Formeln  cinsetzend,  erhalten 
wir: 

2)  A'=nr>, 

3)  4 = — = — ra- 
' 180  648000 

und  wenn  wir  dieso  Wcrthe  von  b noch 
in  die  Formel ; 

4)  «4 

einsetzen: 

’ " 360  = 1296000’ 

wo  gesetzt  wurde: 
der  Radius  gleich  r, 
die  Peripherie  gleich  Py 
der  Flächeninhalt  des  Kreises  gleich  K , 
ein  beliebiger  Bogen  gleich  6, 
sein  zugehöriger  Centriwinkel 
in  Graden  gleich  er, 
in  Secunden  gleich  a 
und  die  constante  Zahl  n den  Flächen- 
inhalt  eines  Kreises  mit  Radius  1,  oder 
die  halbe  Peripherie  dieses  Kreises  dar- 
stellt. 

Man  kann  aber  auch  statt  den  Ccntri- 
winkel  in  Graden  auszudrücken,  dafür 
die  Länge  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
führen, dessen  Radius  gleich  Eins  ist. 
Sei  derselbe  gleich  ßy  so  hat  man,  wenn 
mau  in  Formel  3)  1 für  r,  ß für  b setzt: 

also : 

3b)  b=rß. 

Die  Formel  4)  aber  gibt: 

4a)  S=ir'ß; 

jeden  gegebenen  Winkel  u kann  man 
sich  so  vermöge  der  Formel  3«)  in  Bo- 
genmauss  ß darstellen. 

Wir  wollen  mit  diesen  Formeln  noch 
die  für  Sehne  und  Segmente  verbinden. 
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letztere  mit  A. 


Fig.  36. 


Die  ersterc  bezeichnen  wir  mit  C,  das  selbe  auf  140  berechnen  lassen,  Dahse 

ist  bis  auf  200  Decimalstellen  vorge- 
schritten, und  selbst  diese  Genauigkeit 
ist  schon  Überboten.  Für  fast  alle  Rech- 
nungen reichen  5 bis  höchstens  7 Deci- 
malstcllen  aus. 

Eigentliches  Interesse  ist  mit  den  Be- 
rechnungen auf  viele  Decimalstellen  nur 
höchstens  insofern  verbunden,  als  dabei 
die  Mittel  einer  sorgfältigen  und  fehler- 
freien Rechnung  einer  genauen  Erwä- 
gung unterliegen. 

Die  ersten  140  Decimalstellen  sind: 
n=3,  14159  26535  88793  23846  26433 
83279  50288  41971  69399  37510  58209 
74944  59230  78164  06286  20899  86280 
34825  34211  70679  82148  08651  32823 
06647  09384  46095  50582  26136  • • • 

Sei  AH  die  Sehne,  « der  zugehörige  Wu  die  Methoden  zur  Berechnung 

Centriwinkel,  UC  ein  Loth  vom  Mittel-  Z'"‘  anbetrifft,  so  hat  mau  sich 

punkt  auf  die  ersterc,  so  wird  durch  vor  Gründung  der  Infinitesimalrechnung 
dasselbe  Sohne  und  Centriwinkel  halbirt,  f*8t  ausschliesslich  der  Betrachtung  und 
und  es  ist:  Berechnung  der  regelmassigen  Vielecke 

bedient,  indem  man  den  Flächeninhalt 
y|^=_r6jn®  des  Kreises  mit  dem  eines  solchen  von 

2 sehr  viel  Seiten  identificirtc,  oder  seine 

oder:  Peripherie  dem  Umfange  eines  solchen 

Vieleckes  gleich  setzte.  Offenbar  ge- 
langt man  auf  diese  Weise  zu  einer  be- 
Das  Segment  ergibt  sich,  wenn  man  von  Hebigen  Annäherung,  d.  h.  auf  den  Werth 

dem  Sector  AOB  da»  zugehörige  Dreieck  " *uf  .**“**  T l^  etiheü 

AOB  abzieht.  Der  Flächeninhalt  de.  man  jedoch  sehr  viel  dergleichen 

letztem  aber  ist  (siehe  den  Artikel:  Tri-  ^ Berechnung  sehr  be- 

gonometne)  ir»s.n*,  so  dass  man  hat:  ^ ^ ^ dcr  ein. 

7\  a **a  ( nu  \ r /*  *.  a;n  fachsteu  Formeln,  die  hier  zum  Ziele 

2 \180  / 2 fiihren.  Wir  werden  hier  zwei  solche 

Diese  Formel  enthält  gleichzeitig  den  elementare  Methoden  zur  Berechnung  von 
Winkel  n und  seinen  Sinus.  Kömmt  cs  n 8e  en* 


6)  C=2rsin-. 


also  hei  irgend  einer  Aufgabe  darauf  an, 
aus  den  Wcrthcn  eines  Segments  und 
des  zugehörigen  Radius  den  Centriwinkel 
zu  finden,  so  kann  dies  nur  mittels  einer 
transccndentcn  Gleichung  bewirkt  werden. 
Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  die  con- 
stAnte  Zahl  n zu  ermitteln. 

Man  hat  sich  damit  schon  im  Alter- 
thumc  beschäftigt,  und  namentlich  fand 
Archimedes  durch  geometrische  Betrach- 
tungen, dass  dieselbe  etwas  kleiner  als 
22 

-y  sein  müsse.  Andre  Mathematiker  fan- 
den genauere  Werthe.  Aber  Ludolph  van 
Keulen  (1550  bis  1610)  berechnete  auf 
eine  ähnliche  Art  diese  Zahl  bis  auf  35 
Bruchstellen,  weshalb  die  Zahl  n nach 
ihm  benannt  worden  ist.  In  neuerer  Zeit 
hat  man  diese  Genauigkeit  noch  weiter 
getrieben,  Lagny  hat  diese  Zahl  bis  auf 
12b  Decimalstellen  berechnet,  Vcga  die- 


3)  Berechnung  der  Zahl  n auf 
elementarem  Wege. 

Fig.  37. 
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Sei  (Fig  37.)  AB  die  Seite  eine«  be- 
liebigen in  den  Kreis  um  O eingeschrie- 
benen regelm issi gen  Vielecks,  OD  die 
Höhe  des  Dreiecks  AOB.  Hat  das  Viel- 
eck n Seiten,  so  ist  also  AOB  der  nte 
Theil  desselben,  AOD  der  2ntc  Theil. 
Verlängert  man  OD  bis  zur  Peripherie 
des  Kreises  nach  C,  und  zieht  AC , so 
ist  dies  die  Seite  des  Vielecks  von  2h- 
Sciten,  OE  möge  die  Höhe  desselben 
sein. 

Man  hat  dann: 


oder  wenn  wir  statt  (>  und  tf>  in  Bezug  aufs 
2wEck  r,,  F4 , fürs  4nEck  ra,  F, , fürs 
8wEck  ra,  Ft  schreiben,  so  haben  wir: 


ACa  = ADa-4-/>C»:=AÖ*-ÖD» 

-f  (0C-  OD)  ’=  OC * - OD 1 + (OC—  OD )» 
= 20C* -20C-  0D=2OC(0C-  OD). 
Also  wenn  wir  die  Seite  des  »Ecks  mit 
s,  die  des  2nEcks  mit  <r,  den  Radius  des 
beiden  umgeschriebenen  Kreises  mit  Ä, 
den  Radius  des  dem  nEck  eingeschrie- 
benen Kreises  ( OD ) mit  r bezeichnen, 
so  ist: 

o*  = 2Ä(Ä-r). 

Es  ist  ferner,  wenn  wir  mit  g den 
Radius  des  dem  2nEck  eingeschriebenen 
Kreises  bezeichnen: 


md  nach  Bestimmung  dieser  Grössen: 
,,  r,  • • ,rg  kann  man  setzen: 


de  Ausdrücke  F^,  r*  beziehen  sich  auf 


oder  wegen  des  eben  gefundenen  Aus- 
drucks für  o : 

R(R—r) R(R-f-r) 

e 2 — 2 ' 

Da  durch  diese  Formeln  sich  Seite  nnd 
Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  des 
2nEcks  finden  lassen,  wenn  man  die 
letztere  Grösse  fürs  «Eck  kennt,  so  las- 
sen sich  dieselben  Ausdrücke  für  inEck, 
8nKck  n.  s.  w.  nach  und  nach  berechnen. 

Die  Dreiecke  ADO  und  ACO  haben 
gleiche  Höhe  AD,  sic  verhalten  sich  also 
wie  die  Grundlinien  OD  und  OC,  d.  h. : 

ADO r 

ACO  ~ Ä; 

beide  Dreiecke  sind  aber  bezüglich  die 
2ntcn  Theilc  des  »Ecks  und  des  2nEcks. 
Bezeichnet  man  also  den  Flächeninhalt 
des  ersteren  mit  F,  des  letzteren  mit  </, 
so  ist  das  Vcrh&ltniss  dieser  Grössen 
dasselbe  als  der  Dreiecke,  also 


F r 


Wir  nehmen  jetzt  an,  der  Radius  R des 
ungeschriebenen  Kreises  sei  gleich  der 
Einheit,  so  werden  die  Formeln  für  ip 
und  £ sich  verwandeln  in: 


das  Vieleck  von  2*-n  Seiten. 

Was  auch  n sei,  so  kann  man  s so 
gross  nehmen,  dass  sich  rf  auf  eine  be- 
liebige Anzahl  Decimalstellen , etwa  auf 
7,  dem  Radius  des  umgcschricbcncn 
Kreises,  d.  h.  der  Einheit  nähert,  und 
man  sieht  dann  ein,  dass  sich  in  dem- 
selben Masse  Ff  dem  Kreise  mit  Halb- 
messer 1,  d.  h.  der  Zahl  n nähert. 

Man  kann  also  auf  eine  gleiche  An- 
zahl Decimalstellen  F mit  der  Zahl  n 

identiticiren,  da  die  folgenden  r im  Ken- 
ner, also  rf,  rt^_  j nur  in  den  folgenden 

Decimalstellen  von  Eins  abweichcn.  Der 
Berechnung  von  F ~ n nach  Formel  2) 

mnss  also  die  suecessivc  Berechnung  der 
r nach  Formel  1)  vorangchen,  und  man 
setzt  diese  Rechnnng  so  lange  fort,  bis 
r(  für  die  beabsichtigte  Anzahl  von  Bruch- 
stellen nicht  mehr  von  Eins  ahweicht. 

Die  Zahl  n,  mit  der  man  beginnt,  ist 
beliebig.  Fangen  wir  z.  B.  mit  dem  re- 
gelmassigen Viereck  an,  so  ist  bekannt- 
lich der  Flächeninhalt  desselben  gleich 
dem  doppelten  Quadrat  des  Radius  R, 
also  hier  gleich  2.  Die  Seite  des  Vier- 
ecks ist  gleich  R}/%  also  hier  gleich  ]/ 2 
und  der  Radius 


Es  ist  somit: 
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, „ ,/f 

u)  r=Vä- 


-ysp 


'•^hp  =y 


l+r»-  lf 

2 ’ 


2a)  F,=n: 


Es  ist  nämlich : 

/f 

r = | ^ ~ cos  45* , 
i . r i /TTcoi  45* 

r,=i/,+2=y — § — = 

45® 


45® 


r = cos  - 


4 

45* 


Die  Formel  2)  eignet  sich  besonders  zum 
logarithmischcn  Rechnen,  die  Formel  1) 
namentlich  zur  Anwendung  der  Guussi- 
schcn  Tafeln,  wenn  nur  5 Dccimalstellen 
▼erlangt  werden,  bei  7 Stellen  kann  man  . , , , . . 

statt  dessen  die  trigonometrischen  Tafeln  (vergleiche  den  Artikel:  Trigonometrie), 
anwenden.  also: 

2b)  n— 3 


45  45 

cos  4o  >os  — cof>  — 
2 2 


45 


45  45  45 

3)  lgu  = lg2— (lgcos45  + lg  cos-^-  + lgco»-7-+  • • • lgcos ). 

2 i 2*~  1 


45 


Die  Zahl  s ist  so  gross  zu  nehmen,  dass  lg  cos  ™ in  den  ersten  7 Stellen 

2*-  1 

nicht  von  Null  abweicht. 

Wir  geben  hier  die  so  höchst  einfache  Rechnung: 

lg  cos  45  = 9,8494850-10 

45  . =9,9656153-10 


lg  cos  y - lgcos  22”30' 
45 


lgcos  — =]gcosll»15'  =9,9915739-10 

lgcos  ^ = lgcos  5°37'30"  =9,9979037-10 

lgcos  ^ - ig cs  2*48'45"  =9,9994766-10 
lo 

lgcos  ~ = lg  cos  1°24'22"5  = 9,9998692-10 

025 

lgcos  =igcos  0'42'11"25  = 9,9999673 -10 
64 

lgcos—  = lg  cos  0-21'  5"62  = 9,9999918-10 
lgcos g = lgcos  0°  10'32"8  = 9,9999980-10 

. lgcos  ^5  = lg  cos  0*  5'16"4  = 9,9999995-10 

Ol« 

lg  cos  = lg  cos  0“  2'38"2  = 9,9999999-10 

~ 0,8038802- f 

Da  1024  = 2'®  ist,  so  ist  hier  * = 10,  1er  übereinstimmen  wird, 
und  die  Rechnung  ist  fortgesetzt  bis  zura  Der  oben  gefundene  Werth  ist  nun 
4 • 1024  oder  4096  Eck,  dessen  Flächen-  abzuxichn  von  lg  2 
inhalt  in  den  ersten  7 Docimalstellen  mit  lg2  = 0,3010300 

dem  des  Kreises,  abgesehen  von  dem  0,8038802—1 

durch  die  Summation  entstandenen  Feh-  lg  n = 0,4971498! 
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Der  wahre  Werth  von  lg»  ist: 
lg  Ti  = 0,49714987209413385435127. 

Es  ist  also  bei  dieser  Rechnung  nur  ein 
Fehler  gemacht,  welcher  weniger  als 
eine  Einheit  der  letzten  Stelle  beträgt. 

Sind  mehr  als  7 Decijnalstcllen  ver- 
langt, so  wird  man  sich  der  Formeln  la 
und  2a  selbst  bedienen. 

Wir  knüpfen  hier  noch  eine  zweite 
Methode  an,  die  auf  dieselben  Grund- 
lagen sich  stützt. 

Fig.  38. 


oder 
d.  h. 

also  auch: 


ob  ioezzoa:oö 
ob : oe  = oa:ob , 
ob * = oa  • oe, 


Sei  (Fig.  38 ) ob  die  Seite  des  2'iEcks, 
do.  bo  Halbmesser,  ab  die  Tangente  für 
Punkt  6,  ogf  ein  Loth  auf  db,  de  paral- 
lel aby  und  setzen  wir: 

&deozzqt  abo  = t*,  dbo  — tf , fbo  — \v*. 
Es  ist  dann: 

n der  2nte  Theil  des  eingeschriebenen 

nEcks, 

r/  der  2nte  Theil  des  eingeschriebenen 
2nEcks, 

v der  2»te  Theil  des  umgeschriebenen 

»Ecks, 

v 9 der  2nte  Theil  des  umgeschriebenen 
2nEcks. 

Die  mit  if  und  ij  bezeichnetcn  Dreiecke 
haben  die  Höhe  de  gemein,  und  verhal- 
ten sich  wie  die  Grundliuicn  ob  und  oe. 

Die  mit  tjf  und  v bezeichnetcn  Drei- 
ecke haben  ebenfalls  die  von  b ausge- 
fällten Höhen  gemein,  und  verhalten  sich 
wie  die  Grundlinien  od  = ob  und  oa;  man 
hat  also: 

rf  iri—ob'.oe 

und 

rfiv  — obioa , 
also  durch  Multiplication: 

»/  * : 171»  = o b 1 : oa*oe. 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
o3e  und  oba , ist  aber : 


offenbar  aber  ist  auch; 

v:  tj  — ob% : oe*, 

da  sich  ähnliche  Dreiecke  wie  die  Qua- 
drate gleichliegender  Seiten  verhalten, 
und  aus  demselben  Grunde: 

$vf  :heo  = ob*  :oe*, 

also: 

v:  17  = ^ vf  :heo. 

Aber  cs  ist: 

heo  = — fbeh  , 

und  man  hat: 

fbehzz  fbg+gbeh,  fbgQhug, 
hdg  \-gbeh  — dbe  — ij*  — q, 

flieh  — if* — if,  heo  = \v'  + ij— 
und  dies  in  die  obige  Proportion  er- 
setzend erhalten  wir: 


also: 


d.  h. 

v'u — 2v  (»/ — g)  = ijvf 

oder : 

v’(v—n  ) = 2t-(^— 9). 

Wenn  man  links  für  v noch  seinen  aus 
der  ersten  Relation  gezogenen  Werth 

— setzt,  so  erhält  man 
* 1 

d.  h.  mit  Hinwcglassung  des  Factors 

^-(V+1»)=2o 

*7 

oder: 

V+v 

Bezeichnet  man  nnn: 
den  Flächeninhalt  des  eingeschriebenen 
nEcks  mit  Ey 

den  des  umgeschriebenen  nEcks  mit  U, 
den  des  eingeschriebenen  2«Ecks  mit  hry 
den  des  umgeschriebenen  2wEcks  mit 

so  ist: 

E U , E’  ,_IF 
1 = M V = 'Tn'  » =2n  * "2i’ 

also  verwandeln  sich  unsere  beiden  Glei- 
chungen : 
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= und  n' 

<i  +n 


I)  E'=Y(EV), 


Von  diesen  ebenfalls  nicht  unbequemen 
Formeln  lehrt  I zunächst,  aus  den  gege- 
benen Flächeninhalten  eines  eingeschrie- 
benen und  umgeschriebenen  Vielecks  von 
derselben  Seitenanzahl  den  Flächeninhalt 
des  eingeschriebenen  Vielecks  von  der 
doppelten  Scitcnanzahl  finden.  Mittels 
dieser  Grösse  gibt  dann  Formel  II  den 
Flächeninhalt  des  unbeschriebenen  Viel- 
ecks von  der  doppelten  Scitenanzalil. 
Man  kann  dann  durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  zu  Vielecken  von  der 
4,  8 u.  s.  w.  fachen  Seitenanzahl,  also 
wenn  man  den  Radius  gleich  Eins  nimmt, 
schliesslich  zur  Zahl  n gelangen.  Das 
Critcrium  dafür,  dass  man  sich  derselben 
bis  auf  eine  beliebig  zu  bestimmende 
Bruchstelle  genähert  habe,  ist,  dass  die 
Grössen  £'  und  Uf  bis  auf  diese  Bruch- 
stelle einander  gleich  sein  müssen.  Die 
Formeln  I und  II  sind  indess  nicht  ganz 
so  bequem,  als  die  beim  ersten  Verfah- 
ren benutzten. 

Indess  kann  man  sic  noch  etwas  ein- 
facher machen,  wenn  man  zunächst  nicht 
n selbst,  sondern  seinen  rcciprokcn  Werth 

— sucht. 
n 

Sei  zu  dem  Ende: 


so  wird  die  Formel  II  die  Gestalt  an- 
nehmen : 


2_ 

1 «c 


während  die  Formel  I ganz  ihre  Gestalt 
behält,  also 

Ia)  e'  = V(CTi) 

gibt.  Hieraus  erhält  man  aber  auch: 


nnd  cs  wird  daher  die  Hte  Formel  geben : 


Ha)  «' 


u + e' 

2 * 


Diese  Formel  ist  viel  einfacher,  als  die 
mit  II  bezeichnete. 


4)  Berechnung  derZahl  n durch 
Reihenentwicklung. 

Die  Entwicklung  der  trigonometrischen 
Functionen  in  Reihen  gibt  aber  weit 
bequemere  Methoden  zur  Berechnung 
von  n. 

Wir  werden  hier  nur  einige  dieser 
Formeln  geben,  deren  Anzahl  man  sich 
leicht  wird  vermehren  können. 

Ist  n ein  beliebiger  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radius  die  Einheit  ist,  so  hat 
man  bekanntlich: 

1 _ , 1 _ 1 , 

arc tangtt  = fr  — ^ — =-«’ 


eine  Reihe,  welche  convergirt,  so  lange 
c t nicht  grösser  als  Eins  ist.  (Siche  die 
Artikel:  Reihen  und  Trigonometrie.) 

Für  die  Grenze  Eins  selbst  convergirt 
ßie  noch  aus  dem  Grunde,  weil  die  Zei- 
chen der  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind , hat  aber  dann  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Summe  von  der  Anord- 
nung der  Glieder  abhängig  wird  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Reihen).  Da  nun 
der  zur  Tangente  Eins  gehörige  Bogen 
der  8to  Theil  des  Kreises,  also  gleich 

n . . 

— ist,  so  hat  man 
4 

arc  tg  1 = — 

und 

JJ  = 4(l-g  +g~  + g - ...)■ 


Diese  merkwürdige  von  Leibnitz  her- 
rührende  Reihe  ist  aber  von  sehr  lang- 
samer Convergenz,  und  daher  zur  wirk- 
lichen Berechnung  von  n ganz  ungeeignet. 
Indess  kann  man  aus  der  allgemeinen 
Formel  leicht  andre  Thcile  von  n in 
schneller  convcrgirende  Reihen  ent- 
wickeln. 

So  z.  B.  gehört  zu  einem  Winkel  von 
30°  bekanntlich  ein  Sinus,  dessen  Werth 
£ und  ein  Cosinus,  dessen  Werth 
beträgt.  Es  wird  also  die  Tangente  die- 
ses Winkels  gleich  -7=  sein. 

Vs 

Der  entsprechende  Bogen  aber  ist  der 

12te  Theil  der  Peripherie  oder  ~ und 

6 

man  hat  also,  wenn  man 


arc  tg  ft  = 


7^ 1 _ V 3 

6 " V3  3 
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n _ ya  1 1 13  1 1 13  1 1 F3 

6 — a 3 * 3 3 + 5“  3»  3 7 3»  3 + ' 


j»  2^3  [1  33+53,  7'3,  + 9 '3‘  - ' 

eine  schon  ziemlich  gut  convergircnde  Man  bat  aber: 

Reihe.  Wirklich  hat  Lagny  dieselbe  sei-  2 

ner  Berechnung  zu  Grunde  gelegt.  Viel  „ e 

schnellere  Conrergenz  erreicht  man  in-  tg  2 5 = - - — - — — — 

dess,  wenn  man  n oder  einen  Theil  da-  i*-tg£:  ^ 1_  12 

▼on  in  zwei  andre  ungleiche  Stücke  zer-  25 

legt,  und  beide  nach  der  Formel  für 

arc  tg  a berechnet.  J*. 

So  setzt  Machin:  2tg2*  6 120 


1— tg(2ü)* 


25~ir9’ 
1 144 


■ tg4»-l  _ 119  V.  1 
4;_  l + tg4»  ~ , , 120~2S9’ 


Offenbar  ist  nun: 


| = 4»-( 4»-|), 

aber  nach  dem  Obigen 

^arctgfl),  4»-i=arctgy§), 


, = 4[4arctg(J)-«rc.g(2V)], 


d.  h.  wenn  man  in  die  Formel  für  arctgn  zuerst 

n = i nnd  d#nn  " = 2^9 

setzt: 

" =4[4(b'—  3^5*  +ST6i~  f7öT+  ) 

— (239  ” 3-239*  + 5 • 239 ‘ ~ 7^239*  + " ' ")]' 
Diese  beiden  Reihen,  namentlich  aber  die  letttere,  convcrgiren  ausserordentlich 
schnell. 

Mit  diesen  Ansdrflcken  für  n verbinden  wir  noch  das  Wnllis’schc  Prodnct: 
_2*  4»  6*  • • • 4«» 

"“1*  3»  5»  • • • (2?-l)V 

wo  f ins  Unendliche  wächst.  Natürlich  ist  dieser  Ausdruck  weniger  zur  Berech- 
nung von  n geeignet,  als  die  zuletzt  entwickelte  Formel.  (Entwickelt  ist  dieses 
Product  hier  im  Artikel:  analytische  Quadraturen,  Abschnitt 50.  Vergleiche  auch 
den  Artikel:  Trigonometrie.) 

Aus  der  Leibnitaschen  Reihe  entwickelt  Enlcr  noch  die  Zahl  n in  Form 
eines  Kettenbruchs. 
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Es  ist: 

1 1 

4”  “1  +_1 

2+9 
2+25 
2+49 
2 +81 
2+  • 


n-3+l_ 

7+r 
15+1 
1+  1 
288 +1_ 

1+  • 


Den  Beweis  dieser  Entwicklung  enthält 
der  Artikel:  Keltenbrüche.  Der  Aus- 
druck ist  darum  wichtig,  weil  sich  aus 
ihm  folgern  lässt,  dass  n nicht  durch 
Auflösen  einer  quadratischen  Gleichung 
zu  erhalten  sei,  was  den  Beweis  für  die 
Unmöglichkeit  einer  Quadratur  des  Krei- 
ses im  engern  Sinne  gibt. 

Man  kann  aber  auch  den  Ausdruck 
n 1 3,14159265  . . . 

in  einen  Kettenbruch  im  engern  Sinne, 
d.  h.  in  einen  solchen  verwandeln,  wo 
alle  Theilzähler  gleich  1 sind,  man  er- 
hält dann  Näherungsbrüche  für  n , und 
nach  den  Eigenschaften  der  Kettenbrüche 
sind  dies  immer  die  genauesten  Annä- 
herungen, die  sich  Anden  lassen,  wenn 
man  nicht  gleichzeitig  Zähler  und  Nen- 
ner vergrössern  will. 

Es  ist 


Dieser  Entwicklung  geht  allerdings  die 
leicht  aufzuflndcudc  Regelmässigkeit  ab, 
welche  die  Kulcrschc  auszeichnet. 


Die  sich  hieraus  ergebenden  Nähe- 
rungswerthe  sind : 


1)  n = 3 

2)  Jir:3+i 


22 

7 


3)  » = 3+l 

7 + J_  333 
15  - 106 


4)  *=3+}+1 

15 -fl  _ 355 
1 “ 113 


5)  ji  = 3+|-+1 

15+  1 

1 + 1 102573 

288  ~ 32877 


n=3+ 


14159265 

100000000’ 


i^iaoocallOOOOOOOO', 

14159265 1 99n4g55|* 
885145 

aa-,  «1141592651.. 
88.->145|  Q35145  |15 

6307815 

4425725 

882090 

000^^:885145' 

88209Ol882090;1 

3055 

nfwtK,  882090  ejQrt 

3055i6iio  I288 

27109 

24440 

26690 

_24440 

2250 

2250,3055|1 


u.  8.  w.,  also: 


u.  s.  w. 

Die  unter  2)  angegebene  Zahl  ist  die 
archimedische.  Ein  genauerer  Werth  von 
n ergibt  sich  mithin  erst,  wenn  man  dem 
Zähler  und  Nenner  3 Ziffern  gibt. 

Die  vierte  Näherung  fand  Adrian  Me- 
tius.  Sie  ist  sehr  genau,  da  der  nächst 
genauere  Werth  schon  6 Bruchstellen 
im  Zähler,  5 im  Nenner  hat.  In  der 
That  findet  man: 


eine  Zahl , die  erst  in  der  siebenten 
Bruchstelle  um  2$  Einheiten  von  dem 
wahren  Wcrthe  von  n abweicht , und 
daher  wohl  in  allen  practischen  Rech- 
nungen als  mit  7i  identisch  gesetzt  wer- 
den kann. 

5)  Geometrische  Quadratur  ge- 
wisser von  Kreisen  begrenz ter 
Eigu  ren. 

Die  folgende  geometrische  Quadratur 
einer  von  Kreisbogen  begrenzten  Figur 
gehört  dem  griechischen  Geometer  Hip- 
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pokrates  (450  v.  Chr.)  an.  Der  sie  um- 
fassende Satz  wird  der  Gestalt  der  Fi- 
guren wegen  gewöhnlich  der  von  den 
„Möndchen  des  Hippokrates**  (lunulac 
Ilippucratis)  genannt 

Krrichto  man  ( Fig.  39. ) über  dem 
Durchmesser  AB  eines  Halbkreises  das 
rechtwinklige  Dreieck  AcB,  und  schlage 
über  Ac  und  Bc  nls  Durchmesser  Halb- 
kreise, so  entstehen  2 halbmondförmige 
Figuren  Adcc,  cfBg , deren  Flächen- 
inhalt zusammen  gleich  dem  des  Drei- 
ecks Arß  ist,  sich  also  augenblicklich 
in  eine  gradlinige  Figur  und  mithin  in 
ein  Quadrat  auf  geometrischem  Wege 
verwandeln  lässt. 

Offenbar  nämlich  ist: 

Halbkreis  AdvfB  z:n  AB  , 
Halbkreis  Ace  r.idr1, 

Halbkreis  cBg  z=.ncB\ 

also}  • 

Ace+cBg  =zn  {Ac2  -f  cB*)  = .7  AB*. 

Da  nämlich  ABc  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  hat  man 

Ac*  + cB*  = AB 
hieraus  folgt: 

Ace+cBg  = AdcfB ; 

zieht  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Glei- 
chung die  Segmente  Ade  nnd  rfß  ab, 
so  bleibt: 


Clausen  (Crelles  Journal  1840)  folgende 
an. 


Fig.  40. 


Sei  (Fig.  40.)  AOBE  ein  beliebiger 
Krcissector,  OUE  senkrecht  auf  Sehne 
AB\  in  dieser  Linie  ist  Punkt  C als 
Mittelpunkt  eines  zweiten  Kreises  ange- 
nommen, der  dann  auch  durch  A und 
B geht,  und  Sector  AE'BC  bildet. 

Wir  wollen  Punkt  C so  bestimmen, 
dass  Scctor  AE' BC—  AEBO  ist;  offenbar 
ist  dann  auch  das  Möndchen  AEBE ' 
gleich  der  gradlinigen  Figur  AOBC,  also 
auf  geometrischem  Wege  quadrirbar. 

Sei 


Adce+ cfBg  — AcB, 

Im  Allgemeinen  ist  es  unmöglich,  je- 
des der  Möndchen  einzeln  zu  quadriren. 
In  dem  Falle  gelingt  es  aber  natürlich, 
wenn  ACzzCBy  also  auch  beide  Mönd- 
chen gleich  sind,  wo  dann  jedes  gleich 
der  Hälfte  des  Dreiecks  ACB  ist.  Unser 
Satz  lantet  dann: 

„Errichtet  man  über  der  Sehne  AB 
eines  Quadranten  einen  Halbkreis  Aeb, 
so  ist  das  von  diesem  und  dem  Vicrtel- 
kreise  eingeschlosseno  Möndchen  gleich 
dem  Dreiecke  AcB.u 

l)ies  Möndchen  ist  jedoch  nicht  das 
einzige,  welches  sich  quadriren  lässt. 

Um  mehr  dergleichen  zu  finden,  stellt 


AO  = r,  AC—q, 

Winkel  AOE  = ,f , Winkel  ACE'=t, 
so  sind,  wenn  man  sich  y und  & in 
Bogcnmass  dargestellt  denkt,  d.  h.  als 
Bogen  eines  Kreises,  dessen  Radios  1 
ist  (Abschnitt  2,  Formel  4a): 

Sector  ABBE  = r*y, 

Scctor  ACBE'  = 
also  vermöge  unserer  Annahme : 
r*y  = 

Ausserdem  aber  lmt  man: 

AD  — r sin  7 = p sin 

also 

rsiny  = ()Sinfl. 


D 
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Nehmen  wir  jetzt  an,  m nnd  n seien 
beliebige  ganze  Zahlen,  and 

ff  - ma,  9 — na, 

so  ist: 

r*m  = p*rt, 
rV(m)  = €.V(n) 
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3)  Sei 


und 

r sin  ma  = g sin  na, 

aus  welchen  beiden  Gleichungen  sich 
ergibt: 

y(«)  sin  ma  = y(m)  sin  na. 

Nimmt  man  n und  m irgend  wie  an, 
und  lässt  sich  dann  sin  a geometrisch 
construiren,  so  sind  nach  den  Grund- 
sätzen der  Trigonometrie  auch  sin  ma  und 
sin  na  geometrisch  construirbar,  also 

r sin  ma 

P = ~. 

% sm  na 

ebenfalls ; cs  ist  also  dann  der  Funkt  0 
bekannt,  und  ihm  entspricht  das  qua-  qIjq. 
drirbare  Möndchen  AEBE '.  Dies  gelingt 
in  folgenden  4 Fällen. 

1)  Sei 

» = 2,  m = l,  oder 

also : 


n=3,  m= 2. 

V3  sin2«=V2sin3a  =V2  (sin 2« cos« -f 

C06  2a  sin  a ) 

oder  wenn  man  sin 2a =2 sin«  cos«  setzt: 
2V3  sin  « cos  « =^2  sin  a (2  cos  a*  + cos2«) 

2y3|/1  + ^8  2a  = V2  (2cos2a+l) 

V3y(l4*cos2«)  = l-t-2cos2« 

cos  2ft’  + T co 8 2a  = 

- 4 c 

O 1 , Y& 

cos  2«  = — g-  + -g  — 

Das  untere  Zeichen  gibt  für  ß und  9 
stumpfe,  das  obere  spitze  Winkel. 

4)  Sei 

»=5,  m~  1, 


sin  5« 
sin« 


=V5 


y(2) einer:: sin 2«  = 2 sinn  cos r,  — 


d.  h. 


sin  4«  cos  a -f- cos  4«  sin  a 

sin  r 

4 cos  a1  cos  2« +2  cos  2a'1  — 1 


C06  R — 


V2‘ 


oder: 


y5-fl  = 4 cos  2«7 +2  cos  2« 
o _+y5+4y5-i 

cos  2«  = — 


Diesem  Ausdrucke  entspricht  Winkel 

« = 45°  und  das  entsprechende  Möndchen  

ist  das  des  Hippokratcs.  4 

2)  Sei  Hier  ist  jedoch  das  negative  Zeichen  der 

n = 3,  m = l,  Wurzel  zu  verwerfen,  da  ein  Werth  sich 

also:  ergeben  würde,  welcher  abgesehn  vom 

y(3)8in  a = 6in 3«  = sin«  cos2«+ coso  sin2«,  Vorzeichen  grösser  als  1 ist,  man  hat 
d h also : 

sinn (^3 — cos  2«)  = cos  r sin2ft  cos 2«  = — -. 

oder  wenn  man 

Es  ergeben  sich  hieraus  die  den  vier 


1 — cos  Za  — -|/1  + cos  ja  j>ajicn  entsprechenden  Winkel  ff  und  9. 

* 2 I'  2 Fall  f.  =45°.  «=45®.  $ = 90®. 


setzt : 

(1— cos2«)  (y3-cos2«)*  = 

(1+cos2r)  (1  — cos  2«*), 

d.  h. 

(y3-cos2ft)*  = (l  + cos2«)* 

oder: 

y3-cos2«=  +(1+  cos2r). 

Das  untere  Zeichen  ist  natürlich  zu  ver- 
werfen, und  man  erhält : 

cos2ft  = |(y3-l). 


Fall  1)  (» =45°,  y =45®,  $=90®. 

Fall  2)  cos  2r= 0,3660254. 

2« =68® 30',  y =34°15',  $ = 102®45'. 

w 0 1 ,5,7445626 

Fall  3)  cos  2a=  — £•  4- ö • 

o o 

Also  wenn  das  obere  Zeichen  gilt: 

a)  cos2r  = --^—  =0,5930703, 

2r=53®  38',  r=26®49',  </=53«38', 
d =80®  27'. 

Gilt  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  ist: 
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„ 6,7445626  naaarvmu 

b)  cos 2n~ = = — 0,843070.3, 

o 

2«  = 147®  28',  r<=73®44', 

7 =147*28',  $ =221®  12* . 

Da  der  Centriwinkel  ACB  aber  gleich 
2£,  also  gleich  442® 24'  ist,  so  sieht 
man,  dass  in  diesem  Falle  der  entspre- 
chende Sector  grösser,  als  der  ganze 
Kreis  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  das 
Viereck  durchaus  keiner  mondförmig  be- 
grenzten Figur  gleich.  Wir  unterlassen 
die  geometrische  Deutung  dieses  Falles 
wegen  des  geringen  Interesses , den  er 
gewährt. 

Fall  4) 


Fig.  41. 


„ ^13,9442720-1  2,734203 

4 4 

= 0,683551t 

2a  = 46®  53',  7 = 23°  26j',  Ä = 117®12'! 

6)  Quadratur  der  von  Kegel- 
schnitten begrenzten  Flächcn- 
stiiek  e. 

Die  Quadratur  von  Stücken,  die  von 
graden  Linien  und  einer  Parabel,  Ellipse 
und  Hyperbel  begrenzt  sind,  gelingt  im- 
mer anf  elementarem  Wege,  jedoch  ist 
wohl  zu  bemerken,  dass  hier  nicht,  wie 
beim  Kreise,  Rectifieation  und  Quadratur 
von  einander  abhängen.  Bei  Ellipse  und 
Hyperbel  führt  die  Rectifieation  sogar 
zu  neuen,  in  der  elementaren  Mathema- 
tik nicht  zu  behandelnden  Functionen. 

Beginnen  wir  mit  der  Quadratur  der 
Parabel. 

y*  = 2/>* 

ist  die  Gleichung  einer  solchen.  Wir 
denken  uns  diese  Gleichung  im  Allge- 
meinen auf  schiefwinklige  Coordinaten 
bezogen,  wovon  die  eine  x ein  beliebiger 
Durchmesser,  die  andre  y eine  Tangente 
ist,  die  durch  den  Punkt  geht,  wo  die- 
ser die  Parabel  trifft.  Beide  mögen 
Winkel  % mit  einander  machen.  Möge 


cs  sich  um  die  Bestimmung  des  Flä- 
chenstücks gobh  (Fig.  41.)  handeln,  wel- 
ches von  einem  Theile  der  Abscissenaxe, 
zwei  Ordinaten  und  einem  Stücke  der 
Parabel  cingeschlossen  ist.  Es  sei 
gh  = y}  db  =jf', 
oy =x,  od  — x'. 

Wir  denken  uns  gd  in  verschwindend 
kleine  Theile  rt,  r,,  rt  u.s.w.  getheilt, 
so  dass  y/=ra,  ltn=zrt  . . . ist,  die 
zu  gl  . . . gehörigen  Ordinaten  bezeich- 
nen wir  mit  y,,  yt,  u,  . . .,  dieAbscissen 
mit  xlfx7,xa  ...  Es  werden  dann  y/iA, 
%lmf  . . . sich  Rechtecken  nähern,  deren 
Seiten  bezüglich  r,  rlf  r.,,  r,  . . ., 
y*  Vi * Vit  J/s  • . . sind.  Wohl  zu  mer- 
ken, brauchen  r,  rt,  r,,  r,  ...  nicht 
untereinander  gleich  gedacht  zu  werden, 
wenn  diese  Strecken  sich  nur  der  Null 
nähern.  Man  hat  nun,  da  Figur: 
yA»/ =y/-yA  sin  j^  = ry  sin  ^ 
ist  und  Aehnliches  für  die  andern  Figu- 
ren gilt: 

hgdb  = Binary + r ,y , + r,y,  + ~ + r,  y,  ). 

Das  Gesetz,  nach  dem  die  Grössen  r 
sich  auseinander  ergeben,  ist  ganz  gleich- 
gültig, jedenfalls  aber  ist 


x.-x=r,  x.-x  — r 


Nehmen  wir  an,  es  Bei: 

xl=lx,  xa  = Ax,  = A7x,  xa  = A*x  . . .,  xn  = Anx, 

also: 

r = *|-*=*(4-l),«-,=*1-*l=A*(l-l)  . . .,r(|_|  =*w-xB_l 

= An_l*(i-l)( 

so  werden  die  Grössen  r in  der  That  verschwindend  klein,  wenn  man  1 sich  der 
Einheit  nlhern  lässt. 

Kach  der  Gleichung  der  Parabel  aber  ist  r 

y,,=2px,=2pix,  y^  = 2px,=2pl‘x  . . .,  y(|,=2/>Anx; 
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führt  man  nun  y statt  x ein,  so  ergibt  sich : 

r”~  2 /#’ 

also: 

2f,  ’ - 2 p 

y ’ = 2jii"x  = l"y'. 


.i—'a-Dj,’ 


also : 


a-Dd+^+iUi^ 

Zp 


3# 

• * * )• 


Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  ste  Ordinate  yf  diejenige  ist,  welche  y'  un- 
mittelbar vorhergeht. 

Man  bat  aber: 

— 1 


1 + **  + **  + 


3» 

+A*  r=: 


also : 


Nun  ist: 


li9 


.-.t  — »in *y*  /j(*  +')_ 


2/< 


■D- 


also: 


und 


A — 1 


«+1 

y’=y,+1  = ^ 2 *• 
UVi)  (d-i)  _ ü*+i 


i’-i  (i^-ixi+^+i)  i+d+i 

Dieser  Ausdruck  aber  gibt,  wenn  man,  Fiir  Fläcbeniuhalt  kadc  ergibt  sich 


Einheit  nfthem  lässt: 

Werthe  vou  y.  die  demselben  x entspre- 

i  i 

chen,  nur  in  Bezug  auf  das  Zeichen  von 

A~A  -7 
~ — j 

einander  ahw-eichen,  also: 

i*-l 

4 , _ . 

und  Bomit: 

*A6»  = £ sin^Cxy-ry). 

hg'>b  = 

Sucht  man  das  parabolische  Segment 
kho , so  ist  für  x und  y Null , für  x'y' 

oder 

bezüglich  xy  zu  setzen,  also : 

hydb  = 

= jp  sinxin'‘ -!>')■ 

kho  ~ sin  yxy. 

Wegen 

Zieht  man  durch  0 eine  Tangente,  die 
also  mit  y parallel  ist , und  nimmt  kp 
und  An  dem  Durchmesser  parallel,  bo  ist. 

H 

O* 

(1 

hat  man  aber 

noch 

Pai allelogramm  kpnh  = 2xy  sin/. 

also: 


y*=2 pxy,  yfi=2pj Jy\ 


Vfc=o  »injr  C 


Es  folgt  hieraus  der  Satz : 

„Das  parabolische  Segment  ist  gleich  £ 
des  Parallelogramms,  welches  die  Sehne 
und  den  aus  ihrer  Mitte  gezogenen  coo- 
jugirten  Durchmesser  zu  Seiten  hat.“ 
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Hiernach  ist  also  die  Parabel  einer 
rein  geometrischen  Quadratur  zugänglich, 
eine  Eigenschaft , welche  bereits  Archi- 
medes  1 287  —212  v.  Chr.)  gefunden  hat. 

Gehen  wir  jetat  zur  Ellipse  über. 

Die  Quadratur  derselben  lässt  sich 
leicht  auf  die  des  Kreises  zurückführen. 

Sei 


die  Gleichung  der  Ellipse  bezogen  auf 
die  Ilauptdurchmesscr.  Denke  man  sich 
über  dem  grössern  derselben  einen  Kreis 

Fig.  42. 


errichtet  <Fig.  42.),  dessen  Gleichung  sein 
wird 


„Der  Flächeninhalt  jeder  von  2 Ordina- 
ten  und  der  Ellipse  begrenzten  Figur 

ist  gleich  ^ mal  dem  Flächeninhalte 

des  von  beiden  Ordinaten  abgeschnittenen 
Stückes  des  Kreises,  welcher  die  grosse 
Axc  zum  Durchmesser  hat.“ 


Es  ist  also  auch  die  ganze  Ellipse 
gleich  ^ mal  dem  Flächeninhalte  des 

Kreises,  und  da  dieser  rr  jir*  ist,  so  hat 
man  für  den  der  Ellipse : 

K = rr^r. 

Bestimmen  wir  noch  den  Flächen- 
inhalt des  Stückes  hfgk.  Wir  setzen 


so  ist 


hf  - a,  kgzz  b, 


Sei  0 der  Mittelpunkt  und 


°r  - ",  "o = 

dunu  ist: 


defy  — Scctor  deo  A üof  — A tog, 


sin  eof 


_r9_ 


sin  (io/ 


s . «V  « 
vo/  - — - 


also 


Zur  Abscisse  x mögen  die  Ordinaten  y 
der  Ellipse,  und  des  Kreises  gehören- 
Es  ist  dann: 


d.  h.  jede  Ordinate  der  Ellipse  ist  - mal 

so  gross,  als  die  des  Kreises,  oder  die 
elliptische  Ordinate  verhält  sich  zur 
Kreisordinatc  wie  die  kleine  Axc  zur 
grossen. 

Denkt  man  sich  nun  die  grosse  Axe 
in  verschwindend  kleine  Thcile  ^ ge- 
theilt,  und  durch  jeden  Thcilpunkt  eine 
Ordinate  gezogen,  so  zerfallen  Kreis  und 
Ellipse  in  Figuren , die  man  sich  als 
verschwindend  kleine  Rechtecke  denken 
kann,  und  deren  Flächeninhalt  für  den 

Kreis  ^uy,,  für  die  Ellipse  py  = ^~yt 

beträgt.  Da  nun  die  Figuren  degf  hkgf 
sich  aus  solchen  Rechtecken  zusammen- 
setzen, so  ergibt  sich,  da  gleiches  auch 
für  die  Figuren  fgqp,  fg*r  gilt: 


Winkel  doe  = arc  sin  - — arcsin  — 

e Q 

cs  r*  . & . a 

bector  Oeo  = — (arc  sin arc  sin—) , 

2 p e 

„ s , raa  rbß 

*d°r=2?  A'°9  = v 

also: 

, , T ( . * a 

Orfg  = — I r arc  sin rare  sin  — 

2 V n q 

+ 

V ' 

und 

hkfg  = ^ ^arcsin  — — arc  sin 

aa-bß 

+ 2 * 

Die  arcsin  sind  natürlich  in  Bogenraass, 
also  für  den  Radius  1 zu  bestimmen. 

Soll  ein  Segment  der  Ellipse  berech- 
net werden,  so  ist  vom  Scheitelpunkt 
auszugehn,  also  a = 0,  « = r zu  setzen, 
und  der  ebengefundene  Werth  von  hkfg 
zu  verdoppeln,  da  die  Sehne  zweimal  die 
Ellipse  schneidet,  man  erhält: 
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Segment  = rp  arc  sin  — — bfl. 

Soll  ein  Stück  gefunden  werden,  welches 
vom  kleinen  Halbmesser  und  einer  be- 
liebigen Ordinate  begrenzt  ist»  so  hat 
man  6 = r zu  setzen,  0 = 0.  Man  erhält 
dann,  wenn  f die  entsprechende  Figur 
ist,  da 


Gleichung  der  Hyperbel  y — — war,  so 
kann  man  auch  setzen: 


ABCD-a 1 Bin* 


(JL  + ^ + ^+  ••• 

\x  x,  X* 


• 1 71 
arcsin  1 = -g- 


ist: 


. rp  / 7i  • a\  i_an 

r=i\.2-ueMnj)  + T 


Das  Gesetz,  welchem  die.*  folgen,  ist 
beliebig,  wenn  nur  diese  Stücke  conti- 
nuirlich  aus  einander  entstehen,  und  im- 
mer ist 


Es  ist  noch  die  Quadratur  der  Hyperbel 
zu  vollziehen.  Zu  dem  Ende  nehmen 
wir  die  Assymptoten  dieser  Curve  als 
Axen.  Die  Gleichung  derselben  ist  dann. 

xy  = a*, 


die  Potenz  der  Hyperbel  vorstellt.  Die 
Quadratur  wird  ähnlich  wie  die  der  Pa- 
rabel bewerkstelligt. 

Sei  % der  Winkel  beider  Assymptoten, 
so  ist  der  Flächeninhalt  eines  Stückes 


Wir  setzen: 

, s 

x,  =uz,  x,  = ax  = «2x*  • •,  — a i, 

wo  u eine  der  Einheit  sich  nähernde 
Grösse  sein  muss,  und  erhalten: 

* = x(rr— 1),  rl=£*(a—l), 

yt=xa*((t— 1)  • • •,  Kn  = x«"  («— 1), 

ABCD-ax  sin^(a— l)(*-f  1). 

Man  hat  aber 


Fig.  43. 


d.  h. 


(i+l)  lg«  = lg— . 


Ferner  setzen  wir: 


oder 


>g“ 


(lg  ,.)*  , 

«=1  + !g«+  j.g-  + 


Da  sich  aber  a der  Einheit  nähert,  so 
kann  man  die  gegen  das  erste  und  iweite 
Glied  verschwindenden  folgenden  Glieder 
dieser  Reihe  ganz  weglasscn,  und  erhält : 


ABCD,  welches  von  der  Curve  einem 
Stücke  x'—x  der  einen  Assvmptotc,  und 
zweien  der  andern  Assvmptotc  parallelen 
Linien  y und  y'  begrenzt  wird,  gleich 
dem  Parallelogramm  mit  Seiten  AU— y, 
AU  — r zu  setzen,  wenn  AD  verschwin- 
dend klein  wird,  und  dies  Parallelogramm 
ist  gleich  . y sin/.  Was  also  auch  ABCD 
für  eine  Grflssc  habe,  so  kann  man 
immer  es  einer  Summe  solcher  Paralle- 
logramme identisch  nehmen.  Man  hat 
also : 

ABCD-  sin/(y*'+y1»>l-|-y,  v + • • • 

wo  yg  die  zunächst  y'  vorhergehende 
Ordinate  ist.  Da  aber  vermöge  der 


n = l + lg«,  «— l = lg«, 

also: 

(n-l)(.  + l)  = lg(^), 

d.  h.: 

ABCD-a * sin/lg^-). 

Die  Logarithmen,  welche  hierin  Vor- 
kommen, gehören  bekanntlich  dem  na- 
türlichen Systeme  an,  und  man  hat  die- 
ses System  daher  auch  das  der  hyper- 
bolischen Logarithmen  genannt. 

7)  Quad ratur  der  Cycloide. 

Man  sieht,  dasB  die  hier  angestcllten 
Quadraturen  sich  alle  auf  dasselbe  Prin- 
zip der  Zerlegung  in  unendlich  kleine 
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Parallelogramme  zurückfuhren  lassen,  und 
ebenso  ersichtlich  ist  es,  dass  sich  mit- 
tels der  Infinitesimalrechnung,  aber  nnr 
auf  diese  Weise,  leicht  eine  algorith- 
mische Darstellung  des  ganzen  Verfah- 
rens wird  geben  lassen. 

Wir  wollen  daher  nur  noch  die  Qua- 
dratur der  Cycloide  auf  elementarem 
Wege  darstellen,  weil  diese  Aufgabe  von 
Roberwall  bereits  1634  gelöst  ist,  und 
eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt  hat. 

Die  Cycloide  stellt  man  gewöhnlich 
dar  durch  ein  System  2er  Gleichungen : 

x~r(v— sine»),  y = r(l  — cos  t>), 

wo  x und  y rechtwinklige  Coordinaten, 
r der  Halbmesser  des  Erzeugungskreises, 
v derjenige  abgerollte  Bogen  ist,  wel- 
cher zu  dem  durch  x und  y bestimmten 
Punkte  gehört.  Für  einen  ganzen  Zweig 
der  Cycloide  ist  dann  v = 2n , da  hier 
der  ganze  Kreis  abgerollt  sein  muss. 


Ein  beliebiges  Flächenstück , welches 
von  den  Ordinaten  y und  yf , dem  Ab- 
scissenstücke  x'—x  und  der  Curve  be- 
begrenzt ist,  zerlegt  man  ganz,  wie  dies 
im  vorigen  Abschnitte  geschah,  in  un- 
endlich kleine  Rechtecke.  Ist  dies  Stück 
A,  so  hat  man  dann: 

Ä = (* , - x)y + (*, -x , )y  rf  (x,  -x  t)y  t +• 

4-  • ♦ • -4-(x  . , —x  )v 

. ' t/9s 

und  es  ist 

zu  setzen.  Führen  wir  aber  für  x und 
y ihre  Werthe  ein,  und  entspricht  den 
Grössen  x . t»  der  Bogen  v.  xf,  y ' der 

fl  * fl  fl 

Bogen  t/  = ^ , so  hat  man,  wenn  man 

vt — v = vt— *>,  =i>,  — 1>,  = • • • — y 

setzt,  also  hier  diese  Differenzen  als 
gleich  betrachtet: 


A = r*V[(. ■ . (.in%+1-rin»n)]  (1-coi^). 

n=0 


Es  ist  aber: 


*'»»+1  vn  y 
„ . - 

>m  ,n+ , - sm  .„=  2 am  g coi ^ . 


da  v sich  nur  unendlich  gering  von  v unterscheidet,  kann  man  setzen: 
»i+ 1 ft 


n+l+  n . v y 

cos = = cos  v , sin  - = - , 

2 »22 


also: 


»=* 

A = r*  2 y(l—  cosi/)*, 

. fl 

n — 0 


und  es  ist 

(1— cos i;  )*  = 1— 2cos i>n+cos vn*  = |— 2cos i>n+|cos2t>n. 

Sei  nun: 

2 cos  v_  = U, 

fl 

so  wird: 

U uin  y—  2 cos»n  sin^r:  £ 2 sin  ±2  sin (vn~y) 

In  diesen  Summen  heben  sich  alle  Glieder  bis  auf  die  beiden  letzten  der 
ersten  Summe,  und  bis  auf  die  beiden  ersten  der  letzten  Summe,  so  dass  man  hat : 

U sin»'=i(8ini;j+l  + sin»t  — sin  u— sinw_1) 

= | [sin  + sin  (»' — y) — sin  v — sin  (v — k)]. 

Die  Grössen  t/,  v'—y  einerseits  und  v,  v—y  andrerseits  können  aber  wegen  dos 
verschwindend  kleinen  v ohne  weiteres  identificirt  werden , ebenso  wie  sin  v mit 
v selbst;  es  ist  also: 
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f/ K = sin  v'—  »int;, 


d.  h. 


und  man  erhält  ebenso: 


2 co  8 v 


sin  v — sinn 


2*  cos  2 o = 


sin  2/— sin2  o 

§7 


Dies  in  den  Werth  von  A eingesetzt  ergibt,  mit  Berücksichtigung,  dass 
n = 0 

ist,  und  d&ss  die  Gleichungen: 


v.—v=i',  v.  — v.~r 


‘*+1 


sämmtlich  mddirt  geben: 


. * * T i v — v 

« , »=(«+i)i',  i+i = = — . 

*“T  * y v 

A = | r 2 (i/ — v) — 2r  * (sin  vf — sin  t.)-f  i (sin  2t/—  sin  2v). 

Sucht  man  den  Flächeninhalt  eines  Mögen  (Fig.  44.)  OY  und  OX  zwei 
ganzen  Zweiges,  so  ist  v=0,  t/=2m  Coordinatenaxcn  sein,  die  wir  uns  der 
zu  nehmen,  und  man  hat:  Allgemeinheit  wegen  schiefwinklig  auf 

y|  = gfjri>  einander  denken,  so  dass  sie  den  Win- 

...  „ , kel  v mit  einander  bilden.  Seien  ec=y, 

Diese  iormcl  mit  der  in  Abschnitt  2)  a/*=V  beliebige  Ordinaten,  Oe  = x,  0/  = x' 
gegebenen : jjo  zugehörigen  Abscisscn  und  soll  das 

k~nr7  Flächenstück  efdc  berechnet  werden,  so 

verglichen,  sagt:  nehme  man  Punkte  cttc,  ••  • beliebig, 

„Der  Flächeninhalt  eines  Zweiges  der  aber  nahe  an  einander  auf  der  Curve 
Cycloide  ist  das  dreifache  des  Flächen-  an,  ziehe  die  Sehnen  cct,  ct  c{  • • • cn*i 
inhalt.  de.  Erzeugungskreises.“  nnd  e<  ^ e,c,=yt  ■ ■ ■ parallel 

8)  Allgemeine  LOsung  des  Pro-  der  Axe  OY.  Es  entstehen  dann  eine 
blems  der  Quadraturen  mittels  Anaahl  Trapeze,  deren  Summe  sich  in 
der  Infinitesimalrechnung.  dem  Masse  dem  Flächeninhalte  von  ctfd 

Die  allgemeinen  Quadraturfonnein  sind  nAhcra  wird,  als  die  Punkte  c,c|tc. 


an  einander  rücken.  Es  ist  nun  der 
einzelnen  Beispielen  gegebenen  Methode.  gleich“ deTTlben  Summe 


eben  nur  die  Ausführung  der  hier  in 


Fig.  44. 


der  beiden  parallelen  Seiten  y+y,  mal 
der  dazwischen  liegenden  Höhe  ec,siny. 
Es  ist  nun 


eet  = Ofl  — Oe=zl—x, 


also: 


_ (y+y,)  (*.-*).: 


sin./, 


oder  wenn  mnn  in  gleicher  Weise  alle 
Trapeze  berechnet: 


«/■<)= lim  f(y>  +y)(*i-j)  + (y.+y.)(j.-Ji)  + (y»+y.)(».-*.)  + 

L 2 2 2 

(y'+y»)  (*'-\} 


]■ 


oder,  da  man  — *j+  ( = ix,  yJ  +y,_ , = 2y4  +dyt  setzen  kann: 


Digitized  by  Google 


Quadratur  ebener  Figuren.  371  Quadratur  ebener  Figuren. 


r«/,)  = siny  j 

Offenbar  aber  verschwindet  das  leiste 
Glied  ^ £cßcn  nm*  n,an  hnt,  wenn 
F das  bcxcichnete  Flftchcnstück  ist : 


Fig.  45. 


Fa  sin*/  j ydx. 


Stehen  die  Axcn  auf  einander  senkrecht, 
so  ist 


sin  7 = 1, 


also 


r*' 

F=  I 3 fdx. 

•'  x 

Bei  der  Anwendnng  dieser  Formel  ist 
wohl  zu  beachten,  dass  jedes  Flächen- 
stück als  positiv  zu  denken  ist.  Wenn 
also  das  Zeichen  von  ydx  negativ  sein 
sollte , so  ist  dasselbe  zu  verändern. 
Man  denkt  sich  daher  den  Werth  vom 
analytisch  kleinern  zum  gröasern  Wcrthe, 
d.  h.  von  —oo  bis  +oo  fortschreitend, 
dann  ist  x,  — x = dx  immer  positiv. 
Befindet  sich  dann  die  Ordinate  auf  der 
Seite  der  Abscissenaxe,  wo  die  Ordina- 
ten  negativ  sind , welche  Seite  inan  ge- 
wöhnlich als  die  untere  bezeichnet,  so 
ist  also  — y für  y zu  setzen. 

Habe  man  z.  B.  eine  geschlossene 
Curvc  (Fig.  45  ),  in  deren  Innern  sich 
der  Anfangspunkt  O der  Coordinaten 
befindet,  und  die  übrigens  immer  im 
gleichen  Sinne  gekrümmt  ist.  Sei  OX 
die  positive  Seite  der  Abscisscn,  OY  die 
der  Ordinaten.  Das  Flächenstück  zer- 
fallt dann  in  vier  Theile,  die  mit  I,  II, 
III,  IV  bezeichnet  sind.  Seien  noch 


n und  h die  Punkte,  auf  welchen  dio 
Abscissenaxe  bezüglich  auf  der  positiven 
und  negativen  Seite  dio  Curvc  schneidet, 
und  setzen  wir 

Oh  = — ß,  Oa  = (t. 

Zu  jedem  Werthc  von  x werden  dann 
zwei  Werthc  von  y gehören,  ein  positi- 
ver und  ein  negativer,  wovon  wir  den 
erstcrcn  mit  y,  den  letzteren  mit  — y' 
bezeichnen. 

Der  Flächeninhalt  der  verschiedenen 
Stücke  ist  dann  nach  dem  Obigen: 

= / yrfx=-  / yrf*. 

• * —3  •'  o 


I 


II  = f “ ydx , 

III  = f y'dxx: — f 

./  — ß ./  o 

r« 

IV  — / y'dx; 

o 


y'dx , 


also  das  ganze  von  der  Curve  begrenzte 

Flächenstück : 


F=  f ydx-  r y'dx — f~ßydx+  f^ydx 


Es  sind  hier  rechtwinklige  Coordinaten 
vorausgesetzt.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  ist  das  Integral  nur  mit  sin  7 zu 
multipliciron. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir 
eine  ebenfalls  geschlossene  Curvc , die 
aber  ganz  auf  einer  Seite  der  Abscisscn- 
und  der  Coordinatcnaxc  liegt,  etwa  da, 
wo  beide  positiv  sind,  ebenfalls  ist 
gleichmässige  Krümmung  der  Curvo  vor- 
ausgesetzt. Sind  dann  (Fig.  46.)  a und 
€ diejenigen  Punkte  der  Curve,  wo  die 


Fig  46 
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Ordin&ten  zugleich  .Tangenten  sind,  so 
ist  der  Flächeninhalt,  welcher  die  Curve 
begrenzt,  gleich  kahgfel — kabcoel  und 
wenn  man  von  den  beiden  Ordinaten, 
welche  zu 'einem  Werth  von  x gehören, 
und  die  sämmtlich  positiv  sind,  die 
grössere  mit  y,  die  kleinere  mit  yf  be- 
zeichnet, Ok  = a , Ol-ß  setzt,  so  ist: 

r ^ 

kahgfel  = I ydx, 

J a 


kabcoel 


n 


dz , 


und  der  ganze  Flächeninhalt: 


Ist  die  Curve  nicht  immer  in  jdem- 
selbcn  Sinne  gekrümmt,  oder  schneidet 
ein  Thcil  oder  mehrere  der  Ordinaten 
dieselbe  mehr  als  zweimal,  so  wird  man 
aus  der  jedesmaligen  Gestalt  der  Curve 
auch  Regeln  für  die  Bestimmung  des 
Flächeninhalts  ableiten  können. 


Fig.  47. 


Wählen  wir  statt  der  gradlinigen  aber 
jetzt  Polarcoordinaten.  Sei  (Fig.  47.1 
Ü ein  beliebiger  Funkt,  r der  von  O 
nach  einem  Punkto  der  Curve  gezogene 
Radius  Vector  OA , & der  Winkel,  den 
r mit  der  Abscissenaxc' macht,  so  wird  be- 
kanntlich r immer  positiv  gedacht,  indem 
man  & von  O bis2n  wachsen  lässt.  Handelt 
cs  sich  nun  um  die  Bestimmung  des 
Sectors  OA  B,  zu  dem  ein  beliebiges 
Curvenstück  AB  gehört,  so  kann  man 
zwischen  A und  fi  beliebig  viele,  ein- 
ander sehr  nahe  Punkte  nlfas  • • • an- 
nehmen, und  die  Voctoren  0«,  =rrlf 
Oa,  — ra  •••  ziehen.  Sei  ferner  OAxzr, 
OB  =.  r\  AOX  = 9,  BOX  = 9'.  Da  OA 
und  Oax,  0at  und  Oa%  • • • einander 
desto  näher  kommen,  je  mehr  sich  die 
Punkte  A,  a|t  <i,  nähern,  so  kann  man 


schliesslich  annchmen,  dass  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Vectoren  rf  und  r*  ( 

nur  sich  um  eine  verschwindende  Grösse 
von  einander  unterscheiden.  Der  mit 

Radius  rg  von  O als  Mittelpunkt  gezo- 
gene Bogen  wird  also  jedenfalls  durch 
ag  gehen,  und  auch  dem  nächsten  Punkt 

ag  j bis  auf  eine  verschwindende  Grösse 
näher  rücken.  Es  ist  dann  ag  Oa*  ^ 

als  Kreissector  zu  betrachten,  dessen 
Centriwinkel  und  des- 

sen Radius  ist.  Solcher  Sector  aber 

hat  den  Flächeninhalt  — &g t), 

wenn  wir  uns  9*  • ••  in  Bogenmass  aus- 

gedrüekt  denken.  Also  wenn  wir  Sector 
AOB  mit*  & bezeichnen: 

S = lim[i(rV»“»)+rl«(.S-^1) 

+ -»,)+..•  +V(5  “VI, 

d.  h. 


Ist  eine  geschlossene  Curve  gegeben 
(Fig.  48  ),  wo  jeder  Radius  Vector  OM, 
ON,  OP,  OQ  indess  auf  derselben  Seite 
immer  nur  einmal  die  Carve  schneidet, 
und  der  Anfangspunkt  0 sich  im  Innern 
der  Curve  befindet,  so  ist  offenbar  9 
von  O bis  2t  zu  nehmen,  so  dass  der 
immer  positive  Radius  vector  einen  voll- 
ständigen Umlauf  macht. 

Es  ist  auch  leicht  einzusehn,  dass  man 
statt  dessen  die  Grenzen  « und  2/r-|-« 
nehmen  kann,  wo  a ein  beliebiger  posi- 
tiver oder  negativer  Winkel  ist,  denn 
auch  diese  Grenzen  bedingen  einen  völ- 
ligen Umlauf.  Man  hat  also: 

/ «4-2/i 

r*d9. 

a 
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Schwerer  wird  die  Ausführung  der 
Quadratur  des  von  einer  geschlossenen 
Cnrve  begrenzten  Flächenstücks,  wenn 
sich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ausserhalb  derselben  befindet  Es  wird 
dann,  immer  gleich  gerichtete  Krümmung 
vorausgesetzt,  jedem  Werth  von  9 ein 
doppelter  Werth  von  r entsprechen.  Wir 
bezeichnen  den  grössern  ÖD  (Fig.  49.) 
mit  r,  den  kleinern  OC  mit  r* . r und 
r*  fallen  zusammen  in  den  Punkten  A 
und  /?,  wo  die  Vectoren  OA  und  OB 
die  Curve  berühren.  Bezeichnen  wir  die 
zugehörigen  9 tnit  und  9lt  so  ist 
offenbar: 


Sector,  OADB  — \ I r*d9, 
J * . 


Sector  OACB 


-’j; 


r'W. 


und  deshalb  der  ganze  Flächeninhalt: 


Fig.  49. 


r*d9  — ll  r'*d9  = i I (r’  — r’*)d9 

9.  J 9.  •/  9. 


Selbstverständlich  werden  die  Formeln 
complicirter,  wenn  die  Krümmung  der 
Cnrve  sich  ändert. 

9)  Quadratur  verschiedener 
Flächenstücke. 

Wir  beginnen  hier  nochmals  mit  den 
von  Kegelschnitten  begrenzten  Figuren, 
einerseits  um  die  Anwendung  der  Inte- 
gralrechnung auch  hier  zu  zeigen,  an- 
drerseits um  uns  von  den  Beschränkun- 
gen frei  zu  machen,  welche  sich  durch 
die  Auswahl  der  Axen  in  Abschnitt  6) 
ergab. 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  auf 
zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogen  ist 
bekanntlich 


Sind  a und  ß beide  positiv,  so  ist  die 
Curve  eine  Ellipse,  ist  eine  dieser  Grös- 
sen negativ,  so  hat  man  eine  Hyperbel, 
und  zwar  entspricht  einerseits  positives 
a und  negatives  ß , andrerseits  negatives 
a und  positives  ß zwei  conjugirten  Hy- 
perbeln, wenn  die  absoluten  Werthe  der 
« und  die  der  ß unter  einander  gleich 
sind.  Die  absoluten  Werthe  von  « und 
ß stellen  übrigens  in  jedem  Falle  die 
Quadrate  der  Halbaxen  vor,  welche  als 
Coordinatenaxcn  gewählt  sind.  Sei  noch 
tj>  der  Winkel,  den  beide  Halbmesser 
mit  einander  machen,  es  ist  dann: 

y=] /fw«— **)  = 

Und  das  Ton  iwei  Ordinaten  x’  x der 
Cnrre  und  der  Abscissenaxc  eingeschlos- 
senc  Flachcnstück ; 


F=sin  V(«— *’)<**  = .in  j'  V(.r’ — «)  dx. 

Nach  Tafel  II,  8)  der  im  Artikel  analytische  Quadratur  gegebenen  Integral- 
tafeln ist  nun: 


f (*y(«+4*’) = — 2~+ltr 

und  nach  Tafel  n,  21)  ist: 

V=f  Wa T^)  = h]elt}b+na+lX')]' 

wenn  b positiv  ist,  und: 
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wenn  b negativ  ist. 

Für  die  Ellipse  setzen  wir  nun:  n = /?  — pl,  wo  r und  f)  die  Ilalbaxen 

sind;  es  ist  dann  in  den  eben  entwickelten  Formen  za  nehmen: 


a = a = rt'  b — — 1, 


wodurch  sich  ergibt: 


arc  bid  - + const., 


oder  wenn  man  die  Grenzen  x*  nnd  x nimmt: 

ul' 


r vt  » x'V(ra—x/s)  — xV(r*— a**)  r*  / . xf  . x\ 

J V(r  —:r  ) ~2 + ~2  ^ftrc  8,11  arcsin  - j, 

„ . P a-V(ra-x»)  r*  / . x'  . 

F=  sin  y . & [ ^ ä + Y ( 8rC  ’in  T “ “C  81n  r ) J 


- + — arcsin 


'n  r]- 


w,  7*  . 

F = -sinyrp. 


Geht  man  vom  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  aus,  d.  b.  setzt  man  x = 0 und 
x für  x\  so  kommt: 

t,  . Q \*Y( r*-*’) 
f = ,.nv.-[ -2- 

Will  man  das  ganze  Stück  der  Ellipse  Ist  <y  ein  rechter  Winkel,  a und  6 die 
haben,  welches  auf  der  positiven  Seite  beiden  halben  Hauptdurchmesser,  so  cr- 
der  x und  y liegt,  so  ist  x = r zu  setzen,  gibt  sich 
und  cs  kommt:  F^nab 

und  da  dieser  Ausdruck  mit  dem  Obi- 
gen identisch  sein  muss,  ist 
Das  Stück,  welches  den  positiven  x ab  — rq  sin  tf  f 

aberdennegativen,,  entspricht . i.t  d h dM  ^chu*  nntor  ,wci  conja. 
offenbar  diesem  gleich , da  die  cnt.prc-  irtcn  Ha|bmeS6ern  ist  ,tct(i  coa8tiaJ< 
ebenden  Urdinatcn  dieselbe  Länge  ha-  ** 

ben.  Dasselbe  ergibt  sich  auch  aus  der  Setzen  wir  jetzt  für  die  Hybcrbel 
Formel,  da  das  Vorzeichen  von  y kei-  « = r*  Ä = _pS 

nen  Einfluss  ausübt,  und  Gleiches  lässt  . ’ 1 * 

sich,  wue  leicht  zu  sehen  ist,  auch  von  80  ,8t  m un*erer  rormel  zu  nehmen: 
den  beiden  Übrigen  Theilcn  der  Ellipse  , — - 

sagen,  so  dass  man  für  die  ganze  von  a — —a=  — ra,  6 = 1,  und  1 HÄ  — — 
ihr  eingeschlossene  Figur  hat:  | « r 

F — n tinqrq.  also: 


/ 


d*Y(x*-a) 


__  x V(*a  — r1) 


— +'g[*+V(*’— r’)]> 


woraus  sich  ergibt: 


: sin  <f 


P fx'  V(x”-rr)  -z-V(z’-r’)  , , y + V(y,-r,y 


•ft 


•J 


+ lg 


X + W 


’-r«)  J' 


Nimmt  man  den  Flächeninhalt  von  dem  Funkte  an.  wo  die  Curve  die  Axc 
schneidet,  so  ist  zu  setzen:  x = r,  also  wenn  man  x für  x'  schreibt: 

-fPS^e+i^-»)} 

Der  Fall,  wo  die  beiden  Axcn  die  Assymptoten  sind,  ist  hier  ausgeschlossen. 
Erwägt  man  ihn  besonders,  so  gibt  die  Gleichung 
xy  = a» 

sogleich : • * 
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F=sinifJ'  ^-dx—a1  siny  lg^— ^ 

ganz  wie  oben. 

För  die  Parabel  ist  die  Gleichung  der  Curre: 

, F’=2px, 

also: 

X* 

F = sin ,,  V(2js)  f V(x)  dx  = J sin  <,  }(2p)  (x'^-xl), 

welche  Formel,  wie  leicht  zu  sehen,  sich  auf  die  in  Abschnitt  7)  gegebene  Ge- 
stalt bringen  lasst. 

Bei  den  folgenden  Curven  setzen  wir  rechtwinklige  Coordinatcn  voraus. 

Für  die  Cycloide  war: 

x = r(v—  sini>),  y - r(l  — cosv),  dx-  r(l  — cost/)rfp, 

also : 


oder  wenn  man 


setzt; 


rx’  rv' 

F=r*  I ydx  = r7  / (1— cos*)’ 

J x *'  i> 


(1  — cos  v)*  = } — 2cos  v+|cos2v 


dv 


V* 

F — r 7 C (|  - 2 cos  a + 4 cos  2 1>)  = 4 r*  - 1»)  --  2 r * (sin  i/ — sint>) 

J v 

r* 

+ -j-  (sin  2 c'  — sin  2c) 

oder  wenn  man 

v = Oi  t/  — 2 z 

setzt,  so  ergibt  sich  für  den  ganzen  Zweig  der  Cycloide: 

F=3nr’. 

Die  Kettenlinie  hat  zur  Gleichung: 


a,  a , a. 

» = +* 

wir  Betzen  x=0  and  x für  x',  so  dass  sich  ergibt: 


f=i #)- 

Die  Curven,  welche  zur  Gleichung  haben: 
n n — m m 

y =p  * * 

wo  m und  n beliebige  positive  Zahlen  sind,  nennt  man  Parabeln  höherer 
Ordnung.  Man  hat  für  sie  allgemein,  wenn  man  mit  dem  Punkte  anfangt,  wo 
ysrxssO  ist,  also  die  Curvc  die  Axe  schneidet: 


F=p 


T 


P 


x m 
xn  dx  = 

. n» 

o 


m 

1 m 

n —fl 


Hyperbeln  höherer  Ordnung  nennt  man  diejenigen  Curven,  deren  Glei- 
chung die  Gestalt  hat: 

m n m-f n 

x y =p  ; 
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man  erhält: 


m r'  m 

- + i f - 

F=Pn  J xndx 

X 


m 

:+1 


m 


1-? 

» 


t t__ 

(*'  " -*  ”). 


Nur  der  Fall,  wo  i.t,  „acht  eine  Abnahme.  E.  komm,  ^ 

F=p'fl 


Die  logarithmische  Linie  hat  zur  Gleichung 
Man  erhält:  y — 


y^(A+ar)V(g»—  x*) 
x 


Die  Currc,  welche  rnr  Gleichung  hat! 

jr=ä±* 

heisst  Conchoide  oder  Mu.chellinle.  Al.o  ist  ,0r  ,i,: 

F-  r X (A+X)  V(a7  ~X*)  f ^ yJ 

j x x dX=Jx  dxV(a'—x')  + b f a'~~x  \l. 

Wir  haben  bereits  gefunden:  * 

/<f*V(aa — xt)~—\(a'1 j-jn  i a*  . x 

J 1 2 n z ^+2*  arcsin  — + const 

und  nach  Tafel  II,  29)  unserer  Integraltafeln : * 

ry^-^dx  ... 


wo 


j8t,  also: 


V-  T ~JX~  - 


y*  ' 

F=Y  V(a*~ *'0+^arc8ini-  + Äyra7__  ,^(«*—4^»)—« 

* a 2 Jgp(ia—  x’i\  + ” — const. 

-enC;r“MÜhgleiCh  d™  "ebeuetehenden,  enthaltenden  An.dn.ch,  wenn 

F«r  die  Kreiaerolrente  hat  man  die  Gleichungen: 

wo  , der  ent*r 

dx-rtf  COS  r/d(f, 


F=r'>  r*  /■ 

J y \8in  7 — y c<>8  y)y  cos  y rfy 

i r*9 

~ r J (y  siny.  cos  t/ — y*  cos  y. »)  rfy 

r* 

“TV  ly  8in2y— y»(cos2y+l)]rfy. 
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Nach  Tafel  III,  17)  and  18)  der  Integraltafeln  iat : 

'J't/  — y cosy+siny, 

j'tf  * co sydy  =y-’  siny  -4-2-/  cosy — 2 sin  y, 
woran«  «ich  leicht  ergibt: 

pf  «in  2y  dy  = i («in  2y  — 2/  co»  2y ), 

J'y'  co«2y  <fy  = i(2y’  «in2y +2y  co»2/ — «in2y), 

yu* 

[y  «in  2y  — y * (co«2y  +l)]«fy  = i («in2y  — 2y  cos2y-y  * »in 2-/)  — -g- • 


Es  ist  aber 

sin2y — 2y  eo«2y  — y’ sin2y  =2siny  cosy  (1 — y1) — 2y  (2  cosy*  — 1)=  ^ 

2 co« y-  («in y — y cosy)+2y  «iny  (siny  — y co«y)  = — 


oder  wenn  man  die  Qnadratnr  mit  y =0 
beginnt,  d.  h.  die  Erolvcnte  von  dem 
Punkte  au«  nimmt,  wo  sie  den  Kreis  be- 
rührt, wo  dann  x=r,  y = 0 wird: 

5,_rV 

2 6 

Ausser  der  oben  behandelten  Cycloide 
betrachte  man  noch  die  verlängerte 
und  verkürzte  Cycloide.  Dieerstere 
wird  von  einem  Punkte  beschrieben,  der 
mit  einem  auf  einer  graden  Linie  rol- 
lenden Kreise  fest  verbunden  iat,  und 
•ich  ausserhalb  desselben  befindet,  die 


r’y'*  xy  r*y  * 

~6  ¥ + 6 ’ 

letztere  von  einem  Punkte,  der  »ich  in- 
nerhalb des  rollenden  Kreises  befindet. 

Die  Gleichung  beider  i«t  gegeben  durch 
die  Formeln: 

y — r — acose,  x — rv — «sine, 
wo  nr , wie  bei  der  gewöhnlichen  Cy- 
cloide, den  abgerollten  Bogen  bedeutet, 
a die  Entfernung  des  Punktes,  welcher 
die  Cycloide  erzeugt  vom  Mittelpunkt 
de«  rollenden  Kreise«.  Im  Falle  der 
verlängerten  Cycloide  ist  also  n grösser 
als  r. 

Man  hat:  <fx=(r — a cos  e)  dv,  d.  h. 


F=P  (r  — a cos  »)£  do  — p da[r’  — 2ar  cos»  + ^-(co»2i>+ 1)] 
s1  _ s1 

= ot* — 2ar  »inu+-j  sm2i/ -f-g-o- 


Es  ist  hier  die  Integration  mit  t>=0, 
d.  h.  mit  dem  Punkte,  wo  x = 0,  y = r—a 
ist,  begonnen.  Setzt  man  noch  ex  2 », 
so  hat  man  den  ganzen  Zweig,  nämlich : 
F =2ar*-i-na’, 

d.  h. 

„der  Flächeninhalt  ist  gleich  der  Summe 
3er  Kreise,  von  denen  2 den  Radius  r 
haben,  der  dritte  den  Radius  a hat.“ 
Die  Epicycloide  wird  bekanntlich 
von  einem  Punkte  eine«  Kreises  be- 
schrieben, der  auf  einem  gegebenen 
Kreise,  und  die  Hypocycloide  von 
einem  Punkte  eines  Kreises,  der  inner- 
halb eines  gegebenen  sich  bewegt. 

Man  kann  anch  hier  verlängerte  und 
verkürzte  Epicycloiden  nnd  Hypocycloi 


den  unterscheiden.  In  jedem  Falle  aber 
hat  man  die  Gleichungen: 

&z=rv 

y = (6  r)  cos  z + a co»  (z + v), 
xa  (4+r)  sin»+a  sin(»+ e), 
wo  s mittels  der  ersten  Gleichung  zu 
eliminiren  ist.  r,  a nnd  v haben  die 
obige  Bedeutung,  b ist  der  Radius  des 
Kreises,  auf  welchem  der  erzeugende  rollt. 
Bei  der  Epicycloide  ist  b positiv,  bei 
der  Hypocycloide  b negativ  zn  denken. 
In  jedem  Fallo  können  wir  setzen: 
y n(4-j-r)cos»-i-a  cosis, 
jr  = (&4-r)sinz+a  sin  Az, 

wo  Isal-i — ist. 
r 
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Mau  hat: 

d*=[(4+r)  cosz+oA  cos  As]  dz 

F—  f [(4+r)  cos  s+a  cos  Ax]  [(4+r)  cos  s+aA  cos  As]  dt, 

•’  o 

wo  die  Quadratur  mit  s = 0 begonnen  ist,  einem  Werthe,  welchem 
x=0,  y=a+4  + r 

entspricht.  Setzen  wir  noch 

4+r^p 

so  kommt: 

F - J'  [u1  cos  »•+()<!  (1+A)  coai  cos  As-f  a’Acos^s)']  dt-j'  cos  2s 

, a«A  ..  pa(l+l)  „ . „ , e«(l+A)  ,,  „ ^e’+a’A-l, 

+ -g-  cos  2 A * - — 2 — ~ cos  (1  + A)*+  — ^ cos(l— A)zH jj— Jas, 

woraus  sich  sogleich  ergibt: 

F=  £ sin  2s  + j sin  2 As + ^ sin  (1 +A)  s+ Vj  sin  (1  - A) . + s. 

Die  Quadratrix  hatt*  zur  Gleichung: 


/ » . 7t  3C 

y = (a-,)tg^i 


Setxt  man  tg*jr— = *,  so  ist  aber: 
za 


es  ist  also: 


Nach  III  19)  der  Integraltafeln  aber 
ist: 


und  da 


Atg-d*-  — f^^-du. 

Jxv2aX  n’  J l+«> 

p=sy-x)*Tadx- 

/"■S55  du = "c  tg  ufd*  du-f(iT^fiT^du)' 

y^=*iga+«*), 

/^^arctg.  lg(l+u»)-i fW+^dn. 

/'  nx  , 2«  r a«  du  o* 

flt«25,fa=TJlTS-*  = äIg(1+“- 


Ei  ist  ferner: 


Man  erhält  schliesslich: 


F = i-lg(l+«,)-^-arctgulg(1+«,)+^- J“  du. 


Eine  weitere  Bednction  gelingt  jedoch  nicht. 

Die  Cissoide  hat  zur  Gleichnng: 

y:(a+*)=(a— *)* 

also: 

F-0—)iW, *=/'  “f 

wenn  man  mit  x = 0,  y = a beginnt. 


* 2ax+*  = 

e K«’-*) 


dx, 
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Nach  II  22)  der  Integraltafeln  bat  man: 


Es  ist  also 


17=  arcsin  (j^Y 

F=  |a»  arcsin  (j^+2a  V(a* — *’)— gV(a’ — **)  — 2a* 

in  hierin  x—a,  einen  Werth,  p9’ 

=0  entspricht,  setzt  also  die  S = $ I r*di 

vom  Anfangspunkte  bis  sum  •'  9 


Setzt  man  hierin  x—a,  einen  Werth,  ,. 9' 

welchem  y=0  entspricht,  setzt  also  die  S = $ / '*<19. 

Integration  vom  Anlangspnnkte  bis  sum  •"  9 

Schnittpunkte  der  Cnrve  mit  der  Axe  Stehcn  der  Radiusvector  r und  der 
der  x fort,  so  kommt:  Centriwinkel  9 in  einer  linearen  Be- 

F=a*  (in — 2).  Ziehung: 

6.» 

Wir  geben  hier  noch  die  Quadratur  r = «H 

einiger  Figuren,  deren  Begränzungscurve  n 

sich  leicht  in  Polarcoordinaten  uus drückt,  so  heisst  die  entsprechende  Cnrve  Ne- 

mittels  der  Formel:  oide.  Man  hat: 

wo  die  Integration  mit 

£ = r = a 

begonnen  ist. 

Für  & — 2n  ergiebt  sich  offenbar: 

S = (rt*+2fl6 -HA’)  « = [(«  + *)*+  ib*]n. 

Für  # = d.  h.  für  den  Theil  der  also  ist: 

Fläche,  welcher  auf  einer  Seite  der  Axe  $ % 

lie6^  S=a*  r = 

IT  0 ^ 

S=-(2a*  -f  3fl6  + 6a). 

6 Die  Gleichung  der  logar  ithmis  chen 

_.  . . ..  . e . , . . Spirale  ist: 

Die  archimedische  Spirale  hat 
zur  Gleichung:  # 

r = “9,  9 — aier.  r=C<* 


£ = nlgr,  r~6a 


s=f  ead»=»(ea=  i)=|(r»-i). 


10)  Ueber  die  Quadratur  von 
Fl&chenstückcn,  die  durch  andre 
Coordinaten  gegeben  sind. 

Aus  dem  Obigen  ersieht  mau,  dass  die 
Flüchenstücke,  welche  die  Quadraturfor- 
mel zun&cbst  ergibt,  in  genauem  Zusam- 
menhänge mit  dem  gewählten  Coordi- 
natensystem  stehn.  So  gaben  recht- 
winklige Coordinaten  ein  Trapez-artiges 
von  3 groden  Linien,  deren  2 parallel 
sind,  und  einer  Curve  begrenztes  Stück, 


Polarcoordinaten  Scctoren.  Durch  andre 
Wahl  der  Coordinaten  erreicht  man  es 
auch,  Stücke  zu  quadriren,  die  von  2 
Seiten  aus  oder  von  mehreren  eine  krumm- 
linige Bcgränzuug  haben.  Wir  wollen 
auch  dies  an  einigen  Beispielen  dar- 
thun. 

Sei  ABCD  eine  beliebige  Curve,  EFG 
ihre  Evolvente , so  hat  die  letztere  die 
Eigenschaft  (siche  den  Artikel:  Tra- 
jectoricn),  dass  die  Normale  derselben 
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Fig.  50. 


immer  Tangente  der  erstcren,  und  die 
Länge  dieser  Normale  EB  bis  zum  Be- 
rührungspunkte B mit  der  Evolute  gleich 
dem  Bogen  dieser,  von  einem  beliebigen 
Funkte  A gezahlt,  sein  muss. 

Wir  denken  uns  jetzt  2 nächste  Nor- 
malen , EB  und  CF,  an  die  Evolvente 
gezogen,  so  ist  EB—AB  — t , FC  — AC 
— s + ds , wenn  wir  unter  s den  Bogen 
der  Evolute  verstehen.  Es  ist  dann 
ECF  als  ein  unendlich  kleiner  Kreis- 
sector  zu  denken , dessen  Radius  gleich 
s ist,  und  dessen  Centriwinkel  gleich 
dem  Winkel  dl  ist,  den  2 nächste  Tan- 
genten an  ABC  mit  einander  machen. 
I ist  dann  offenbar  der  Winkel,  den  die 
Tangente  mit  irgend  einer  beliebig  zu 
wählenden  Linie  macht.  Es  wird  dann 
der  Flächeninhalt  des  hezeichncten  Scctors 
sein: 

Sucht  man  also  den  Flächeninhalt  BEGD, 
welcher  von  einer  beliebigen  Curve,  ihrer 
Evolvente  und  2 Tangenten  derselben 
begränzt  ist,  so  hat  man  dafür  die 
Formel : 

wo  /,  V die  Winkel  der  Tangenten  EB 
und  DG  mit  der  beliebig  zu  wählenden 
Linie,  t der  Bogen  der  Curve  ist,  von 
dem  Funkte  A an  gezählt,  wo  die  Evol- 


vente die  Curve  trifft  Für  jede  Evol- 
vente ist*  Funkt  A anders  zu  bestim- 
men. Um  mittels  dieser  Formel  bequem 
rechnen  zu  können,  ist  cs  nöthig,  eine 
Relation  zwischen  den  Bogenlängen  s 
und  den  Tangentenwinkeln  / zu  haben, 
also  gewissermaassen  diese  Grössen  als 
Coordinatcn  zu  betrachten.  (Ueber  diese 
in  mancher  Beziehung  wichtigen  Coordi- 
naten  vergleiche  man  den  Artikel : Trans- 
formation.) 

Wir  geben  hier  die  Gleichungen  eini- 
ger Curven  in  solchen  Coordinaten. 

Es  ist  für  den  Kreis 
izzrl 

wo  r der  Radius  ist. 

Für  die  Hypocycloidc,  Epicycloide  oder 
Cycloide 

s = Acosa/, 

wo  die  Grössen  A und  a folgende  Be- 
deutung haben : Sei  r der  Radius  des 
rollenden  Kreises,  R der  desjenigen,  auf 
dem  das  Abrollen  stattfindet,  und  nimmt 
man  r negativ  für  die  Epicycloide,  posi- 
tiv für  die  Hypocycloide,  so  ist: 

4r  R 

A--^(.R+r)r  a=-^^r- 

Für  die  gemeine  Cycloide  ergibt  sich: 

A = 4r,  a — l. 

Für  die  logarithmische  Spirale  hat  man : 

A n l 

t — At 

nnd  für  die  Kettenlinie 
g = Aigl. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass,  da  der  Punkt 
A , von  dem  aus  man  die  Bogen  zählt, 
beliebig  ist,  zu  dem  Ausdruck  für  jeden 
Bogen  eine  willkürliche  Constante  hin- 
zugefügt werden  kann , es  wird  jedoch 
hierbei  die  Evolvente  sich  ändern. 

Wenden  wir  auf  diese  Curven  unsere 
Formel  an,  wobei  wir  mit  / = 0 die  Qua- 
dratur beginnen  wollen. 

Für  den  Kreis  ist: 

7=| ■f\rl+a)'il=±:Hrl+ay-a‘]. 

Dies  ist  also  das  vom  Kreise  und  seiner 
Evolvente,  so  wie  von  einer  Kreistan- 
gente  bcgr&nite  Flächenstück. 

Für  die  Cycloiden  ist: 


<f  = («’+i+Sa cos u/H — ^=K°’  + i)  -g" 


, aA'  . , , A*  . „ , 

H sin«l  + — — sin  2 ai. 

a oa 
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Für  die  gemeino  Cycloide,  wo  «=1 


ist,  ergibt  sich: 

¥ = »(«’+  i)^ 


■aAa  sin  l-[-  p sin2f. 
o 


ff 

Nimmt  man  die  Grösse  / = —,  so  kommt: 

2c( 


A*7 


8' 


Eine  der  Evolventen  der  Cycloide  ist  und  für  die  gemeine  Cycloide: 
wieder  eine  solche,  nnd  diese  entspricht 
dem  Werthe  von  a = 0 (siehe  den  Ar- 
tikel : Trajectorien);  für  diese  also  ist: 

Es  ist  dies  das  von  2 Zweigen  der  ent- 
sprechenden Cycloiden  begrenzte  Stück. 
Die  logarithmische  Spirale  gibt: 


AU 


A»  . _ - 
TT—  stn  2a<. 
8« 


rl  f ttl 

ifi  — Al  (ß  o)*  Jf  s A 


2«/ 


ul 


2 ue 

n 


4 -a7 1 


l+4a\ 

2« 


und  für  /=0,  in  welchem  Falle  die  Evolvente  wieder  eine  logarithmische  Spi- 
rale ist: 


2«/ 


al 


+4 aß  — 1— 4a). 


Nehmen  wir  schliesslich  noch  die  Kettenlinie. 

Es  ist: 

7 =a/*  (tg  l+a)*dl=A  f (tg  /,+2atg/+a1)  dl. 

J o Ja 


Nach  UI  8)  der  Integraltafeln  war: 

/tg/»<//=tg/-/, 

nnd  nach  III  6): 

f tg/rf/=— lg  cos  /, 

also: 

tf  —A  (tg  /-2algcos/  + (a*  — 1)  I)  ; 
für  a=  + l ergibt  sich  hieraus: 

•f  — A (tg  / 2 lg  cos  /). 

Der  Ausdruck  y wird  hier  schon  unend- 
lich, wenn  - ist. 

Für  /=£  ist  q -A  (l±lg2). 

Diese  Betrachtungen  sind  aber  einer 
bemerkenswerthen  Erweiterung  fähig. 

Seien  in  der  Ebene  (Fig.  51)  nach 
oinem  beliebigen  Gesetze  grade  Linien 
gezogen,  wo  die  Entfernung  einer  jeden 
von  der  nächsten  alB  verschwindend  klein 
betrachtet  wird.  Sämmtliche  Linien  kann 
man  dann  als  eine  Schaar  von  Tangen- 
ten irgend  einer  Curve  betrachten,  ABCD , 
welche  wir  ihre  Charakteristik  nennen, 
and  die  durch  sie  vollständig  bestimmt 
ist;  andrerseits  sind  aber  auch,  wenn 
letztere  gegeben  ist,  die  graden  Linien 
vollständig  bestimmt. 

Man  kann  nun  durch  irgend  einen 
Funkt  E einer  der  graden  eine  Curve 
legen,  welche  mit  FA  einen  gegebenen 


Fig.  51. 


Winkel  a bildet , der  Art,  dass  diese 
Curve  mit  jeder  der  übrigen  Graden  BF, 
CG  denselben  Winkel  a macht.  Diese 
Curve  heisst  Trajectorie  der  gegebenen 
Schaar  grader  Linien,  sie  ist  durch 
Punkt  E und  Winkel  « vollständig  be- 
stimmt. Auch  die  Charakteristik  ist 
eine  Trajectorie,  die  dem  Werthe  a = 0 
entspricht.  Die  Evolvente  irgend  einer 
Curve  ist  also  ebenfalls  als  Trajectorie 

aufzufassen,  welche  dem  Werthe  = ^ 

entspricht. 
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Ist  andrerseits  die  Trajectoric  KLM 
und  Winkel  n bekannt,  so  ist  sowohl 
die  SchaAr  von  graden  Linien , als  de- 
ren Charakteristik  gegeben. 

Legen  wir  jetzt  durch  Punkt  II  einer 
der  Linien  eine  zweite  Trajectorie  IIFG, 
deren  Schnittwinkel  ß ist,  und  beschäfti- 
gen wir  uns  damit,  den  von  beiden  Tra- 
jectorien  und  zweien  der  Graden  be- 
grenzten Kaum  zu  quadriren.  Es  wird 
zu  dem  Ende  zunftchst  nöthig  sein,  die 
Relationen,  welche  zwischen  den  Curven 
KLM  und  HFG  statt  finden , zu  be- 
stimmen. 

Sei  das  Bogenclement  LM—dt%  das 
Bogenelement  FG  = da , dann  ist: 

Winkel  BLM  = tt , Winkel  BFG—ß. 


Sei  noch  dl  der  Winkel  zweier  nlrhstcn 
Tangenten  LMM  und  M(Jy  wo  LMM  als 
die  Verlängerung  von  LM  zu  denken  ist. 
Es  wird  dann  / der  Winkel  der  Tan- 
gente an  die  erste  Curvc  mit  einer  be- 
liebigen Linie  sein,  und  Winkel  (MfC=», 
also  Winkel  NMC—a+dl.  Man  erhalt 
also  Winkel 

LMC=  n—a—dl, 

und  da  LCM  der  dritte  Winkel  des  Drei- 
eckes LMC  ist: 

L CM  = dl. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zweier  näch- 
ster Tangenten  an  die  Curve  HFG  mit 
dl , so  ist: 


Winkel  BFG = ß.  Winkel  CGF=n-ß-dL  FCG  = dl , 


woraus  dann  folgt: 

dl- dl  d.  h.  A = /+  C, 
wo  C eine  beliebige  Constante  ist. 
Diese  Constante  lässt  sich  leicht  be- 
stimmen. 


A,  mit  LM  den  Winkel  l macht,  so  ist 
offenbar: 

Winkel  MOG  = l-lt 

aber: 

Winkel  OLFzztt , Winkel  OFL=n-ß , 


Fig.  52. 


Sei  (Fig.  52)  OK  derjenigen  Linie 
parallel , mit  welcher  FG  den  Winkel 


also: 

M0G  = fl-«=l-l=C, 

so  dass  man  hat: 

l-ß-l-a. 

Betrachten  wir  nun  das  unendlich 
kleine  Viereck  FLMG , und  setzen  darin: 
FL  — q,  also  GM  = Q + dii. 

Sei  ferner  der  unendlich  kleine  Winkel 
LFM  — dt  und  die  Diagonale  FM  = V. 
Man  hat  dann  in  Dreieck  FLM : 
q : dt  — sin  (tt—dt)  : sin  dt, 
und  in  Dreieck  FGM: 

g + dfi : do  = s\n(ß  — dt)  : sin  (dl+dt). 

Es  ist  nämlich  : 


Winkel  LMG  ziu+dl}  Winkel  FML  — n—dty  also  Winkel  FMG  — dl+dt. 
Die  erste  Bezeichnung  gibt: 

q sin  dt  = dt  sin  (tt — dt), 

oder  da  man  sin  dt  mit  dt  vertauschen,  und  d t gegen  « vernachlässigen  kann: 


( jde  = sin  n dt. 

Die  zweite  giebt,  unter  ähnlichem  Bestimmen  der  unendlich  kleinen  Grössen: 


Q(dl+  dt)  = sin  ßd  c. 

d.  h.  mit  Berücksichtigung  der  eben  gefundenen  Gleichung: 

1)  [)dl—B\n  ßda  — sin  uds. 

Findet  man  noch  U aus  beiden  Dreiecken  FLM  und  FGM , so  kommt: 


(/*  =j*+rf**+2')rfi  cos  n = +2  (p + </(>)  da  cos  (ß+dl). 

Also  indem  man  die  unendlich  kleinen  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlässigt : 

{jds  cos  u — Qdfj  p cos  ßda , 


Quadratur  ebener  Figuren.  383  Quadratur  ebener  Figuren. 


d.  h. 

2)  dQ-dt  cos  « — da  cos  ßt 
also  da  a und  ß constant  sind: 

(i  = i cos  a—a  cos  ß 4-  const. 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  seien 
die  Bogen  so  genommen,  dass  für  s = 0 
auch  0 = 0 sei,  und  möge  der  Linie  HE, 
wo  * — a — 0 ist,  der  Werth  IIE=zq0  ent- 
sprechen, dann  ist 

const.  = q9, 

also: 

3)  q — cos  tt  — o cos  ß. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  lässt 
sich,  wenn  eine  Beziehung  zwischen  s 


und  / gegeben  ist,  wie  wir  dies  im  Vo- 
rigen annahmen,  auch  die  Beziehung 
zwischen  a und  / oder  a und  A und  (j 
bestimmen.  Es  ist  nämlich,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  da  eli- 
minirt: 

(dl co8ß  -f-<fysin/9=sin(/?  — u)ds. 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 

e=veal, 

wo  U eine  zu  bestimmende  Function,  a 
eine  Constante  ist  Setzt  man  diesen 
Werth  nämlich  in  unsere  Gleichung,  so 
kommt: 


cos  ßdl~\ - Ua  sin  ß^°^  dl  -f-  ß^sin  ßdU = sin  (ß  — o)  dt. 
Und  wenn  man  U so  bestimmt,  dass: 


eni*\nßdU=ain(ß-~  a)ds, 

also  auch: 


cob  ß=aa\nß 

ist,  so  ergibt  sich: 

a = cotß,  dU=e~  lcotß  i,  u=™  (?-.«)  fe-^ßd, 

sin  ß sin/J  J ’ 

r e-,coißd, 

sin  /S  J ’ 

wo  dos  unbestimmt  genommene  Integral  noch  eine  Constante  enthält. 

Beginnen  wir  die  Integration  mit  s = 0,  so  wird  (>  = p,,  also: 

4)  f=e.+^ 

' sin  ß J o 

Setzt  man  den  so  gefundenen  Werth  von  p in  Formel  s ein,  so  erh&lt  man  auch 
a,  nämlich: 


«cosrt 


»in  (ß  — a) 
sin  ß cos  ß 


elcotfl  J‘el  zotßdi 


Diese  Formel  wird  illusorisch,  wenn  ß=’s  ist,  in  diesem  Falle  aber  ergibt  sich 

M 

direct: 


also : 


p — p,  = s cosrr, 

da  - u dl  -\~ sin  ndi  = g0  dl+i  cos«  dl  + »in  ad*, 


c = cosaJ  idf+ssinn  + p,  (/-  /,), 

wo  /,  der  Werth  yon  l ist,  dem  »=0  entspricht. 

Es  war  hier  unser  Zweck,  das  Flächenstück  FLRP  (Fig.  61)  zu  quadriren. 
Offenbar  besteht  dies  ans  Elementen  wie  Fi, WC,  und  es  ist  der  Flächeninhalt  des 
letzteren  leicht  za  bestimmen.  Nämlich : 

PLMG-FLM+LMG  — 3 p di  sin  n-f*ip  <fii  »in  ß, 
oder  wegen  Formel  2): 
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► 


...  „„  , ,,  . . . cos«  «in  ^ Sin(j\  sin  (o  + ß) 

’ * v cos  ß ' cos  /»/  1 * cot  ß ''  ' co»ß 

Also  wenn  wir  des  gesuchte  Flkchcnatück  mit  t beseichnen,  so  kommt: 

sm^)  r«'  t) 

1 COS  ß J t * COBß W * '* 

wo  ()  dem  Anfangswerth,  p'  dem  Endwerthe  von  q entspricht. 

Beginnt  man  mit  s = 0,  so  ist: 

einjntÄ  f 

* cos  yJ  / cos^T*  ' 

(j  ist  durch  Formel  4)  gegeben. 

Ein  Beispiel  wird  diese  Formel  erläutern 

Betrachten  wir  die  logaritbmische  Spirale,  als  diejenige  Cnrve,  der  die  Grössen 
s and  / angeboren,  so  ist: 

»=Aeml, 

o=o  +—^j°}.e,cot^ Am  f'1  e-,cot<’em,di) 

V sin  £ m-cotß  ’ 

wo  der  Einfachheit  wegen  f0  =0  gesetzt  ist.  Es  kommt  dann: 

_,sin  (a+fl)  »iaß  , , A*mß  ~ ml  sin  (o+ß)  sin  (ß  - n) 

* cos,'!  l’*’  cos,!^  ' ' '4 sin ß cotß(m-colß) 


fluadratur  krummer  Oberflächen. 

1)  Man  kann  die  Berechnung  irgend 
einer  geschlossenen  oder  beliebig  be- 
grenzten krummen  Oberfläche  ebenfalls 
als  eine  Verwandlung  in  eine  Summe 
von  Quadraten  betrachten,  und  daher 
wird  diese  Operation  ebenfalls  mit  dem 
Namen  Quadratur  bezeichnet.  Der  Namo 
Complanation,  der  hierfür  in  neuerer 
Zeit  häufig  gebraucht  wird,  ist  ziemlich 
unglücklich  gewählt,  da  die  Verwandlung 
einer  solchen  Fläche  in  eine  Ebene 
durchaus  Nichts  mit  dem  in  Hede  ste- 
henden Probleme  zu  thun  hat,  wenig- 
stens dasselbe  nicht  löst.  — Die  For- 
meln für  diese  Operation  ergeben  sich 
in  der  Gestalt  von  Doppelintegralen,  und 
richten  sich  natürlich  nach  dem  dafür 
gewählten  Coordinatensystem.  Wir  wer- 
den hier  rechtwinklige  oder  Polarcoor- 
dinaten  voraus  setzen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  z.  Wir  den- 
ken uns  die  Ebene  der  xy  in  Rechtecke 
mit  verschwindend  kleinen  Seiten  dx 
und  dy,  bezüglich  parallel  denAxen  der 
x und  y getheilt,  durch  jede  Seite  eines 
solchen  Rechtecks  eine  Ebene  senkrecht 
anf  der  der  xy  gelegt,  so  werden  die  4 
entsprechenden  Ebenen  auf  der  Ober- 


fläche ein  verschwindend  kleines  Vier- 
eck Abschneiden,  welches  man  als  eben 
betrachten  kann  Sei  dV  der  Inhalt 
desselben,  so  ist  dx  dy  seine  Projection 
auf  die  xy  Ebene,  und  macht  also  dV 
mit  der  xy  Ebene  den  Winkel  t,  so  hat 
man: 

dx  dy  = cos  t d V, 
cos#  • 

Es  ist  aber  # auch  der  Winkel,  wel- 
chen die  Normale  in  dV  mit  der  Axe 
der  z macht,  und  für  diesen  ist  be- 
kanntlich : 

oder  wenn  dio  Gleichung  der  Oberfläche 
in  der  Form  f (x,  y,  s)  = 0 gegeben  iat: 

V 

~""WWW 

oder : 
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Was  die  Grenzen  der  Integration  anbe-  Ebene  legen.  Sind  dann  y,  y'  die  Werthe, 
trifft,  so  kann  man  sich  ein  beliebig  welche  den  Ordinaten  der  Eckpunkte, 
grosses  Rechteck  in  der  xy-  Ebene  den-  x,  x/  die,  welche  den  Abscissen  derselben 
ken,  dessen  Seiten  bezüglich  den  Axen  entsprechen,  so  sind  y,  y',  x,  x'  constant, 
der  x und  der  y parallel  sind,  und  durch  und : 
dieselben  Ebenen  senkrecht  auf  die  xy- 


das  von  allen  vier  Ebenen  abgeschnittene 
Stfick  der  Oberfläche.  Man  kann  auch 
statt  des  Rechtecks  auf  der  Ebene  der 
x y sich  eine  beliebige  geschlossene  Curve 
oder  ein  beliebiges  Curvensystem  den- 
ken, und  durch  dasselbe  rechtwinklig  auf 
der  xy-Ebcnc  einen  Cylinder  legen;  dann 
werden  aber  y und  y'  die  durch  die 
Gleichungen  dieses  Systems  gegebenen 
Functionen  von  x sein.  Sollen  dann  die 
Grcnsen  etwa  umgekehrt  werden,  so  ist 


Dach  den  im  Artikel  „analytische  Qua- 
dratur“ (Abschnitt  35)  gegebenen  Regeln 
zu  verfahren.  Seien  z.  B.  in  der  x y 
Ebene  2 Grade,  parnllel  der  Axe  der 
x von  2 beliebigen  Curven,  deren  Glei- 
chungen y = y (x) , y = y , (x)  geschnitten, 
so  entsteht  eine  Figur,  durch  die  man 
senkrecht  auf  der  xy -Ebene  2 Ebenen 
und  2 Cylinderflichcn  legt,  welche  vou 
der  Oberfläche  ein  Stück  abschneiden, 
dessen  Werth  ist: 


'-/TO-GW** 


Aus  dem  Ausdruck  für  das  Ober- 
flächenclcment  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  lässt  sich  der  Ausdruck  dafür  in 
Polarcoordinatcn  durch  Transformation 
herleitcn.  Es  ist  dies  in  dem  Ab- 
schnitt 36  des  Artikels  „analytische 
Quadratur“  geschehen.  Indcss  geben 
wir  hier  eine  zweite  directc  Methode  für 
die  Berechnung  dieses  Ausdruckes,  da 
die  Transformation  eino  keineswegs  ein- 
fache Rechnung  bedingt. 

Es  sei,  um  die  Polarcoordinaten  zu 
bestimmen,  eine  feste  Ebene  ys,  in  die- 
ser eine  feste  Linie  OY , und  in  letzterer 
der  feste  Punkt  0 (der  Pol)  gegeben. 
Wir  bestimmen  dann  die  Polarcoordina- 
ten folgcndermaassen. 

r ist  die  Entfernung  eines  gegebenen 
Punktes  vom  Pole  O.  Dieselbe  wird 
immer  als  positiv  betrachtet. 

ist  der  W’inkel  von  r mit  der  Nor- 
male auf  Ebene  yz,  also  mit  Axe  0\. 

y ist  der  Winkel,  welchen  die  Pro- 
jection  von  r auf  Ebene  yz  mit  Axe- 
OY  macht. 

Offenbar  erhält  mau  alle  Punkte  des 
Raumes,  wenn  man  der  Grösse  r alle 
Wenhe  von  0 bis  -f  cc  gibt,  den  Win- 
kel y eine  volle  Drehung  um  Axc  OY 
machen  lasst,  ihn  also  von  0 bis  2 n 
nimmt.  Der  Winkel  # ist  dann  Air  alle 
Punkte  auf  der  Seite  von  yc,  auf  welcher 


Axe  OX  liegt,  von  0 bis  auf  der  an- 
dern Seite  von  J bis  n,  also  im  Gan- 
zen von  0 bis  n zu  nehmen. 

Alle  Punkte,  wo  r einen  gewissen  con- 
stanten  Werth  hat,  bilden  eine  Kugel- 
fläche , Alle  w'o  .V  constant  ist , eine  Ro- 
tationskcgelflächc , deren  Axe  die  der 
OX  ist,  endlich  alle  wo  7 constant  ist, 
eine  Ebene,  welche  durch  OX  geht,  und 
cs  ist  augenblicklich  zu  sehen,  dass  diese 
3 Flächen  normal  oder  orthogonal  auf 
einander  stehn. 

Denkt  man  sich  nun  die  y>  geän- 
dert, so  werden  also  3 Systeme  ortho- 
gonaler Flächen  entstehen.  Betrachten 
wir  jedoch  (Fig.  53)  nur  das  Stück 
ABDC,  welches  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel  mit  Radius  AO  irr  liegt,  und  wel- 
ches von  zwei  nächsten  Kugelflächen, 
AOB  Bad  COD,  die  den  Wertben 
AOX  = fl  und  COX  = !>+d!>  entsprechen, 
sowie  durch  2 Ebenen,  XOAC  und 
XOBD , für  welche  die  Werthe  MOY—<p 
und  XOY  — tf  + d>i  gelten,  begrenzt  ist. 
Es  wird  durch  sie  auf  der  Kugelfläche 
ein  unendlich  kleines,  also  als  eben  zu 
betrachtendes  Rechteck  abgeschnitten, 
dec-scn  Seiten  AB  und  AC  sind.  Offen- 
bar aber  ist: 

AOCsd*,  also:  AC~rd&t 
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und  wenn  AL,  BL  senkrecht  auf  Linie  OX  gezogen  sind: 

LBzzrs in  $,  Winkel  ALB  - Winkel  NOM  — dtf , 


also: 

AB  = r sin  9dy . 

Es  ist  also  der  Flächeninhalt  unseres 
Rechtecks  gleich: 

AB  • AC=rJ  sin  9d9d<f. 

Offenbar  aber  ist,  wenn  r sich  auf  einen 
beliebigen  Funkt  A der  gegebenen  Ober- 
fläche bezieht,  dieses  Rechteck  die  Pro- 
jcction  desjenigen  Elements  der  Ober- 
fläche, welches  durch  Funkt  A geht,  und 
von  beiden  Kegelflächen  und  beiden  Ebe- 
nen abgeschnitten  wird , auf  die  Kugel- 
flache. welche  r zum  Radius  hat,  also 
durch  Punkt  A geht.  Ist  also  dS  dies 
Element  und  t der  Winkel  seiner  Nor- 
male mit  Radius  r der  Kugel,  so  ist: 
dS  cos  * = r1  sin  9d9d/f>. 

Man  kann  aber  die  Seiten  AC—rd9 
und  AB  -r  sin  9d<f.  als  rechtwinklige 
Coordinatcn  betrachten,  x und  y,  deren 
Anfangspunkt  A ist.  Die  dritte  Coor- 
dinate  wird  dann  *—dr  sein.  Da  alle 
drei  mit  x = y = * für  Funkt  A beginnen, 
so  entspricht  dem  Zuwachse  dx—  rd9 : 
di  dr  , 

öid*=r»d!>' 

und  dem  Zuwachse  dy  = r sin  9dt/: 

d}dy  = ärrd/- 

pl'  / 

S=J  J , 


Es  wird  also  auch  sein: 

dz  _ dr  d9  _ 1 dr 
dx~  d 9 dx~~  r d9 ’ 


dz 

V 


dr  d. 


T- 


1 dr 


dy  dy  r sin  9 dy* 


und  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  «den 
eben  gewonnenen  Werth  von  cos*: 


yötty+e)’ 


einsetzt : 
cos  t=- 

also; 


r sin  9 


/ dr*  \ dr*, 

}/(r'+ä»*) 8in 


dS=rdUH  jWJL)  .in  9>  + ~ 

Als  Begrenzung  wird  am  bequemsten 
der  Durchschnitt  der  Oberfläche  mit 
xweien  unserer  Kcgelflächen,  die  den 
constantcn  Wcrthen  9 und  9r  ent- 
sprechen, so  wie  mit  2 durch  OX  gehen- 
den Ebenen,  für  die  f und  7'  die  ent- 
sprechenden constantcn  Winkel  sind,  ge- 
nommen, und  man  hat: 


, t)r»  \ 

(p 

»">  9’  + i-j 

Für  eine  ganze  geschlossene  Oberfläche 
ist  zu  setzen: 

7=0,  7'  = 2t,  #-0,  9r  — TT, 
wohl  zu  merken  aber  nur  dann,  wenn 
der  Pol  sich  innerhalb  dieser  Oberfläche 
befindet,  und  dieselbe  jeden  Radiusvector 
r nur  einmal  schneidet.  In  solchen 
Fällen  ist  die  Formel  für  S sehr  vor- 
teilhaft, da  der  Ausdruck  für  V in  recht- 


winkligen Coordinatcn  für  diesen  Fall  in 
Theile  zerlegt  werden  muss , die  den 
Richtungen  beider  Axen  entsprechen. 
Bedeutend  grössere  Schwierigkeiten  macht 
aber  die  Quadratur  in  Polarcoordinaten, 
wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 

2)  Quadratur  der  Rotations- 
flächen. 

Viel  einfacher  ist  die  Formel 
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für  die  Quadratur  der  Rotations- 
flächen. 

Habe  die  ebene  Curve,  aus  deren 
Rotation  die  Oberfläche  entsteht,  die 
Gleichung : 

f(x,  y)=0, 

wo  man  als  Axe  der  X immer  die  Ro- 
tationsaxe  betrachten  kann , so  wird  bei 
der  Drehung  jeder  Punkt  B die  zugehö- 
rige Abscissc  x behalten.  Die  Linie  AB 
aber  (Fig.  54),  die  in  der  ebenen  Curvc 
die  Ordinate  vorstellte,  ist  jetzt  die  Ent- 
fernung des  Punktes  A von  der  Axe 
der  x.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  p, 
so  ist  also  die  Gleichung  der  Oberfläche 

/(x,  (l)  = 0, 

und  wie  wir  auch  die  auf  |OX  senkrech- 
ten Axen  OY  und  OZ  im  Uebrigen  für 
die  Oberfläche  annehmen,  es  wird  im- 
mer sein: 

=*»+*«. 

Denken  wir  uns  jetzt  ein  Stück  der 
Oberfläche,  abgeschnitten  von  2 unend- 
lich nahen,  durch  0X  gehenden  Ebenen, 


Fig.  54 


ACDO  und  ACFE,  ferner  durch  2 auf 
OX  senkrechte,  ebenfalls  einander  un- 
endlich nahen  Ebenen,  BAE  und  DEF. 

Sei 

Winkel  BAE  — d9, 

so  ist  5 offenbar  der  Rotationswinkel, 
d.  h.  diejenige  Drehung,  welche  gemacht 
wird,  damit  die  Curve  von  ihrer  anfäng- 
lichen in  die  augenblickliche  Lage  kommt, 
ferner  : 


BA  AE = p, 

BE  = pcf5, 

BD'  = ds'  = \(dx'  + d9*). 

Offenbar  nämlich  ist  BD  das  Element 
der  erzeugenden  Curve , welches  be- 
kanntlich (siehe  den  Artikel:  Rcctifica- 
tion)  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkli- 
gen Dreiecks  zu  denken  ist,  dessen  Ca- 
theten  die  Werthc : BG  — dix , DG-dQ 
haben.  Es  ist  also  das  Rechteck 

dV=BE  • BD, 

oder: 

Tj/l+g. 

Die  Integration  erstreckt  man  auf  das 
von  zwei  beliebigen,  durch  OX  gehende 
Ebenen , welche  die  Winkel  9 und  9' 
mit  Ebene  xy  machten,  und  von  zwei 
auf  OX  senkrechten  Ebenen,  welche  die 
Abscissen  x und  x'  haben,  abgc schnittcno 
Stück.  Man  hat  dann: 


oder  da  die  Integration  nach  9 sich  voll- 
ziehen lässt: 

v =<■>’-»)]]  »/i +(£)‘fc 

Diese  Formel  führt  also  zu  einem  ein- 
fachen Integral. 

Soll  ein  Stück  berechnet  werden,  wel- 
ches zwischen  zweien  während  der  Ro- 
tation beschriebenen  vollen  Kreisen  liegt, 
so  ist  zu  setzen : 

5=0,  5'  = 2/r. 

3)  Beispiele  für  die  Rotations- 
flächen. 

Wir  geben  zunächst  Beispiele  zur  letz- 
teren einfachen  Formel. 

Für  einen  Rotationskegel  ist  die  Er- 
zeugungslinie eine  grade,  die  wir  durch 
den  Anfangspunkt  0 gehen  lassen.  Es 
ist  dann : 

p = xtgr»,  . 

wo  « der  halbe  Scheitelwinkel  des  Ke- 
gels ist,  und : 


/%’  /«^ y.\ 

xtg u BGCadx—  ' ' tg«  sec«(x'*-x*). 

X 

Für  den  Cylinder  ist  die  Erzeugungs-  K=(5'-5)  (x'-x)  p. 

linie  der  Rotations - Axe  parallel,  also  Das  Rotationsellipsoid,  dessen  Rota- 
p constant  zu  nehmen.  Es  ergibt  tions-Axe  die  grosse  Axe  X ist,  hat 
sich : zur  Gleichung : 
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X*  *>* 

— -f  1 ; 

A*  ’ 


, V - VV*e*+i'4‘ 

f Trf.r«  «a» 


d.  h. 


P=~  V (“*—*’). 

adxodp 
a*  + ~U’ 


also: 


dg  _ xb  * 
dx  ga*' 


r=  V'o* 

E»  ergibt  lieh  nach  II 28)  der  Integnl- 
tafeln  hierauf: 

wo  die  untere  Grenze  gleich  Null  genommen  ist,  also  die  Integration  vom  Mittel 
punkte  aus  begonnen  ist.  Setzt  man: 

S'  = 2/r,  » = 0)  x — a, 

so  erhält  man  das  halbe  Ellipsoid,  nftmlich: 

E=2, 4 + -^arcsin  . 

L 2 2 Va*  — 4*  \ a ) J 

Fiir  die  Kugel  ist  4=a.  Lasst  man  fiir  r=2.i  a’, 

dieselbe  «uniehat  V(«*-4')  unendlich  tl(  F|&chcnillhRU  der  Halbkugel, 
klein  werden,  "o  dann.  Das  abgeplattete  Ellipsoid  ergibt  sich 

(/«*  — __  /«*—  bl  aus  demselben  Integral,  wenn  man  b 

ä I ~ grösser  als  <t  annimmt.  Die  Integration 

führt  dann  aber  auf  einen  andern  Aus- 
druck. Es  ist  dann  nämlich  zu  setzen : 


arc  sin 
wird,  so  hat  man : 


und  für  das  halbe  Ellipsoid : 

r=2'‘ß+5rfe'd-l^‘]' 

Das  Rotations-Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  um  die  reelle  Axe  entstan- 
den ist,  hat  sur  Qlcichung: 

i 

a*  b'~ 

Die  Formel  für  V ergibt  sich  aus  dem  Integral  fUrs  Ellipsoid,  wenn  man  darin 
überall  — 4’  für  4’  schreibt.  Man  erhält: 

k=(*'-»)4  f V**(a*+4»)^*  dx. 
x 

Aus  den  Intcgraltafeln  II  28  ergibt  sich : 

/ /**(i*+4*)-a*  dx 

- tfar+fi  (* VW*‘  + V'.'(a*+4«)-a*'j; 


also : 
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+ /**(..+»•)—•)]  »)  4 [i  + ^p==i*  («/^+F  - «*)]. 

wo  die  Integration  in  den  Grenzen  x=za,  x'xxx  vollzogen  ist. 

Da3  Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  einer  Hyperbel  um  die  imaginäre 
Axe  entstanden  ist,  hat  zur  Gleichung: 


Es  ergibt  sich: 

K = ($'-$)A  fX  yx»(«*  + 6«)  + fl*  rfr, 

X 

d.  h.  wenn  man  die  Integration  mit  p = A,  also  mit  x=0  beginnt: 

y =<.»’-  ») » [^.(-+4.)+a.  + £y===  1*  («VWF 

+ K'i’(«’  + 4<)+'-7)]-(»'-»)4T7==-lga. 

Die  Annahme  der  untern  Grenze  der  Integration  für  beide  Hyperboloide  be- 
ruht darauf,  dass  in  den  entsprechenden  Punkten,  wie  leicht  zu  sehen,  die  reellen 
Punkte  der  Flachen  beginnen. 

Beschäftigen  wir  uns  jetzt  noch  mit  dem  Paraboloid,  welches  durch  Drehung 
einer  Parabel  um  ihre  Hauptaxe  entstanden  ist.  und  dessen  Gleichung  sein  wird: 

Q1>  = 2px, 

dx  p’ 

also: 

= }/e,+p*  = V/p(2x-fp), 

F=(»'— $)/*  yp(2x+p)dx, 

•'  x 

also,  wenn  man  mit  x=0  beginnt: 

V=- 


Entsteht  dagegen  das  Paraboloid  durch  Drehung  um  eine  auf  der  Hauptaxe  senk- 
rechte Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  so  ist  die 
Gleichung  zu  nehmen  : 


Es  ist  also : 


Nach  1128)  der  Integraltafeln  folgt  hieraus,  wenn  man  mit  x=0  beginnt: 

v = [|  vv+*>)*-£^  y^+su^  ig  <*+vV+*’)]+ 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  die  ringförmige  Oberfläche , welche  ent- 
steht, wenn  ein  Kreis  um  eine  grade  Linie  rotirt,  die  nicht  mit  seinem  Durch- 
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mcsser  zusammen  fällt.  Die  Gestalt  der 
entstehenden  Oberfläche  wird  wesentlich 
verschieden  sein,  je  nachdem  diese  Li- 
nien aasscrh&lb  oder  innerhalb  des  Krei- 
ses liegt.  In  jedem  Falle  aber  gehören 
hier  zu  jedem  x 2 Werthe  von  p,  und 
kommt  cs  darauf  an,  einen  Thcil  der 
Ringoberfläche  zu  finden,  der  vom  gan- 
zen Kreis  gebildet  wird,  so  sind  die  bei- 
den p entsprechenden  Stücke  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  zu  addiren. 

In  jedem  Falle  kann  man  die  Axen 
so  legen,  dass  die  senkrechte  Linie  vom 
Mittelpunkt  A (Fig.  55)  des  Erzeugungs- 


Fig.  55. 


kreiscs  auf  die  Axe  der  x durch  den 
Anfangspunkt  O geht.  Sei 

AO  = e nnd  r der  Radius  des  Kreises* 
so  wird  jede  Linie  HGF , welche  senk- 
recht auf  der  Axe  Ox  steht,  den  Kreis 
iwcimal  oder  gar  nicht  schneiden, 
mit  Ausnahme  der  beiden  Tangenten 
BD  und  EC.  Wir  setzen  den  grössern 
der  beiden  Werthe  von  p gleich  plf  den 
kleinern  gleich  p, , so  dass : 

HFzzzQt,  GF  =q, 
ist.  Die  Tangenten 

BD=CE=e 
geben  die  Punkte  an,  wo: 

Ci  =Ci 

ist,  und  diese  Werthe  e bezeichnen  also 
das  Minimum  von  pt  nnd  das  Maxiraum 
von  ps. 

Die  Gleichung  der  Rotationsfläche  ist : 
*’+(?-')*  =r,1 

also: 

(p-e)=V(r.-x>). 

Hieraus  folgt; 

fl=e+F(r*-**), 

und: 


e. =•-)'(•■* -»’)■ 

Dem  Werthe: 

e.=e»  = « 

entspricht  : 

jr=  + r. 


Man 

erhält : 

de  * 

dx  — V (r1— x*)’ 

e> 

y= 

=(»' 

-“/fei')- 

also 

wenn  mau  mit  x = 0 beginnt: 

y=(9’—9)  (er  arcsin  ^)  + xr). 

Das  von  2 einander  entsprechenden 
Werthen  von  q gebildete  Bingstück  er- 
hält man,  wenn  man  beide  Werthe  von 
V addirt: 

V = 2(9' — 9)  er  arc  sin  ^-) 

Setzt  man*r=r,  so  hat  man  das  dem 
Halbkreise  LH  CM  entsprechende  Stück: 
V—  n (9'—  9)  er, 

und  das  vom  ganzen  Kreise  gebildete 
Stück : 

V—  2i(9’—  9)  er. 

Soll  der  ganze  King  gefunden  werden, 
so  ist  9’= 2n,  9=0  zu  nehmen,  also: 
V=4l’er. 

„Der  Ring  ist  gleich  einem  Rechteck, 
das  zu  einer  Seite  die  Peripherie  des  ge- 
gebenen Kreises,  zur  andern  die  desjeni- 
gen Kreiscs  hat,  der  während  der  Ro- 
tation vom  Mittelpunkte  A beschrieben 
wird.“ 

Der  letztere  Radins  ist  nämlich  offen- 
bar gleich  e. 

4)  Quadratur  von  Oberflächen, 
die  nicht  durch  Rotation  ent- 
standen sind. 

Wir  bemerken  hierbei  zunächst,  dass 
man  sehr  oft  aus  der  Entstehungsweise 
der  in  Rede  stehenden  Oberfläche  für 
den  Zweck  der  Quadratur  bequemere 
Formeln  ableiten  wird,  als  sich  unmittel- 
bar aus  den  oben  gegebenen  bilden 
lassen. 

Wir  nehmen  z.  B.  an,  dass  die  Ober- 
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fläche  von  einer  graden  Linie  erzeugt  Ä = /sin«,  k — l ein  ß, 

sei,  welche  sich  zwischen  zwei  beliebigen  wo  / natürlich  eine  veränderliche  Grösse 

Curven  AB  und  CD  (Fig.  56),  die  nicht  ^t.  Also . 


in  einer  Ebene  liegen,  derart  bewegt, 
dass  sie  immer  beide  berührt.  Bezeich- 
nen wir  mit: 


/*'  do\  , 

/(sin  « + 8in/J^jj  ds. 

Für  einen  Cylindcr  z.  B.  kann  man  die 
beiden  Leitlinien  immer  so  wählen,  dass 

/ constant,  a = s,  und  a = ß 

ist.  Denn  die  Erzeugungslinie  bleibt 
sich  immer  parallel,  und  man  kann  die 
Leitlinien  in  einander  parallelen  Ebenen 
nehmen. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle: 

1 

s' 

F=  / I sin uds. 


->r 

*'  s 


ab  = ds,  cd  — da 

die  Bogenelemente  beider  Curven,  welche 
die  gegebene  Grade  gleichzeitig  zurück- 
legt. Fällt  man  von  c aus  Loth  ce—h 
auf  die  Tangente,  welche  dnreh  a gezo- 
gen ist,  und  von  b aus  Loth  bf=  k auf 
die  durch  d gezogene  Tangente , so  ist, 
da  man  die  Richtung  der  Tangenten  mit 
der  der  Bogenelemente  identificiren  kann, 
die  Figur  baed  als  aus  zwei  Dreiecken 
bestehend  zu  betrachten,  deren  eins,  cab, 
die  Höhe  h und  die  Grundlinie  ds , das 
andere  bed  die  Höhe  k und  die  Grund- 
linie da  hat,  so  dass  sich  ergibt: 

hds  -f-  kda 
baco  — . 


Beim  Rotationscylinder  steht  die  Er- 
zeugungslinie auf  der  Leitlinie  senkrecht, 
man  hat  sinn  = l, 

F=l(s,-s). 

Diese  Formel  gilt  aber  offenbar  nicht 
allein  für  den  Rotationscylinder,  sondern 
für  jeden,  wo  die  Erzeugungslinie  auf 
der  Ebene  der  Leitlinie  senkrecht  steht. 

Für  die  Kcgelflächcn  kann  man  statt 
der  einen  Leitlinie  einen  Punkt,  den 
Scheitelpunkt  nehmen.  Es  ist  also: 

da  — 0, 

F=|//sin«*. 

Für  einen  Rotationskegel  ist  l con- 
Btant,  und  der  Winkel  « ist  gleich 


Es  ist  also,  wenn  man  den  Bogen  s als 
unabhängige  Variable  betrachtet,  ihm  den 
Anfangswerth  s und  den  Endwerth  sf 
gibt,  mit  F das  entsprechende  Stück  der 
Oberfläche  bezeichnet,  welches  zwischen 
zwei  graden  Erzeugungslinien  AC  und 
BD  und  den  beiden  Leitlinien  AB  und 
CD  liegt,  wo : 

AB=sf-t 

ist: 


-,  da  die  Seite  des  Kegels  auf  dem 

2 

Grandkreise  senkrecht  steht,  also: 


F- 


U_ 

2 


s = rA, 

wenn  A der  zu  s gehörige  Centriwinkel 
ist,  also  für  den  ganzen  Kegel,  wo 
A = 2 n ist, 

F — nrl. 


/>*£)*■ 

Die  Beziehung  zwischen  h,  k,  a,  s muss 
durch  die  Gestalt  der  Leitlinien  und  die 
Bewegung  der  Erzeugungslinie  bestimmt 
sein. 

Seien  die  Winkel,  welche  die  letztere 
mit  den  Tangenten  der  Leitlinien  s und 
a in  den  augenblicklichen  Berührungs- 
punkten macht,  bezüglich  a und  ß,  und 
l die  Länge  des  Stückes  der  Grade  ac , 
welches  zwischen  beiden  Leitlinien  liegt, 
so  ist: 


Wir  kehren  aber  zum  allgemeinen 
Falle  zurück,  und  wollen  noch  die  Be- 
ziehungen der  Grössen  /,  «,  ß zu  einander 
bestimmen. 

Seien  zu  dem  Ende  x,  y,  z die  Coor- 
dinaten  der  Leitlinien  vom  Bogen  s, 
£,  q,  C die  derjenigen,  deren  Bogen  a 
ist,  und  mache  die  Erzcugungslinic  Win- 
kel mit  den  Axcn , deren  Cosinus  A,  p, 
v sind,  so  ist  bekanntlich  in  jeder  Lage 
derselben: 

(x-{)=/A,  (y-t j)  = *F. 

Es  sind  ferner: 
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dx 


dy 

dt' 


dt 

ds 


Für  den  Cyllnder  sind  z.  B.  beide 
Leitlinien  congruent,  und  wenn  man  die 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  erste  ft***“  der  PtogBlniien  auf  die 
Leitlinie,  und  Ebene  der  xy  als  Axe  der  x nimmt,  so 


• Leitlinie,  und 

d%  dt]  dC 
da'  da'  da 

die  derjenigen , welche  die  zweite  Leit- 
linie mit  den  Coordinaten-Axen  macht. 
Man  hat  dann  nach  bekannten  Sätzen 
der  analytischen  Geometrie : 

dx  x—  { ( dy  y — y di  s—  ( 

+ . j , 


cos  ct— 


dt  l 


+ dl 


l 


ds 


P da  l ^ da  l + da  l ’ 

= )*+(»- 0*. 

Wenn  die  Gleichungen  beider  Curven, 
und  ausserdem  eine  Beziehung  etwa 


■«•erden  6ich  die  Grössen  x und  y und  y 
nur  um  Constanten  unterscheiden ; es  i6t 
also  auch  l constant.  Und  wenn  man : 
* — £ = «,  y — »7  = 6 setzt: 

dx  a du  b 
COS o = -4.  ,, 

dt  r dt  V 

dx  a du  b 

Die  Gleichheit  der  Winkel  a und  ft  folgt 
nämlich  unmittelbar  aus  der  Entstehungs- 
art des  Cylinders,  oder  auch  durch  die 
Betrachtung,  dass: 

da1  — dl^-\-d>i*rxzdx'*  ft-dy*  ds 1 


zwischen  den  Grössen  /,  s und  a gegeben  . ...  . _ .. 

ist,  so  ist  dann  der  Ausdruck  für  F 8 ist  Tnit*im  för  den  Cylinder: 

völlig  bestimmt,  und  derselbe  wird  durch 
nur  ein  einfaches  Integral  gegeben  sein. 

Uebrigens  kann  man  beide  Leitlinien 
als  ebene  Curven  bestimmen , deren 
Ebenen  einander  parallel  sind.  Ist  die- 
jenige Ebene , in  welcher  sich  die  mit 
s bezcichnetcn  Bogen  befinden,  dann 
Ebene  der  xy,  60  ist: 


n * dz  _ dt 

z=0,  C = const.,  -v=0,  ~r~0, 
ds  da 

also: 

dx  x — ( dy  y — » 

a_d$  x—$  t dy  y~> 7 
da  l ^ da  l ’ 


sin  « = sin  ( adx  + bdy )J 

l\  dT> 

pt' 

F= J Yrds*  — (adx+bdy)» 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  hat  man, 
wenn  r der  Radius  desselben,  A,  B die’ 
mit  x und  y parallelen  Coordinaten  sei- 
nes Mittelpunkts  sind: 


cos 


M . S | 

x — A~r sin  — , y — B — r cos  — , 
r r’ 

dx~  COS  - ds,  dy  — — sin  - ds, 
r r 

ds^t*. — (a  cos^-  - b sin  -j 

=/;'  Li. 

Einen  noch  einfacheren  Ausdruck  erhält  man,  wenn  man  setzt: 

2* ab  6* — a1 

— — <>  - Asm  -gp  = h cos  », 

c=  /'■-— 2— +»’  *C0.  «- »), 


oder  wenn  man 


= », 


aa-f  A! 


(A-l)=y 


setzt: 


fc 

t * 
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ru  

F-r  I . du  y/2/‘  4 

V u 


COS  «*  — £• 


5 = »?=0, 
/*=*»+y*+;* 


wird: 


Eine  weitere  Reduction  gelingt  jedoch  f, 

nicht.  Das  Integral  ist  ein  elliptisches  p-v  f VF*dsi-(xdx+vdu)'*. 
zweiter  Gattung  (siehe  den  Artikel:  cllip-  */  , ^ 

tische  Transccndcnten). 

• Für  den  allgemeinen  Kegel  ist  zu  jgt  die  Basja  ein  Kreis,  also  gelten  die 
setzen:  oben  beim  Cylinder  gegebenen  Relatio- 

f,  *7,  C gleich  Constanten,  nen  zwischen  x und  *,  y und  t wieder, 

da  ein  Punkt  die  zweite  Curve  vertritt.  80  h&t  man: 

Setzt  man  unmittelbar  in  die  Formel  s "l  * 

4»  xdx  — [A+r  sin— J cos  — «, 

F=A  / isinrrrfj 

■ *•/  i rn  *1  . * j 

t/rfu  = [5+  r cos  — I sin  - ds, 

ein,  indem  man  der  Einfachheit  wegen  rJ  r 

die  Projection  der  Spitze  des  Kegels  anf  4 t v 

die  Ebene  der  xy  als  Anfangspunkt  der  xdx  + ydy  = (Acos Rsin -)  ds, 

Coordinaten  nimmt,  wo  dann:  r r' 

/*=**+y*  + C*  = A*  + Ä*  + 2rA  sin  ’-+2r  Beos  -+r», 
p=^J'S  dt  J'  A*sin^-*  + R}  cos^  +2  AB  sin  *-  cos  *-+  2r  A sin  + 


+2r  Rcos-  + r»  + C*» 


oder: 


p-^  j'*  d,  y r*  +{>  + <A  rin  i+  Ä cos  i)a+2r(A«ni+  B co.  i). 


Setzt  man  hierin  noch: 

A sin  — + ß cos  - = U, 
r r 

so  ist  auch: 

4 s „ . * dU 

r r ds 

und  indem  man  beide  Gleichungen  qua" 
drirt  und  addirt  erhält  man : 

dU 

A*  + B*=V*+r'  ■^T, 

woraus  sich  ergibt: 

J rdU 

ds~\(A*+Bt-u*y 

Diese  Werthe  in  den  von  F einsetzend, 
erhält  man: 

„ r /'u'rff/y(r’  + r + l/,+2rC7) 

f~2 J u y(A>+ß’-i/1) 

offenbar  wieder  ein  elliptisches  In- 
tegral. 

Ist  die  Fläche  eine  windschiefe,  d.  h. 
ist  eine  der  Leitlinien  eine  grade  Linie, 


und  macht  dieselbe  Winkel  mit  den 
Axen,  deren  Cosinus  a,  b,  c sind,  so 
ist,  wenn  wir  unter  A,  B,C,  die  Coordina- 
ten desjenigen  Punktes  dieser  Graden 
verstehen,  von  welchem  aus  die  Längen 
s gezählt  werden: 

x—A  — ta,  y — B — sb,  z — C=ic, 

«*+4,+c,  = l. 

cos  a = -j  (x — £)  + j (y — >j)  + -|(*  ~ 0* 

d.  h.  wegen  der  Werthe  von  x,  y,  *: 

c -f  a ( A — {) + b ( B—  i)-\-c  (C— f) 
cos  <t= — jr 

Nehmen  wir  dagegen  an , die  Erzeu- 
gungslinie bleibe  stets  einer  gegebenen 
Ebene  parallel,  so  kann  man  diese  als 
Ebene  der  xy  betrachten.  Es  wird  dann 
der  Winkel  der  Erzeugungslinie  mit  der 
Axe  der  s stets  ein  rechter,  und  sein 
Cosinus  yz=  0 JBein,  woraus  sich 

i=C,  r/j  = rf£ 

ergibt.  Es  ist  dann: 
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co»  a = 


djcx-j  dyy-1 
ds  l dl  I 


co»  ß — 


dg  y—g 

da  l da  l 


/«=(.-*)’ +(y-,)>. 
Vereinigen  wir  beide  Bedingungen,  da»» 
also  die  Leitlinie  eine  grade,  und  die 
Ericugungslinie  einer  Ebene  parallel  ist, 
«o  hat  man  also: 


co»  » = ^ 

aA  + bB + 1 (a‘ +b ')  — «£  — bg 
~ t 

d(  A + ia  — i , da  B+ib  — q 

e°,/}  = _ ? +Tj j 

l'  = (A+ia  — + 

Wir  kbnnen  aber  auch  annehmen,  das» 
»ich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
in  der  Graden  s befindet,  wo  dann 
A = ß=  C=  0 zu  setzen  ist  Unsere 
Gleichungen  werden  dann : 

» (o*  +4’)  — af  — [bq 
co»  a— , 


l*  = (t» — f)’+(»4  — q)'. 

Ist  die  zweite  Leitlinie  auch  grade,  so 
entsteht  eine  windschiefe  Ebene.  Es  ist 
dann,  wenn  a,,  4,,  c,  die  Cosinus  der 
Winkel  sind , welche  diese  zweite  Leit- 
linie mit  den  Axen  macht: 

{ — Al=aa,,  t, — B,  = cbl,  {— C,  — «c, . 
Al,H„Cl  sind  die  Coordinaten  desjeni- 
gen Punktes,  ron  dem  die  o gezahlt 
werden.  Man  kann  aber  die  Grade, 
welche  diesen  Funkt  mit  dem  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  verbindet,  als 
Axc  der  x nehmen,  denn  diese  Grade 
ist  offenbar  eine  Erzcugungslinie , und 
also  der  Ebene  xy  parallel.  In  diesem 
Falle  ist 

Bl=0,  C,  = 0, 
und  da  man 


hat,  ausserdem  aber: 

» = C, 

also  mit  Berücksichtigung  der  Werthe 

C=C,=0, 


di  ta  — j 
^ da 


■ dg  ib  — 
^ da  l 


V 


»c  = oc, 

ist,  so  werden  unsere  3 Gleichungen : 


»(«’  + *.*)  — aA,——  ( a t^+4  4.) 

cos  « — ! ’ 


. alt(acl—a,c)+b,t(bcl—blc)  — alA,  c4 

co»  f * 

c,*  J*  = [»(ac,— a,e)— »*(4e,— 4,c)*, 
da  ^ c 

dä~  c^' 

Das  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  Formel: 

Fxz^J'  l (ein  a sin ^ dt 

gibt  indess  wieder  ein  elliptisches  Integral. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Leitlinie  s stünde  auf  der  Bicbtungsebene  senkrecht, 
so  wird: 


Hieraus  ergibt  sieh: 


a—b—O,  c= 1,  «=-5-, 

. clal41+»(a,*+4l’) 

eoiß  = -j , 

c,»/*  = (A1cl+al»)*-f.*4,1, 

1_ 

dt  c,’ 


, ß _ ^c, ■<»-[«, c.A.+r  («,  'J-b ,;)]  \ 

«t* 
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dt  Ct 

lz=lt in«  = — \,(Jl  c,  + 


Die  Grösse  F aber  sctxt  »ich  an*  der 
Summe  der  Integrale  beider  vorstehen- 
den Ausdrücke  zusammen  Die«e  Inte- 
gration ist  stet»  ausführbar,  und  führt 
wie  ersichtlich  anf  Logarithmen  oder 
Bugen  zurück. 

Um  jedoch  noch  ein  wichtiges  Beispiel 
anderer  Art  tu  nehmen,  wollen  wir  nns 
mit  der  Quadratur  des  Ellipsoids  mit  3 
verschiedenen  Axen  beschäftigen.  Das- 
selbe hat  die  Gleichung: 


) 


/*!+«!+! - 
n 4 ' b*  ' £4 


d.  h. 


+fi+^=1- 


=!+«:_  (i_i)ü=o. 

«*^4‘  Va*  Je* 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  u 
constant,  und  verbindet  man  aie  mit  der 
Gleichung  de«  Ellipsoids,  so  erh&lt  man 
die  Curvc,  welche  von  allen  Punkten  des 


Sei  jetzt  u der  Cosinus  desjenigen  Win-  Ellipsoids  gcbdetw.rd,  derenTangen- 
VcIr  welchen  die  Tangentialebene  eines  t.alebene  mit  der  Ebene  der  xy  gleiche 
hehehioen  Punkte»  *,V.  der  Oberfläche  Winkel  bilden.  Die  Projection  dieser 
»tt  der  Ebene  der  xy  macht,  so  erhalt  Curve  auf  der  Ebene  der  xy  w,rd  ge- 
”an  wenn  man  diesen  Cosinus  nach  fanden,  wenn  man  au»  beiden  Gle.chun- 
den  gewöhnlichen  Kegeln  bestimmt:  gen  t elimimrt.  Es  ergibt  sich: 

*»_(*• 

<i‘(l-u*)  6*  (1  «’) 

Diese  Projection  isOal.o  eine  Ellipse,  deren  halbe  Hauptaxen  die  Werthe  haben: 
a’  V(1 — >**)  t’V(l— ■*) 

_ c»)7*’  yV  - (*’  - O «’ 

Bexeichnen  wir  daher  mit  s ihren  Flächeninhalt,  so  ergibt  sich: 

tta’b'  g-u') 

* = ^[ar—  (ä'  — e*)«'-TT*I=r(* ' — «0 

Diese  Gröss.  , istSmit  V veränderlich.  Halbaxen  de«  gegebenen  Ellipsoid^m 
Lassen  wir  nnn  < um  dt  wachsen,  so  ist  der  Ordnung  a,  4,  e a 
d,  die  Projection  des  ringförmigen  Thei-  nicht  ausgeschlossen)  und  setzen, 
les  de»  Ellipsoids,  welcher  xwischcn  lwei  a'(b'  — c’)_L,  e-acosu 

Curven  liegt,  die  den  Werthen  u und  j«/a«_cs)  — ’ — 

du  entsprechen,  und  wegen  der  Beden-  v x Vfl  — t*  sinu*l, 

tung  von  V ist,  wenn  wir  diesen  Ring  V(n'-e)  = « sm ft,  «-»Kl-*  *>ni “ b 
mit  dS  beseichnen: 


VdS -dt;  dS  = ^.. 


wo  ft  ein  Winkel  zwischen  0 und 
ist.  Ferner  wird  gesetzt: 


Um  diejenige  Hälfte  des  Ellipsoids  zu 
haben,  welche  auf  einer  Seite  der  Ebene 
xy  liegt,  muss  man  nun  dS  nach  V in- 


a . sm  </> 

u—  — — sin  <i  — — i 

V(a*— c»)  ¥ *in  P 


xy  negi,  muss  mau  uuu  «»*j  umms  v •**  eg  wird  dann  der  Winkel  in  den 
tegriren , indem  man  w von  1 nach  0 Grenzen  0 und  /u  variiren. 

.UahiTPn  lässt.  und  das  ß-anze  ElÜDSOid  vf«,™  orhalt  hioraus: 


abnehmen  l&sst,  und  das  ganze  Ellipsoid 
S ist  das  Doppelte  dieses  Ausdruckes. 
Man  hat  also: 


S--2  fl^L- 

s-  2J  0du  v 


Ehe  wir  den  Werth  von  t hier  cin- 
zetzen , machen  wir  noch  einige  Trans- 
formationen. 


Man  erhalt  hieraus: 

a 7 . 

na6(l r r sin  »/ *) 

a*  — c* i 

* cosy  }(1— *’  »in'/ ') 

. -SM«1—1)  rf  d±  _1_ 

S-  « J 0 dtf.  »in (f 

Aber  wenn  man  die  vorletzte  Glei- 


ormationen.  , ■■ „ . 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Grössen  der  chung  differenxiirt,  erhält  man: 


t 
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*.  _rf  at it 

sin y.  sin»/.  sin'/2  siny  sin y 1 y(l — Ä*  siny*) 


d<f 


und  ausserdem  ergibt  sich  durch  Differentiiren: 

.cos»/ V(1 — k*  siny*)  ...  . 

J—i-  — V(l  — Ar^sm'/’)  d'f  4- 


7i  ab 


a 7 — c*  V(1 — i,siny*)’ 


d'f 


sin'/. 


V(l  — Jb*sin  (f-*) 

d'f 


sin  f * V(l— siny*)’ 

Mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  * aber  erhält  man  noch: 

— 2 V(a*— c7)  _p  ftgy  V(l—  t*Bin/<*) 

a </'/  sin'f  Ltg^VU  — ib  * sin  y-  *) 

ft+*  (te.  C ^(»iay1— »ln/.»))] 

+ K(^*) 1(“' — c')m— **  »in  „■)  <*»  +pfi=^n-^]- 
Setzt  man  diese  Wcrthe  in  den  von  S ein,  so  ergibt  sich  durch  Integration: 

S= 2ti  c*  +y^J7ZT£t}  IC*1*  — c‘) y*o  W1“  **»'“ '/*)<*'/ 

+ c>  __*t 1 

•/  O V(1 — - t*8in'/*)J 

Nach  der  Legcndre'schen  Bezeichnung  (siehe  den  Artikel : Elliptische  Trans- 
cendenten)  setzt  man: 

d'f 


F(H’k)  f o |/(1 — A*  sin'/  *)’ 

E (,“>*)  = f V(l— A*sin  y *), 

*>  0 


und  dann  ist: 


2 rtb 


S = 2*c'  + Ua>-c>)E(H,k)+c'  F(ju,k)]. 

r(rt  — c*) 


') 


Der  Ausdruck  S setzt  sich  also  aus  einer  Constante,  einem  elliptischen  Inte- 
gral erster  und  einem  zweiter  Gattung  zusammen. 

Ist  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid , das  durch  RotAtion  um  die  grosse 
Axe  entstanden  ist,  so  hat  man: 


6 = c,  k = 0,  fi  - arc  cos 


Sz=2n  6a-f  2n 


o3  b 


arc  cos 


G> 


V(o3 Ä7) 

Ist  es  aber  durch  Rotation  um  die  kleine  Axe  entstanden,  so  ist: 

i 

n — b,  A = l, 

S=2,  t>  + lg  t+K**— *’) 

V(A*  — c»)  ,g6-V(62— c») 

Die  Uebcreinstimmuug  dieser  Formeln  mit  den  oben  entwickelten  ist  leicht 
ersichtlich. 

Der  hier  gegebene  Ausdruck  für  die  Oberfläche  des  allgemeinen  Ellipsoids 
kann  auf  verschiedene  Arten  entwickelt  werden.  Die  hier  angewandte  rührt  von 
J.  A.  Serret  her. 
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Quadraturen , ZnrflckfBhrung  der 
Dtfferenxlalgleictmngen  anf  (Analysis*. 

1)  Einleitung.  Die  Zurückführung 
auf  Quadraturen  enthalt  das  bis  jetzt  am 
meisten  angewandte  Mittel  zur  Auflösung 
oder  vielmehr  zur  Reduction  der  Diffe- 
renzialgleichungen. — Die  Worte:  „Auf- 
lösung einer  analytischen  Aufgabe“  wer- 
den in  sehr  verschiedenem  Sinne  ge- 
braucht. Man  sagt  z.  B.,  dass  die  alge- 
braischen Gleichungen  bis  einschliesslich 
zum  vierten  Grade  auflösbar  seien,  womit 
eben  nur  gemeint  ist,  dass  diese  Auf- 
lösungen sich  auf  ein  bereits  zuvor  be- 
handeltes Problem  der  Ausziehung  von 
Wurzeln  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  h. 
auf  die  Wurzeln  solcher  Gleichungen, 
deren  erstes  Glied  ein  Binom  ist,  zurück- 
führen lasse.  Man  spricht  aber  auch 
von  der  allgemeinen  Auflösung  der  al- 
gebraischen Gleichungen , und  versteht 
darunter,  da  eine  allgemeine  Zurückfüh- 
rung dieses  Problems  etwa  auch  auf 
Wurzeln  binomischer  Gleichungen  un 
möglich  ist,  irgend  eine  Methode,  welche 
geeignet  ist,  in  jedem  gegebenen  Falle 
zur  Kcnntniss  der  Wurzeln  der  Gleichung 
zu  verhelfen.  Der  Unterschied  zwischen 
beiden  Arten  der  Auflösung  ist  also  der, 
dass  im  ersteren  Falle  eine  Reduction 
auf  ein  anderes  einfacheres  Problem  ein- 
tritt,  im  zweiten,  das  Problem,  welches 
ursprünglich  vorliegt,  direct  angegriffen 
wird,  und  dazu  dient,  die  Wurzeln  zu- 
gleich zu  definiren  und  Ausdrücke  dafür 
zu  finden. 

Ganz  Aehnliches  findet  bei  den  Diffe- 
renzialgleichungen statt.  Auch  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 

y) 

deßnirt  völlig  die  Function  von  x,  welche 
hier  mit  y bezeichnet  ist,  und  nur  in 
besonder,)  Killen  kann  ca  gelingen,  die- 
sen Ausdruck  auf  eine  schon  vorher 
bekannte  Form,  also  i.  B.  auf  eine  Auf- 
lösung einer  andern  Differenzialgleichung 
von  der  Gestalt 


zu  rück  zu  Fuhre  ll , welche  letztere  in  der 
That  mit 

also  mit  einer  Quadratur  identisch  ist. 
Ira  Allgemeinen  dagegen  giebt  jede  Dif- 
ferenzialgleichung oder  jedes  System  von 
Differenzialgleichungen  eine  neue  Art, 
eben  durch  dieselben  definirter  Trans- 
cendenten.  Es  kann  sich  also  nur  darum 


handeln,  Methoden  für  die  Gewinnung 
dieser  Transccndenten  und  zur  Ermitt- 
lung ihrer  Eigenschaften  aufzufinden. 

Dies  geschieht  entweder  durch  unend- 
liche Reihen , oder  durch  algebraische 
Gleichungen,  deren  Coefficienten  der- 
gleichen Reihen  sind,  oder  auch  durch 
Angabe  von  Methoden , welche  geeignet 
sind,  bei  numerischen  Wcrthcn  von  x 
das  zugehörige  y bis  zu  einer  beliebigen 
Annäherung  zu  ermitteln.  Eben  so 
wichtig  aber  ist  cs,  an  die  Differenzial- 
gleichungen selbst  eine  Untersuchung 
der  Eigenschaften  derjenigen  Transcen- 
denten  zu  knüpfen,  welche  sic  definiren. 

So  z.  B.  weiss  man  immer,  wenn  diese 
Transccndenten  doppelt  periodisch  sind, 
dass  sie  sich  auf  elliptische  Funktionen 
zurückfiihren  lassen,  dass  sie,  wenn  sie 
immer  eindeutig  und  continuirlich  blei- 
ben, sich  in  die  Form  von  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  geordneten,  immer 
convergircnden  Reihen  bringen  lassen 
u.  s.  w.  Indcss  zu  einer  solchen  Auf- 
fassung des  Problems,  welche  allerdings 
als  die  eigentliche  uud  allgemeine  Auf- 
lösung zn  betrachten  ist,  hat  man  eben 
in  neuester  Zeit  erst  den  Grund  gelegt, 
und  im  Uebrigen  muss  man  sich  daher 
begnügen,  die  Fälle  zu  ermitteln,  wo  die 
Differenzialgleichungen  eomplicirterer  Art 
sich  auf  einfachere  (z.  B.  partielle  Diffe- 
renzialgleichungen auf  totale,  und  die 
einfacheren  totalen  auf  Quadraturen)  zu- 
riiekführen  lassen.  — Dies  letztere  Pro- 
blem wird  uns  hier  also  hauptsächlich 
beschäftigen.  Es  ist  jedoch  nölhig,  anf 
die  Cla&sificirung,  Entstehung  nnd  Auf- 
lösung der  Differenzialgleichungen  hier- 
bei etwas  näher  einzugehen. 

2)  Eintheilung  der  Differen- 
zial gleichungen. 

Man  kann  jeder  Differenzialgleichung 
eine  doppelte  Gestalt  geben,  je  nachdem 
man  die  Differenziale  selbst,  oder  die 
entsprechenden  Differenzialquoticntcn  ein- 
führt. Gehen  wir  zunächst  von  der  letz- 
teren Gestalt  aus. 

I.  Eine  Differenzialgleichung  oder  ein 
System  solcher  Gleichungen  wird  total 
oder  partiell  genannt,  je  nachdem  alle 
darin  vorkommenden  Differcnzialquotten- 
ten  nach  derselben  unabhängigen  Va- 
riablen genommen  sind , oder  mehrere  • 
von  einander  unabhängige  Variablen 
nnd  die  nach  ihnen  genommenen  Diffe- 
renzialquotienten darin  Vorkommen.  Die 
allgemeine  Form  einer  totalen  Differen- 
zialgleichung ist  also; 


r 
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i » 


l)  A*>  •••  5?.  gf  • • • ■■  ■ ^ 

” dx  dx  dx  dx  dx*  dxp 

A=0. 

0 / 


dPy 


dxP 


Die  allgemeine  Form  einer  partiellen  Differenzialgleichung  dagegen : 

2)  A*.>  *..•••  jr.  •••»,.  ^ ^ • • • 


dx,  dx, 

dx/  dx,»’  dx^;*** <v’*’ v” 


* dx, 


n d’y, 


cDy,  dly»...dPyn 


dP 


dx,^ 


dx  P 

s 


y»  ^ =0. 


Eine  partielle  Differenzialgleichung 
kann  1,  2,  3 • • • unabhängige  Variablen 
haben ; die  Gleichnng  2)  hat  s unabhän- 
gige Variablen. 

II)  Eine  Differenzialgleichung  heisst 
1 ter,  2ter  •••  u.  s.  w.  ntcr  Ordnung, 
wenn  der  höchste  darin  vorkommende 
Differenzialquotient  von  der  lten,  2ten 
• • • nten  Ordnung  ist.  Die  hier  gege- 
bene Gleichung  1)  ist  von  der  pten 
Ordnung.  — Man  kann  aber  auch  von 
der  Ordnung  p einer  Differenzialgleichung 
in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Variable 
yn  sprechen. 

III)  Auch  werden  die  Differenzial- 
gleichungen nach  der  Anzahl  der  in 
ihnen  enthaltenen  Variablen  cingetheilt. 
Die  Gleichung  1)  enthält  «-fl  Varia- 
blen. Bei  partiellen  Differenzialgleichun- 
gen muss  hinzugefügt  werden , wie  viel 
unabhängige  Variablen  darunter  sind. 
Gleichung  2)  hat  n-f  * Variablen,  worun- 
ter s unabhängige. 

Wir  werden  uns  jetzt  zunächst  mit 
den  totalen  Differenzialgleichungen  be- 
schäftigen. 

Für  dieselben  gilt  folgender  wichtiger 
Lehrsatz : 


. dt  d*z  dP*\-n 


ausser  s noch  die 
und  ihre  Diffe- 


welche  natürlich 
Grössen  z,  y,  • • • 

renzialquotientcn  enthält,  schreiben: 

dz  dzt  dit  dzn — 1 

^ = **’  rfT“54"’  ~dx~  =V 

und  die  gegebene  Gleichung  nimmt  dann 
die  Gestalt  an: 


V (2>  * :»  2s» 


• • z 


y 


dt  \ 

_?)  = 

dx/ 


0. 


A)  „Sei 


'/=  o 


eine  Differenzialgleichung,  welche  die 
unabhängige  Variable  x,  die  abhängigen 
y, , y,  • • • yn  und  s enthält,  die  in 


Bezug  auf  y,,  y,  • • • yn  von  einer  be- 
liebigen, in  Bezug  auf  * von  der  pten 
Ordnung  ist,  so  ist  diese  Gleichung  gleich- 
bedeutend mit  einem  System  von  p-Dif- 
ferenzialgleichungcn , die  statt  * die  Va-  <p,  (x,  s, 
riablen  z,  • »•  enthalten,  und  in 

Bezug  auf  alle  diese  von  der  ersten  Ord- 
nung sind.“ 

Man  kann  nämlich  statt  der  Gleichung 


Es  sind  dies  in  der  That  p Glei- 
chungen, welche  nur  die  ersten  Diffcrcn- 
zialquotienten  der  z enthalten. 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

B)  „Jede  Differenzialgleichung  mit 
2 Variablen  x und  *,  welche  von  der 
pten  Ordnung  ist,  ist  gleichbedeutend 
mit  p Differenzialgleichungen,  welche 
p- fl  Variahlen  x,  z,  • • • enthalten, 

und  alle  von  der  ersten  Ordnung  sind.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  aber  auch  um- 
kehren. 

C)  „Ein  System  von  p Differenzial- 
gleichungen mit  p-fl  Variablen  x,  z,, 
z,  . . . z ist  zurückzuführen  auf  eine 

Gleichung  mit  2 Variablen,  welche  aber 
von  der  pten  Ordnung  ist.“ 


Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 
das  gegebene  System  sei: 

• z , £ii_  *a  . . • 

P dx  1 dx 

dz  \ 

• • • =0, 

dx  / 
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" dx 


Quadraturen  — 
dz  \ 

••  -P)  =0, 

dx  ' 


dx 


Zurückf.  auf. 


rfl  . 
</x  ’ 


</r. 


_ü)=0 

dx) 


Aus  diesen  /?  Gleichungen  kann  man  die 

p Differenzialquozienten  . . . 

ox  dx 
Hz 


“*»*"•  V- 


£ entwickeln,  nnd  dieselben  nehmen  wo  die  Zeichen  neue  Func- 


dann  die  Gestalt  an: 

jlT  —f i (•*»  *■ 

-fs  (*|  ‘n  *1 


V' 

V- 


tionen  bedcnten.  Offenbar  kann  man 
nnn  ans  diesen  p Gleichungen  die 
Grossen  s,  ••  • eliminiren,  nnd 

erhält  also  schliesslich  eine  Gleichung 
von  der  Form : 


ds,  d*s, 

*<»  **’  d7’  ^ 


di 

-£=fp(*<  *•>  *« 


V- 


also  eine  Gleichung  p ter  Ordnung  mit 
2 Variablen.  Ist  diese  aufgelöst,  so  sind 
auch  die  Grossen  s,,  s,  • • • s ohne 

Wir  differensiiren  nun  eine  dieser  Glei-  w'itere  Auflösung  v°n  Differenaialglei- 
chungen,  etwa  die  erste,  p-1  mal;  es  chuDgcn  bck“nnt-  Man  setIt  nimllch 
werden  dann  in  den  iwcitcn  Gliedern  dz,  d*z,  d^z, 

der  entsprechenden  Gleichungen,  die  dBnn  r“r  *i» 

Differensialquotienten  der  Grössen  s , ...  p 

s Torkommen,  diese  aber  eliminiren  wir  m‘*  8)  beseichneten  Gleichungen  die  so 
••  n.i,  . ..  . , gewonnenen  Werthe  ein,  nnd  da  die  An- 

m.t  Hülfe  der  übrigen  Gleichungen:  lahl  derselben  p ist,  so  reichen  p-1 


in  die 


*• -f  *■-/• 
dx  dx 


so  dass  man  hat: 


3) 


dx~^1  *****  ' 

d'*,  „ 

~dx'~^  (*’  **>  ** 
(*-  **»  ** 


v- 


P 

-v* 


davon  hin,  um  die  Grössen  t,. 

P 

durch  blosse  Elimination  als  Functionen 
von  x su  bestimmen. . 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Gleichung 
oder  ein  System  von  Gleichungen  von 
der  allgemeinen  Form  1)  leicht  in  ein 
System  verwandeln,  welches  in  Betug 
auf  jede  der  Variablen  erster  Ordnung 
ist.  Zn  dem  Ende  braucht  man  nur  das 
Verfahren  in  A.  wiederholt  ansuwenden. 
Sei  das  gegebene  System  in  Bezug  auf 
Pn  Fs  " * bezüglich  von  der  Ord- 

nnnK  Pd  Pn  * • • P„<  so  setzt  man: 


illl  = z 

dx  ‘ ’ 

dx*  * 

dx^*-‘  Pl 

füül-s  <’). 

dPt~'y. 

dx  1 

dx*  1 

dx?*“'  p' 

• 

. 

• , 

• 

• 

• 
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dx 


E»  verwandelt  sich  dann  die  Gleichung: 


»(*,  Fi,  »z  • 

y"  dx  d*P- 

<*9t  . 
dx 

dx V* 

in: 

i (*.  y..  Jz  • 

-v 

. s 

* *i  » 

dx 


V *.w. 

... 

dz«  , 
_ Pj  J 

1 a- 

!£ 

II 

© 

dx 

dx 

dx 

Die  Anzahl  der  oben  gebildeten  Hiilfsgleichungcn  ist: 

p.+p.+  ••• 

Sei  s die  Anzahl  der  gegebenen  Gleichungen  von  der  Form  y-0,  so  hat  man 
also: 

•+P1+P1  + •••  +Pn_" 

Gleichungen;  die  Anzahl  der  Variablen  in  denselben: 


*.  Jfi.  *1  ’ ** 


(•*) 


■fl- 


ist: 


P.+P.+  • • • +p«+1, 

während  bei  den  ursprünglichen  Glei 
ebungen  dieselbe  n + 1 war.  Der  hanpt 
sächlichste  Fall,  welcher  hier  in  Betracht 
kommt,  ist.  wie  wir  bald  sehen  werden, 

WO 


E)  „Im  Allgemeinen  kann  nach  «lern 
Obigen  jedes  System  von  totalen  Difle- 
renzialgleichungen  auf  ein  anderes  erster 
Ordnung  reducirt  werden. 44 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  auch 
leicht  die  Art  und  Weise,  wie  sich  jedes 


, • lLb^ielnr»W  d”;  System  >-on  totalen  Diff.renzialgleichun- 

der,  wo  i = »,  also  die  Anzani  «er  j « hrinccn  lasst,  welche 

Gleichungen  gleich  der  der  abhängigen  8en  a Diffcrenzialquoticnten  die  Diffe- 
Variablen  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  srnu  der  UW«  Eg  ilt  diese 

Anzahl  der  neuen  Gleichungen . Form  s0  wichtig,  dass  wir  bei  derselben 

p,+p,4-  • • ‘ +Pn>  noch  einen  Augenblick  verweilen, 

also  um  eins  kleiner  als  die  der  Varia-  iEt  2Unächst  die  Anzahl  n der  ahhän- 
blen , oder  ebenfalls  gleich  der  Anzahl  • Variablen  gleich  der  der  Gleichtm- 
der  abhängigen  Variablen.  Hieraus  folgt  gCn^  g0  hat  man,  wenn  diese  auf  bei- 
der wichtige  Satz:  chungen  erster  Ordnung  rcducirt  sin  , 

1»  Jedes  Svstcm  von  totalen  DifTe-  und  man  die  » Differenaialquotienten  aus 
retnUlgÄngL  von  beliebigen  Grd-  ihnen  ermittelt,  folgende  Ausdrucke: 

nungen , wo  die  Anzahl  der  abhängigen  du,  r du,  _ , iy*-r 

Variablen  gleich  dem  der  Gleichungen  =f i>  -jr-f»  "TT 

ist,  kann  verwandelt  werden  m ein  dx  dx  dx 

deres  ähnliches  System,  worin  alle  <j  ei-  ^ dje  Gr5s(.en  f Funvtionen  von  *,y„ 
chungen  von  der  e”,e”  „ ...»  sind.  Also  ergibt  sich  auch: 

jedoch  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  Jf, 

Variablen  sich  entsprechend  vermehrt.  dx  ■ ■ ■ du  dx, 

Nach  dem  Satze  C)  übrigens  ist  da*  dgl—ftdx,  j,  I,  Sn  „ 

letztere  System  gleichbedeutend  mit  einer  und  d;e>  .ft  dic  vt.rlnngtc  Form,  für  die 
Gleichung,  die  eine  abhängige  \ armble  m&[|  RQch  sc|lrcibcn  kann: 
cnthä,t  und  von  der  Ordnung  „ +,.  ^ ^ , +J + . . 

+ • • • -rrn 


+V»  n=0' 
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eine  allgemeinere  Form,  die  man  erhält, 
wenn  man  jede  der  obigen  Gleichungen 
mit  einer  beliebigen  Grösse  multiplicirt 
und  alle  addirt.  Das  ersterc  System 
lässt  sich  dann  leicht  durch  n Gleichun- 
gen von  der  letzteren  allgemeineren  Form 
ersetzen. 


Ist  aber  die  Anzahl  der  abhängigen 
Variablen  grösser  als  die  der  Gleichun- 
gen, so  kann  man  dennoch  dem  System 
eine  ähnliche  Gestalt  geben. 

Ist  nämlich  die  auf  Gleichungen  erster 
Ordnung  reducirtc  Gestalt  des  Systems 
die  folgende: 


fi(*>  iO>  y* 
fi  '*»  y.>  y» 


V 


<i>u 

dx' 


• v 


dx ' 


dx 

dy, 

— . • • • 
dx 


rfVv 

-0, 

dx) 

d,j„\ 

=0, 

dx) 

fs(*>  y i»  y-t 


rfy» 

~dx' 


dl± 

dx 


•••  =o, 

dx>- 


wo  also  s kleiner  als  n ist,  so  kann  man  setzen : 

4)  dyi=PiJ*,  dyi=P*dx  • • • dVn  = pndx, 

wodurch  dann  unsere  Gleichungen  die  Gestalt  annehmen: 

fi  (*»  y i*  y,  • • • y„>  p*.  p,  • • • p„)=o, 

A(x»  yi»  y*  • • • yn>  />»  • • • />n)=o, 


f$(x*  y i>  y*  • • • yn< 

Mit  Hülfe  dieser  j Gleichungen  kann 
man  s der  Grössen  plt  p3  ...  p be- 
stimmen und  in  die  Gleichungen  4)  ein- 
setzen,  die  übrigen  p , an  Anzahl  n — s, 
sind  als  neue  Variablen  zu  betrachten. 
Man  hat  also  wieder  n Gleichungen  von 
der  Form  4)  oder  von  der  allgemei- 
neren: 

Xdx  + ltdyl+X3dy3  + . . . + X du  = 0, 

fl  •'s 

welche  jedoch  ausser  den  n-f  1 Variablen 
x * y i»  y*  • • • y„  noch  « — * neue,  also 

im  Ganzen  2n-fl  — s enthalten. 


P i.  • PM)  = °- 

Es  ist  aber  wohl  zu  merken,  dass 
eine  ähnliche  Form  auch  die  partiellen 
Differenzialgleichungen  annehmen,  die- 
selbe also  als  die  allgemeinste  der  Diffe- 
renzialgleichung zu  betrachten  ist , bei 
welcher  selbst  der  Unterschied  zwischen 
totalen  und  partiellen  Differenzialglei- 
chungen wegfällt.  Um  dies  zu  zeigen, 
wird  es  genügen , wenn  wir  nur  eine 
partielle  Differenzialgleichung  2tcr  Ord- 
nung betrachten,  da  sich  die  Allgemein- 
gültigkeit dieser  Betrachtung  leicht  zeigt. 
Sei  die  gegebene  Gleichung: 


Wir  setzen: 


/ du  du 

*a£.  4. 


d3 


dy  _ dy 

S7,=p' 

3L  = r,  -Ü-=,  Ü=< 

. 2 dx . dx . * är  > ? 


dx,3  7 dxjdaTj  *’  dx,1 

so  ist : 

y (xu  y,  p,  q,  r , s,  0=0, 


und  : 


dy  = pdxl  + qdxi, 


d'y  **y  d*y  \ 

dx,3’  dxjdx,’  dx,3/ 

dq  — sdxl  + tdxi. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  sind  von 
der  vorgeschriebenen  Form  und  enthal- 
ten ausser  den  drei  gegebenen  Variablen 
x,,  x,,  y noch  die  neuen  p,  9,  r,  t,  t , 
also  im  Ganzen  8,  von  denen  jedoch 
eine,  z B.  /,  durch  die  Gleichung  y>  = 0 
climinirt  wird , so  dass  3 Gleichungen 
mit  7 Variablen  übrig  bleiben.  Wie 
leicht  zu  sehen,  tritt  dasselbe  ein,  wenn 
ausser  y noch  andere  abhängige  Varia- 
blen gegeben  sind. 
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3)  Ueber  eine  Gleichung  erster 
Ordnung  mit  2 Variablen. 

Lehrsatz.  Jede  Differenzialglei- 
chung von  der  Gestalt 

1)  dy=f(x,  y)  dx 

l&sst  sich  aufiösen  durch  einen  Ausdruck 
von  der  Gestalt 

y (x,  y>  <0=0,  oder:  y = i /»(x,  er) 

oder:  *(x,  y)  = cr. 

Offenbar  lässt  sich  nämlich  jeder  dieser 
3 Ausdrücke  auf  die  Form  der  beiden 
andern  bringen. 

« ist  eine  willkürliche  Constante,  die 
man  der  Art  bestimmen  kann,  dass  man 
y für  einen  gegebenen  Zahlenwerth  von 
x einen  beliebigen  Werth  annchmcn 
lässt. 

Die  so  gefundene  Gleichung  heisst 
Integralgleichung.  Im  engern  Sinne 
aber  wird  der  Ausdruck  /(z,  y)  selbst, 
welcher  in  der  letzten  der  3 Formen 
gleich  einer  Constante  « war,  Integral 
genannt.  Es  lässt  sich  also  ein  Integral 
der  Gleichung  1)  auch  definiren  als  eine 
Function  von  x und  y,  welche  durch 
die  Gleichung  1)  einer  Constante  gleich 
wird. 

Wir  beweisen  den  obigen  wichtigen 
Satz,  indem  wir  die  gegebene  Differen- 
zialgleichung einer  ähnlichen  Betrachtung 
w-ic  der,  welche  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Quadraturen  ergeben,  un- 
terziehen. 

Seien  x0,  jr„  x%  • * . x solche  im 

Uebrigen  beliebige  Wcrthc  von  x,  von 
denen  jeder  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden  unterscheidet, 
sind  ferner  y#,  ylt  ya  • • * ys  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  y,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  y als  Function  von 
x betrachtet,  so  hat  man  bekanntlich : 

dx  x - , — x 

1 $ 

und  cs  führt  demnach  die  Gleichung  1), 
wenn  man  nach  und  nach  für  x die 
Werthe  x,,  x,  • • • x setzt,  zu  folgen- 
dem Resultate : 

2)  y.  =y.+(*i  y.). 

y.=yi+(*.-*i)r(*,,  y,). 
y»=y .+(*«-*>)/■(*,.  y,), 


y,  =y,- , +(*,  y,_ , )• 


Man  kann  diese  Gleichungen  als  ein 
System  recurrentcr  Beziehungen  betrach- 
ten, demzufolge  für  gegebenes  x0  sich 
y0  ganz  willkürlich  bestimmen  lässt ; 
nach  dieser  Bestimmung  werden  sich  durch 
alltnäliges  Einsetzen  die  Grössen  y|t 
y,  ...  y^  völlig  eindeutig  ergeben,  so 

lange  f(x , y)  eindeutig  bleibt  und  nicht 
discontinuirlich  wird.  Im  letztem  Falle 
würde  nämlich  ein  Fortschreiten  von 
einem  Werthe  von  y y^  zu  einem  nächst- 
folgenden j nach  den  Regeln  der 

Differenzialrechnung  nicht  mehr  möglich 
sein.  Die  Gleichungen  2 geben  also 
für  jeden  Werth  von  yg,  den  wir  jetzt 

mit  y bezeichnen  wollen,  einen  entspre- 
chenden Ausdruck,  der  eine  willkürliche 
Constante  o = y0  enthält;  es  ist  also  das 
Vorhandensein  eines  Integrals  erwiesen, 
und  selbst  im  Allgemeinen  ein  Verfah- 
ren, ähnlich  dem  der  mechanischen  Qua- 
dratur, gegeben,  durch  welches  man  bei 
gegebenem  Zahlenwerthe  von  y dies  In- 
tegral näherungsweise  erhalten  kann. 
Desto  genauer  wird  diese  Näherung 
sein,  je  mehr  Zwischen  werthe  xJt 

x,  . . . man  zwischen  x,  und  x 

cinschiebt.  Addirt  man  alle  Gleichun- 
gen 2,  so  erhält  man  noch: 

y, =y.+lin> [(*,-*.) /■(*.,  y.) 

+(*■  —*»)/(*».  yi)+  . • . 

+ »,_,)]• 
oder  gemäss  der  bekannten  Bezeichnung 
der  Quadraturen : 

3)  y,  =y.+  f */(*.  y)Jx> 

oder : 

y-yo+f  /■(*>  y)dx< 

X9 

y nimmt  also  die  Form  einer  wirklichen 
Quadratur  an. 

Es  ist  eben  hierbei  nur  zu  bemerken, 
dass  y in  f(xy  y)  als  Fnnction  von  x 
betrachtet  werden  muss,  die  aber  durch 
keinen  allgemeinen  Ausdruck,  sondern 
durch  die  Beziehungen  2)  für  jedes  Glied 
unter  dem  Integralzeichen  bestimmt  ist. 
Auf  diese  Weise  ist  auch  f(x,  y)  als 
eine  Function  von  x allein  zu  be- 
trachten. 

Ist  übrigens  /‘(x,  y)  eine  monogenc 
Function  von  x und  y,  d.  h.  eine  sol- 
che , wo  die  Art  des  Zuwachses  von  x 
und  y (ob  derselbe  reell  oder  imaginär 
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§ei)  auf  den  Werth  der  Ableitungen 

^ und  ~ keinen  Einfluss  ausübt  (ver- 
ox  «y 

gleiche  den  Artikel:  Quantität),  so  sind 
die  Grössen  yM  ya  • • • y$  als  Summen 

von  solchen  Functionen  zu  betrachten, 
und  thcilen  also  diese  Eigenschaft.  Es 
ist  also  f(x , y)  eine  monogene  Function 
von  x,  wenn  man  y als  Function  von 
x betrachtet.  Hieraus  und  aus  der  Form 
der  Quadratur,  welche  wir  in  3)  der 
Grösse  y gegeben  haben,  folgt  dann  die 
Allgemeingültigkeit  des  in  dem  Artikel: 
analytische  Quadraturen  bewiesenen 
Satzes,  dass  der  Werth  von  y^  auf  ganz 

dieselbe  Weise  erhalten  wird,  welches 
auch  die  Zwischenwerthe  x|t  x%  • • • 
x seien,  d.  h.  für  jede  zwei  Inte- 
gra tionswege , wenn  nur  Anfangs-  und 
Endpunkt  x9  und  xg  sind,  und  sich  in  dem 

von  beiden  Wegen  begrenzten  Theile 
der  Ebene  kein  vielfacher  und  kein  Dis- 
continuitätspunkt  der  Function  /* (jt,  y) 
befindet.  (S.  den  Artikel:  analytische 
Quadraturen,  Abschnitt  8 bis  15) 


4)  Theorie  des  Eulerschen  Mul- 
tiplicators. 

Sei  gegeben  die  Differenzialgleichung 

1)  Pdx  -f-  Qdy  — 0, 

wo  P und  Q Functionen  von  x und  y 
sind,  und  das  Integral  derselben,  dessen 
Existenz  nach  dem  Obigen  feststeht,  sei 
unter  der  Gestalt  gegeben: 

2)  /'(*.*)  = «'. 

wo  a die  willkürliche  Constante  ist. 


Durch  Differenziiren  der  Gleichung  2) 
ergibt  sich  dann: 


eine  Gleichung,  die  mit  1)  verglichen 
zeigt,  dass 


oder  wenn  man  nnter  eine  nnbe- 
itimmte  Funktion  von  x und  y ver- 
steht : 


4)  * P=A1  MQ=V 

Verstehen  wir  unter  <Jx,  Jy  willkürliche 
Aenderungen  von  x und  y,  bei  welchen 
also  nicht  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
durch  Gleichung  1)  gegebene  Relation 
zwischen  denselben  stattfindet,  und  neh- 
men wir  die  Zeichen  dy,  dx  nur  dann, 


wenn  letzteres  stattflndet,  so  dass  also: 

dy P 

dx  (J* 

dagegen  vollständig  willkürlich  ist; 
setzen  wir  ferner  immer: 


und: 


Jr=%  Jx+%  *•’ 


so  ist  wegen  der  Gleichungen  4) 
5)  M (PJx-t-MQJy)  — 


d.  h.:  „Es  lässt  sich  zu  jeder  Differen- 
zialgleichung von  der  Gestalt  1)  ein 
Faktor  M bestimmen,  derart,  dass  dann 
das  erste  Glied  der  bezüglichen  Glei- 
chung ganz  abgesehen  von  der  durch 
dieselbe  gegebenen  Relation  ein  voll- 
ständiges Differenzial  einer  Function  von 
2 Variablen  wird.“  Dieser  Factor  M 
wird  Eulerscher  Multiplicator  oder  inte- 
grirender  Faktor  genannt. 

Ist  der  Multiplicator  bekannt,  so  lässt 
sich  das  Integral  augenblicklich  finden. 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  Gleichung 
5)  y constant  denkt,  was  geschehen  kann, 
da  x und  y hier  als  völlig  willkürlich 
zu  betrachten  sind: 


r=  fx  NPdx+r„ 

wo  x,  eine  beliebige  Zahl,  und  f,  der 
entsprechende  Weith  von  f ist,  wel- 
cher also  noch  eine  Funktion  von  y 
sein  wird. 

Setzt  man  x„  für  r in  Gleichung  5), 
so  wird  Jx,  =0,  und  mögen  M,  Q unter 
dieser  Voraussetzung  die  Werthe  Mt,  Qt 
annehmen,  so  ist: 

dfa  ~ 0.  dy, 

f.  ~ (y  M.Q.dy, 

wo  y0  ebenfalls  eine  beliebige  Zahl  ist, 
also  das  Integral  der  Gleichung: 

Pdx -f-  Qdy 

wird  sein : 


6)  /*(x,  y)zzfX  MPdx+ 

•*  T . 
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(Vergleiche  den  Artikel:  analytische  Qua- 
draturen, Abschnitt  56  ) 

Nach  Auffindung  des  Multiplicators 
wird  also  die  Auflösung  der  Differen- 
zialgleichung auf  eine  blosse  Quadratur 
zurückgeführt. 

„Ist  umgekehrt  das  Integral  der  Glei- 
chung 1)  in  irgend  einer  Form  gegeben, 
so  kann  man  sogleich  den  Multiplicator 
finden.“ 

Die  Gleichung  5)  folgt  nämlich  un- 
mittelbar, wenn  das  Integral  die  Form 
f(x,  y)  = n hat: 

7>  "=m=  w 

Ist 

f(x,  y)  = rt 
ein  Integral,  so  ist  auch 

'/  [/■(•*%  y))=ß 

ein  solches,  denn  es  ist  dann  , 

nlso  gleich  einer  Con6tantcn,  die  ganz 
willkürlich  ist,  wenn  dies  bei  « statt- 
findet. Setzt  man  y (f)  statt  f aber  in 
die  Gleichung  7) , so  erhält  man  einen 
andern  Multiplicator : 

_ »sSÜ.  -Mü  b-L- hjS0  « 

“ fix  ""  if  Täx  ~ df 

„Es  gibt  nlso , da  y eine  willkürliche 
Function  ist,  unendlich  viel  Multiplica- 
toren.“ 

Setzen  wir  noch  = i )> ( f ),  so  ist: 

8)  jr=e<n. 


*}>(/)  ~ »/'(«)  ist  nber  einer  Constanten 
gleich  und  mithin  ein  Integral. 

„Alle  Integrale  lassen  sich  nun  auf 
die  Form  y>(f)  — y bringen,  wo  y eine 
Constante  ist,  und  f—n  irgend  ein  In- 
tegral.“ 

Denn  sei 

/ (*,  y)  = cT 

ein  anderes  Integral , von  dem  wir  an- 
nehmen, es  habe  diese  Form  nicht,  so 
Hesse  sich  mittels  dieser  Gleichung  und 
f (*»  y)  — n etwa  y eliminiren,  und  man 
erhielte 

* c») = »/'  («, 

also  gleich  einer  Constanten;  es  müsste 
also  auch  x constant  sein,  eine  Bedin- 
gung, welche  der  Differenzialgleichung 
1)  widerspricht 

Aus  diesem  Satze  und  der  Gleichung 
8)  folgt  nun: 

„Jedes  Integral  ist  gleich  dem  Ver- 
hältnis zweier  Multiplicatorcn.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren, 


d.  h.  „Das  Verhältnis  jeder  beliebigen 
zwei  Multiplicatorcn  ist  immer  ein  In- 
tegral.“ 

Denn  sind  M und  jüP  Multiplicatorcn, 
so  ist  nach  Gleichung  5): 


MPJx+MQJy  =Jf} 
M’PJx+M'PJy=öf', 

wo  f und  f'  der  Definition  zufolge  In- 
tegrale sind.  Man  hat  aber  nach  dem 
Obigen : 


jr=d-ipjr, 


also,  wenn  man  die  zweite  Gleichung 
durch  die  erste  dividirt: 


df 


also  ist  dieser  Quotient  in  der  Tliat  ein 
Integral.  Also: 

„Sind  2 Multiplicatorcn  bekannt,  so 
führt  einfache  Division  statt  der  Qua- 
dratur zur  Bestimmung  des  Integrals.“ 

Im  Allgemeinen  hat  man  jedoch  kein. 
Mittel,  auch  nur  einen  Multiplicator  einer 
gegebenen  Differenzialgleichung  von  vorn 
herein  aufzufinden,  und  ist  es  daher  un- 
möglich, dieselben  immer  auf  Quadra- 
turen zurückznluhren.  Nur  in  einem 
allgemeineren  Falle  gelingt  die  Auffin- 
dung des  Multiplicators.  Um  diesen  Fall 
zu  ermitteln,  setzen  wir  wieder: 


MPJx-\-MQJy-df, 
Pdx+Qdy= 0. 

Aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich: 


und  wenn  man  die  erste  von  diesen 
Gleichungen  nach  y,  die  zweite  aber  nach 
x differenziirt : 


*'±- 

dxdy  dy  dy  ‘ dx  dx 
d.  h.  wenn  man  beide  Seiten  mit 

• <k=—j,dy 

inultiplicirt : 

xoP  . JM  , <<(>  J dM  . 

M- — dx—  (>— - du— M -~-  dx-\-(J-?~  J-tV 
cy  ' dy  y dx  dx 

oder: 


Die  Seite  rechts  gibt  ein  vollständiges 
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Differenzial  die  Seite  links  ist  also  nur  x enthalte,  also  dass 
venn  der  Ausdruck  ^ p 

x enthält,  und  unter  dy 


(»L- 

dß\ 

V dy 

dx/ 

dieser  Bedingung  ist: 


ist.  Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man 

/ 1 (»P  0Q\  i in,cgrirt: 
log  p Tx)  dx,  P=9V< *)+*(.*)■ 

Die  Integrations-Constante  kann  nämlich 


M = e 


— — eine  beliebige  Function  von  x sein,  da 

Q \vy  ox  / nnr  nach  y integrirt  wird  Unsere  Diffe- 

renzialgleichung hat  also  die  Gestalt: 

Um  die  Gestalt  der  Differenzialgleichun- 
gen, für  welche  diese  Bestimmung  des  9)  dy  -f- y rf  (x)  dx  ■+■  tp  (j)  dx  = 0, 

Multiplicator  statt  hat,  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dass  sich  die  Gleichung:  d.  h.  sie  enthält  y nur  in  der  ersten 

p,  Potenz.  Man  nennt  sie  eine  lineare 

1 Differenzialgleichung.  Es  ergibt  sich 

immer  auf  die  Form  bringen  lässt:  dann: 

dy+/>dx=0,  üf  — e/X*)**. 

P 

indem  wir  nämlich  P für  - setzen.  Es  Um  das  Integral  zu  bestimmen,  wenden 
. , . . . y . wir  Formel  6)  an.  Es  ist  offenbar, 

kaun  also  auch  unbeschadet  der  Allge-  wcnn  wir  di#  /ntegration  im  Exponenten 
memheit,  0=1  gesetzt  werden.  Ls  ist  von  „ mjt  ^ be^nnon. 


dann: 


/ 


M-e 

unter  der  Bedingung,  dass  der  Ausdruck 

f(*> 


!H-e 


f f(# 

‘ ^ , *.  = 1. 
' 1» 

/x  C v(*)Jx  r*  f 7 (*) dx 

e'  x.  >/(x)dx  + J xe  x"  K 

era 

/ 


0=1. 

c 

y.(x)rfx+y  = n. 


Offenbar  aber  l»sst  sich  die  erste  Quadratur  ausfuhren.  Es  ist  nimlich,  wenn 
man: 


setzt : 
also: 


<f.  (x)dz  = u 

r. 

du  — (f  (x)  dx, 


e“rfu  = e“-l, 


rx  I fW*  ...  r 
I *J  *.  y (*)<**=  / 

J x.  7 o 

I hat  die  Form: 

rx  f 7 (*)dx  f l (,x)dx 

I eJ  x,  ip{x)dx+ye'  x,  =a 

* X. 


also  das  Integral  hat  die  Form: 


x9  ist  ganz  beliebig  zu  nehmen. 
Ist  z.  B.  gegeben  die  Gleichung: 

dy  -f  ydx  4*  ip  (<*)  dx  = 0, 

wo  also 

7 (x)  = 1 

zu  setzen  ist,  und  nimmt  man 


so  kommt: 


*.=o, 

*+  W 
J o 


t dx  — «. 


Es  gelingt  indes»  die  Zuriickfuhrung  der 
Gleichung  9)  auf  Quadraturen  auch  in 
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anderer  Wci«e,  ohne  die  Theorie  de« 
Multiplicators  anzuwenden. 

Setzen  wir  nämlich 
y=u  v, 

und  wird  hierbei  Vorbehalten,  eine  der 
Functionen  u und  v in  irgend  einer 
Weise  zu  bestimmen,  wo  dann  die  an- 
dere immer  noch  unbestimmt  bleibt,  also 
so  genommen  werden  kann,  dass  sie  der 
Gleichung  9)  gemäss  wird,  so  verwandelt 
eich  diese  Gleichung  in: 

10)  udv  1 du  4-  uv  7 (x)  dx  -f  ip  (x)  dx  = 0. 
Die  Grösse  v bestimmen  wir  nun  durch 
die  Gleichung: 

dv+vq  (x)dx  = 0, 

d.  h. 

dv  , , , A 
— +?  (x)dx  = 0, 

oder  da  beide  Glieder  berechnet  werden 
können : 


'61'+  f y (*)</*  = 0, 

-f  7 (*)<**> 

v = e x‘ 

die  Gleichung  10)  aber  wird  jetat : 
rdu  — — dx, 
oder  wegen  de«  Werthe«  von  ®: 


du- r- 


f 7 (x)  dx 


ift{x)dxy 


rx  f 7 (*)  dx 
I ff  x,  >p(x)dx-a. 


wo  a eine  Constante  ist,  und  da  y = wr 
war: 


-f  rx  f ..  1 

-y  = e f x,  | J ‘ß  x,  + 


Dies  ist,  wdc  leicht  zu  sehen,  das  oben 
gefundene  Integral. 

5)  Singuläre  Integrale. 

Es  waren  die  Gleichungen: 

1)  M(PJx+QJy)  = dfy 
und 

2)  Pdx+  Qdy  = 0 
gegeben.  Wenn  man 

f=n. 

also  gleich  einer  Constante  setzt , so 
wird 

df~0 

sein,  und  die  erste  Gleichung  mit  Hin- 
weghebung des  Faktors  M der  andern 
identisch  werden.  Die  Gleichung 
ist  also  das  allgemeine  Integral  von 
Pdx  + Qdy  = 0.  Specialisirt  man  die  Con- 
stante indem  man  ihr  einen  beliebigen 
Zahlcnwerth  gibt,  so  hat  man  ein  parti- 
kuläres Integral,  d,  h.  ein  solches,  wel- 
ches keine  willkürliche  Constante  mehr 
enthält,  aber  in  dem  allgemeinen  einge- 
schlossen ist.  Indessen  kann  cs  anch 
Gleichungen  geben,  die  ohne  eine  will- 
kürliche Constante  za  enthalten,  die 
Gleichung  2 erfüllen  und  nicht  in  dem 
allgemeinen  Integral  enthalten  sind.  Die- 
selben heissen  singuläre  Integrale.  Um 
dieselben  zu  ermitteln,  bemerke  man, 
dass  man  bat: 


Pdx  + QJy  = ±Jfy 


und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich 
auch  noch  die  Gleichung  2),  wenn  man 
setzt: 

1=0,  d.  h.  M=  00. 

Jjl 

Ist  diese  Gleichnng,  wie  es  doch  im 
Allgemeinen  der  Fall  sein  wird,  nicht 
in  f=.a  eingeschlossen,  so  stellt  dieselbe 
also  das  singuläre  Integral  dar;  d.  h. 
„Man  erhält  das  singuläre  Integral,  wenn 
man  den  Mnltiplicator  unendlich  setzt.“ 
Sei  jetzt  das  allgemeine  Integral  un- 
ter der  Form 

y (*t  y.  «0=0, 

di«  Differenzialgleichung  unter  der  Form 
£=*<*’  & 

oder 

dy-i/'(x,  y)  dx  — 0 

gegeben.  Es  soll  untersucht  werden,  ob 
und  welche  singuläre  Integrale  Vor- 
kommen. 

Man  hat  offenbar,  wenn  man  sich  n 
als  variabel  denkt,  also  « durch  die 
Gleichung 

7 (*.  y,  «)  = 0, 

woran«  sich 

«=/■(*.  y) 
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ergibt,  bestimmt: 


slso : 


rJI+%*'=  -tJ“' 


Vergleicht  man  aber  diese  Gleichung 
mit 

rfy— V-(sr,  y)  rfx=0, 

80  erhält  man : 


dx 


da 


nnd  wenn  man  ir  constant  setzt , was 
wir  dadurch  andeuten,  dass  wir  das 
Zeichen  d mit  d vertanschen: 


V (*.  jr)  = - 


dtp 

Tx 

dJL 

% 


woraus  sich  dann  ergibt: 


dys 


*»-*(*.  y)t!x=dy+_dxjx= 

dtp  — 

4-  <>y 

dy 


d.  b. 


<fy-ip(.x,  y)  Jx  = - 


des 

r« 


da. 


Diese  Gleichung  führt  auf  dy  — ip(x,y)dx 
= 0 zurück,  wenn  a = Const.  Dies  ist 
das  allgemeine  Integral ; dies  ist  also : 

'/(*>  y.  «)=0. 

Die  Differenzialgleichung  ist  aber  auch 
erfüllt,  wenn 

dtf. 


dy 


d.  h. 


d±=0,  £=«. 
da  dy 


Jedo  dieser  beiden  Gleichungen  kann 
singuläre  Integrale  geben,  wenn  man  a 
mittels  der  Gleichnng  #/ = 0 eliminirt. 
Es  ist  jedoch  dazu  nöthig,  dass  dieselben 
nicht  in  der  Gleichung  f-u  enthalten 

Werth  5— = 0 nicht 
da 


sind,  und  dass  der 


zugleich  ~ =r  0 mache,  oder  — cc , nicht 
dy  dy 

^ zzco  mache,  da  sonst  der  oben  gege- 
dnr 

bene  Factor  nicht  Null  zu  werden  braucht. 
Die  singulären  Integrale  sind  von  der 
willkürlichen  Form,  welcher  man  der 
Gleichung  Pdx  + (Jdy  — 0 gibt,  abhän- 
gig. Multiplicirt  man  nämlich  diese 
Gleichung  mit  einem  beliebigen  Faktor 
9(x,y),  so  gibt  dieser,  gleich  Null  ge- 
setzt, offenbar  ein  singuläres  Integral  der 
Gleichung : 

9 . Pdx+9  • (Jdyzz 0. 


0a 

^y 

Umgekehrt  kann  man  der  Gleichung  eine 
Form  geben,  wo  sie  kein  singuläres  In- 
tegral mehr  hat,  und  zwar  geschieht  dies 
durch  Multiplication  mit  dem  Multiplica- 
tor  denn  die  Gleichung: 
MPdx+MQdy  = df 

wird  nur  mit  MPdx  + MQdy  — Q identisch, 
wenn  man 

f=a 

setzt.  — Es  gibt  gewisse  Kegeln,  welche 
lehren,  das  singuläre  Integral  selbst 
dann  noch  zu  finden,  wenn  man  das 
allgemeine  nicht  hat.  Indessen  entbeh- 
ren dieselben  in  der  gewöhnlich  ihnen 
gegebenen  Form  der  Schärfe , insofern 
dabei  genauer  auf  die  Arten  der  Func- 
tionen eingegangen  werden  müsste. 

Beispiele  zur  Bestimmung  singulärer 
Integrale  sind  in  dem  Folgenden  ent- 
halten. 

6)  Methode  der  Trennung  der 
Vari  ablen. 

Um  eine  Differenzialgleichung  nuf 
Quadraturen  zurtickzuführcn,  ißt  die  Auf- 
findung des  Multi plicators  nicht  immer 
die  bequemste  Methode.  — Eine  an- 
dere, welche  oft  diosen  Zweck  erreichen 
lässt,  ist  die  Trennung  der  Variablen, 
verbunden  mit  der  Transformation  der- 
selben. Kann  man  nämlich  der  Glei- 
chung 

Fdx+QdyzzO 

durch  Transformation  eine  Form 
y (m)  du  -f-  \p  (t>)  dv  — 0 
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geben,  wo  u und  t>  Functionen  von  x 
und  y sind,  jedes  Glied  aber  nur  eine 
Variable  enthält,  so  ist  offenbar  das  In- 
tegral : 

/'/  («) du  + /»£ (v) dv~a 
auf  Quadraturen  xurückgeführt. 

Ein  Beispiel  dieser  Methode  war  be- 
reits die  zweite  Art,  welche  wir  Ab- 
schnitt 4)  anwandten,  um  diejenige  Glei- 
chung zu  integriren,  welche  eine  der 
Variablen  y nur  in  der  ersten  Potenz 
enthielt. 

Ein  anderes  allgemeineres  Beispiel  ge- 
ben die  sogenannten  homogenen  Glei- 
chungen. 

Man  nennt  eine  gAnze  Function  P 
bekanntlich  eine  homogene  Function 
mter  Ordnung  von  x und  y , wenn  in 
jedem  Gliede  die  Exponenten  von  x und 
y zusammen  m betragen,  also  P die 
Form  hat: 

PzzAxm+Bxm~ayn+Cxm~^/+  . . . 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  leicht: 

P = *"WäG)"+c(|)V..) 


v 6)-,. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Ver- 
bindung mit  P lassen  sich  die  Aus- 
drücke tf  und  ff  " eliminiren.  Es  ergibt 
sich: 

p dP  . dp 

tnP  ~ X hy  -r— . 

ox  * dy 

Dies  ist  die  in  Rede  stehende  Differen- 
zialgleichung. 

Seien  jetzt  P und  Q beliebige  homo- 
gene Functionen  von  gleicher  Ordnung 
m,  und  die  Gleichung 

1)  Pdx+Qdv  = 0 

zu  integriren.  Es  ist  dann: 


also: 


Wir  setzen 


©■ 


'-ß 


+ • 


wo  also  u eine  neue  Variable  ist,  also: 
")  <ly  = udx+xdu, 


Die  homogene  Function  mter  Ordnung  und  crllaltcn: 

hat  also  die  Eigenschaft:  dass  sie  gleich  </  (is)  dx  + ip  (u)(vdx  + xdu)  = 0. 

der  mten  Potenz  einer  Variablen,  mul-  t„  m m.  , . 

In  dieser  Gleichung  aber  lassen  sich  die 

tiplirirt  mit  einer  Function  von  - oder,  Vari»t>lcn  trennen.  Denn  man  hat: 

/u  \ y ['/(“)  + «l/'(«)]dx  + J^(ll)</M  = 0, 

was  dasselbe  ist,  von  ^betrachtet wer-  oder: 


den  kann.  Dieselbe  Eigenschaft  haben 
offenbar  gebrochene  Functionen,  deren 
Zähler  und  Nenner  homogen,  und  wo 
die  Ordnung  des  Zählers  um  m die  des 
Nenners  übertrifft.  Wir  nehmen  diese 
Eigenschaft  als  Definition  der  homoge- 
nen Function,  und  nennen  also  P eine 
solche  von  der  mten  Ordnung,  wenn  es 
die  Form  hat: 


ff  (u)  -f-  Vf/'  («)  x ’ 

logx+  f-^l)dU.  , = 

•'?(*)  + *v>(") 

f '!’(*)  du 

.1  y (u)  4-  Hip(u) 


welche  Function  (ob  algebraisch  oder 
trnnseendent)  aneh  7 sein  mOge  und  wo  m 
selbst  keine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht. 

Man  kann  die  Grundeigenschaft  der 
homogenen  Functionen  auch,  beiläufig 
bemerkt,  durch  eine  Differenzialgleichung 
angeben,  die  jedoch  partiell  ist,  Diffc- 
renziirt  man  nämlich  P nndi  x und  y, 
so  ergibt  sich:  9 


wo  für  u wieder  ^ gesetzt  werden  kann. 
x 

Die  Gleichung  2)  wnrde  anf  die  Form 
eines  vollständigen  Integrals  gebracht, 

indem  man  mit  ^ multi. 

*[7  (.<)+«./.(«)]  mnlu- 
plicirte.  D:cscr  Ausdruck  ist  also  ein 
Multiplicator  der  Gleichung  2).  Es  ist 
aber: 
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also  der  Multiplicator  von  der  Form : 

m 


M — 


Px+Qy 


Px  + Qy  = 0 

eine  singuläre  Auflösung  derselben. 

Die  eben  gegebene  Methode  der  In- 
tegration ist  noch  anwendbar  bei  folgen- 
der Gleichung : 


Die  Gleichung  2)  aber  entstand  ans  1) 

1 Pdx  4-  Qdy  -f-  R {ydx — xdy)  — 0, 

durch  Muitiplicatiou  mit  — i cs  ist  „„  F ttIld  q homogene  Functionen 

>j80.  x «<ter  Ordnung,  R aber  eine  solche  pter 

j Ordnung  ist.  Wir  setzen  dann  wieder ; 

Px  + Qy  - = m,  P = xmy  (u), 

x 


ein  Multiplicator  der  vorgelegten  Glei- 
chung: 

Pdx  + Qdy  = 0, 


und 


also: 


(?=xm, /,(«),  R = xPf(u\ 
und  erhalten,  wenn 

p = m + s 


gesetzt  wird  : 

V (u)rfx  + !/'(«)  (udx-f  xr/u)-f  ’f  (M)  du-  0, 

ui 

, . . ' dx  V'(m)  du 

['/■  («) + «*/'  («)]  -JJ-,  + - tr+  + /■(«)  du = 0. 

X " X 


Ist  nun  noch: 


so  kommt: 


2 = 

4 * JO  « 


c/x 


also  di  = - (s  -f-  1)  — 


f/s 


m 


- ['/  («)  + «»/-  («)]  + 2'A  («)  d«  + fl«)  du  = 0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  offenbar  eine  , /tf  f Hl\ 

lineare,  d.  h.  sie  enthält  i nur  in  der  x = c(u  + + = c (“  4*1/  l”i — ^1» 

ersten  Potenz,  ist  also  nach  dem  in  4)  ge-  \x  ) x / 

gebenen  Verfahren  zu  integriren.  woraus  sich  ergibt: 

Beispiele.  Sei  die  Gleichung:  x1—  2yc  — ca=0 

(ax-\-by)  dx  + (ax ßy)dy~0  Differenziirt  man  den  Ausdruck  links 

gegeben,  wo  a , b,  a,  ß Constanten  sind,  nach  C’  90  kommt : 
so  hat  man : y~—c, 

= 1,  y (u)  = a 4- bu,  ty(u)—u  + ßu  und  hieraus  und  aus  der  Gleichung 
r a 4-  Ru  du  ’ x,  — 2cy— ca  = 0 die  Grösse  c elirainirend, 

* -f-  / — \ — — - ((.  erhält  man : 

J a + (b+a)u  + ßu*  xi+yi;g0.  • 

Das  Integral  it>t  bekanntlich  leicht  zu  cs  ist  dies  ein  singuläres  Integral,  da  es 
ercc  inen.  im  allgemeinen  Integrale  nicht  entlial- 

Sei  ferner  gegeben:  ten  ist. 

xdy— ydx— dx  \(x*4~y  *)  = 0,  Die  Gleichung  Px+Qy  — 0,  welche  wir 

so  hat  man:  oben  , als  die  singuläre  Auflösung  ent- 

„ , * ....  . . . haltend,  liinstelltcn,  gibt  dasselbe  Rc- 

m = l,  ?(«)=-«- Vd+u1),  ^(«)  = 1,  sultat. 

AlSO  • 

7)  Transformation  der  Varia- 
blen. 

In  den  Abschnitten  4 und  6 sind  die 
beiden  Hauptfälle  enthalten,  in  denen 
c9  gelingt,  eine  Gleichung  von  der  Form 
Pdx  und  Qdy  zu  integriren.  F.s  kann 
aber  oft  eine  andere  gegebene  Gleichung 


, r du 


) 


d.  h. 


IgX Ä lg  (u  -f-  Yi  4*  U *) -f-  lg c, 
wenn  man  u = lg  c setzt,  also : 
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entweder  auf  die  Form  der  linearen  oder 
der  homogenen  Gleichungen  zuriiekge- 
fübrt  werden. 

A)  Sei  z.  B.  gegeben: 

(ax  + by+c)dx  =:(ax  + ßy  + y)dy, 

•o  setzt  man: 

ax+by+c=l,  ax+ßy+y=u, 
und  erhält: 

adxß-bdyxdl,  fdx  f ßdy  — du, 

. ßdl — bdu  . —adl  + adu 
d»=  *ß-ba  ’ 

und  unsere  Gleichung  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

(rrti + ßt)  dt  = (<m  -f  bt)  du, 
welche  offenbar  linear  ist. 

B)  Sei  ferner  gegeben: 

ym~'dy+ymf(x)  dx=y(x)dx-, 
setzen  wir  hierin: 


m — I . u 

y Jy=m' 


Form  bringen.  Setzen  wir  zu  dem 
Ende : 

h k 

x=z  , y = « , 

indem  wir  uns  die  Bestimmung  der  Ex- 
ponenten h und  k Vorbehalten,  so  komiht: 

W»*+')A-  '^dz  + 

Ätz"1 

c*xffl.yp, +')*-'*. 

Setzt  man  hierin  : 

(m+1)  A— 1+m,  A = 0, 

(m,— 

(p,+l)*-l-p*=0, 
(pj+l)t-l-pk=/J, 
bA-a,  kB  = b,  *C=c, 
so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

adz  -f  bi*  du  = cu  ^ du , 
und  cs  ist  zu  setzen: 

h = __A !t_,  1 

m+l-m,’  Pi+l-p' 


— \-uf(x)dx  = (/  [x)  dx. 

m 

Es  ist  dies  aber  offenbar  eine  lineare 
Gloichnng. 

C)  Auf  gleiche  Weise  kann  man  die 
Gleichung 

dy+y/X*)  dx+  y”y  (*)d*=0, 

welche  die  Bernoullischc  Gleichung  ge- 
nannt wird,  der  Substitution 
— n+  i 

u—y 

unteniehn,  und  erhält: 

*j=— (n-l)y  "dy, 


+uf(x)dx  + 'i  (z) dx, 

n — l 

abermals  eine  lineare  Gleichung. 

In  Abschnitt  6)  betrachteten  wir  be- 
reits eine  Gleichung,  deren  Integration 
durch  diese  Substitution  gelang,  und 
welche  von  noch  complicirterer  Gestalt 
war. 

D)  Die  allgemeine  Gleichung : 

Axm/dx+Bxm  'yP  ■ dy  = Cxm  •/  dy, 
die  also  au»  drei  Theilsäucn  von  ratio- 
naler Form  besteht,  lässt  sich  durch 
Transformation  immer  auf  eine  einfachere 


Die  rcBultirendc  Gleichung  ist  linear, 


_i 

« — ~ — r“j  — 1 

w-w,  -1-1 

ist. 

Unter  den  übrigen  Fällen  ist  nament- 
lich der,  wo  « - 2 ist,  betrachtet  worden ; 
die  Gleichung  heisst  in  diesem  Falle 
die  Riccatische,  nach  demjenigen 
Mathematiker,  der  sich  zuerst  mit  ihr 
beschäftigt  hat. 

(Vincent  Riccati,  1707 — 1775  ) 

8)  Die  Riccatische  Gleichung. 
Die  Riccatische  Gleichung: 

I)  dy+ay*dx  = bxmdx, 

ist  in  dem  Falle  augenblicklich  zu  inte- 
griren,  wo  m:=0  ist.  Man  erhält  dann: 
dy  (/>  — ay*)djr, 


r = r* 

J b-au' 


Um  andere  Fälle  zn  ermitteln , setzen 


u , « — 1 i 

y = s , dy  — a i dz, 


und  erhalten: 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  411  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


S) 

Wenn 

b— l = 2o=m 

ist,  so  hat  man  eine  homogene  Glei- 
chung. Es  ist  dies  also  der  Fall,  wenn 
n — — 1,  m= — 2. 

Die  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 

— ax^dxzzOt 

Andere  Falle  ergeben  sich,  wenn  man  setIt: 


seist.  Es  kommt  dann: 

'uMr, 


4," 

X* 


und  wenn  man : 
m-f-3  , 

V — X y dz=- 


dv 


(m+3) 


cm+2 

m+  2 

dv 


m -f  3 


seist: 

y = Ax?  + 2X^, 

dy  - (Ap  xp  ~ 1 +j*4  ~ ' *)  <l*+ 

Dies  in  die  ursprüngliche  Gleichung 
einsetzend,  erhalt  man  nämlich: 

xUi+{Ar*V~  ' + 7*?~ 'z)dx 

+ a (A'x’p+2A  Xp+,,z+x ‘ ?t ’ ) d* 
= bxmdx. 

Diese  Gleichung  besteht  dann  nur  wie- 
der aus  3 Theilsfttsen,  wenn  mau  an- 
nimmt, dass: 

p— 1 = 2/1,  Ap+aA  =0, 
g — 1=j»+j,  ,+2aA=0 
ist. 

Hieraus  folgt: 


p =— 1,  tc-,  7 = - 2, 


m-(-  J 

bu'dv  a — i - , 

4)  rf“  + in+7)  ~i»  + 3 0 "+  ^ 

Die  Gleichung  4)  hat  offenbar  ganz  die 
Form  der  ursprünglichen  Riccatischen 
Gleichung  1).  Sie  ist  also  zu  integriren, 
wenn  man 

m " m+3“ 

setst  und  die  SnbBtitutionen 

_JL , 

“-o'o+  t>> 

ganz  wie  vorhin  macht. 

Ist  m'  aber  nicht  gleich  —4,  so  kann 
man  setzen: 

1 , m'  + 3 

U-±-.y  V'=V 

U 

Die  so  entstehende  Gleichung  wird  dann, 
im  Falle 


also: 


x ‘dz  + ax  't’rfis  bxndx 


und : 

3) 

ist  die  transformirte  Gleichung.  Sic  ist 
homogen,  wenn 

m “ —2 
ist. 

Die  Gleichung  ist  aber  auch  zu  in- 
tegriren, wenn 


mf+4 
m'-f  3 

ist,  der  Substitution 


= —4 


, 1 


unterworfen  und  dadurch  wie  vorhin  auf 
eine  integrirbare  Gestalt  gebracht.  Es 
ist  dies  also  möglich,  wenn: 

m-r  4 _ . 

m=-4,  m =-__-4, 

,,  m,+4  i 

" =-«'X3  = -4  • ’ 


ist.  Dann  hat  man  nämlich : 
x * dz  + a x 1 dx  = bdr, 

d.  h. 

r dz  fdx_  -1 

J b — az * ” J x*  x 

Die  allgemeine  transformirte  Gleichung 
3)  wird  nun  nochmals  transformirt,  in- 
dem man 

1 

u 


d.  h.  wenn  m einen  der  Werthe  hat: 

8 12  16 
~4’  ~ 3'  “P  "7  • • 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn: 

4r 

_ 2r^l 

wo  r eine  beliebige  positive  ganze  Zahl 
vorstellt. 

Man  kann  aber  auch  in  die  ursprüng- 
liche Gleichung  1)  setzen: 
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1 

y=7' 

woraus  sich  dann  ergibt: 

i/y'-j  l>y' 3 jt”1  //z  — atiz. 
oder  wenn  man 

m + 1 , b 


tn+  1 


= *', 


m+  1 

m 

m+  1 “ 


5)  dy'  +a'y'tdx  = b'x,m  dz'. 

Dies  ist  wieder  die  ursprüngliche  Form. 
Die  Integration  gelingt  also,  wenn: 

, _ w ^ 4 r 

m ~ m-Hl  “ 2r— 1 

ist,  d.  h.  wenn 

m-^L=  -4-(-0 

2r+l  2*  ( — r)  — 1 

ist. 

Es  kann  also  immer  die  Integration 

4t* 

ausgeführt  werden  , wenn  m =r  — — — — 

2r— 1 

und  r eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl,  auch  gleich  Null  ist,  ausserdem 
wenn  m = — 2 ist. 

Die  Riccatischc  Gleichung  lässt  sich 
noch  unter  eine  andere  Form  bringen, 
in  welcher  ihre  Behandlung  einfacher 
wird.  Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe 
zurück. 

9)  Differenzialgleichungen 
von  höheren  Graden. 

Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  den 
Diffcrcnzialquotienten  von  höhercu  als 
vom  ersten  Grade,  also  von  der  Form: 

■> 


Namentlich  sind  hier  folgende  Füll* 
bemerken«  werth. 

I)  Sind  in  der  Gleichung  1)  <r,  ß . . • ,4,  rj 
sämmtlich  Constanten,  so  ist  offenbar 
du 

auch  — - eine  solche;  man  setzt  also: 
dx 

i-- 

woraus  sich  ergibt: 

y = cx-f  e; 

e ist  eine  willkürliche  Constante,  Um 
c zu  eliminiren,  setzt  man  den  Aus- 
druck : 


e=V—= 
x dx 

in  Gleichung  1)  ein,  und  erhält: 

» (*?)"+•  («i-O"“ 

Dies  ist  also  die  Integralgleichung , c 
ihre  willkürliche  Constante. 

Beispiel. 


(*)’—•=<> 

\dx/ 


sei  die  Differenzialgleichung.  Das  In- 
tegral also: 


w--- 


oder: 


(y_e)*-a>x*=0. 

II)  Es  ist  oft  gcrathen,  die  Gleichung 

nicht  nach  ^ , sondern  nach  y oder  x 
dx 

aufzulösen.  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung 

y-F(x.  p ). 

oder  bezüglich 

*=F(g i p)* 


wo  «,/?•••  rt  im  Allgemeinen  Functio- 
nen von  x und  y sind  , so  ist  es  nicht 
immer  angemessen,  die  Gleichung  vor  der 
Integration  auf  die  Form 


zu  bringen , also  die  algebraische  Glei- 
chung in  Bezug  auf  ^ aufzulösen.  Oft 
dx 

ist  es  besser,  eine  Beziehung  zwischen 
x und  y und  einer  Constante  auf  di- 
rectcm  Wege  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung abznleiten. 


wo 


ist.  zu  behandeln.  Man  differenziirt 
dann  die  erste  Gleichung  nochmals,  und 
hat  nun,  wenn  man  von  y = F (x , ;;) 
ausgeht: 


, oF(x,  p ) . dF(x,  p)  . 


also  eine  Differenzialgleichung  zwischen 
x und  p.  Gelingt  deren  Integration,  so 
kann  man  p aus  dem  erhaltenen  Int«- 
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gral  und  der  gegebenen  Gleichung  eli- 
miniren  , so  dass  man  das  Integral  der 
vorgelegten  Gleichung  erhält,  d.  h.  eine 
solche,  die  nnr  x,  y und  eine  willkür- 
liche Constnnte  einsehliesst. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 
(y-pr)«-c«p*  _ dy 

1+p»  ~ ’ p-Jx' 

durch  Auflösen  nach  y erhält  man: 

y=px+Y(c,+b,)p,+b*. 

Diffcrenziirt  man,  so  ergibt  sich: 


dy  = pdx + xdp  + 


dp  • p (c*  + 6*) 


oder,  da 


ist : 


dy  — p(ix 


*+: 


_P  (r1  + 4 ’ )_ 
V/(e*+4’)  (j»*+4*y 

Diese  Gleichung  hat  2 Auflösungen: 


— 1 = 0, 
4*)/ 


p-e 

und 

p(c*  + h‘) n 

*’ VW+v)  (/•'+**) 

Eliminirt  man  aber  aus  der  letzteren 
und  der  gegebenen  Gleichung  p,  so  hat 
man  keine  willkürliche  Constante,  man 
wird  also  auf  diese  Weisd  im  Allge- 
meinen ein  singuläres  Integral  bekom- 
men, wenn  es  nicht  in  bestimmten  Fäl- 
len ein  particulärcs  ist. 

Der  Werth  p = e,  in  die  gegebene 
Gleichung  eingesetzt,  gibt  dagegen: 

(y— ex)*  — e’e*  ~ Z (*(l  + e:), 
und  dies  ist  das  allgemeine  Integral, 
dessen  willkürliche  Constante  c ist. 

Differenziiren  wir,  um  das  singuläre 
Integral  zu  ermitteln,  nach  e,  so  kommt: 
x(y  — ex)-\-c1c  + bae  -0, 
d.  h.  wenn  man  e aus  dieser  Gleichung 
und  dem  allgemeinen  Integral  eliminirt: 
(6*  + c*)y*-f6*x*  = (c*  + A*)A*. 
Diese  Gleichung,  als  die  einer  Curve 
betrachtet , stellt  offenbar  eine  Ellipse 
vor. 

Denselben  Ausdruck  hätte  man  erhal- 
ten, wenn  man  p aus  der  Gleichung: 

p(c>+4’) 

X + ~=^r  . tt  — 0 

FV+i’Mp’  + i ) 

und  der  gegebenen  eliminirt  hätte.  Sie 
stellt  in  der  That  ein  singuläres  Inte- 
gral vor,  da  sic  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten  ist. 


III)  Die  eben  als  Beispiel  behandelte 
Gleichung  ist  nnr  ein  besonderer  Fall 
der  folgenden: 

y-px-\-f(p), 

wo  f eine  beliebige  Function  vorstellt. 
Dieselbe  ist  durch  die  eben  gegebene 
Analysis  immer  zu  integriren.  Man  er- 
hält nämlich  durch  Differenziiren: 
xdp+f'  (ji)dp=0, 
und  immer  gibt 

p-e 

das  allgemeine  Integral,  welches  also 
heisst : 

y=ex+f(c). 

Diffcrenziirt  man  nach  e,  so  kommt: 

*+f'(«)=0. 

Es  ist  aber  ganz  dasselbe,  ob  man  e 
aus  der  Gleichung: 

y = cx+f(e), 

*+r«= 0, 

oder  p aus  den  Gleichungen : 

y=p*+f(p), 

*+f’(p)=0 

eliminirt,  woraus  sich  ergibt,  dass  beide 
Methoden  zu  demselben  singulären  Inte- 
gral führen  müssen. 

IV)  Die  eben  gefundene  Integrations- 
methode  ist  auch  auf  den  allgemeineren 
Fall  anwendbar,  wo  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x und  y linear  ist,  dieselbe 
also  die  Gestalt  hat: 

y=*f(p)+F(j>),- 

wo  f und  F ganz  beliebige  Funktionen 
sind.  Man  erhält  nämlich  durch  Diffe- 
renziiren : 

dy = x f ' (/')  dp  + f (p) ix + P (p)  äP, 
oder  wegen 

dy  — pdx 

[p -f(p)]Jx~  dp+P'  (j,)  dp, 

eine  Gleichung,  die  offenbar  in  Bezug 
auf  x linear  ist,  also  immer  auf  Qua- 
draturen zurückgeführt  werden  kann. 

Aus  dem  Integral  und  der  gegebenen 
Gleichung  ist  dann  p zu  eliminiren. 
Beispiel. 

y = *(l  + J»’)- 

Durch  Differenziiren  erhält  man: 

(p  — 1 — p*)dx  = 2p  x dp 
Das  Integral  ist: 

dx  _ _ r 2p  dx 
x ~ ./  1-B+p1’ 

d.  h. 
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* 1 2p— 1 

lg*  = c-jlg(^7-f»  + l)-ygarctg  yg-, 


wo  za  setzen  ist: 


--»ly— x 


p=V 


als  gegebene  Funktion  von  p betrachtet 
werden. 

Nun  ist  aber: 


vermöge  der  gegebenen  Gleichung.  also* 

V)  Auch  dann  gelingt  die  Reduction 
auf  Quadraturen  immer,  wenn  die  ge- 
gebene Gleichung  von  der  Gestalt: 

F(x,  f»)  = 0 d.  h. 

und  die  Function  F in  Bezug  auf  x 
und  y homogen  ist.  Sic  lässt  sich  dann 
nämlich  immer  auf  die  Form: 


d.  h. 


p)  = 0, 

(5-  ")=° 


(ly  — pdx  — udx-{-xdu, 
dx du 

X p—u 

r du 

lgx  = / , 

® J p — U 

/•  du 

P~" 

x=e  , 

/du 
p-u 

y=ux  — u c 


\jc  / 

, Diese  beiden  Gleichungen  in  Vorbin- 

bringen.  (Vergleiche  Abschnitt  6 ) Setzt  (jnng  mjt 

man  also:  , . 

y =»(**.  P) 


so  erhält  man: 


y = ux, 

dienen,  um  u und  p zu  climiniren,  wo- 
durch man  das  Integral  erhält. 

(«,  p)  = 0,  Will  man  lieber  die  Quadraturen  nach 

und  vermöge  dieser  Gleichung  kann  u p ausführen,  so  setze  man: 


also : 


r*L=  -r±z±+ 

J p-u  J p-u  J p-u  J P-u 

/'dp  r dp 

P~U,  , = P“*. 


B ei  spi  el. 
Wir  setzen: 

und  erhalten : 


p—u  ~ p—u 

ydx—xdy  = nx'\{dx't  + dyT) 

^=p,  y=», 

dx 

u-p=n\(l+p'), 
dp 


_ j _e-Juva+p'), 

p-u 

r dp 


>V(l+p’)- 


Man  hat  aber : 


p-u 


wo  c die  willkürliche  Constante  ist.  Also: 


1 

\» 


cfp-H/l+p1)1 

»yu+p")  ’ 
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y= 


c(p+Vi+p  ) 

n V(l+p*) 


(r+nyi+p'). 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  p zu 
eliminiren. 

VI)  Koch  einfacher  ist  die  Integra- 
tion, wenn  die  Gleichung  die  Form  hat: 

S = *'(/'), 

oder: 

f (?»)• 

Im  ersten  Falle  ist: 

dx  — — du, 

P 

also,  indem  man  theilweise  integrirt: 

p J p% 

Aus  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung 
wird  p eliminirt 

Im  letztem  Falle,  wo  x = f'(//)  die  ge- 
gebene Gleichung  ist,  setzt  man: 
dy  = pdx , 

also : 

y-px-frJp, 

d.  h. 

y = pF(f)-/F(]i)dp, 
und  die  Elimination  geschieht  wie  oben. 
Beispiel. 

*K(i  +!>*)= «j»; 

hieraus  folgt: 

, 

V(i+pä) 

/npdf 

K^i)’ 


d.  h. 


oder 
Gleichung: 


j=j*-ay(l+p*)+c, 
wenn  man  aus  der  gegebenen 


P- 


Ka'-x*) 


findet : 


**  _ / x7 

y = — «T/lH-  r+c 

f a1  — x*  f a7—  x* 


d.  h. 


(y— c)»  = «»— a 


10)  Behandlung  derjenigen  Sy- 
steme von  Differenzialgleichun- 
gen mit  beliebig  viel  Varia- 
blen, wo  die  Anzahl  der  Glci 
chungcn  um  eins  kleiner  ist  als 
die  der  V ariablen. 


Wie  auch  die  Ordnung  einer  jeden 
Gleichung  eines  Systems  von  Differen- 
zialgleichungen beschaffen  sei,  wenn  nur 
die  Anzahl  der  Variablen  die  der  Glei- 
chungen um  1 übertrifft,  in  jedem  Falle 
l&sst  dasselbe  sich  auf  ein  anderes  Sy- 
stem zurückführen,  welches  derselben 
Bedingung  genügt,  und  wo  sämmtliche 
Gleichungen  erster  Ordnung  sind.  Es 
ist  dies  der  in  2 D)  bewiesene  Satz. 

Sind  x,  x,  • • • die  Variablen, 

so  kann  man  also  als  allgemeinste  Form 
des  Systems  der  hier  zu  betrachtenden 
Gleichungen  annchmcn: 

1)  a dx+tr ldxl+midx1  ...  rrw«/xn  = 0, 

ft'rfj  + ßjVz,  d-rr/rfx,  . . . a^dx^  — Q, 


fSn  ^dx+te^n 

. . . = 

Aus  diesen  n Gleichungen  aber  können 
immer  (n  — 1)  Differenziale  eliminirt,  und 
das  System  auf  eine  Gestalt  gebracht 
werden : 


2)  . 

dx  dx  dx  n 

Die  Grössen  U9  ...  l'n  sind  Func- 
tionen von  x,  x„  x%  . . . x^.  Der  Sym- 
metrie wegen  aber  setzen  wir  noch: 


V 


,=^i,  U,=- !,  V =- 

I V 1 V ’ M 


X 1 X « X 
und  bestimmen  die  Variable  tt  durch  die 
Gleichung : 

dx 

y = X. 

du 

Es  verwandelt  sich  das  System  2)  dann 
in  das  folgende: 

3>  £=*• 


dx 

r 

~du 


= X . 


Die  neu  eingeführte  Variable  u hat 
die  Eigenschaft,  dass  nicht  sie  selbst, 
sondern  nur  ihr  Differenzial  du  in  dem 
System  3)  vorkommt.  Eine  solche  Va- 
riable bezeichnen  wir  als  „Index  des 
Systeme«  3.“ 

Das  letztere  System  soll  den  folgen- 
den Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt 
werden. 
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„Integral  des  Systems  3)  heisst  jede  so  konnte  man  aus  denselben  die  Grössen 
Function  von  r,  xt  ...  x^,  welche  gleich  x,  xgt  x,  ...  x^  berechnen,  und  die- 

eincr  Constantc  gesetzt  die  Gleichungen  selben  wären  sämmtlich  Constantcn 

3)  erfüllt.“  — Sei  nlso  f(*, x,, ) gleich,  also: 

ein  solches  Integral,  so  muss  die  Glei-  Ar  Ar  dx 

chung : 

4)  f(x,  xlt  x,  ...  x ) = « 


durch  die  Gleichungen  3)  identisch  wer- 
den. Diese  letzte  Gleichung  nennen  wir 
Integralgleichung,  und  können  dieselbe 
auch  auf  die  Form  bringen: 

y (x,  x„  x,  . . . *n,  «)=0; 

den  Ausdruck  Integral  aber  wollen  wir 
stets  nur  für  das  erste  Glied  einer  in 
der  Form  4)  geschriebenen  Integralglei- 
chung gebrauchen. 

Differcnziirt  man  nun  die  Gleichung 

4)  nach  w,  so  erhält  man,  wenn  x,  x(, 
x,  . . . xn  als  Functionen  von  w be- 
trachtet werden: 

tL  —+1L  ^i'i  **  | 

Ojc  du  dX|  du  dx%  du 

df  dln 

+ T1-  — =0, 

äxn  d» 

oder  da  diese  Gleichung  durch  die  Glei- 
chungen 3)  vcrificirt  werden  soll , mit 
Benutzung  der  letztem: 

Y y,  <Y  y , Y v . 

5)  Tx  A+äi;-Y'+ör,A>+  • • • 

+T-  A'  =0. 
Tox  n 

H 

Diese  Gleichung  definirt  das  Integral 
völlig,  d.  h.  jede  Function,  welche  sie 
erfüllt,  ist  ein  Integral.  Setzt  man  näm- 
lich für  X,  X,,  X-  . . . A"  wieder  die 

dx  dx. 

Werthe  -r-,  . . .,  so  erhält  man: 

du  du 


dx__dxv  ~ — _J*  = Q 

du  du  ' * ’ du  ’ 

was  den  Gleichungen  3)  widerspricht. 

„Sind  also  n von  einander  unabhän- 
gige Integrale  gegeben,  f,  ft  ... 

so  kann  jedes  andere  f nur  die  Form 
haben : 

fH=v(f.  A.  f,  ■ • 

„Umgekehrt  ist  jeder  Ausdruck  von 
dieser  Form  ein  Integral.“  Es  ist  näm- 
lich vermöge  der  entsprechenden  Inte- 
gralgleichungen : 

/■„  = >/(«,  n,  . . . «„)  = /», 

wo  also  ß eine  Constantc  ist. 

Satz  B.  „Das  System  3)  hat  immer 
n von  einander  unabhängige  Integrale.“ 
Um  dies  nachzuweisen,  gehen  wir  von 
der  Form  2)  aus,  und  bedienen  uns  des 
schon  bei  den  Gleichungen  mit  2 Varia- 
blen angewandten  Verfahrens. 

Zunächst  schreiben  wir  diese  Glei- 
chungen in  folgender  Weise: 


dx,  =y,(x, 

*»  • 

• • xn)dx, 

dx,  = y,(x, 

*i  • 

■ ■ *») 

dx,=y,(*, 

*1  • 

. • xH)dx, 

</x„  = yB(x, 

x,  . 

. . xj  dx, 

= 0,  also  f-a. 


Satz  A.  „Hat  man  n Integrale  des 
Systems  derart,  dass  keins  eine  Funktion 
der  übrigen , also  alle  » von  einander 
unabhängig  sind , so  kann  kein  neues 
Integral  gefunden  werden,  welches  nicht 
eine  Function  derselben  sei.  Es  hat 
also  das  System  3)  nur  n von  einander 
unabhängige  Integrale.“ 

Hätte  man  nämlich  n-fl  voneinander 
unabhängige  Integralgleichungen : 

f=a,  ft=a„  f,-at  ■ ■ • fn  = "„< 


oder  wenn  wir  einer  jeden  dieser  Grössen 
x nach  nnd  nach  die  Werthe: 

M 

x • 

x%  ’ xs  • • 

geben,  welche  continuirlich  aus  einander 
cutstehen,  immer  unter  der  Voraussctznng, 
dass  auch  die  Functionen  y , y , . . . y ^ 

continuirlich  bleiben,  mit  Berücksichti- 
gung, dass 

M-x  (r-1>) 


lim  (x^1 


x, 1 =*,  • +y , (x*,  *,• . . . *„•)  (x(  'Ix») 

Giebt  man  hierin  dem  Index  s alle 
Werthe  von  1 bis  n,  so  hat  man  n Glei- 
chungen, welche  die  Grössen  x\,x\  . ..x^ 
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geben,  wenn  man  die  Anfangswerthe  x‘,  *,•  ...  i^*  und  ausserdem 
hat.  Es  ist  ferner: 

*,<W)  + 7l(*C),  *,(').  ..xB('))(^>_,(.)), 

n Gleichungen,  welche  die  Werthc  von  x/*X  xj' . ..  xj- geben,  wenn  man 

fürx^X  x/'\  . ..  xj'  die  aus  den  vorigen  Gleichungen  gefundenen 

Ausdrücke  substitnirt;  fahrt  man  so  fort,  bildet  also  die  Gleichungen: 


so  findet  man  schliesslich: 


oder  x,  , xt  . . . x selbst  als  Func- 
tionen der  Anfangswerthe  x*  , x4° 

. . . x und  von  x^,  x ^ . . . x^1'. 

Diese  Grössen  sind  also  Functionen  von 
x , da  sie  sich  mit  der  Zunahme  von  x 
eontinuirlich  Andern,  x kann  also  als 
unabhängige  Variable  betrachtet  werden. 
Der  Anfangswerth  von  x,  x*  kann  eine 
beliebige  Zahl  sein,  etwa  Null.  Die  ent- 
sprechenden Anfangswerthe  x,#,  i,'  ... 
xn 0 sind  dann  durch  unsere  Gleichungen 

nicht  bestimmt,  also  willkürliche  Con- 
stanten. 

Man  hat  also  n Gleichungen  von  der 
Form: 

6)  *.=^i  (*.  *i*.  *•*•••  *„•) 


xn=*»<?’  x'*’  *>*•••  *«*)• 
Entwickelt  man  aus  diesen  Gleichun- 
gen die  Constanzen,  so  crh&lt  man  Glei- 
chungen von  der  Form : 

7)  *,*=M*.  *1.  *,  • • • ■**). 

x,*=ft{x,  X„) 


Xn*  = /»<X’  x*  ’ * ' x»>- 

und  dies  sind  offenbar  die  Integrale  un- 
sers  Systems. 

Wir  nennen  diese  n Integrale  Haupt- 
integrale  zum  Unterschiede  von  ande- 
ren , wo  die  Constanten  nicht  die  ihnen 
hier  gegebene  Bedeutung  haben,  die  An- 
fangswerthe der  abhängigen  Variablen 
zu  sein. 


Ein  System  von  Gleichungen  wie  6^ 
kann  man  auch  als  System  von  Integral* 
gleirhungen  betrachten.  Sie  unterschei- 
den sich  von  der  in  7)  gegebenen  Form 
dadurch,  dass  jede  Gleichung  n Constan- 
ten aber  ausser  der  unabhängigen  Va- 
riablen nur  noch  eine  zweite  Variable 
enthält. 

Diese  Formen  aber  haben  wesentlich 
andere  Eigenschaften,  als  die  bis  jetzt 
betrachteten  Integralgleichungen.  Nach 
Analogie  des  im  Abschnitt  3)  Gesagten 
kann  man  diese  Gleichungen  6)  auch 
schreiben : 


und  ans  dieser  Form  lassen  sich  in  Be- 
zug auf  die  Werthe  der  Variablen  ganz 
ähnliche  Schlüsse , wie  am  angeführten 
Orte  ziehen.  Offenbar  ist  auch  das  hier 
gegebene  Verfahren  eine  Methode  zur 
wirklichen  annäherungsweisen  Integration 
der  gegebenen  Gleichungen. 

Das  System  von  Integralen , welches 
wir  als  Hnuptintegrale  bezeichnet  haben, 
ist  von  grosser  Wichtigkeit  für  verschie- 
dene Fragen  der  Analysis.  Dasselbe 
lässt  sich,  wie  auch  die  Integrationsme- 
thode sei.  immer  wieder  finden,  wenn 
man  « beliebige,  von  einander  unabhän- 
gige Integrale  hat.  Sei  nämlich: 

8)  «.=/.(*.  x,  . . . xH), 

“,  = '/.(*>  • • *„) 
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ein  solches  System.  Um  aus  demselben 
die  Hanptintegrale  zu  ermitteln,  geben 
wir  x eine  beliebige  Zahl  x#,  etwa  0 als 
Anfnngswerth,  und  mögen  dieser  die  Es  m0  nMn  8ein; 
Wertbe  *,•  . . . xn“  für  die  an- 
dern Variablen  entsprechen,  so  ist  auch 


df 

* ^r-x  =o 

p= ' p r 


r-- 


•),  wo  also  eine  der  Grössen  M'  und  M 

vor  der  Hand  noch  ganz  willkürlich  ist. 
*)  Man  hat  dann  offenbar; 


p = n 

P=i\ 


VW/ 


d.  h.: 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  z,#, 

*-*...*•  entwickeln  und  erhält; 

a >1 


P~n  ÖW  P = * dM 

2 2 .M'irX. 


:ri,=</'tGr*>  <rt>  "s 

x,'=<f’,(x’<  «t.  «s 


•=V'  (**■  “i.  «. 


«■> 


%)• 


p- 1 


Setzt  man  hierin  Jfür  er,,  «,  • • • <*n  wie- 

der  die  Werthc  aus  8)  ein,  so  hat  man 
ein  System  ganz  von  der  Form  7);  x° 
ist  nämlich  eine  Zahl , von  deren  Aus- 
wahl allein  die  Gestalt  der  Hauptinte- 
gralc  noch  abhängig  ist. 

11)  Theorie  des  Jakob  i’s  eben 
Multiplicators. 


P= 1 P 
Offenbar  aber  ist: 

dM  J>(*V  Ml)XP 

a*p  xP  dT~  *xf ' 

also: 

p = n d(M'Xj  P = * 

X M _ tJl  MM’—t  = 

p=,  % p=1  <)rp 

p = » 0(WXJ  p = n iX 

X df'  _ Z WW'_-?, 


p=l 


dx_ 


öx 


d.  h. 

p = »ö(M'X)  p = nd(MXj 

MX  . . JL  = W'  X 

% P=<  urP 


p- I 


Es  ist  Jakobi  gelungen,  die  Theorie  . , , _ „ „ . 

des  Multiplicators,  welche  Euler  für  eine  Die  blBher.  willkürliche  Grösse  M bc- 
Gleichung  mit  2 Variablen  angewandt  stimmen  wir  jetzt  so,  dass: 
hat,  auf  ein  System  wie  das  hier  be-  p = n d(WX  ) 

trachtete,  Ton  n— 1 Gleichungen  mit  n X _"~=0 

Variablen  zu  erweitern.  p=  i "xp 

Wir  geben  diese  wichtige  Theorie  hier  isti  und  jcjcr  Ausdruck  W,  welcher  diese 
in  aller  Kürze.  — Zu  dem  Ende  sei:  Gleichung  erfüllt,  soll  jetzt  ein  Multi- 

j j <lx  plicator  des  Systems  1)  genannt  werden. 

1)  -J— ! = X,,  = X,  ... ? = X Es  ist  offenbar  also  auch  W'  ein  Mul- 

““  r v tf“  rt  tiplicator,  da  vermöge  der  letzten  Glei- 

das  gegebene  System,  wo  wir  *s...  cbunS  aocb: 

* als  Variable  annehmen.  Nehmen  wir  p-n  dM’X 

X — - — ?=0 


an,  es  sei 


dx 


p 

jit,  und  wir  haben  den  Satz: 

„Jedes  Integral  ist  der  Quotient  zweier 
Multiplicatoren.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 
„Der  Quotient  jeder  zwei  Multiplica- 
cine  Gleichung,  welche  wir  auch  schrei-  toren  ist  ein  Integral.“ 
ben  können:  Denn  sind  gegeben  die  Gleichungen; 


/(*„  X,  . . 

ein  Integral,  also: 

df 

2>  ör*'+örS>+ 


o 


df 

,+T-X  =0 
ox  * 
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p = nd(M'X) 

2 — — '1=0. 

p=>  % 


P = " a (**_) 

2 — £-  =0. 

n - I Oe* 

J>-  l p 


d.V 

p 


welche  die  UultipHcatoren  definircn,  so  hat  man  : 

öx  — Wdx„  P< 

p p 

also: 

p-ndX  p=n  ,1 M 

M 2 —t+2X„  t— = 0, 

P=i%  P=. 

oder  wenn  man  mit  M dividirt: 


3) 


P=* aXo 


-s  5-^  + 
p=  l d*„  P=  1 


p="a  ig*  v 
z p3 


= 0, 


Es  ist  leicht  zu  sehen , dass  auch  diese  Gleichung  den  Multiplicator  vollständig 
definirt.  Wenn  man  von  der  dem  andern  Multiplicator  entsprechenden  Gleichung : 


P = ndXp  p^djgjtx  =0 

P=‘“b  p='  fixp  p 


+ 

rp  p=t 

die  vorletzte  abzieht,  bo  ergibt  sich : ausserdem  aber  die  Constante  ff.  Eine 


der  Gleichungen  des  Systems  1)  wird 
dagegen  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen, da  man  hat ; 

P=1  ~‘r  KdXl+^Ldx,+  ...+^dxn-o. 

Diese  Gleichung  mit  2)  verglichen,  neigt,  dx i üxt  n 

dass  lg'— =A  eine  Integralgleichung,  woraus  dx.  berechnet  werden  kann.  Man 
also  auch 


p = n M' 

öl*äT  . 

2 M_  X=0. 

dx  ? 

V 


*-eA 

M ~ 


hat  also  durch  die  Anwendung  des  In- 
tegrals dos  System  von  a — 1 Gleichun- 
gen mit  n Variablen  (»— 1 Gleichungen 
sind  cs  nämlich  nach  Elimination  des 
. . willkürlich  eingeftthrten  du)  auf  n— 2 

eine  solche,  folglich  — ein  Integral  ist.  (jiejchnngcn  mit  »—1  Variablen  redu- 

Hat  man  also  zu'  einem  System  von  dr».  Ein  swcites  lntegral  würde  da, 
n Gleichungen  n+1  von  einander  unab-  System  auf  (a-3)  Gleichungen  mit  (a-2) 
hängige  Multiplicatorcn,  so  lässt  sich  Variablen  reduciren  und  so  fort,  so  das. 
durch  Division  von  je  zweien  ein  System  ]<*>“  Integral  eine  wcsenUichc  Verem- 
von  n Integralen  ermitteln,  also  die  Glci-  fo<*ung  der  noch  übrigen  Aufgabe  bc- 
chungen  vollständig  integriren.  d,”£t  von  cinem  System  aber  ausser 

12)  W echs  elbezi  chung  zwischen  einem  Integral  auch  ein  Multiplicator 
Integralen  und  Multiplicatorcn.  bekannt,  so  kann  man  immer  den  Mul- 
. , . - . , D „ . . w tiplicator  desjenigen  Systems  ermiUeln, 

Auf  den  folgenden  Betrachtungen  !«,  f weDn  man  durch  Ein- 

rttht  die  eigentliche  Anwendung  der  Mnl-  dcs  jntegr„is  gegebene  re- 

tiplicatorentbeoric.  ducirt.“ 

Ist  wieder  ein  System  von  der  form  Um  dic,  Ia  IeigCn,  sei  ( das  Inte- 

1)  des  vorigen  Abschnittes,  und  eine  In-  j y der  Multiplicator  des  gegebenen 
tegralgleichung:  Systems,  >/,  der  gesuchte  Multiplicator 

/= n des  rcducirtcn  Systems.  Wir  nehmen  an, 

gegeben,  so  hat  man  eine  Gleichung,  *«■  bci  le“‘erem  die  Variable  xn  weg‘ 
aus  der  eine  der  Variablen,  z.  B.  x ^ geschafft  worden  »st.  Man  hat  nun: 


berechnet  und  in  die  Gleichungen  1)  ein-  p 

gesetzt  werden  kann.  Dieselben  ent- 
halten dann  nur  noch  n 1 Variablen,  p 


df 

* xPäi  -°- 
=•  i ' p 

27* 
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oder,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  x differenziirt: 

fl 


4) 


n: zn  d X p ~ n > 

i x ^.=o, 

P=>dxn  dzpP=<  Pixp 


wo  der  Abkürzung  wegen  gesetzt  ist: 

*r_ 

dx  * 


♦ • X 


II : 


halten  6ie  also  noch  x„  xt  ~n—  i 

und  f.  Nimmt  man  f—ic  als  constant 
an , so  hat  man  dus  reducirte  System ; 
ist  dagegen  unter  f der  Ausdruck 
In  den  Grössen  X,,  X,  • • • X denken  f(xt,  x7  . . . xj  verstanden,  so  ist  die 

wir  uns  jetzt  x , durch  die  Gleichung:  Eliminationsgleichung  wesentlich  iden- 

n tisch,  es  findet  also  keine  Reduction 

f(xt,  x.,  • • • x ) — f statt.  Wir  bezeichnen  nun  die  Diffe- 

renzialquotientcn  von  X mit: 

climinirt ; nach  dieser  Elimination  ent- 


/dX  \ 

/dX  \ 

/ dx  \ 

/dX  \ 

1 5 1 

I 

( I, 

( r, 

V dx,  /’ 

' dx,  / 

\ df  r 

wenn  wir  diejenigen  darunter  verstehen,  mern  deutet  darnuf  hin,  dass  das  Diffe- 
welche  nach  der  Elimination  von  x renziiren  in  dem  alten  Sinne  nach  xt, 

sich  ergeben.  Das  Fehlen  der  Klam- 


• •x  stattfindet.  Es  ist  also  offenbar: 
n 


dX 


dx 


n 


C’V 

l — 1 

(3x.\ 

V of ) 

V Of  / 

da  nur  die  Grösse  f nach  der  Elimination  noch  x . enthalt. 

9 fl 

Die  Gleichung  4)  nimmt  also  die  Gestalt  an : 


6) 

Es  ist  aber  . 


p="  (*  x,,\  *L 

- i ' «V  J 


i = n 


2 

P-  1 


r-i*r+  * * 


p 

dIr-CA)  + (Ü1  * 

dx  ~~  \dx  / \ cf  / dx 

SS  IS 


p=l  p 

dX 


dlgu 

dx  =0. 

P 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  8)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  indem  man  s=p 
setzt,  so  kommt: 


pzzti  d lg  M pzzn/dx  \ v — n/dX\df 

**  X. -£-+'*  (.-?)  + rx  (-«/)fc=o, 

p — t p p p=t'\'  p=i'°f/  p 


und  indem  man  hiervon  die  Gleichung  5)  abzieht: 


P-n 
2 X 

} 

P — 1 


d lg 


HL  p=n~'/dx 


ux 


+ 2 
P=‘ 


<?)- 


im  letzten  Gliede  ist  die  Summe  nnr  bis  n — 1 genommen,  da  x als  eliminirt  zn 

fl 

betrachten  ist.  Was  das  erste  Glied  anbetrifft,  so  ist: 


dx 


p-n 

2 

V-  « 


digl  *=* 
Xn « = X 

P dx 


r(^H-¥h 

* T 

P \ dx  J of 

x P ' ’ o=I 


df 

xp  aV 
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(‘""VT 

(?) 

v **./  B=, 

V 

wovon  das  letzte  Glied  verschwindet  vermöge  der  Gleichnng: 
p = n df 
~ Xp  dx — 0, 
p~\  F P 

welche  das  Integral  definirt.  Man  hat  also: 
p =:n—  1 

6)  1 

p=i 

Da  Differenziation  nach  f nicht  staufin-  reducirt,  von  diesem  System  ein  Integral 
det,  so  kann  man  f=«  setzen,  und  hat  fn  sucht  n.  s.  w. 

dann  das  redneirte  System.  Vergleicht  Indem  man  die  Systeme  aber  in  die- 
man  aber  diese  Gleichung  mit  Gleichung  ser  Weise  fortgesetzt  reducirt,  erhält  man 
3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  sieht  man,  auch  durch  Wiederholung  des  oben  ge-* 
dass  dieselben  völlig  übercinstimmen,  gebenen  Verfahrens  die  Multiplicatoren 
__  M , , der  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 

wenn  man  M mit  — und  das  tirspröng-  ,, 

“ „ _ W, M__ 

liehe  mit  dem  reducirten  System  ver-  >na—  ^ ^ df9  * 

tauscht.  r ^ ^ 

„Ist  also  M ein  Multiplicator  des  ur-  xn—  I xn  »*—  1 

sprünglichen  Systems,  so  ist:  j ^ ^ 

».=  — = }!  M%  ~ ~if'~  ~ "ä?  W'  äf"~ 

“ IL  dx  dx  äx  dx 

dx  *~2 


der  des  reducirten  Systems,  welches  ent*  ... 

steht,  wenn  man  x climinirt.“  . o T„. 

1 n Hat  man  n— 2 Integrale  des  Systems, 

Natürlich  muss  diese  Elimination  auch  so  wird  dasselbe  schliesslich  auf  eine 
in  dem  Ausdrucke  von  M x stattlinden,  Gleichnng  mit  2 Variablen  redneirt,  und 
so  Hass  M v die  Constante  n enthält.  der  Multiplicator  dieser  Gleichnng  ist: 

Es  sei  nun  ein  zweites  Integral  ßf 


gegeben,  so  ifcsst  sich  dasselbe  mittelst 
der  Gleichnng: 

/•=« 


M 


n-1  ~ df  df’  df" 


dx  dx  dx 

* n — t ft— i 


»r 


dx% 


Dieser  Ans  druck  t*er  *mmcr  einer 

immer  durch  Elimination  von  xn  auf  die  Gleichung  mit  2 Variablen  angehört, 
Gestalt  bringen: 

r (*,.  *,  . 


«)  = «». 


wird  von  Jakobi  der  letzte  Multiplicator 
genannt.  Er  gehört  zu  einem  Systeme 
von  der  Gestalt: 


wo  f9  eine  andere  Function  ist.  Ueber- 
haupt  nehmen  die  Integrale  durch 
succcssive  Elimination  die  Gestalt  an: 


dx  dxt 

35=* 


f (*l.  *s 
/'(*..  *,  • • 
r(*„  *.••• 


■ • xj=a, 

C»-2’  “•  “*)  = "• 


wo  {,  Functionen  von  x,  x,  und  von 
Constanten  sind.  d.  h.  wenn  man  du  eli- 
minirt,  tu  der  Gleichung: 

7)  {,rfx— {rfx,  =0. 

Er  ist  definirt  durch  die  Gleichung: 

d(.W 

8) 


dx  dxk 

Bestimmen  wir  aber  den  Euler* sehen 


*~P  ‘ P-V  P 

Unter  dieser  Form  ergeben  sic  sich  auch  Multiplicator  A der  Gleichung  7) , so 
offenbar,  wenn  man  ein  Integral  f*  zunächst  muss  sein : 
dos  reducirten  Systems  sucht,  dasselbe  A^  lJx—A^dxl  = df 

durch  Elimination  von  .r  abermals  , , 
n— 1 d.  h. 
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7=A(„iZ-=-A(, 


d,f 

at, 

oder  wenn  man  die  erste  Gleichung  nach 
x.y  die  xweite  nach  x differenziirt: 


di 


»(AQ 


«*ii,  dx. 


dx 


d.  D.. 


d(Aj),  A(Äf,)_n 

dx  ' dxt  ’ 

eine  Gleichung,  die  offenbar  den  Euler- 
schen  Multiplicator  definirt.  Sie  stimmt 
aber  völlig  Qberein  mit  der  Gleichung 
8),  wenn  man 

A-M 

n—  1 


setzt. 

„Der  letzte  Multiplicator  ist  also  mit 
dem  Euler’schen  Multiplicator  de6  auf 
eine  Gleichung  mit  2 Variablen  reducir- 
ten  Systems  identisch.“ 

Da  nun  die  Kenntniss  des  Eulcrisehen 
Multiplicators  die  Integration  der  Diffe- 
renzialgleichung auf  Quadraturen  zurück- 
führt, und  der  letzte  Multiplicator  aus 
einem  des  ursprünglichen  Systems  und 
n— 2 Integralen  desselben  ermittelt  wer- 
den kann,  so  ergibt  Bich  folgender  Satz. 

„Ist  in  einem  System  von  n— 1 Diffe- 
renzialgleichungen mit  n Variablen  ein 
Multiplicator,  ausserdem  aber  *•— 2 In- 
tegrale bekannt,  so  wird  das  letzte  In- 
tegral durch  blosse  Quadratur  gefunden. 

Dieser  Satz  verbunden  mit  dem  oben 
gegebenen , dass  der  Quotient  zweier 
Multiplicatoren  immer  ein  Integral  ist, 
gibt  noch  folgenden  Zusatz: 

„Sind  * Integrale  und  » — 1— » Multi- 
plicatoren bekannt,  wo  * jede  ganz  po- 
sitive Zahl,  auch  Null  sein  kann,  so 
macht  die  vollständige  Integration  nur 
noch  eine  Quadratur  nüthig.“ 

Durch  Division  je  zweier  der  n — 1 — $ 
Multiplicatoren  erhält  man  nämlich 
n — 2— s neue  Integrale,  so  dass  man 
deren  jetzt  n~ 2 hat,  die  man  mit  einem 
beliebigen  Multiplicator  verbindet. 


M constant,  so  erhält  man: 


p — n dx 

Z —1  = 0. 


Da,  im  Falle  diese  Gleichung  erfüllt  wird, 
jede  Constante  die  bezügliche  Definitions- 
gleichung des  Multiplicators  erfüllt,  so 
kann  man  auch  ,V=1  setzen.  Es  ist 
daun  der  letzte  Multiplicator: 


M ..=  - 

is—  2 


»f 


i 

¥r 


dx  dz 


■*r 


a *. 

Beispiel.  Jede  Aufgabe,  welche  aus 
der  Variationsrechnung  entspringt,  und 
ausdrückt , dass  ein  einfaches  Integral 
ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  führt 
zu  einem  Systeme  von  Differenzialglei- 
chungen von  der  Form: 


dq , _ dq. 

ir~  dfs 

dp,  _ dr 
di  a,,’ 


dg  1 _ D'f 

dl  dp, 


dp,  _ a'l 

dt  dq7 

‘K 


ÜT  =~d1n 


wo  y eine  Function  der  mit  p und  q 
bezeichneten  Grossen  ist.  Die  Anzahl 
der  Gleichungen  ist  also  nach  Elimina- 
tion des  Index  t 2n  — 1.  — Gleiche  Form 
nehmen  auch,  wie  Hamilton  gezeigt  hat, 
die  mechanischen  Gleichungen  an,  falls 
für  die  Anfgabe,  die  man  betrachtet,  das 
Prinsip  der  lebendigen  Kräfte  stattfindet, 
und  dies  ist  an  sich  ersichtlich.  Da  aus 
diesem  Prinzip  das  der  kleinsten  Actio- 
nen folgt,  also  die  fraglichen  Gleichun- 
gen der  Mechanik  als  einer  Minimums- 
aufgabe  entspringend  betrachtet  werden 
können.  (Vergleiche  den  Artikel:  Varia- 
tionsrechnung.) 

Setzt  man  nun : 


13)  Bestimmung  eines  Multi- 
p li  c ators. 

Der  Multiplicator  eines  gegebenen  Sy- 
stems kann  unter  Umständen  constant 
sein , und  dieser  Fall  setzt  eine  Bedin- 
gungsgleicbung  voraus,  der  das  gegebene 
System  genügen  muss.  Setzt  man  näm- 
lich in  die  Gleichung: 


p=n  A(MX  ) 
P=>  % 


dtf  dif- 

^9 1 9 tya 

X.  =-X 

IH  A9h 

*■  = »*■  •••  *n+,=P.> 

xn+i=Pi  ' • * W 

so  ergibt  sich,  wenn  « kleiner  als  1,  oder 
gleich  n ist: 
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dx 


dX 


*/ 


rt+J 


**.+.“  a''A’ 


also: 


ax  «, 

a*  + dx 


«+  >_( 


»+» 


woraus  folgt: 


pVnd3 

p=>  % 


= 0, 


Der  Muhiplicator  des  in  Bede  ste- 
henden Systems  ist  also  gleich  1,  d.  h. : 
„Hat  man  die  Integrale  einer  der 
Mechanik  oder  der  Variationsrechnung 
entsprecheuden  Differenzialgleichung  hia 
auf  eins  ermittelt,  so  ist  dieses  letz- 
tere immer  durch  blosse  Quadratur  zu 
finden.14  . . , 

Ein  Multiplicator  lässt  sich  aber  auch 
in  einem  allgemeinem  Falle  ermitteln, 
der  genau  dem  entsprechenden  Falle  m 
der  Theorie  des  Euler’schen  Multiplica- 
tors  entspricht. 

Es  war: 

y-n  ^IgM  V-H  dXv 

x x_-*r+  X ^=0. 

p=l  P P P='dxp 

und  wegen  des  gegebenen  Systems : 

ifj.—  x = X , ••  • y 

du  *’  du  ju  n 

p = u dx  dlglf  _ 1_  P-n  0 xp 

X -rX  ÖX  ~ X.  2 


1 p = n dx 
X~  X 3-2 

* p=l  dxp 

nur  von  xg  abhängig,  so  kann  man  in- 
tegriren,  und  erhält: 

’V  p, 

' x,  ?=<  % 

oder : 

n ^s  P = n % 
Jx,p=ldxp 
JU  — 6 • 

Es  ist  dies  jedoch  der  einsige  allgemei- 
. nere  Fall,  wo  der  Multiplicator  von  vorn 
. herein  nnd  ohne  Integration  des  Systems 
gegeben  ist. 

14)  Eigenschaften  der  Inte- 
grale. 

Sei  wieder  das  gegebene  System : 
dx 


1) 


" du 


du 


= X. 


Xn  von 


wo  die  Grösten  ;X , , X, 

X X X , nicht  aber  von  u unab- 

*1«  -*  B 

hängig  sind.  Sei  ferner: 
fi.  ft  • • ‘ fH—  l 

ein  System  von  Integralen,  die  von  ein- 
ander unabhängig  sein  sollen,  so  ist: 

+ dTX*=0’ 


^fr,x'+idf;x*+ 


r='Jx, 


' p- 


- I dx„ 


^xl+^x1+...+^xn=° 


.ih 

dar. 


dft 


wo  x eine  beliebige  der  Grossen 

x ...  * sein  kann.  Betrachtet  man 
a n 

also  xf  als  unabhängige  Variable,  und 

bcseichnet  das  vollständige  Differenaial 
von  lg  MT,  nach  xf  genommen,  wenn  alle 

Grossen  * als  von  x$  abhängig  gedacht 
werden,  mit  rf  lg  IW,  so  hat  man: 

p-n  d lg  X dx  d lg  M 
”=  dx  . 


\r„-lv  >rn- 


dx, 


X,  + - 


dx. 


-x.+ 


+!^i=o. 

äx_ 


X 

p=\ 


dx 


V dxt 

dx.tp-ndXp 

also:  dlg.W=-=-  x ' ' 

AiP-'  p 

Ist  also  der  Ausdruck 


Diese  »-1  Gleichungen  können  dam 
dienen,  n— 2 der  Grössen  X„  X,  • • • 
X in  eliminiren.  — Bekanntlich  lässt 

sich  diese  Elimination  so  anstcllcn,  dass 
man  die  erste  Gleichung  mit  einer  noch 
zu  bestimmenden  Function  1 ,,  die  zweite 
mit  einer  andern  i,  u.  s.  w. , die  lettto 
mit  i . multiplicirt,  und  die  Producte 
n — 1 
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«sr  ■“  — ■* 


1 ~dT. 


, df,  df.  df 

X,i>ri+1‘ ä*;+  ■ * • +**_,  -^-=0. 


oder  abgekürzt: 


* 11 ‘k^  ■■■«,£*»■ 

wo  alle  Summen  eich  auf  die  Werlhe  von  p,  von  n-  1 hi«  t ....  >. 

E«  folgt  dann  aue  den  Gleichungen  2)  noch:  * P 1 erstrecken. 

df_  df 

X XI  P i v r,  >_n 

— ' r " p 5T  °’ 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  unter  V eine  neue  Function  verstehen- 

« -,4.4.  „ 

Pnx*-i  u ? «*n  u 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  multipliciren  wir  nach  der  Reihe  beaflglich  mit: 

ÄÄÄaÄ  ^ 


oder,  wenn  man 


VXl  df  =x  cf-r  V JY. 

P P " »-I  n—  i °xn 


Ul. =A 
P P 


Xn'!x h-I  V»-i‘,-r»  — AiJfi+A,<lr,+  ■ • . +A  df 

N — 1 ' H — I 

Hütte  man  statt  der  Grössen  X.  X . . v ~ , , . 

" * J'n— a "~2  beliebig  andere  elimi- 

nirt,  so  wäre  man  auf  ähnliche  Ausdrücke  _ , 

f,.--rn_,  Integrale  sind,  ru|gcndeS  MemlscC  BeSn“8"  ^ <U!°’  WenQ  f" 

6)  ^*.-*.*„=*,1  rr,+k,df,+  . . . +kn_tdrH  i, 

XH<fX'-X»’,*n  a*t'*f,+kt’Jf,+  ...  +f  df  ' , 

df'  , 

n — 1 'n— i’ 
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wo  die  Grössen  klt  kt  • • • • • • k Functionen  von  ar4,  j, 

• • • x sind. 

Tl 

Auch  diese  Gleichungen  können  inr  Definition  der  Integrale  f„  ft’m‘  fn_t 
dienen.  Seist  man  nämlich  f t , f,  • • • /-  gleich  Constanten,  so  wirdi 


also: 


X/r.-XA,  =0, 


df,=jr,=  ■ • • dA„_t=o. 

X dxt  — Xtdx  =0 


X dx  ,</*=(). 

» n—  1 n—  l r» 


Dies  System  aber  stimmt  offenbar  der  linken  Seite  in  5)  befindlichen  auf 
mit  dem  gegebenen  System  T)  überein,  die  rechts  stehende  Form  reducirt. 


wenn  man  ans  letzterem  du  climinirt. 

Die  Aufgabe,  ein  System  von  Diffe- 
renzialgleichungen zu  integriren,  wird  . „ .......  n - 

a u a-  m • u cn  i fi-  chung  ö)  mit  beliebigen  Grössen  C/,, 

durch  die  Gleichungen  5)  also  auf  die  f,  b ’ . . v . 6 - . . . 

. . L l.i  _ . • . imimnlmirfc  mnn  auf  Annnrnf’k« 


Es  ist  ftbrigens  leicht  einzusehen,  dass, 
wenn  man  die  beiden  Seiten  der  Glei- 


andere  Aufgabe  der  Transformation  eines 
Systems  von  Ausdrücken,  wie  die  auf 

6)  K.Jx.  + Mj ■,+  •••  +Vttxn=Plirl+Pt6ft+ 


U2  • • • multiplicirt,  raun  auf  Ausdrücke 
kommt  von  der  Gestalt: 


+V.."* 


wo  die  Grössen  V von  der  Form  sind: 

V =f/  X , 

P P n 

wenn  p kleiner  als  n ist,  und : 

n ' * 1 1 * * T r n — l n - 1' 


Multiplicirt  man  aber  mit  den  Grössen  Vv  K,  • • • K die  Gleichungen  1) 
und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 


7) 


+ » 


n du 


o, 


oder: 

Vldxl+Vtdxt  + ...  -fFnrfxn  = 0, 


Diese  Gleichung  ist  also  eine  Folge 
der  Gleichungen  1),  und  zwar  eine  ganz 
beliebige,  so  lange  die  Grössen  V nicht 
weiter  bestimmt  sind.  Bildet  man  n 
solcher  Gleichungen,  die  von  einander 
unabhängig  sind,  so  hat  man  ein  System 
von  Differenzialgleichungen,  welches  mit 
dem  System  1)  ganz  identisch  ist,  und 
die  Integration  dieses  Systems  kommt 
also  darauf  hinaus,  den  Ausdruck  links 
in  Gleichung  6)  auf  die  Form,  welche 
rechts  steht,  zu  bringen.  Wie  auch  also 
die  Form  der  gegebenen  Differenzialglei- 
chungen sei,  immer  lassen  sich  mit  Hülfe 
der  Integrale  Ausdrücke  bilden,  welche 
aus  n — 1 Gliedern,  ganz  ähnlich  wie  in 
den  Gleichungen  5)  bestehen,  und  die 
Aufgabe,  ein  System  von  n — 1 Gleichun- 
gen von  der  Form  7)  zu  integriren,  ist 
wesentlich  identisch  mit  der  Bildung  von 
n — 1 Gleichungen  von  der  Form  6),  d. 
h.  mit  der  Transformation  von  n Syste  - 
men von  n Gliedern  KtcT*,,  V % Jx%  • •• 


Vndxn  auf  »t—1  Ptdfly  P9*ft  • • • 
P .<// 

n—  l ' n — l 

Die  Integralgleichungen  lassen  sich 
aber  auch,  wie  wir  gesehen  haben,  unter 
noch  einer  andern  Form  ausdrücken. 

8)  /■(*„  *,  • • • *„)  = «, 

f (*.*  ■*.  * * * b)  = bii 

/■"(*..  X.  • • • *n,  f,  «,)  = «. 


r(a 

welche  entstehen,  wenn  man  successive 
aus  2 der  Integralgleichungen  xn  x.  ••• 
x „ eliminirt,  oder  wenn  man  durch 

succcssives  Einsetzen  der  nach  einander 
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gefundenen  Integrale  da«  gegebene  Sy- 
stem red  nein. 

Wir  nennen  den  Ausdruck  links  in 
der  ersten  Gleichung,  welche  nur  eine 
ConsUntc  aber  n Variablen  enthält,  jetzt 
erstes  Integral,  den  in  der  zweiten  mit 
2 Constanten  und  n — 1 Variablen  zwei- 
tes Integral  u.  s.  w.  Die  vorhin  be- 
trachtete Art  der  Integrale  besteht  also 
aus  n — 1 ersten  Integralen. 

Kennt  man  nur  ein  n — ltes  Integral, 
also  eine  Gleichung,  welche  w — 1 kon- 
stanten und  eine  Variable  enthalt,  so 
ist  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe  ge- 
löst. Es  lassen  sich  nftmlich  augenblick- 
lich noch  n — 2 andere  Integrale  bilden, 
welche  keine  neuen  Constanten  enthalt. 
Sei  nämlich: 

?(•*..  *>•  «.«!*••  V_;i>  = V-2 

das  gegebene  Integral.  (Offenbar  kommt 
es  auf  die  Auswahl  der  Variablen  x,, 
x,  unter  den  n gegebenen  xt,  x,  • • • 
xn  nicht  an. 

Man  muss  dann  die  Gleichung 
V=a»-S 

9)  v (•*■..  • 

»'(*..  *.  • • 

*"(*..  • • • 


nach  *i  differenziiren , statt  der  Grössen 
dx.  dx. 

— — aber  deren  Werthe,  die  sich 
du  du 

aus  den  Gleichungen  1)  ergeben,  ein- 
setzen,  und  man  hat  eine  zweite  Glei- 
chung, die  wir  mit 

V'=  0 

bezeichnen  wollen. 

Differenziirt  man  auch  diese  nach  w 
und  ersetzt  die  darin  vorkommenden 

Differcnzialquotienten  , — f-  .... 

du  du 

d*n 

dnreh  ihre  Werthe,  so  ergibt  sich 

eine  dritte  u s.  w.,  so  dass  man  auf 
dieselbe  Weise  durch  fortgesetztes  Diffc- 
renziiren  n — 1 erhalten  kann.  Aus  den- 
selben kann  man  dann  immer  n — 2 Con- 
stanten eliminiren  und  sich  so  Integrale 
von  der  Form 

fi=« i.  f,=«t  • ■ . 

bilden. 

Selbstverständlich  lässt  sich  auch  das 
System  8)  auf  die  Form  bringen  : 

• • v ")=°- 

•r,»  a,  <*,)= 0, 


i 


<fv  ^ (x  , x a,  o,  ...  « a „)  = 0. 

“ v n — r n * 1 n — 3*  n—l' 

Die  Ausdrücke  in  8)  geben  ähnliche  Beziehungen,  wie  die  in  den  Gleichun- 
gen 5)  enthaltenen.  Es  ist  nämlich: 

V , ^(**~  ;)- 

dx  . n 1 dx 


-X  =0. 


Diese  Gleichung  findet  identisch  statt,  wenn  man  nach  dem  Differenziiren  die 
Constanten  o,  «4  . . . ^ durch  ihre  aus  den  übrigen  Integralen  gezogenen 

Werthe  ersetzt. 

Man  kann  die  eben  gefundene  Gleichung  auch  schreiben  : 
dx 


u 


dx 


U 


wo  V eine  neue  Unbekannte  ist ; also  wenn  man  beide  Gleichungen  bezüglich  mit 

1xnxiVJfi-n~‘i\ 

Nimmt  man  jetxt  die  beiden  Gleichungen: 

df(*  — 1)  äf(»  — 3)  &f{n  - 3) 

~dx~~  X*—-~5T  T ■ 


dx*  j und  Jxn  mnltiplicirt  und  addirt: 

X cf*  —X 
n n — l n - 


-Xn=0, 

nxn 
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n — I » , 

muhiplicirt  die  erste  mit  ),  die  zweite  mit  u,  und  nddirt,  indem  man  setzt: 
welche  Gleichung  zur  Bestimmung  von  fx  dienen  soll,  so  hat  man: 

•xx^ZL’^.+wätl i>+l.i£zS  x, 

dxn-1  " • d*„  f1xn 

oder : 

, df(n~  X,_; 

~^,rr=^’  i-ä7r-+^— =-— ’ 

indem  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  Jx  > und  Jx^  multiplicirt,  und  zu 
der  mit  ^ multiplicirten  Gleichung 

o=id^)+r*£ll 

dx  ox 

n — I n — l 

addirt,  erh&lt  man: 

XnJzn_.,~xH_Jxn  = {/,  ^C»-3)+{/,^("-5), 

und  indem  man  in  dieser  Weise  fortfährt,  ergibt  sich  ein  den  Gleichungen  5) 
ähnliches  System,  in  welchem  jedoch  die  Gleichungen  einfacher  sind.  Nämlich: 

10)  xn<t*,-xtdxn=aJr+  +a,4ft')+ 

XnJx,-X,JxH=  «1Vf(,)+«,’d/2)+  . . . + ' 2) 

XH*x,-XtJxH=  «,"*/<*>+  . . . 


1("  ’W"  5)- 

Es  ist  hier  f ein  erstes  Integral , f den  Constanten  irgend  welche  Zahlen- 
ein (weites  u.  s.  w.  werthe,  so  bat  man  ein  partikulare«  In- 

Das  erste  Integral  f kommt  also  hier  tegral.  Es  gibt  aber  wie  in  den  Glei- 
nnr  bei  der  Transformation  des  ersten  chungen  mit  einer  abhängigen  Variablen 
Ausdruckes  Tor.  auch  singuläre  Integrale. 

....  n.  . . ,.  Setzt  man  nämlich  die  Functionen 

Auch  diese  Gleichungen  dtenen  zur  jr  X / _ 

Definition  des  ersten,  zweiten  n.  s.  w.  f,  f'n  - Constanten  gleich, 

n — 1 ten  Integrals.  so  verschwinden  die  Ausdrücke  rechts. 

Gibt  man  in  irgend  einem  Integral  nnd  man  erhalt : 

X^di,—  X.Ac^rrO,  Xndx,-X,dxH=0  . . ., 


Gleichungen,  welche  mit  den  gegebenen 
1)  identisch  sind.  Dasselbe  tritt  aber 
auch  ein , nenn  man  das  2 te,  3tc  . . . 
»— lte  Integral  gleich  Constanten  setzt, 
damit  aber  statt  der  Gleichung  f-it  die 
andere  a = 0 verbindet. 

Die  Gleichung 


stellt  also  ein  singuläres  erstes  Integral 
dar,  wenn  dieselbe  keine  Folge  der  Glei- 
chung f—u  in  Verbindung  mit  den  übri- 
gen Integralgleichungen  ist. 

Für  a aber  lasst  sieb  leicht  der  Werth 

ermitteln.  Da  nämlich  f^'\  .... 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurtickf.  auf.  428  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


(fl 

f'  die  Grfissc  x,  nicht  enthalten, 

so  ist,  wenn  man  j-,  differeniiirt : 

öf  Xn. 

Xn='3Tt' 

öl, 

es  mass  also,  da  nicht  gleich  Null 
sein  kann: 

»t  _ „ 

x — = X 
dxt 

sein,  und  diese  Gleichung  definirt  das 
singuläre  Integral.  Es  ist  also  gegeben, 
wenn  ein  erstes  allgemeines  Integral  f 
bekannt  ist. 

Sei  aber  das  erste  Integral  unter  der 
Form  gegeben: 

<f(x„  X,  . . . xn,  <r)  = 0, 

so  ist  die  Gleichung 

«=/■(*  i.  •••*„) 

eine  Folge  derselben,  und  denkt  man  sich 
in  (f  für  « diesen  Werth  eingesetzt,  so 
wird  die  erste  Gleichung  identisch,  Man 
hat  also,  wenn  man  nach  x4  differen- 
ziirt,  unter  dieser  Voraussetzung: 


h.  i d,t  ,)g  -o 

dx,T  da  dx,' 


d.  h. 


d<f 

da  __  df  _ <5xt* 

dxx  dxx  tuf 

da 

und  im  Falle  des  singulären  Integrals, 
df 

— — — o n ist  • 


wo  also 


dx 


n . 

^ öXp 

Eliminirt  man  aus  einer  dieser  beiden 
Gleichungen  und  aus  r/  =0  die  Constante 
n,  so  hat  man  nlso  singuläre  Integrale 
falls  man  nicht  auf  partieuläre  Integrale 
hierbei  gelangt. 

Die  Gleichung: 

's — = » 

dx, 

rührt  ron  der  hier  gewählten  Form  der 
Differenzialgleichungen  her,  wonach  allein 

XHix,-X,Jxn 

derart  transformirt  wurde,  dns9  alle  In- 
tegrale rechts  erschienen.  Bei  anderer 


Auswahl  würde  man  auf  Gleichungen, 
wie : 

d,r d,t 

dx,~  • ■ ' ” 

kommen. 

Es  gibt  aber  auch  singuläre  Integrale 
höherer  Ordnung.  Ist  ein  erstes  Inte- 
gral f—  u nämlich  bekannt,  so  kann  man 
mit  dessen  Hülfe  eine  der  Variablen  xt 
climiniren.  Von  den  Gleichungen  10) 
fällt  dann  die  erste  weg,  und  die  übri- 
gen werden  erfüllt,  wenn  man  f\f” ... 

/■(*  ^ alle  gleich  Constanten  setzt, 

oder  wenn  man  nur  f*f,  f,n  ...  f^n 
gleich  Constanten,  und  ausserdem 
ö/=0 

setzt.  Die  letztere  Gleichung  vertritt  also 
das  zweite  allgemeine  Integral,  und  ist 
daher  als  singuläres  Integral  zweiter 
Ordnung  zu  betrachten.  Nimmt  man 

f-a,  r = «, 

an,  so  fallen  die  beiden  ersten  Gleichun- 
gen fort,  und  man  sieht,  dass 

’*/'  = 0 

ein  singuläres  drittes  Integral  u.  s.  w. 

(f,  o\ 

an / ■'  ein  solches  »»ter  Ordnung 

ist.  — Hat  man  die  entsprechenden  voll- 
ständigen Integrale,  so  lassen  sich  leicht 
die  singulären  daraus  ableiten.  Offen- 
bar ist  nämlich: 


-dT' 

dxa 


also : 


»r__ 

öxt— dx~ 


~üf»' 
dx, 

dx m 


-=oo, 


die  entsprechenden  Gleichungen. 

Ist  die  entsprechende  Gleichung  nicht 
unter  der  Form 

<*,+  !•  *p+1  • 

a ) = ff  , 
P~[  P 

sondern  unter  der  allgemeinem: 

'!  (*V+ I*  xp+ S V =0 

gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  für  a 

den  Werth  gesetzt  denkt,  eine  iden- 
tische Gleichung,  und  folglich,  wenn  man 
nach  x ^ differenziirt : 


P 
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da 


dx 


'~  + 


dt, 


da 


dft  dx 


=:0. 


also: 


>+•  P P+1 
da  dt, 


da 

P 

Da  also  im  Falle  des  singulären  Inte- 
gral* 


% _ 


dx  , . dx  . , 
p-M  />+ 1 

sein  soll,  so  Ist  entweder: 

1>N 

oder 


£=«• 

P 


dx 


>+■ 


zu  setzen.  Aus  einer  dieser  Gleichun- 
gen und  aus 

7=° 

aber  wird  dann  a eliminirt.  — Diese 
, P 

Kegel  gilt  für  die  singulären  Integrale 
aller  Ordnungen.  Wären  p vollständige 
Integrale  durch  p Gleichungen  von  der 
Form  : 

■//(*,,  i,  x„,  « )=0, 

welche  die  Allgemeinste  Relation  ist,  ge- 
geben, so  würden  sieh  leicht  dio  Aus- 
drücke von  combinatorischcr  Form  für 
die  singulären  Integrale  ablciten  lassen. 

Man  kann  aber  den  letzteren  auch 
eine  Form  geben,  die  für  alle  gemein- 
schaftlich ist. 

Es  ist  nämlich  offenbar : 


und  folglich  ist  die  Grösse 
Man  hat  aber: 


_ 2}  der  Euler’sche  oder  letzte  Multiplicator. 


72  Jv(X  »Ix  —X  , JxJ—Jf 
n n—  t »— 1 n'  1 

» 

i 


(.-a) 


»r 


(H-a) 


di 


■wie  man  erhält,  wenn  man  das  Differenzial  nach  jr ( nimmt.  Es  ist  ferner: 


(»  — 3) 


(»— t) 


d/-("  — 3) 


dx 


n — 2 


dx  . 


» ,w=  *- , „o)=5_, 

vW  a/0) 

dx,  dx. 


jV 


Ist  aber  df  der  Multiplicator  des  gegebenen  Systems,  und  N der  letzte  Multipli- 
cator, so  war: 

# M 


also 


nnd,  da: 


JV=- ä- ä 

d*t  dx, 

dar,  dr. 


dx. 


V 


(»-»> 


Jv, 


t -!■■■  - 
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JV=- 


_»r 


(•-») 


dx«-i 


df  »ft) 


»/ 

dz 


(■  — 3) 


# = - 


Wenn  man  aber  die  Wertbe  von  a 

*1—  i 

multiplicirt,  ergibt  eich: 

<— *> 


fl 

(*--’) 


n— 3 


("  — 3) 


a mit  einander 


(x-)"  1 


if_  dj^> 
dz,  dz. 


~ix 


(—!)• 


eine  Gleichung , aus  der  sich  folgende  Relation  zwischen  den  Coefficienten  m and 
dem  Multiplicator  ergibt,  und  die  eine  Definition  des  letztem  enthalt : 

(*■)■" 


a,  a, 


(')  «.(*) 


(■— 0 


Da  die  Gleichung: 

• =0,  «/'>=0, 

die  singulären  Integrale  der  verschiedenen  Ordnungen  ergeben  und  die  linken  Sei- 
ten dieser  Gleichungen  im  Nenner  des  Multiplicators  als  Factoren  erscheinen,  so 
ergibt  sich  hieraus  auch  t 

„Die  singulären  Integrale  alter  Ordnungen  werden  gefunden , wenn  man  den 
Multiplicator  gleich  unendlich  setzt.“ 

16)  Anwendung  auf  eine  Gleichung  höherer  Ordnung  mit 
2 Variablen. 

Die  Gleichung  fiter  Ordnung  mit  2 Variablen  hat  die  Gestalt: 


1) 


oder  wenn  man 


Jt 

--1  hierau«  entwickelt: 


2) 


df*xt , dz.  d1x. 

dx~~  '' (x>  x-  id'  iTx' 


dz”-'  f 


fttr  welche  man  nach  dem  Obigen  auch  das  System  von  n Gleichungen  nehmen 
kann: 

qv  dxt  dz  t ' dX“ 

8)  id=x"*; =*»--sr 

oder,  wenn  man  die  Gleichung: 


= X*  • • ■ *n>’ 


dz  , 

= *i.  . *n) 

hinzuffigt,  worin  <p  eine  gan*  beliebige  Function  ist,  welche  znr  Bestimmung  von 
dx 

n dient,  also  x.  B.  — = 1 letzt: 
du 
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4) 


du -1,  </«~x* 


</j 


n— t 


</« 


dx 

n 

X , — = y. 

n dw 


Dies  System  von  n oder  n-f-1  Gleichungen,  je  nachdem  man  u vorhanden  oder 
eliminirt  denkt,  ist  ganz,  nach  den  obigen  Regeln  zu  behandeln.  Hat  man  ein 
erstes  Integral  von  der  Form: 

5)  f(z,  *„  x7  . . . *„)  = ", 

so  geben  die  Gleichungen  3)  ohne  Weiteres : 


6) 


er 

fix,  x„  — , 


dx * 


,fi— ' 

d x 


dx 


n — I 


l)=«, 


d.  h.  eine  Gleichung,  die  ganz  ähnlich  erster  Ordnung  ergibt,  dagegen  2 Inte- 
der  gegebenen  Gleichung  1)  ist,  nur  um  grale  ft  — ltcr  Ordnung,  3 n — 2ter  . . . 
eine  Ordnung  niedriger,  und  die  Con-  n Integrale  erster  Ordnung, 
stante  « enthält  Die  Gleichung  6)  kann  Hat  man  ein  Integral  pter  Ordnung, 
also  wie  1)  behandelt  werden.  Findet  so  ergibt  sich  durch  Differenziiren  des- 
man  ein  Integral  von  ihr,  so  hat  man  selben  nach  ti,  und  indem  man  für  die 
ein  zweites  Integral  der  Gleichung  1),  Differenzialquotientcn  die  aus  den  Glei- 
welches  2 Constantcn  enthält  und  eine  chungen  4)  gezogenen  Wcrthe  setzt,  so- 
Differenzialgleichung  n — 2 ter  Ordnung  gleich  ein  Integral  p — 1 ter  Ordnung, 
vorstellt.  Durch  successives  Auffinden  eins  p — 2 ter  Ordnung  u.  s.  f.,  so  dass 
der  Integrale  kommt  man  auf  das  n — lter  die  Kenntniss  eines  Integrals  schon  alle 
Ordnung,  von  der  Gestalt:  von  niederer  Ordnung  ergibt. 

7)  y(x,  x.,  fr,  er.  . . . rr  „)  = « „ Um  den  Multiplicator  des  Systems  3) 

1 H— 2 fi — l oder  4)  zu  finden,  hat  man  die  Gloi- 

also  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  chung  : 


Variablen  x,  i,,  welche  n Constan- 


ten  enthält.  Mit  dem  Auffinden  dieser 
Gleichung  ist  dio  Aufgabe  gelöst,  da 
man  eine  Relation  zwischen  x und  x,  hat. 


p = nd(MX) 

2 ___A  = 0, 

V- o 


f'X 


V 


Dieser  Ausdruck  heisst  daher  auch  all-  (wcgen  * j ist  nftmHch  hier  mit 


du 


gemeines  Integral  der  Gleichung  «ter 
Ordnung.  Es  enthält  n Constantcn.  x#=x  zu  beginnen),  wo  zu  setzen  ist: 
Jede  Gleichung  »ter  Ordnung  mit  2Va-  X0  = l,  A\=x,,  A't=x,  ...  X _ j 
riablen  hat  also  nur  ein  allgemeines  In-  __  v — / \ tv  m • 

tegral,  da  sich  nur  eine  Gleichung  wie  ~xiC  ' fi~^'*r’  *»  * ’ * xn'"  16  **" 

7)  aus  einem  System  von  n Integralen  chung  verwandelt  sich  deshalb  in : 

u M . i)M  dM  , dM  dM  d«. 

— — +x,  -T—+  . ..-fx  t \-<f  - + M—-=zO. 

dx  1 dx,  . dx.  n dx  , ’ dx  dx 

* fi — l fi  fi 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplicators  (vergleiche  Abschnitt  12)  war: 


AI  = e 


-I 


dx  n-n  d A' 

_J  2 

X % p = 0 °Xp  , 


aber : 


also : 


dX  s 
P - (V 

**r  **n 


/Ol. 
***** 


M = , 

* 

wenn  man  s = 0 setzt;  und  die  Möglichkeit,  den  Multiplicator  zu  bestimmen,  setzt 

d re 

also  voraus,  dass  der  Ausdruck  jj-  nur  eine  Variable  x enthalte. 

n 
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Es  muss  sonach  sein  : 

M 

d.  h.: 


1 = **  ¥-(*)+*(*>  x,  . . . 

wo  y und  \p  beliebige  Functionen  sind. 

Der  Multiplicator  lasst  sieb  also  immer  bestimmen  bei  einer  Differenzial- 
gleichung nter  Ordnung  von  der  Gestalt: 

...  q*S). 

dx"  d*"-'  d rf  tfx  ‘ 

Al.o  hat  man  von  dieser  Gleichung  « — 1 Integrale  erster  Ordnung,  oder  was 
dasselbe  ist,  ein  Integral  n-ltcr  Ordnung,  so  führt  die  Bestimmung  des  In- 
tegrals nter  Ordnung,  also  des  allgemeineren  Integrals,  nur  auf  Quadraturen 
zurück. 

16)  Lineare  Di f fe ren s ial glei chunge n. 

Ein  System  linearer  Differenzialgleichungen  hat  folgende  Gestalt: 


1) 

dx  ~ 1 

1,+A,  x,+  . . 

■+An 

X . , 

n «4*  1 

II 

•fl* 

zl+A1r  *.+  , . 

■+An' 

x +A'  9 

n «4  1 

d*l  _ 1 " 

*i  +A,"  x,+  • 

• • +An 

" X 4 A" 

n ~ n-f  1 

%*.*-•  >..+  ■ • • W“  V Vh'-'* 

dx 

wo  die  Grossen  Ak,  A/  • • • At  • • • — — A 

A — slmmtlieh  Functionen  von  " 

rt'r|  _ und  schreiben  in  sämmtlicben  Nennern  den 

x allein  sind.  sich  hieraus  ergebendcnAnsdruckdustattdx. 

Um  dies  System  anf  die  einmal  von  Offenbar  hat  man  nun,  wenn  man  dem 
uns  angenommene  Form  zu  bringen,  ver-  Ausdruck  Xp  wieder  die  oben  eingeführte 
binden  wir  damit  die  Gleichung : Bedeutung  gibt: 

X - 1,  X ■ • +AJr~\+An+,(P~')’ 


wenn  p grosser  als  Null  ist,  also:  n-1  Integrale  tu  bestimmen  braucht, 

^ da  das  letzte  durch  blosse  Quadratur 

dX  q ‘ P-A  (P  — gefunden  werden  kann.“ 

dx  ~ * dx  P Die  Integration  der  linearen  Differen- 

’ xialgleichungen  gewährt  aber  noch  an- 

also:  derc  Vortheile,  von  denen  der  wichtigste 

_ p = n , ,v  der  ist,  dass  die  Kenntniss  einer  Anzahl 

— j dx  1 A , von  particulären  Integralen  auf  die  des 

./  i ^ allgemeinen  Integrals  führt.  Um  dies 

zu  zeigen,  nehmen  wir  zunächst  an,  dass 
und  der  Exponent  enthält  in  der  That  die  von  x,  . . . x freien  Glieder 
nur  die  Veränderliche  x.  • . , 

Man  hat  also  auch  hier  den  Satz:  ^n+t*  A’n+l  "•  ^n  + t «ammt- 

„Dass  man  in  jedem  8ystem  von  n lieh  gleich  Null  seien.  Man  hat  dann 
linearen  Differenzialgleichungen  nur  zu  integriren  das  System: 


-/V/iV-o. 

./  p- 1 r 
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i = At  x,  + A,  *,+  . 

dx 

^r=A •'  *i+At'  x,  . 

dx 


+ ÄH  V 
+AJ  x. 


dx 


j = AS"-''>  x,+A^-'K,+  ...  +V_,)V 

Nehmen  wir  nan  an,  es  sei  ein  par-  Systems  2)  ein  anderes  Integral;  dies 
ticuläres  Integral  von  der  Form  : ist  jedoch  erster  Ordnung. 

Durch  fortgesetztes  Diflerenziiren  und 
7 *,)  = 0 oder  xl=fl(z)  Benutzung  der  übrigen  Gleichungen  des 

Systems  2)  kann  man  dann  im  Allge- 
also  ein  pnrticul&res  Integral  nter  Ord-  mejncn  n particulärc  Integrale  gewinnen, 
nunK  gegeben,  so  erhält  man  durch  Dif-  vorausgesetzt,  dass  keine  der  entste- 
ferenziiren  desselben : henden  Gleichungen  identisch  wird, 

</jr,  , wie  dies  in  Ausnahmefällen  stattlinden 

(•*■)♦  kann.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall, 

so  kann  man  diese  Gleichungen  auf  die 
also  mittels  der  ersten  Gleichung  des  Form  bringen : 

x,-f,(x),  x,=f,(x),  x,=f,(x)  . .-.  xn  = fn(z). 

Dies  ist  ein  System  particulärcr  Integrale.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  ein  zweites 
gegeben : 

*i=f*'(x)i  =/■,'(*)>  • 

so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  die  Ausdrücke : 
xi  = « ft (*)+!> f%' (*)  ■ ■ 


x„=”f.(.x)+ßfJ(x'> 


den  vorgelegten  Differenzialgleichungen  genügen,  also  Integralgleichungen  sind,  wo 
unter  a und  ft  willkürliche  Constanten  verstanden  werden.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man  das  erste  System  in  die  Gleichungen  2)  einsetzt: 

&=zlr>-Ml/>,+  . 

dli=Al’r,+A,'ri+  . 

U.  8.  W. 

und  wenn  man  das  zweite  System  einsetzt: 


+A  f , 


+Ank 


^AJ.'+A'f,'  . 

*/.=a  ,’r,'+A,'r,' 

dx 


• +W 


Multiplicirt  man  sämmtliche  Gleichungen  des  ersten  Systems  mit  a und  die  des 
zweiten  mit  ß , und  addirt,  so  erhält  man  also: 

J^f‘+Jf<')  = A,{nf,+ßf,')+A,(nfa+ßr,'n  ...  +An("fn+ßfn'), 
i(S.[’+P.fc)  = A /(«fl+ßfl')+A,'(af,+ßr,')+  ■ . - +An'{xfn+ßfn'), 

dx 

u.  s.  w. 

Dies  letzte  System  stimmt  aber  mit  den  Gleichungen  2)  völlig  überein,  wenn  man 
setzt : 

xi=«fi+ßt,’  .... 

so  dass  diese  Wertbe  in  der  That  dem  System  2)  genügen,  also  als  Integrale  zu 
betrachten  sind. 

28 
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Durch  Wiederholung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

„Hat  man  n particulärc  Integrale  von  der  Form : 

«Ff.W,  *,=//(*).  *,=A"(*)  • • • xl=fSH~'\x) 

und  bildet  man  aus  diesen  durch  successives  Differenziiren  die  entsprechenden 
Ausdrücke: 


*.=/•(*)•  *•=/■.'(*).  *.=/■»"(*)  • • • xt  = fJn 

z,=  r,(x),  x,=f,'(z),  z,=f,"  (i)  . . . zt=fn^-'\z). 


x=fn’M,  r=f"(x)  . . . z=f}n-'\z), 


so  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen: 

*.=«/•, (*)+/»A'(*)+)'A."(*)+-  • • +»r,("  ‘ 0(*). 

»,=«AW+|iA'M+rfi"W+  • • • 4 o/^"“ '>(*), 


*,=or,«+;/;w+r/,,*w+  • • • +»/n(“~,)(*)- 

Diese  Gleichungen  sind  in  der  That  - a (« — I)  . . 

die  allgemeinsten,  da  sie  n Constanten,  n + * * * «4  I 

ay  fl  ...  & enthalten.  Gleichungen  I)  nicht  sämmtlich  Null  sind, 

so  lassen  sich  die  allgemeinen  Integrale 
Ks  reichen  also  i*  partrculflre  Integrale,  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnitts 
von  denen  jedes  2 Variable  aber  keine  immer  schon  dann  durch  Quadraturen 
Constanten  enthalt,  aus.  um  das  System  herstcllen , wenn  man  n particularc  In- 
vollständig zu  integnren.  tegralc  der  Gleichungen  2)  hat,  in  wel- 

chen also  die  letzten  Glieder  Null  sind. 

17)  Variation  der  Conatanten.  üenn  ,eicn  die'e  bezüglich 

die  aus  ihnen  und  den  Gleichungen  2) 
Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  gebildeten  Werthe  für  xs,  x%  . . . j* 
von  z„  x,  . ..  zn  freien  Glieder  wieder. 

*,=/■, «,  *.=/■/(*),  *,=/,"(*)  • • • *i=fS*  '°W. 

x,=  f,(z),  *,=/■/(*).  x,=r,"(x)  ...  x,=f,(,_,)W, 


*J=W>  *„=/■„"«  • • • 

Setzt  man  nun,  um  die  allgemeinen  Werthe  der  Integrale  von  den  Gleichun- 
gen 1)  zu  ermitteln: 

3)  z,=nir,(z)+<,,rl’(x)+tt,ri"{x)+ . . . +«l/,l("~°(-o. 

(*)+«,  A,' (*)+«,  f,”{x)  4-  . . . + 


r.=:''^Wt,>CW+,^."W+  • • • 
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wo  indess  die  Grossen  n2  . . . an  keine  Constanten,  sondern  Functionen  von 

x sein  sollen.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Wcrthe  von  xlt  ...  *n  die  Gleichungen  1)  erfüllen  können.  Diflerensiirt 

man  die  erste  der  Gleichungen  3),  so  kommt: 


dz 


«i 


d*-+ •'  s~ 


dr,{n~'hz) 


är  +am$?+ö'c>S* 
+ . . . +/■,<" 


und  dies  muss  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1)  sein  gleich : 
A,x,+A,xt  + . . . +AHzn+AH+l, 

welcher  Ausdruck  wegen  der  Gleichungen  3)  tu  setzen  ist  gleich: 

".M.r,  M-M,  M*)+  • • • -M„ /■„(*)] 

+ B,[/tl/-l'(x)  + ^,f1'(r)+  . . . +V«  WJ 


l)(*)+^,fI("-,)(*)+  ...  + V»("_,)W]+4s-r 

Da  aber  die  Ausdrücke: 

particuläre  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  sic  für  xt  in  die  Glei- 
chungen 2)  gesetzt,  dieselben  befriedigen,  und  man  erhält: 

= /■,(*)  +A,ft(.,)+  . . . +AJh(x), 

■ . . +Anr^(*) 


df^\  ')(,)+  A%f*-'\x)+  . . . 


dx 

so  dass  man  hat : 


du 


r. w^+r/«5f+  • • • +'-("  + ,• 

In  gleicher  Weise  behandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  3)  und  sieht  aus  ihnen 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

4>  r.  (•>£+*/(.)£+  • ■ • +a(*“,)(-)t=^ 


dx 


dx 

da 


« + r 


. , da%  . m xdat  . . (« — l).  . « .. 

'■  W 57+  • • • +'■  « 3F = * . -m 


(»-•) 


wSf+  • • • +r*n~ ,)<')  *f=il-+l 

Lassen  sich  diese  Gleichungen  erfüllen,  so  ist  also  das  System  1)  integrirt. 
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Diese  Gleichungen  4)  sind  aber  in  Bezug  auf  die  DifTercnzialquotienten 

dz 

da  i , 

-t1  . . . linear,  man  erhält  also  aus  ihnen,  wenn  man  sie  nach  diesen  Grossen 
dz 

auflöst : 

5) 


*l  = B,An  + l+B,A'n+{+  . . . +BmAu+f~'\ 


dz 

da 


dx  1 »+>  * *+ 1 T » s + 


da 


dz 


wo  die  Grössen 

B„  B,  . . . Bh,  B,’  ...  B}*-') 

bestimmte  Functionen  von  x sind.  Die 
Bestimmung  von  a,,  a%  ...  a ist  also 

auf  n Quadraturen  zurückgeführt,  da  die 
rechten  Seiten  nur  die  Variable  z ent- 
halten. Die  Wcrthe  von  o„  aa  ...  «n, 

welche  jeder  also  eine  Integrationscon- 
stante  enthalten,  werden  in  3)  einge- 
setzt und  man  erhält  so  die  Integrale 
der  Gleichungen  1)  mit  n Constanten. 
Man  hat  also  in  der  That  die  allgemei- 
nen Integrale. 

Das  eben  gegebene  Theorem  rührt 
von  Lagrange  her,  und  wird  gewöhnlich 
als  „Variation  der  Constanten“  bezeich- 
net. Die  Anwendungen  dieser  Methode 
sind  für  Physik  und  Astronomie,  in  letz- 
terer namentlich  in  der  Theorie  der  Stö- 
rungen. von  grosser  Wichtigkeit  ge- 
worden. 

Es  ist  aber  der  Vaiiation  der  Con- 
stanten noch  eine  weitere  Ausdehnung 

*i  = “i  AOO. 


für  den  Fall  gegeben  worden , wo  man 
weniger  als  « particuläre  Integrale  kennt. 

Mittels  ähnlicher  Betrachtungen  ist  es 
nämlich  immer  möglich,  wenn  man  ein 
particulärcs  Iutegral  der  Gleichungen  2) 
des  Abschnitt  1<J)  ohne  Constante  hat, 
sowohl  die  Gleichungen  2)  als  auch  die 
Gleichungen  1)  auf  ein  anderes  System 
linearer  Differenzialgleichungen,  welches 
eine  Variable  weniger  hat,  zu  rcduciren ; 
wenn  man  2 particuläre  Integrale  hat, 
so  wird  dasselbe  auf  ein  System  mit  2 
Variablen  weniger  reducirt  u.  s.  w. 

Sei  z«  B. 

xi=fA*) 

das  gegebene  particuläre  Integral  der 
Gleichungen  2),  so  bildet  man  zunächst 
auf  die  mehrfach  angcdeutetc  Weise  die 
zugehörigen  Gleichungen 

*,=f,  (*),  x,  = f,(x)  . . . *,=/■„ (x). 

Nehmen  wir  nun  an,  die  allgemeinen  In~ 
tegrale  der  Gleichungen  1)  hätten  die 
Form: 

(x)  . . . *,  = «„/„(*)■ 


die  man  ihnen  immer  geben  kann,  wenn  wt,  ua  . . . zu  bestimmende  Functio- 
nen von  x sind. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  1)  ein  und  erhalten: 

«•  (*)+^,  «,/■,(*)+  • ■ • +V/.M+V,. 

d.  h : 

" • ~zr  + (*)  ^ . ia  m*) + * , r.  (*)  + • • • +v„(x)] 

+ At(ut  — Ml)ft(x)  + Al  (u,—u,)ft(x)+  . . . +^n(«B-«1)/'B(x)  + ^fI+1. 

Die  ersten  Glieder  beider  Seiten  dieser  Gleichung  aber  sind  gleich,  da  die  Glei- 
chungen 

»i =/■.(*)>  x.=f,  (*)  ■ ■ ■ 

- die  Gleichungen  2)  erfüllen,  aUo: 
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und  auf  dieselbe  Weise  bildet  man  aus  den  übrigen  Gleichungen  1)  die  folgenden : 

+An'K-*>KM+A'«+i 


f (x) -?  = A (*)+... 


V'  fix 


+\+  .(B  “ 0 <%_ , . w + 4.+ 0 


wenn  wir  setzen : 

/■,(*) 


A « 

— (0  / ||  ||  — „ 1 — r 

«.*.  -w  r(l+1)(,rci* 


so  nehmen  diese  Gleichungen  die  Gestalt  An : 

*.+  ■ • • +y4„7B'(*)*’I,_(+ci' 

S!h*)ui+Ai'  ®i)+c« 


5*=  - V’  ~ •>»  + z.<— 1 ’V  ,w  w ,) 

+-d/*—  IV/"^W(*»-%_|)+  ••• 

+^_1("~,)^_i(")w(-;_1-’— t)+c«- 

Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  allen  übrigen  ab , so  erh&lt  man  links  die 
dv  de  ^vn l 

Ausdrücke  . . . — ; — , und  rechts  die  Grössen  »%,  v,  . • . v in 

dx  dx  dx  n—i 

linearer  Form,  also  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

dJ!±=Blvl+Btv,+  . . . + 


6) 


+ fi»’ 


-£  = B,’vl  + B,'t1+  . . . +B' 


v +B  ’ 
n — 1 n— 1 « 


dv 


+ B (— *>,  +ß 

n— 1 n- 1 » 


wo  die  Grössen  B.,  R.f  . . . B leicht  zu  bestimmende  Functionen  von 

1 * n 

x sind. 

Man  hat  also  zur  Bestimmung  von  vt—u7—  nt,  ut  = u,—  Uj  • • • vn_-\-un~Ul 
in  der  That  ein  lineares  System,  welches  eine  Variable  weniger  als  die  Gleichun- 
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gen  1)  enthalt.  Zugleich  iat  ersichtlich , dass  wenn  die  Gleichungen  2)  des  Ab- 
echnitt  15),  wo  also  die  Schlnsegliedcr  An+i,  A'n+ , • • • all®  gleich  Null  »ind, 

iu  integriren  Torliegen,  ein  dem  System  6)  gani  gleiches  Svstcm  entsteht,  welches 
wir  mit  7)  beseichnen  wollen,  worin  die  Grössen  B 11  B B ’ 

, _ 2.  ’ 1 

ß„_,  ' gans  dieselbe  Bedeutung  wie  in  6)  haben,  die  Grössen  B , B ' ... 

**  * 

B 7 aber  siramtlich  gleich  Null  sind. 

Um  zu  bestimmen,  hat  man  nach  der  Auflösung  der  Gleichungen  6)  noch 
die  Gleichung: 

du . 

-5-=i4,yi'(x)c,-f^i7,'(a*)r1-|-  . . . +A  y '(*)*  + C., 

OX  nT  n K ' n—  i 1 

und  diese  ergibt  durch  blosse  Quadratur,  wenn,  wie  e6  nach  der  Integration 
der  Gleichungen  6)  ja  der  Fall  ist,  r„  v,  . . «j|_|  als  Functionen  Ton  x ge- 

geben sind. 

Schliesslich  ist  dann: 

«s="l  + «,  • • • «I|  = BB_1  + ul 

in  die  Gleichungen : 

*l  = «.A(*).  . . . *,=«/„(*) 

zu  setzen,  so  dass  dann  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Seien  jetzt  2 particulare  Integrale  der  Gleichungen  2)  gegeben : 

*i=A(4  xi  ~f  / (x) 

und  daraus  bezüglich  gebildet: 

*%=f*(*)  and  = //(*)  • . . *n  =/*(*)  und  *n-=.f  ' (x), 

so  kann  man  wieder  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  1)  setzen: 

*.=«,/,(*)  . . • Xn  = U„rn(T ) 

und  die  Gleichungen  6)  bilden. 

Nehmen  wir  jedoch  »unAchst  an,  ca  lügen  die  Gleichungen  2)  rum  Integriren 
vor,  so  wären  die  transformirten  Gleichungen  von  der  Gestalt,  die  wir  mit  7)  be- 
zeichnet  haben,  also: 

7)  ^ = fl1ul+81«,4-  ... 

-jJ  = /Jl'rl  + ß1,t>,+  . . . •fß'  v 
dx  »I—  I 19 — I 


dr 


dx 


^1=  . . . +ß 


da  aber  die  Ausdrücke  *,=//(*),  x,=f,'(x)  . . . *„=/;'(*)  parücnlüre  Inte- 
grale der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  dieselben  identisch  werden,  wenn  man 
setzt : 

«./*.  (*)  = /■«'(*),  u = . . . unfn(x)=fn'(x), 

da  die  particulären  Integralen  doch  in  den  allgemeinen  enthalten  sein  müssen. 
Unter  dieser  Annahme  aber  ist: 
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„ A'W  r/w  _//w_ 

,-f,  (*)  ÄW  ’~f,M 

Man  hat  also  particuläre  Integrale  der 
Gleichungen  7)*  von  welchen  sich  die 
linearen  Gleichungen  6)  nur  durch  die 
Schlussglicder  unterscheiden,  also  in  der- 
selben Weise  mit  ihnen  verbunden  sind, 
wie  die  Gleichungen  1)  mit  den  Glei- 
chungen 2).  Man  kann  also  auch  nach 
der  eben  gegebenen  Methode,  wenn  wie 
hier  ein  particuläres  Integral  der  Glei- 
chungen 7)  gegeben  ist,  das  System  6) 
auf  ein  anderes  bringen,  welches  eine 
Variable  weniger  hat,  so  dass  man  jetxt 
nur  noch  ein  System  von  n— 2 abhän- 
gigen Variablen  hat. 

Dietelben  Betrachtungen  und  Rech- 
nungen sind  zu  wiederholen,  wenn  man 
noch  ein  particuläres  Integral  der  Glei- 
chungen 3)  hat,  d.  h.:  Jedes  allgemeine 
Integral  der  Gleichungen  2)  reducirt  die 
Systeme  1)  und  2)  auf  eine  Variable 
weniger, 

18)  Andere  Eigenschaften  der 
linearen  Differenzialgleichun- 
gen. 

Die  Beziehungen,  welche  sich  für  die 
Integrnlc  der  linearen  Differenzialglei- 
chungen 1)  und  2)  des  Abschnitts  16) 
linden  lassen,  sind  selbst  dann  von  ho- 
hem Interesse,  wenn  sie  nicht  zur  Dar- 

u u 

xt  ~e  , r7  = vk  e , x,  = 


„ J«{x)  A'(») 

fi  (*)  »-•  f„M  A W 

Stellung  der  Integrale  in  einer  den  frü- 
hem Theilen  der  Analysis  entnommenen 
Form  führen.  Die  Entwickelung  der 
durch  diese  Gleichungen  definirten  Func- 
tionen in  Reihen,  die  Erkenntniss  ihrer 
Eigenschaften  fängt  an,  eine  Hauptauf- 
gabe der  neueren  Analysis  zu  bilden, 
und  schliesst  die  wichtigsten  und  schön- 
sten Probleme  ein,  welche  man  sich  auf 
der  jetzigen  Stufe  der  Wissenschaft  zu 
stellen  genöthigt  sieht.  Diese  Betrach- 
tungen aber  hängen  mit  den  allgemei- 
nen Eigenschaften  der  linearen  Differen- 
zialgleichungen aufs  Engste  zusammen, 
und  muss  daher  dieser  Gegenstand  hier 
noch  etwas  weiter  ausgefiihrt  werden. 

Daher  geben  wir  nachfolgenden  Satz. 

Satz  I.  „Die  Integration  jedes  Sy- 
stems linearer  Differenzialgleichungen 
führt  auf  ein  System , welches  eine  Va- 
riable weniger  hat.  Dies  letztere  System 
wird  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
linear  sein.“ 

Wir  werden  diesen  Satz  nur  an  den* 
Gleichungen  2)  zu  beweisen  haben,  dn, 
falls  diese  vollständig  integrirt  sind,  die 
Integrale  von  1)  sich  unmittelbar  durch 
die  Variation  der  Constanten  ergehen. 

Wir  machen  in  diesen  Gleichungen 
folgende  Transformationen: 


wo  w,  c,,  t>,  . . . i»  Functionen  von  x sein  sollen.  Setzt  man  diese  Aus- 

drücke in  die  Gleichungen  2)  ein,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  überall  die  Ex- 
ponent »ialgrössc  sich  weghebt,  und  man  hat: 

8)  — = A4-f  A,  + ... 

e‘S+ = + •••  +An  Vn-i 


du 


dt 


j +_4zl=^,(— ')+yli(»-')„i  + ^t(— «),i+  ... 

dx  dx 


+ A 


(»-<), 


Der  Ausdruck  für  — wird  aus  der  er 
dx 

sten  Gleichung  in  die  übrigen  eingesetzt; 
dadurch  verschwindet  eine  Variable  « 
gänzlich. 

Man  hnt  » — 1 Gleichungen  mit  n — 1 
abhängigen  Variablen  r,,  r,  ...  v _jf 

worin  aber  Ausdrücke  von  2ter  Dimen- 


sion, v,  r,  ...  Vorkommen.  Nach 
Integration  dieser  Gleichungen  gibt  die 
erste  der  Gleichungen  8)  die  Grösse  « 
durch  Quadratur. 

Satz  II.  „Ist  ein  particuläres  Inte- 
gral der  Gleichungen  I)  von  der  Form 
x , — 7 t (x)  ohne  Constanten  gegeben, 
und  bildet  man  daraus , wie  gezeigt, 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  440  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


*,  = •/  ,(x)  . . . = so  sind  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichun- 

gen  1): 

xi  = '/i(-*)+V’.(*)i  • • • *n =*»„(■*)-+  ^,W. 


wenn 

’Ai  W.  '/’.OO  • • • V',,(r) 

die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichun- 
gen 2)  find.“ 

Offenbar  nämlich  sind , falls  diese 
Ausdrücke  die  Gleichungen  1)  erfüllen, 


dieselben  allgemeine  Integrale . da  die 
Grossen  . . . a n willkürliche 

Constanten  enthalten.  Dass  diese  Aus- 
drücke in  der  That  Integrale  von  1) 
sind,  ist  unmittelbar  zu  verificiren.  Setzt 
man  nämlich  in  die  erste  Gleichung  1) 
diese  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 


<bi 

dx 


-A%fx+A%y%+  . . . 


»+ 1 


Der  Definition  gemäss  aber  ist  die  Satz  III.  In  einem  bestimmten  Falle 
Summe  der  ersten  « + 1 Glieder  rechts  kann  man  ein  System  partikulärer  Inte- 
dem  ersten  Gliede  links  gleich,  und  die  grale  der  Gleichungen  11  finden,  wenn 
noch  übrigen  Glieder  rechts  dem  zweiten  man  ein  particuläres  Integral  der  Glei- 
Gliede  links.  Die  Gleichung  wird  also,  chungcn  2)  von  bestimmten  Eigenschaf- 
und  ganz  ebenso  die  übrigen  Gleichun-  ten  hat.“ 
gen  des  Systems  1)  identisch.  Sei  nämlich : 

«).  «)  • • • xH-fn(x-.  *) 


ein  System  particulärer  Integrale  der  Gleichungen  2),  welches  sich  aus  der  Kennt- 
niss  eines  einzigen  Integrals  ergibt;  a soll  eine  willkürliche  Constantc  sein,  und 
die  Functionen  fg9  t%  • • • fn  «ollen  für  jedes  a die  Gleichungen  verificiren: 

f,(a,  *)  = An+l(a),  /■,(«,  a)  = A'n  + l(a)  . . . fn(a . «)  = ^,,+  l(»-  0(<l). 

Die  Ausdrücke  rechts  sind  hier  die  Schlussglieder  der  Gleichungen  1),  in  welchem 
a für  x gesetzt  ist. 

Dergleichen  Integrale  lassen  sich  sogleich  bilden,  wenn  man  die  allgemeinen 
Integrale  der  Gleichungen  2)  hat.  Man  hat  dann  nämlich  n Constanten  zur  Ver- 
fügung, die  man  so  bestimmen  kann,  dass  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen 
verificirt  werden.  In  jedem  Falle  aber  werden  die  Gleichungen  1)  verifidrt  durch 
die  Ausdrücke: 


denn  es  ist: 


, - f /■,(*,  n)da,  x.-l  f,  (x,  a)ia...  x = /*  f(x,o)ia, 
«/  o **  0 **  0 

7=V*’x)+f0-ir-da' 


dx 

i 

dx 


oder  da  für  jedes  a 


also  auch: 


ft(a,«)=A»+(‘  ’\o), 


/.<*-*>  = An+?~') 

oder  da  fg(x,d)  ein  Integral  der  Gleichungen  2),  mithin: 


dx 

dx 
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— . =•*/*  '■ V,  ' V„  (Ji  «) 


</jT 


d f f (x,a)  da 

— = Q fi(.*,«)dx+  A,(‘-  fi  (*.«)dx 

+ An‘~')r/»(X'a)JZ  + An  + l('~')- 


Diese  Gleichung  stimmt  in  der  That 
mit  der  entsprechenden  des  Systems  1) 
überein,  wenn  man : 
x 

/■.(*»*)  dasBX 

o 

setzt;  und  da  man  für  $ alle  Zahlen  von 
0 bis  n setzen  kann,  so  verificiren  diese 
Ausdrücke  in  der  That  das  System  1). 
Fügt  man  zu  ihnen  die  allgemeinen  In- 
tegrale der  Gleichungen  2)  hinzu,  so  hat 
man  also  deren  allgemeine  Integrale. 
Offenbar  dient  dieser  von  Cauchy  her- 
rührende Sutz  auch,  die  Variation  der 
Const&nten  in  anderer  Weise  zu  geben, 
da  er  aus  den  vollständigen  Integralen 

■»i=«.A  (•*)+«>  A’(*)+ 


der  Gleichungen  2)  die  der  Gleichungen 
1)  linden  lehrt. 

Mit  Bezug  auf  das  Auftinden  partiku- 
lärer Integrale  ist  es  von  Wichtigkeit, 
zu  wissen,  ob  ein  gegebenes  Integral  ein 
particuläres  oder  ein  singuläres  sei. 

Diese  Betrachtung  wird  jedoch  bei  den 
linearen  Betrachtungen  unnöthig  durch 
den  folgenden  Satz. 

Satz  IV.  ,,Die  linearen  Differenzial- 
gleichungen haben  überhaupt  keine  sin- 
gulären Intograle.“ 

Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Form 
der  allgemeinen  Integrale. 

Die  allgemeinen  Integrale  der  Glci- 
chuugen  1)  haben  nämlich  nach  Glei- 
chung 3)  des  Abschnitts  16)  die  Form : 


•••  +«//" 


xn  = *'f *<■*)+ °*  /»'(*>+  • • • +nJnn~i)^y 

Die  Grössen  er,,  at  . . . a waren  Functionen  von  x,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 5)  des  Abschnitts  5)  bestimmt  sind,  und  jede  eine  Integrationsconstante 
enthalten.  Setzen  wir  daher  statt  • • • frn  bezüglich  rrt-fC|t  «j-fCj  . , . 

wo  c,,  ca  . . . cn  die  Integrationsconstanten  sind,  so  nehmen  die  Aus- 
drücke folgende  Form  an: 

• • • ~cnfSH~  ^(*)=»i  =o, 

*1  (*)—*, ■ • • ~cnf^H~  '\*)  = U,  = 0, 


W-°« f„(*)-c*fH'(*)-  ••  • -*nfn(n  °W  = “„=o. 

Die  erste  Gleichung  wollen  wir  als  das  wenn  man 
Integral  wter  Ordnung  betrachten.  (Ver- 
gleiche  Abschnitt  14.)  Da  dasselbe  nur  ! = 0 

xt  und  x enthält,  so  wird  man  das  ent-  öci 

sprechende  singuläre  Integral  finden,  setzt. 


oder 


— oo » 
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Die  erste  Gleichung  aber  gibt  fk  (x)  =:  0, 
führt  also  zu  keinem  singulären  Inte- 
grale, da  sich  x gleich  einer  Constunten 
aus  ihr  ergibt;  die  zweite  Gleichung 
aber : k 

l = oo, 

ist  unmöglich. 

Das  singuläre  Integral  n— 1 ter  Ord- 


dc7  dck 


^1=0 


d.  h. 


-r.'w-r.w  |^=o, 


die  2te  Gleichung  aber  gibt: 

-A(*)-A'{*)^i= 0, 

In  jedem  Falle  also  würde  man  für  x 
lediglich  eine  Constante  erhalten.  Glei- 
ches zeigt  sich  in  derselben  Weise  für 
die  Integrale  niederer  Ordnung,  so  dass 
bei  allen  singuläre  Integrale  ausge- 
schlossen sind. 

Diesem  Satze  zufolge  kann  jede 
Function,  welche  die  Gleichungen  1) 
oder  2)  verificirt,  als  partiruläres  Integral 
betrachtet,  und  demgemäss  mit  Hülfe 
desselben  die  Aufgabe  reducirt  werden. 

19)  Anwendung  der  Variation 
der  Constante n in  Astronomie 
n n d Physik. 

In  den  Anwenduugen  der  Mathematik 
auf  Physik  und  Astronomie  kommt  oft 
die  Aufgabe  vor,  Differenzialgleichungen 
zu  integriren,  welche  von  sehr  compli- 
cirter  Form  sind  , aber  einfach  werden, 
wenn  man  gewisse  darin  vorkommende 


dx 


— fi  (•*’»  *»1  x i 


)-  £»= 

«'  dx 


nung  wird  gefunden,  wenn  man  c4  etwa 
aus  der  zweiten  in  die  erste  und  dann: 

(%)=»•  (£)=• 

6etzt,  wo  jedoch  c,  die  durch  die  2te 
Gleichung  »,=0  bestimmte  Function  von 
ca  und  x%  ist.  Man  hat  also: 

oder  P - 

de,  dx7 

W.W^=°. 

sehr  kleine  Grössen  vernachlässigen  will. 
Man  kann  dann  diese  kleinen  Grössen 
in  der  That  zunächst  vernachlässigen, 
und  hierauf  eine  erste  Annäherung  grün- 
den. Von  dieser  ausgehend,  kann  man 
dann  die  Methode  der  Variation  der 
Constanten  anwenden,  um  zu  einer  2ten 
Näherung  zu  gelangen. 

Es  ist  dies  z.  B.  der  Fall  bei  der 
Störungsrechnung  in  der  Astronomie. 
Vernachlässigt  man  die  Einwirkung  der 
Planeten  auf  einander  als  sehr  klein  ge- 
gen die  Einwirkung  der  Sonne  auf  je- 
den derselben,  so  ist  die  Aufgabe,  die 
Bewegung  der  verschiedenen  Planeten 
zu  bestimmen,  bekanntlich  eine  sehr  ein- 
fache, und  diese  Lösung  kann  als  erste 
Annäherung  betrachtet  werden. 

Im  Allgemeinen  aber  lassen  sich  die 
Gleichungen  auf  die  Gestalt  bringen: 
dx^ 

f,(*> 


Wir  nehmen  nun  an,  jeder  der  Ausdrücke  . . / , also  f$  , bestände  aus 

2 Theilen  (i  wo  t eine  sehr  kleine  Constante,  also  tH$  ebenfalls  sehr  klein 

wäre.  Als  erste  Näherung  können  dann  die  Integrale  der  Gleichungen : 

dx 


*!-o 

dx~  " 


dx  ' 2 


dx  n 


genommen  werden. 

*i=7i  (*.  «„ 


Mögen  dieselben  die  Gestalt  hnben : 

«, . . . «,).  *.=».(*. «, 


"n> 


wo  «lf  at  . . . rrfi  die  Integrationsconstantcn  6ind,  und  den  Bedingungen  der 

Aufgabe  gemäss  bestimmt  w erden  müssen.  Um  nun  eine  zweite  Näherung  zu  er- 
langen, setzen  wir: 

xg=9s  (*»  . . . «a+dj» 

wo  für  s alle  Werthc  von  1 bis  n zu  setzen,  ^ zu  bestimmende 

Functionen  von  * sind. 
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Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss 
ist  n&mlich  der  Zuwachs  von  «,  . . . 
n mit  iH  «gleich  sehr  klein,  also  von 

n * 

gleicher  Ordnung  als  i.  Wir  wollen  nun 
mit  q * stets  den  Werth  von  '/ t(x, 

«i  • • • ra't  V,  ‘*en  Werth  von 

V,(*>  “i+,Ai>  '•>+*>,  ■ • • + 

bezeichnen.  Ebenso  sollen  G • , H ^ 0 
die  Werthe  von  G * , H $ sein,  wenn  man 
darin  *„  xt  • • • *n  bezüglich  mit  y , • , 
7**  . . . ff  n9  vertauscht,  dagegen  sollen 
die  Bezeichnungen  G g , Hg  bleiben,  wenn 


man  z,,  z,  . , . mit  y,,  y,  . . . 

7 vertauscht.  Dann  ist  identisch: 

9 » 


dx 


-G  °, 


was  auch  die  Grössen  «lt 

seien,  also  wenn  man  für  dieselben  be- 
züglich ff(  + tx,  . . . setzt,  ebenfalls 
identisch : 


Da  aber  <y y , . . . Integrale  der  ge- 
gebenen Gleichungen  sein  sollen,  so  ist . 


‘h,  dr,  i ~ u dtf  di 

s * dx  dx  Ort ^ dx 


und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  t vernachlässigt: 


G 


+ •». 


t>;  l — H dtf  • d) 

+ » Z — ' 

dx  i — 1 dx 


also  wegen  des  Werthes  von  6’^: 


t = n d,f  • dl 

; r * _ 

dn(  dx 


Diese  Gleichung,  ein  Symbol  für  n an- 
dere, die  daraus  entstehen,  wenn  man 

s = l,  2 ...  n setzt,  gibt  -r-i,  -y-i  . . . 

dx  dx 

", 

— als  Functionen  von  x und  den  Con- 
dx 

stanten  «;  die  Grössen  l lassen  sich  also 
durch  Quadratur  bestimmen. 

Diese  Methode,  ebenfalls  von  Lagrangc 
herrührend,  ist  für  den  Fall  der  mecha- 
nischen Gleichungen  noch  namhafter 
Vereinfachung  füllig,  die  jedoch  hier 
noch  nicht  dargestcllt  werden  kann. 

Nach  der  Berechnung  der  Werthe  von 
A(,  At  • • . An,  und  nachdem  man  diese 

in  die  Werthe  von  x4,  xt  . . . xn  ein- 


gesetzt bat,  kann  man  durch  Wiederho- 
lung dieses  Verfahrens  noch  zu  einem 
höheren  Grade  der  Annäherung  ge- 
langen. 

20)  Methoden  zur  gleichzeiti- 
gen Integration  der  simultanen 
linearen  Differenzialgleichun- 
gen. 

Jedes  System  von  n simultanen  Diffe- 
renzialgleichungen kann,  wie  wir  gesehen 
haben,  auf  eine  Gleichung  wter  Ordnung 
mit  2 Variablen  zurückgefUhrt  werden. 
Indess  ist  dies  nicht  immer  das  bequemste 
Verfahren  zur  Ausführung  der  Integra- 
tion. Für  die  linearen  Differenzialglei- 
chungen empfiehlt  sich  namentlich  das 
folgende.  Seien  wieder  die  gegebenen 
Gleichungen : 


i) 


dx 

dx 


-f  J x -fi4 


rt+l 


dx 


— Al'xt+A  x7-{-  . 


+ A 


x +A’ 

n n-f-  • 


d*n-  A +A  t"- + +A  <"“')*  +A  (*—l) 

xi  + ri,  xn  ^ n-M 

Wir  multipücircn  a&mmtliche  Gleichungen  bezüglich  mit  den  Factorcn: 
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l,  . ..  xn_t,  -1, 

und  addiren  die  Producte ; es  ergibt  sich  dann  für  die  linke  Seite  der  entstehen- 
den Gleichung: 

+ ...  +1 

dx  dx  «—  I dx  dx 

oder  wenn  mim  setzt: 

. . . +).n_lxH_l-zn  = u: 

du  dX.  dl  ^n— I 

j *1  x i -t2  ~ ...  —x  — ■; 

dz  dx  dx  n—  l dx 

Für  die  rechte  Seite  aber  ergibt  »ich  folgender  Ausdruck,  wenn  man  statt  x die 

Grösse  w einführt: 

*.(*.-<*  H-*.  V+ • •• 

+ . . . -4-A  X A i ä (* — Ok 

t**  An_,  ) 


+i'1«-lil.+1',«-lj4,'+  ■ ' • A , A 

n n— 1 n ' 


—<l,Aa+i.An'+  ...  +i(,_1V"_<)-V*~1)+i'^+l  + M'1 


n+1 

+1  .A 

n-1  w+1  « + 1 


Zur  Bestimmung  der  Grössen  A,,  A,  . . . An__j  kann  man  nun  die  mit 
x,,  x%  . . . xn__ , multiplicirten  Ausdrücke  einzeln  den  mit  jt , , x,  . . . xn__  j mul- 


tiplicirtcn  Ausdrücken  — — ~- 

dx  dx 


dX 


n—  1 
dx 


auf  der  linken  Seite  gleich 


setzen;  es  ergibt  sich  dann  zur  Bestimmung  der  X ein  System  von  «— 1 Gleichungen, 
die  aber  nicht  linear  sind. 

V)d-!g+llA,+l,Al’+  •••  +fB_i'‘.l"“2)-^,("_1)+AlMB+i1A1^’ 


A,+k,A,’+  . . . +ln_1A,<n  A,v " *'+*,*,  + 


dt. 


+ . . . +A,A)t_1>4n("-2)-l,^B("-1)=:0 
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+ i 5)-/4 

» — 1 »—1 

(■-*). 


n — 1 


('•  — 1) 


rf7  + i|  j4n_l  + i’  A h-1+  ■ ' 

Gelingt  es,  diese  Gleichungen  aufzulösen,  so  hat  man  nur  noch  zu  integriren  die 
Gleichung : 

</« . . (» - -)  . («—ix 


3) 


dx 


+ H(ilXn+i,^ii'+  . . . 


+ i.^n  + l+M',H 


') 


• • • +i«-i  yl»+i(n  */-0- 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare  mit  2 ^ ^ t ^ (« — *) 

Variablen  u und  x,  sic  kann  daher  im-  1 » 1 

mer  anf  Quadraturen  zurtirkgeführt  wer-  A (a-i)  siimmlli(.h  Constanten,  die 
den.  Dieses  Verfahren  bestätigt  also  n 

den  »chon  in  dem  Vorigen  gegebenen  ;■  . ,<  a («— •) 

Satz,  dass  ein  System  linearer  Differen-  * + 1 * w-i-t  ’ «+t 

zialgleiehungen  sich  immor  anf  eins,  wel-  aber  beliebige  Functiouen  von  X »ind. 
chcs  eine  Variable  weniger  cnth&lt,  re-  Jedoch  kann  man  der  Entwickelung  in 
dueiren  lasse,  welches  jedoch  nicht  mehr  diesem  Falle  durch  eine  leichte  Modi- 
linear ist.  fication  eine  mehr  symmetrische  Form 

Indes»  ist  es  im  Allgemeinen  nicht  K'yy"r  mlli,ipliciren  nämlich  die  Gloi- 
thunheh,  die  Gleichungen  2)  auf  Qua-  ch  n ^ bciaglich  mit  l „ l,  . . . X , 
draturen  zurückznfuhrcn.  n 

*ii  wo  wir  uns  unter  diesen  Grössen  will- 

Es  gelingt  dies  nur  im  Allgemeinen  Constanten  denken,  und  addiren 

in  dem  Falle,  wo  At , A%  . , • A _ 


n*  die  Producte,  indem  wir  setzen: 

*i  • • • +*„*„  = "• 


Es  ergibt  sich  dann: 
du 


ti(Xj*i+X/*/+  • • • +* 


(»-  0 


+ *,(i, ..  . +1  d/ 


+ •••  +An'1»("-0> 

+ ii^*+l+i*j4'«+l+  •••  +An'4»4-l(" 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  A,,  A,  . • . A^  nehmen  wir  nun  folgende 
Gleichungen  an: 

2)  llAl  + l,A,’+  . . . 

I,  A,+  l,At’-\ f-  . . . +lf,A1("-,)=ml1 


llAn+l,An'+  ...  +lHAn(*  0=«^ 

wo  m eine  neue  Constante  ist.  Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  sämmt- 

A 

liehe  A,  oder  vielmehr  die  Verh&ltnisse  p • • • T~  (raan  kann  nämlich  eins  der 

A,  At 
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»etxen) , die  allein  in  Betracht  kommen,  so  hat  man  den  Werth 
von  m.  dessen  Determioantenform  sein  wird  . 


3) 


0= 


A i — m.  d/,  d, 
A,,  A,’-m,  A 


(-’)  . . . At 


("  — ') 


(0 


. . A, 


(»  - 0. 


dj,  At  At 


A,  A ’ A 


— m . . - Ai 


. A 


Dies  ist  offenbar  eine  Gleichung  «tcn^Gradess  “*jjg**  «£ 

geben,  die  wir  mit  m ,,  ms  • • • n ^ y 

geben  die  Gleichungen  2)  «in  eindeutiges  System  der  Ausdrücke  £ j; 

dass  man  « solcher  Systeme  erhalt.  Mi.  Benutzung  der  Gleichungen  2) 

und  der  Definitionsgleichung  für  u -. 


+ lnXn  = U' 


nimmt  aber  die  Gleichung  für  £ folgend«  Gestalt  an: 

dU  . «r 

-rm«+r, 

i V eine  Function  von  * ist,  welche  bestimmt  wird  durch  dl.  Gleichung: 

V = hAn  +l+L,A'n+i+  • ••  +A»'<»+' 

Die  lineare  Gleichung  4)  ist  leicht  zu  integriren.  Ware  darim  1 -0,  so  hatte  man 
--mix  also  lgu  = m* -Hg o.  »=“*  ’ 

und  diese  Auflösung  entspricht  dem iFalle,  und.  -mx. 

wo  die  letzten  Glieder  z*n^_ ,,  A „+\  «=e  / • c “*> 

A (*—  0 alle  gleich  Null  sind.  ^ u noch  ejnc  Integrationsconstante 

* * ft  “ I enthält 

Mit  diesem  Falle  könnte  man  sich  bc-  t mRn  f6r  m die  entsprechenden 

gnügen,  da  auf  ihn  di.  Integration  der  b Werthe:  so  ergeben 

Gleichungen  1)  sich . ückführen  ,ich  demgemäss  auch  n Werthe  von  » 

Variation  der  Con.unten^  ^ mit  „„  bezeichnen 

Integral  der  Gleichungen  4),  »®  ’•*  **’  wollen.  Zu  jedem  Werthe  von  « ab« 
rnä,f  dieser  Methode  « als  eine  Yanable  t »och  ein  System  von  Werth« 

betrachten.  Setzt  man  den  Werth  “ , 1 , die  sich  aus  den  Glei- 

von  u unter  dieser  Voraussetzung  «ne  ergeben,  und  die  wir  dadurch 

Gleichung  4)  ein,  so  kommt.  ™"ngeinander  unterscheiden,  dass  wir  die 

zu  gehörigen  mit  l/  \ ' 1 

d,  h.:  X ^ bezeichnen. 

a=C ye~mxix,  Die  Gleichung: 


i«  = ye~mx 
ix 


!,*,+», *t+  • ■ • +i»In=M 


erfüllt  also  in  » andere  von  der  Form : 
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5) 


A.'*«  * • • +Vx»  = Ml’ 


aus  denen  sich  ergibt: 

6) 


• • • +i“„V 


wo  die  mit  p bezeichnten  Grössen  durch  Elimination  von  allen  x bis  auf  eins 
aus  den  Gleichungen  5)  sich  ergeben  und  Constanten  sind. 

Es  ist  ferner: 


die  Ausdrücke  in  6)  enthalten  also  n willkürliche  Constanten.  Im  Falle,  dass 
in  den  Gleichungen  1)  die  Schlussglieder  fehlen,  ist  zu  setzen : 


wo  die  Grössen  av  ay  ...  a willkürliche  Constanten  sind. 

Selbstverständlich  können  die  Wurzeln  der  Gleichung  3)  zum  Theil  oder 
sämmtlich  imaginär  sein. 

Mögen  etwa  mj  und  m zwei  conjugirtc  imaginäre  Wurzeln  sein,  der  Art, 
dass  man  hat: 


wo  br  und  cr  Constanten  sind.  Es  wird  dann  in  jeder  Gleichung  für  eins  der  x 
x ein  Theil  Vorkommen: 


m x 

s 


/ 


u =a  c 
s s 


so  wird  man  demgemäss  auch  haben : 


r 


(p  + q^x 


(6r+cri)fV'-(P+rt 
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In  dem  Falle,  wo  die  Schlussglieder 
fehlen,  werden  die  Integrale 

Ve  PXcos  qxdx  und  J Ve  ^;xsin qxdx 

durch  die  Integrationsconstantcn,  welche 
mithin  beliebig  sind,  ersetzt.  F.inc  Schwie- 
rigkeit aber  macht  in  der  That  der  Fall, 


wo  die  Gleichung  3)  zwei  oder  mehrere 
gleiche  Wurzeln  hat.  Sind  nämlich 

und  tn(  dergleichen,  so  würden  die  ent- 
sprechenden Werthe  ug  und  u(  gleich 

werden,  und  in  den  Gleichungen  6)  sich 
die  entsprechenden  Glieder  in  eins  zu- 
sammenziehn,  das  entsprechende  Glied: 


(r) 

f, 


w, 


u. 


X 

dje, 


also  auch  nur  eine  willkürliche  Constantc 
enthalten  Die  Gleichungen  6)  geben 
also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  voll- 
ständigen Integrale,  da  sie  nur  « — 1 
Constantcn  enthalten.  Indcss  kann  man 
diesen  Fall  aus  dem  allgemeinen  in  der 
gewöhnlichen  Art  ablcitcn,  dass  man 
die  Wurzeln  m und  m(  zunächst  nicht 

gleich , sondern  sich  einander  nähernd 
denkt,  so  dass  der  Unterschied  verschwin- 
dend klein  wird.  Erhält  demnach  m 

s 

einen  Zuwachs,  durch  welchen  cs  in  m t 
übergeht,  so  werden  die  zugehörigen 


Grössen  X^  . ..  X als  Func- 

tionen von  ms  zu  betrachten  sein,  die 

dadurch  in  X^\  xS^  . . . i ^ über- 

gehen  und  somit  wird  das  System  2), 

wenn  man  darin  i/*',  ...  für 

A,,  A2  ...  schreibt,  nach  zu  diffe- 

renziiren  sein,  ura  das  m ^ entsprechende 

System  zu  geben. 

Mun  hat  also: 


dL  ^ dX  W 

2 a)  Ai?h—+Ai'?±±— 

dm  dm 

s s 

(*)  . .,/>  (*) 


s dX 


(*) 


W 


L A («—  ')  n dxtx’'  , , (*) 


JX 


s 

« 


. . . . +Ä,o-  o-v;=  (., 

am.  «»»  dm  s dm 


dl  d)  W 

A _ L_-M  'd>*  - 


M 


« 


dX 


tt 


n dm  n dm 

S 5 


...  -M  - « 

n dni  s dm 


(0 


-+A 


(*) 


Statt  der  aus  den  Gleichungen  2)  ausfallenden  X,^  . . . Jt  (0  erhält 

fl 

mittels  dieser  Gleichungen  ebensoviel  neue  Constanten : 


man 


dxSS)  dX.^ 


dX 


(0 


n 


dm  dm  dm 

s $ s 


welche  sich  als  lineare  Functionen  von  X9^  . . . X ergeben. 

Auch  die  Gleichung  für  u in  den  Gleichungen  5)  muss  nach  m differenziirt 

^ s 

werden,  wenn  man  von  ug  zu  seinem  Nachbarwerthe  übergeht.  Diese  Glei- 
chung aber  wird : 


« «/•> 

— . . . 

dm  dm 

s s 


dXt 


dX  ^ du 
n _ s 

*n  " Im 


5a) 

dm  * dm  1 dm  

SS  SS 

Diese  Gleichung  aber  ersetzt  die  ausfallende  Gleichung  5)  und  zeigt,  wenn  man 
sie  mit  den  Gleichungen  5)  verbindet,  dass  statt  des  Gliedes  /u ( ^ut  in  den  Inte- 
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du 


, . UM 

graten  6)  der  Abdruck  __  erschein,.  Die  Grössen  ,u  aber  ergeben  »ich, 

wenn  man  nach  und  nach  alle  x,  bis  auf  je  eins  aus  den  Gleichungen  5)  eliminir, 
Wen"c,'"or«7berUilV80  d#98  diC8C'ben  *«*■"«  sind.  Wegendes 


du*  in  * 
— —XC 

dm 


wo  unter  a die  Integrationsconstante  zu  verstehen  ist.  ~z=  n ist  dann  als  eine 

dm 

neue  Constantc  su  betrachten. 

wird  ^dieser* Ausdruck;0  V=°  ^ ^ **  N„»  Bind, 

m x m x 
ax  e + e * a, 

tiplidrt*  ist”6  d6r  dC"  IntegraIcn  vorkomn'cndcn  Exponentialgrössen  mit  x mul- 
Wflrden  3 Wurzeln  gleich  m%,  m(,  ,0  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 

dieselben  alle  3 in  einander  übergehen  lassen  kann 

Man  muss  dann  die  Gleichung  2a)  nochmals  nach  nij  differenziiren,  und  er- 

dH,^  dH,  W 


hält  die  Constanten 


dm  ’ aus  <icm  Systea>i  welches  so  aus  2a)  ent- 
steht, ebenfalls  in  linearer  Form;  zu  6a)  kommt  dann  die  Gleichung: 

(*)  j.i  (*)  dH  W d’u 


5 b) 


- ~X‘+*TT-X'+ 


dm 


dm  1 H dm  *’ 

* i 


du 


und  in  den  Integralen  tritt  ein  mit  ~ multiplicirtes  Glied  hinzu,  welches  sich 

t 

im  Falle,  dass  die  Schlussglieder  Null  sind,  auf  T^lpx'+Z'x+ß)  redurirt,  wo  ß 
eine  neue  Constante  ist.  r/  r 

Allgemein  für  p gleiche  Wurzeln , hat  man  die  entsprechenden  Gleichungen 
d)  und  o)  p-1  mal  au  differenziiren,  so  dass  in  den  Integralen  noch  die  Aus- 
du g d'u  d?~~*u 

drUCke:  l^T’  'diT'  "■  ZTT  hinzutreten.  Wir  erläutern  diese  Methode 

* s dm  ” 

s 

durch  dn  Beispiel. 

Seien  gegeben  die  Gleichungen : 

^+^,y+Ä,*=0, 

so  wird  in  der  Gleichung  4)  u— 0 in  setzen  sein,  und  sich  ergeben: 

..  mX 

u=zae  ; 

und  man  ha,  zu  seteen  in  die  Gleichungen  I)  dieses  Abschnittes:  —A  für  A„ 

ur  d,,  A , lur  A,  , —B,  für  A,’.  — Es  gestalten  sich  also  die  Glei- 
chungen 2): 

^ ^ Ii ^4+Ia  ß=  — m A,,  A,  A,4-A,  Bx  — — mAa, 

A,(A+m)  = -A,»,  A,(B,+m)=-A,  A„ 

oder  durch  Elimination  von  A,  und  A : 

29 
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= ~d~~ — oder:  (A4-  mi)  (/?,  4-  m)  = BA  , 

A,  ßl+m 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  ml  und  m sein  mögen,  so  dass 
man  hat: 


A/(A4*w*i)  — A/5| 

A,(i)  (A+mJ  = -k7^B. 

Gleichungen  5)  aber  werden: 

Al,X|  + A1,xJ  — 

=«»» 

welchen  sich  ergibt: 

a/‘^u, — Af'«a 

T.  — — r-r — • 

*i  "i  " j "i  » 

Diese  Gleichungen  werden  einfacher,  wenn  man,  wie  es  im  Allgemeinen  erlaubt 
ist,  A ,,  also  auch  A / und  a/2^  = 1 setzt. 

Setzen  wir  dann  A(i),  A(l)  statt  A / a/'\  so  ergibt  sich: 

‘ JCT”  * !»_*(■)• 

und  zur  Bestimmung  der  A: 

A + w»l= — A/  Ä,  A + w*j— — A ^ 

ausserdem: 

m.  x nt,  x 

ul=ale  1 , m,  = ti,  e * , 

wo  a„  «,  die  Integrationsconstanten  sind. 

Habe  jetzt  die  Gleichung  für  m,  d.  h. : 

(A4*  nt)  (B 1 4” nt)  — BA  ( , 

zwei  gleiche  Wurzeln,  ein  Fall,  welcher  eintritt,  wenn  man  hat: 

(A  + Bl)*+4(AiB-BlA)  = Q, 

d.  h.: 

A'  + BS-ZA  Ä.4-4A,  B = 0. 

Statt  der  Gleichung  A4*tt*j= — A B , welche  ausffillt,  ist  in  diesem  halle  die 
Gleichung  A+m  t = —k'  B nach  ml  zu  differenziiren,  so  dass  man  hat: 

= A+mt=:-k'B. 

dm , 

Ferner  hat  man:  X|  = - B(ax+")  emx.  . 

xl  + A'x1  = «1,  A+Bt 

und  indem  man  diese  Gleichung  nach  m kat  hier  den  Wert  g ’80  Ms 

m,  differenziirt: 


dkr  __  dul 
X * dm , dm , ’ 


d.  h. : 


man  auch  setzen  kann : 

mx  , , B—  a . ... 

xt=e  [a4*— g — (ax-fn)J. 


xt  - — B 


21)  Andere  Methode  zur  Inte- 
gration der  8 i mu 1 tanen  1 i nea ren 
Differenzialgleichungen,  wenn 
die  Coe fficienten  constant  sind. 

» Es  ist  oft  bequemer,  dass  man,  statt 

dux  . in  die  eben  gegebenen  allgemeinen  Glci- 

oder,  wenn  man  für  uit  ^ u-  ein9e  2 * chungen  einzusetzen,  für  den  gerade 

ma5  vorliegenden  Fall  das  Verfahren  einfach 

x -a  tnt—  M + m)(ax-|-«)em  , von  Anfang  beginnt. 

1 * 


du , 
dm  y 
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Dazu  empfiehlt  »ich  «ber  eine  einigermnesen  abweichende  Betrachtungsweise, 
welche  wir  hier  noch  geben  wollen  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  sich  um 
Gleichungen  ohne  Schlussglicdcr  handle,  indem  man  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Variation  der  Constanten  anwenden  kann. 

Seien  demnach  die  vorliegenden  Gleichungen: 


+A  x , 
n n 


n A (« — l) „ , j (n — l)  , j (n — ) 

-j-  = A,v  'X.  + Aa'  '**+•••  +A  ' fx  . 
dx  n n 

Fs  bandle  sich  zunächst  nur  um  ein  System  particulbrer  Integrale.  Suchen  wir 
daher  die  Gleichungen  1)  zu  verificiren  durch  folgende  Ausdrücke: 


xt  e , xf  e 


x ~ « e"1*, 


wo  w,  a„  a,  • • • zu  bestimmende  Constanten  öein  sollen.  Setzt  man  diese 
Ausdrücke  wirklich  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so  erhält  man  : 

3)  ma,=  y41  Uj-f  A,  • • • +^nfln* 

ma^A/ al+At'aJ+  . 


J (H  — 0 . A («  t)  , . (»— *|) 

m an=z A Jax+A>  ya,+  . . . +A^  ;<*n. 

Offenbar  geben  diese  Gleichungen  Werthe  für  n— 1 der  Constanten  at,  a%  • • • 
und  ausserdem  noch  für  m.  Es  können  also  die  Gleichungen  1)  veriticirt  wer- 
den, indem  man  etwa  eine  der  Constanten  <*,  gleich  der  Einheit  setzt.  Eliminirt 
man  alle  a,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  m dieselbe  Gleichnng  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt,  nämlich : 

A,  •••■<*■  I 


Die  Identität  derselben  mit  der  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  wie 
auch  der  Gleichungen  2)  desselben  mit  den  Gleichungen  3)  dieses  Abschnittes 
ist  leicht  zu  zeigen.  — Da  die  Gleichung  4)  «teil  Grades  ist,  so  geben  die  Glei- 
chungen 3)  zu  jedem  der  m,  also  ml}  «*,•••  ein  entsprechendes  System  de* 

a;  wir  bezeichnen  diese  Systeme  bezüglich  mit: 


‘ ’ 1 n 


. (")  (fl)  (") 

»i  > ' ••  • v ’ 
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und  so  ergeben  sich,  wenn  man  diese  Werthe  nach  einander  in  die  Gleichungen 
2)  einsetzt,  n Systeme  particulärer  Integrale: 


/ »*.x 

'.  = «/«  1 > 


'emix 


x —a  t 1 , 
n n 


*i 


m,x 


(\  tu  sc  / \ 7w  x / \ w*  4 

n)  n (n)  n _ Ä (n)  « 

'e.  , x,=aav  'e  * * * * • 


m x 


mx 


Ans  diesen  particulären  Integralen  aber  gewinnt  man  nach  den  oben  gegebenen 
Regeln  das  allgemeine,  wenn  man  setzt: 

/ .\  , N m x 

, m.x  , (2)  m.r  , , _ (n) . n 

xl=aia/e  1 'e  * +■  • • • -f  « a,v  'e  , 


m x 


x,=  a,  .“■*+  • • • + « . " 


/.,\  / v m x 

/ «|X  . (2)  m,x  . i - (n)  » 

x =«,fl  1 + <*.,<*  v 'e  * + • • • +n  a K >e  , 

n w w » » 

wo  die  Grössen  «,,«*•••«  beliebige  Constanten  sind. 

22)  Lineare  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  mit  2 Va- 
riablen. 


1)  . 


Die  lineare  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  mit  2 Variablen  hat  die  Form: 
^A„,+A,^+A.^+.  il~l- 


Ax 


n 


-VA 


n dxn~{ 


■+Am 


wo  die  Grössen  A.,  A2  • • • A ,’A  . . 

l’  s n’  n+ 1 


n+1' 

Functionen  von  x sind.  Auch  hier  un- 


terscheidet man  die  beiden  Fälle,  ob  das  Schlussglied  gleich  Null  ist  oder 

nicht.  In  jedem  Falle  aber  kaun  man  die  Gleichung  1)  durch  das  System  er- 
setzen : • ' 


2) 


dx>'_r 


dx 


n — I 


dx 

H 

dx 


— A t x i’V At xa  -J ~At  Xj -f- 


dx  X«’ 


-\~A  x + A x -j- A . , 
n—  l n— I n n »-j-i 


also  durch  ein  System  von  n Gleichungen  erster  Ordnung,  auf  welches  sich  die  in 
den  vorigen  Abschnitten  gegebenen  Theorien  ohne  Weiteres  anwenden  lassen. 
Setzen  wir  % =0,  so  ist  dies  nur  auf  die  letzte  Gleichung  des  Systems  2) 

von  Einfluss,  welches  die  Gestalt  annimmt: 


3) 


dxi-r  d*t 

dx  *’  dx  “** 


dx 


dxn 

-j-  = Ai  xl-VAix>+Alxl+. 


n—  I 

- — -x  , 

dx  « 


•\?A  x *4 ~A  x . 

n — 1 n — 1 n n 


Der  Multipücator  des  Systems  2)-  oder  3)  hat  nach  Abschnitt  16)  die  Form  : 
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- (a  dx 

H = t J “ > 


da  alle  übrigen  Glieder  der  Summe  im  Exponenten  Null  werden. 
Hat  man  ein  particullres  Integral  der  Gleichungen  2)  oder  3) : 


>o  ist  anch  offenbar: 


, _<*/■«  . _<**/•(*)  r 

'-ix'  • ' • ‘n~~j  n-i  • 


und  diese  Ausdrücke  bilden  ein  System  zusammengehöriger  particulfircr  Integrale. 

Habe  man  jetzt  n particulärc  Integrale  für  die  Gleichungen  3)  , oder  was 
dasselbe  ist,  für  die  Gleichung: 

X \ dl^X  | A — t A ^ I i i A ^ | 

i)  ^ =AlXl  + A,-^+..  . +An-~t, 

*.=«*),  *.=r <*>,  *,=f(0(«)  • • • *.=r(n~%), 

■o  iat  nach  Abschnitt  15)  das  allgemeine  Integral: 


Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  >u  Anden  aber  muss  man  «,,«,••• 
iin  als  Fnnctionen  von  x betrachten,  und  die  Variation  der  Constaaten  anwenden, 

welche  in  den  Gleichungen  4)  de«  Abschnittes  16)  enthalten  ist.  Es  wird  n&m- 
lich,  wenn  man  dort  seut: 


«*).  rw  • • • 

bezüglich  für 

f,(*),  /•,'(*)••  • 

dt(x)  df  W _ 

. <y("~l)(*) 

dx  dx 

dx 

für 

f, (*),  /,'(*)  ••• 

r.(— '><•>« 

d"“'/-(-r)  rf"_V'W 

j»-y«-o(x) 

dx""1  ’ dx"~‘ 

dx"-1 

für 

Ab("-,)(*)! 

5) 

«*>  5? +''(*>  5»+  • 

. . +/-)(i)^=0> 

df(Z)d«dr(x)d« 
dx  dx  dx  dx 

df("- ')(,)*  _n 
rfx  dx 

dn-2f(x)d,u  d"-V'(*)d«, 

rV'-'if,)*'. 

dx"~-  * 

+ dx"-J  . * 
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d"~V(x)  da,  d*,+  > _ d— y— *>(x)  ^»=/# 

dx"“1  dx"-1  dx  dx”~'  Jx  "+'’ 

ein  System,  welches  alle  n durch  Quadraturen  gibt. 

Eben  so  einfach  übertragt  sich  das  in  Bezug  auf  die  Reduction  der  linearen 
Differenzialgleichung  Gesagte  in  dem  Falle,  dass  mau  weniger  als  n particul&re  In- 
tegrale der  Gleichung  4)  kennt,  auf  diesen  Fall. 

Ist  nämlich 

*i =/■(*) 


ein  gegebenes  Integral  der  Gleichung  4),  so  kann  man  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1)  gleich  uf(x)  setzen,  und  hat  dann  offenbar: 
d[uf(x)]_  df(x)  du 

dx  dx  +,Wdx‘ 

'»[“/•(*)]  _ „ rf.vw.  orf“  w. 

dx 1 dx 1 dx  dx  dx* 


dxn  **  dxn~'  dx dx" 


dx" 


wo  die  Grössen  n,,  nM  • ■ • die  Binomialcoefficicnten  vorstellen. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  berücksichtigt  dass : 

m+...  +a 

iS  ' 

vermöge  der  Definition  von  f(x)  ist,  so  ergibt  sich  daraus  eine  Gleichung  von 
der  Gestalt: 


d%  du  , d*u 

— ai  T"  + ffS  + * * * 

djn  1 dx  dx* 


--F«  » 


wo  «t,  a j 


an  Functionen  von  x sind;  setzt  man  also  wieder: 
du 

d^1’- 


so  hat  man  die  Gleichung  »— lter  Ordnung: 
a— l 


6) 


d v dx 

= = ß,o  + «,  — + • 

dx  1 dx 


n -+« 

dx"-2  " 


zu  integriren,  wonach  dann: 

u—f  vdx 

sich  durch  Quadratur  ergibt. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  4)  sur  Integration  vorliegt,  also 
An  — 0 ist,  dann  auch  «n— 0 wird.  Sei  u,f(x)  also  das  allgemeine  In- 
tegral der  Gleichung  4),  und 

du,  _ 
dx 

so  bat  man: 


7) 


dx 


du,,  . dn~-„ 

1 dx  n — 1 , 2 
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Die  Schlüsse  Tür  den  Fall,  wo  mehr  als  ein  particulärcs  Integral  der  Glei- 
chung 4)  gegeben  ist,  sind  nun  wie  in  Abschnitt  16)  zu  machen.  Ist  f'{x)  ein 
zweites,  so  muss  also  f'(x)-ulf(x)  gesetzt  werden  können,  da  » , f(x)  das  allge- 
meinc  Integral  ist.  Es  ergibt  sich: 


•i 


iLM 

dx 


Man  hat  also  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  7),  durch  welches  die  Glei- 
chung 6)  um  eine  Ordnung  reducirt  wird  u.  s.  w. 

Die  Sätze  des  Abschnitts  17)  lassen  sieh  unmittelbar  auf  unsern  Fall  anwen- 
den. Wir  spceialisiren  daher  nur  den  Satz  III),  welcher  jetzt  lautet,  da 


n+ 


= A . ("• 

n + 1 


«•  V.(n 


°w=V.w 


zu  setzen  ist: 

„Ist  xt=f(x,  a)  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  4),  wo  a eine  will* 
kürliche  Const&nte  ist,  and  man  für  jedes  a hat : 

«*,.)= 0.  ^fi±)=0..  .^~V(».«)ao , , 

dx  ^n-l  »+l 

für  den  Fall,  wo  x = a ist,  so  ist: 


*i  = f*  f{x,a)  da 
0 

vermehrt  um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4),  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1).“ 

Diese  Methode , welche , wie  wir  bereits  gesehen  haben,  immer  die  Variation 
der  Constanten  ersetzt,  ist  oft  bequemer  in  der  Anwendung  als  die  letztere. 

Was  endlich  die  linearen  Differenzialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten 
A | , At  • • • An  anbetrifft,  so  werden  hier  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gege* 

benen  Betrachtungen  sehr  einfach.  — Seien  in  der  Gleichung  4)  in  der  That  die 

Coefficienten  constant,  so  setzt  man  ■rl=ewx,  und  durch  Einsetzen  in  Gleichung 
4)  erhalt  man: 


tn  w + il|Wi*  + 

Die  n Wurzeln  dieser  Gleichung  m,,  w»,  • 
Integrale,  und  man  hat  als  allgemeines  Integral: 


• -fA  in  . 

' n 

mn  geben  eben  so  viele  particuläre 


m.x  , m, x . 

xt  = a ,e  1 * + 


m x 
n , 
a t ’ 


wo  e„  rr,  • • • «n  willkürliche  Constanten  sind.  Seien  m^,  m(  conjugirte  ima- 
ginäre Wnrzeln,  so  setzt  man : 

=a  + bi,  i nf  ~ a — 6t, 

= i (*+*•)»  ut  = i (A — Ai), 

und  erhält: 


m x m x ax 

t*$c  * =e  (A  cos  Äj:-fA  sinke), 

wo  A und  k willkürliche  Constanten  sind.  Werden  2 oder  mehrere  Wurzeln  m#, 
m , , m ,,  • • • gleich,  so  denkt  man  sich  dieselben  zunächst  unendlich  wenig  von 

m x 

einander  verschieden.  Ist  nun  n^e  das  entsprechende  particnläre  Integral, 


4 
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so  müssen  anch 


t ‘ ) <<>(“,«*) 


dm 


dm 


die  Gleichung  erfüllen,  Ausdrücke, 


für  welche  man  erhält: 


mx  m x 

. i . < 

ß9*  +*<*ge  , 

m x m x tn  x 

y,e  +*ß,e  * + *'«,  * * • 


da  d9a 

Die  Ausdrücke  ß = *,  y — t sind  als  willkürliche  Constanten  zu  be- 

1 dm  '*  dm  * 


M / X * »I  * 

trachten,  und  diese  Wcrthe  in  x,  statt  der  ausfallenden  nj(  e , «j(,e  ... 

einzusetzen.  Wie  leicht  zu  sehen,  hat  dann  das  Integral,  wenn  t-f  1 Wurzeln 
gleich  sind,  die  Form: 


m.x  . m x 
x,  =«,  e 1 +n,e  1 + 


+ “ 


" 1 (l  + a1i+e,i,+  • • • a(x*). 


Dieser  Ausdruck  hat  in  der  That  n willkürliche  Constanten. 

Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  einige  Beispiele  für  die  Integration  linearer 
Differenzialgleichungen  hinzu. 

I)  Nehmen  wir  zuerst  die  Qieichung : 

8)  l^+a'  * ' ‘ +e"-'  ^+v,+m 

wo  fl,  • • • an  Constanten,  f(x)  aber  eine  beliebige  Function  von  x ist.  — 
Setzt  man  f(x)  zunächst  gleich  Null,  so  hat  man  als  vollständiges  Integral: 

9)  xl  = ale’">(*-c>  + «,«n,’(l_C)+  • • • + %.’V,<*“*>, 
wo  statt  der  willkürlichen  Constanten  gesetzt  ist: 


— m , c — mac 


m c 

a e . 


wie  dies  ja  bei  willkürlichen  c immer  geschehen  kann, 
die  Wurzeln  der  Gleichnng: 


wi  sind 


« n— ! h—2 

m —a,  m —fl,  m 


— an  — Im— 


Um  die  Auflösung  der  Gleichung  zu  linden,  wenn  f(x)  beliebig  ist,  haben  wir 
gemäss  dem  Satze  3)  des  Abschnittes  17)  zu  setzen: 


* -o  ^1-0  — 'I,— fto 

x,-u,  ^-U,  -U... 


wenn  x=c  ist,  und  dies  führt  zn  den  n Gleichungen : 

10)  »i+w,  • • +«B=o, 

o,B1  + a1m,  • • +«nmn=0. 


+ er,  B,s1  • * +«„">„*=0 
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«i»,"  ' + 3+  • • • " = 0, 

»—  I , n—  i . n—  l . , x 

«I*!  +«',*,  + • * • +n„m„  =f(C)- 

Auflösungen  dieser  Gleichungen  lassen  sich  leicht  unter  allgemeiner  Form  fin- 
den. Setzen  wir  nämlich: 

»z  v n n—  1 
'(*)  = * 

so  sind  M|t  ma  • • • mM  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

F(x)  = 0. 

Wollen  wir  nun  z.  B.  bestimmen,  so  muhipliciren  wir  die  Gleichungen 

10)  bezüglich  mit 

k,  1 

und  addiren  sie,  indem  wir  zur  Bestimmung  der  k setzen : 

11)  t + + m,*- 2+ m,*- 1 =0, 

k+k,m,+k,  m,  ’+*,  m,*  + • • • +*n_2m,"  — 2+ m,"— '=0 


*+*,  *1"»,,*  + 


. , n—  3 n — t 

+ k .,  m + m 

IS  — «fl  fl 


und  erhalten : 

12)  «,(*+*,  m, + n»,"— 2+  ')  = f(0- 

Setzt  man  also: 

£+*,*+*!*’+  • ■ • 

so  lehren  die  Gleichungen  11),  dass  m,,  m4  • • • die  »—1  Wurzeln  der 
Gleichung: 

'/(*)  = 0 

sind;  man  hat  demnach: 

F(x) 

?(*)=  (*-"»)(*-".)  • ‘ • = • 

" X~~  m 1 V 

Für  x — mt  wird  dieser  Ausdruck  =$;  man  erhält  aber,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  dinerenziirt: 


9(*,)=F'(»i1), 

P(.)=^ 

dz 


zu  setzen  ist. 

Die  Gleichung  12)  gibt  dann: 


_ n°) 


und  es  ist  ersichtlich,  dass  man  durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält: 

„ __AfL  „ -M±. -Z£L 

‘"lf'(«1)’  * "*»(»,) 

Man  hat  also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  9)  seist: 
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14) 


”**(*-')  c 
I . — 4- . .—4*  • • • 4- 

V F'K)  F'  (m,)  T 


tu  (x  — cY 

F'(m  )~r 

' n' 


Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  mit  f(c),  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  8): 

*t  = f x(c)dc +¥'(*)> 

J o 

wo  t/>(x)  das  in  9)  gegebene  Integral  ist;  also: 


15) 


-f-  em  * X( 


• tnx  1 nx  — m c 

+ < («.+!>)/„  ‘ r(c)är). 

v n/*/  n 


II)  Nehmen  wir  ferner  als  Beispiel  einer  Gleichung,  deren  Coefflcicnten  nicht 
constant  sind,  die  folgende: 

gllr.»  + _ _a*  + . . . 

tlx1*  (ox  + b)  dxn-\  (rtx  + b)'  rfx»-2 

nn—  i dxt  an 

+ V + xt=0; 

(ax+b)  (<ix4- 6) 

«,»<**•••  <*n*  «*  und  6 sind  Constanten. 

Man  findet  ein  partielles  Integral,  wenn  man  setzt : 


*,  =(ax  + b)P, 

denn  wenn  man  dies  einsetzt,  ergibt  sich : 

p(p  — 1)  • • • (p— n+l)an  + aip (p  — 1)  • • • (p  — «4-2)«” ~ ' 4-  • • • 

+ «„=o. 

eine  Gleichung  nten  Grades  für  p,  deren  Wurzeln  p,,  p,  • • • p sein  mögen« 
Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 


p 

x,  = c,  («x4-ä)P‘4-  (a  x+b)P*-\-  • • • 4-cn(<ix-f6)  w. 

Für  den  Fall,  dass  2 Wurzeln  unserer  Gleichung  gleich  werden,  sind  ähnliche 
Betrachtungen  wie  früher  zu  machen. 

III)  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Differenzialgleichung 

,n 

®*1  = F(*) 

dxn 

betrachten.  Selbstverständlich  lässt  sich  das  Integral  derselben  direct  bestimmen. 
Man  hat  nämlich; 

~~\=  T F(x)dx  + c,  ^ X-x  = f dx  f F(x)rfx4-cx4-cl, 
dxn~'  f dx11-1  J J 
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- f dx  f dx  f F(x)  dx+cx'  + c,x  + e 

/ / / 


also  schliesslich: 


xt=J  dx  j dx  • • • j F(x)dx+cxn  ,+clarÄ  ’ + c.xn  3+  • • • 

+ c||_2r+c=  j" n F(x)dx , 


wenn  man  unter  der  Bezeichnung  j n das  n fache  Integral  nach  derselben  Va- 
riablen x genommen  versteht. 

Wendet  man  jedoch  auf  die  vorgclegte  Gleichung  die  Variation  der  Constan- 
ten  an,  so  erhält  man  einen  andern  bequemem  Ausdruck. 

Die  Gleichung 


hat  offenbar  als  vollständiges  Integral  den  Ausdruck: 

y = «-f <»,*+ «,**4-  • • • + «n_|* 

wo  <r,  ft,  • • • frn__  j Constanten  Bind. 

Es  ist  also  (siehe  die  Gleichungen  5)  dieses  Abschnitts)  für  xx  derselbe 
Ausdruck  zu  setzen,  wo  man  die  Grössen  n bestimmt  durch  die  Gleichungen : 


da  da,  da. 

* * +*  dx  =0> 

Tx+xid+x'-di+  ■ 

da  , 

£i+9x£-*  + • 

dx  dx 

••  +(»-l)x’,---^-=0. 

2^3+.. 

dx 

da 

• +(n  — I)(n— 2)xn  =0 

(n — 3)(n— 4)  ...  1 — jg— +(i.— 2)(n— 3)  • • • 

da  

+(n— l)(n— 2)  • • • 3x’  -^-  = 0, 

(*— 2)  («—3)  • • • 2 • 1 — ^— +("— 1)(*-2)  • ••  2*— ^ = 0, 

d«  . 

(•-!)(—*)•  ••  2-l-sr-  = F(«), 


Gleichungen,  aus  «eichen  sich  ergibt: 


n— l_  F( x) 

dx  ~ 1-2  ...(»-l)’ 

Jan-3_  *«F(x) 

dx  ~ 2.1.2*..(«-3)’ 
und  allgemein : 


da 


n—  \ 


dx 


1 -2 ...  (n— 2)’ 

1 x‘F{z) 

1.2-3  1 • 2-  • •(»— 4)  ’ 
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+ 


-i)  . t«-l)(«-3) , 


dx  ~ 1 1-2 

+ (-D 

Es  ist  aber  nach  dem  binomischen  Satze; 


1-2-3  ' 

s—  1 s(s—  i)  • • • 2\  s— l 
1-2  ...  («-!)/ 


P(x). 


/i  iv*  i , »(*—  t)  , , ,.i-U(i-1).”2i  . „ 

a-D  =i-.+-^--+(-i)  =o, 

woraus  sich  augenblicklich  ergibt: 
da 


* *=(-1)*  ' 


dx 


1 • 2* 
*—  l 


X 'fw, 


%-.  = r/2T^r=7)/x'  'F{x)dx' 


also : 


x^^x"  1 J*F(x)dx—(n— l)jrn  2 j*  xf(x)  rfi  + 

+ (a-_l)(,-2)ja-yi,y(j)<tg+  . . . 

Führt  man  noch  die  Integrationsconstnntcn  ein,  so  ist  dieser  Ausdruck  zu 
vermehren  um: 


■ * . w—2 . 


-f  c 


-r'+V-f 


Dieser  Werth  von  xt  liesse  sich  auch  unmittelbar  aus  i,  — J*n  1 f'(x)  dxn  durch 
thcilweises  Integriren  gewinnen. 

23)  Zurückführung  der  nicht  linearen  aber  homogenen  simul- 
tanen Differenzialgleichungen  und  der  entsp  reche  nden  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  mit  2 Variablen  auf  Quadraturen. 

Ueber  die  höheren  Differenzialgleichungen,  welche  nicht  linear  sind,  lässt  sich 
wenig  Allgemeines  in  Bezug  auf  die  Integration  sagen.  Jedoch  treten  noch  bei 
gewissen  anderen  Formen  wesentliche  Reductionen  ein. 

I)  Denken  wir  uns  zunächst  ein  System  simultaner  Differenzialgleichungen 
unter  der  allgemeinen  Form  : 

i) 


f 1 (*.  *1.  X • 

V dx' 

dx7 

dx 

& 

II 

O 

/■.(*.  *1.  *»•  ■ 

dx  i 

dxt 

O 

II 

■ • X , — , 

« dx 

dx  * * 

fH(x,  *„  X,  • . 

dx. 

’ V dP 

^£i  . 

dx 

® 

II 

/l-s 

Die  Definition  einer  homogenen  Function  pter  Ordnung  von  2 Variablen  x.  y, 
y (x,  y)  haben  wir  oben  dabin  gegeben,  dass  sie  die  Form  annchmcn  kann: 


'/  (*.  y)=*fV  (j)- 


Wir  definiren  jetzt  eine  homogene  Fnnction  von  »+ 1 Variablen  x,  r, 
pter  Ordnung  dahin,  dass  sic  die  Form  annchmcn  kann: 
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**  *•  •I«)=tP^&  T — 7)' 


Setzen  wir  jetzt  voraus,  die  Fnnctionen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen 

1)  seien  homogene  Functionen  von  irgend  einer  Ordnung  von  x,  xa  • • • x , 

nicht  aber  von  den  DifTerenzialquotienten.  Jede  der  Gleichungen  kann  übrigens 
eine  andere  Ordnung  haben.  Es  gilt  dann  folgender  Satz: 

„Das  System  1)  lässt  sich  immer  auf  ein  anderes  zurückführen,  welches  eine 
Variable  und  eine  Gleichung  weniger  enthält.“ 

In  der  That  nehmen  unserer  Voraussetzung  gemäss  die  Gleichungen  1)  die 
Form  an: 

2)  , ('J  1:  . Ü?,  t ... 

' Vl\x’  x *’  dx'  dx  dxt  • 

„ (i>  Jl  tf. ■ *L»  _ o 

x * x’  dx'  dx  ' dx  ’ 


,,  ('£■  f *...!? 

^n\x*  x x1  dx  ’ dx  dxf 

indem  man  die  heraustretende  Potenz  von  x weglässt.  Wir  machen  nun  die 
Substitutionen: 

*.=*!*»  *■=*«*  • • • *„=***» 
dXj  dyt  dxt  dy  ^Xn  . 

Tx=*'+x-k'  d7=»'+xlu-  •• 

so  werden  sie  von  der  Gestalt  sein: 


»„(y,.  y. 


aus  welchen  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  für  die  Grossen: 

JjLi.  x4Li  x— 

dx  * dx  ' ' ' dx 

Werthe  w,,  u,  . . . ergeben,  die  nur  yt,  y.  • . . enthalten: 

4)  = . . . x-^  = u . 

ax  dx  a ax  n 

Indem  wir  jede  der  Gleichungen  4)  durch  eine , z.  B.  durch  die  erste  diri- 
diren,  erhalten  wir  n—  1 Gleichungen  von  der  Form: 

5)  il±-'L i dl>=^i 

rfy.  dyi  «i  rfyi 

welche  nur  y,,  y,  . . . y^  enthalten,  also  in  der  That  ein  System  mit  einer  Va- 

riablc  weniger.  Nach  dessen  Integration  gibt  jede  der  Glerchungen  4),  z.  B.  die 
erste : 

,g  x=[d-l±. 

X U,  ./  II, 

£s  ist  also  x durch  Quadratur  bekannt,  und  man  hat  dann  auch : 

*•=¥■*.  *.=y.*  • . . 

Fahrt  man  das  System  1)  auf  eine  Qieichung  ater  Ordnung  zwischen  2 Variablen 
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zurück,  so  besteht  die  Redaction  darin,  dass  die  Integration  durch  eine  Gleichung 
« — 1 ter  Ordnung  und  eine  Quadratur  gegeben  ist. 

Anwendung  Sei  gegeben  das  System: 

xt  dx , _ xt  dxn—  I Tn 

dx~~  « ’ dx  ~ m dx  uf 

dx 

V(x,  *„  . . . v ^)=o. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Function  y in  Bezug  auf  x,  x„  x,  , . . x^  homogen 

sei.  Die  übrigen  Gleichungen  des  Systems  sind  ebenfalls  homogen  in  Bezug  auf 
diese  GrGssen,  wenn  man  hat: 

7)  urnx+ß,  **1  + • • • +W 

wo  «,  ot  . . . »n  Cons taute  sind. 

Ks  kann  dies  System  aber  auf  die  folgende  Gleichung  nter  Ordnung  zurück- 
gefQhrt  werden: 

dxx  daxt  dn—iXi  ***\  __n 

S3-,*  °* 

wo  der  Kürxe  wegen  gesetzt  ist: 


Sei  s.  B.: 


'V, 

<flg(«*)’  iX  d\g(xa)" 


dx  ,.  , 

dlg(x  ) 

Unsere  Gleichung  nimmt  also  die  Gestalt  an: 

rfx,  <f*xt  dw”",xl  1 </* xt 


do'  de’  • ••  .»-V  r . , 

ac  «u 


i)=0, 


C = lg  X 

ist,  und  diese  Gleichung  kann  auf  eine  von  n—  iter  Ordnung  reducirt  werden, 

^ X|  homogen  ist.  Diese  Gleichung  nimmt 


wenn  y in  Bezng  anf  xt  xlf  ^ 
auch  die  Gestalt  an: 

/ -*-  *■  *.  e 

Beispiel  A.  Es  sei  gegeben: 

~ Jd’st./dirA*  ö , 


de 

H— 1_ 

dtn 


Betrachtet  man  e 


r 

~ä 

dt 


als  eine  besondere  Grösse  t,  so  ist  die  Gleichong  in 


dx.  ~ 

Beeng  anf  , e , nicht  aber  in  Bezug  auf  % homogen,  wie  dies  sein  muss. 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zuruckf.  auf.  463  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


Djc  Rednotion  geschieht,  indem  wir  setzen : 

n dr , 


1* 


so  dass  sich  unsere  Gleichung  verwandelt  in  das  System: 

_*•_  =,..i _*•_  f-*i_V-.l«+«l  =0. 


•*» 


/ <**i  y 

rfl)  \<flg(*a)/ 


dlg(x°) 

Es  sind  nun  die  Substitutionen  zu  machen: 

dxl 


d lg(x") 


e/lg^) 


g dxt  _ X«  <fy  t sy, 

zn/x  a dx  a 


f/x,  _ **  rfy,  L xy5 


ii  / ü\  ttdx  (t 
</)g(x  ) 

Die  Gleichungen  des  Systems  werden  also  : 


dx 


ac/x 


Setzt  man  die  aus  beiden  Glcichnngen  gezogenen  Wcrthc  von  — gleich,  so 


erhält  man: 


also  in  der  That  eine  Gleichung  erster  Ordnung  mit  2 Variablen. 
B e i 8 p i e 1 B.  Es  sei  gegeben  das  System : 


(x  x x —)-0  — 

.(x,  *lf  x„  dx)-V,  dx  - M. 


und 


U ~ (XX 


p 


wo  die  Function  y in  Bezug  auf  x,  x, , xa  homogen  ist.  Man  hat  dann: 


und 


d4±=x-±  oder 
dx  x , • • dx 


/ d (x,  *)  c/1  (x,*)  A 

7 (x>  *|.  2 — > i — rf-  ) 


rfx 


oder  was  dasselbe  ist: 

. rf(x,*)  d*  (x,a)  A 

*p(x,xv— ~y  — --.)=0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  also  immer  der  Form  1)  gegeben;  es  sollen  aber  die 
auf  eine  von  erster  Ordnung  reduciren,  Gleichungen  nicht  mehr  in  Bezug  auf 
. , d(x ,*)  , alle  Variablen,  sondern  auf  die  abhän- 

wenn  if,  m Bezug  auf  x,  xt  ~ ^ ho-  gjgen  VRriablen  Tj  . . . ^ und  ihre 

mögen  ist.  DifFerenzialquoticnten , homogen  sein. 

Dass  sich  aus  diesem  Satze  noch  eine  dann  gilt  der  Satz,  dass  sich  das 

Menge  anderer  Resultate  ziehen  lassen,  ®ystem  au‘  e,na  m,t  einer  Variablen  we- 
ist leicht  ersichtlich.  niger  reduciren  lässt.  Offenbar  nehmen 

nämlich  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 
II)  Sei  jetzt  wieder  ein  System  von  1)  die  Form  an: 


/ ^1 
V/Z’  x,’ 

Hierin  substituirt  man: 


dx 


n 


rn  dx , dxt 

f,’  x,Wx’  x,rfx  * xKdx 


) =0. 


x.rry.x,,  x,=y,xt  • . . xn=yn  lx„ 
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und  erhält: 


»i  4.  <*»  i 9,  **,  dft 

x , dx  dx  1 x j dx  dx 


Au«  einer  dieser  n Gleichungen  wird  die  Grösse 


x,dx 


— £+%-'>  - o- 

x,  dx  dx 
gefunden  und  ‘ in  die  übri- 


gen eingesetzt.  Man  hat  dann  *— l Gleichungen  mit  n Variablen: 

*•  •••»»-!- 
nach  deren  Integration  man  erhält: 

- V,  also  lg  X|  = f U dx, 
x | dx  *ß 

wo  V nur  x,  y,  • • • yn_{  enthält,  die  sich  also  nach  der  Integration  alle  als 
Functionen  einer  Variablen  x ergeben.  Schliesslich  ist  zu  setzen : 

*•=»«  *.  ••  • 

Beispiel  A.  Sei  das  System  gegeben: 


dx. 


dx, 

dx 


dx 

v (*.  *1.  *.  • • • 


dxn- 

dx 

dx„ 

"»'  dx 


-“)=0, 


dx 


• x homogene  Function  sein  «oll.  Die 
n dx 


wo  y eine  in  Bezug  auf  x, , x, 

übrigen  Gleichungen  sind  offenbar  in  Bezug  auf  die  Variablen  und  ihre  Differen- 
zialquoticnten  ebenfalls  homogen. 

Man  kann  aber  das  System  ersetzen  durch  die  Gleichung: 


dx,  d*x, 

'/(•*.  *i.  ix , 


dx" 


= 0, 


wo  </  in  Bezug  auf  • 


rf"  j-, 


dxn 


— homogen  iit,  und  die  Integration 


dieser  Gleichnng  gelingt  also  mittels  einer  andern  ron  der  Ordnung  n— 1. 
Beispiel  B.  Es  sei  gegeben: 

A dz.  Bx, 
dx » * dx  ^ **  ’ 

eine  übrigens  lineare  Gleichung  ; wie  denn  alle  linearen  Gleichungen  ohne  Schlnss- 
glied  nur  einen  besondern  Fall  der  jetzt  betrachteten  bilden.  Wir  ersetzen  sie 
durch  das  System: 


dx 


i=0, 


x dx 


dx 


und  indem  wir  einführen: 
erhalten  wir: 


s=yi*»> 


dx  ^ 1 d-r  x dx  x*  ~ ’ 


dx 
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oder  durch  Einsetzen  von: 

1 dx, 

aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste: 

, du.  A y , B 

'■'+%+-ir+^=0- 


Führen  wir  hier  ein: 
so  kommt: 


oder: 
d h.: 


1 1 , du\  AB 

^ ~ ^ (“+I  Tx ) + ZP + T' ~0' 


du 


X — = (A  — 1)  m+ Bu*  + 1, 


]gx=f süiTU- 


(A-l)u+t’ 


aus  dieser  Gleichung  ist  x und  folglich  auch  y,  =—  als  Function  von  u bekannt. 


Vermittelst  der  Gleichung: 


erhalt  man  dazu: 


dxi_ 

dx 


=y.*i 


.dx 


*-.=/ yt  <**, 

Aus  den  Werthen  von  x und  z,  ist  dann  u zu  eliminiren. 

24)  Ueber  Systeme,  die  nicht  homogen  sind. 

Eine  Keduction  tritt  auch  bei  andern  Formen  von  Differenzialgleichun- 
gen ein. 

I.  Möge  ein  System  von  der  Form  gegeben  sein: 

r ..  .x\,xP> + 'p. **>.+'*•  ... 


dx 


P„+i 


5)- 


,t(xP‘xl,xP>x„xP>x,  . . . * + 1 p ,*P'+1  p... 

n dx  dx 


rJxP^.xP’x.^x,  . . . S\,»P‘  + ' p,xP'+'  p... 

n n dx  dx 


wo  die  Exponenten  pl%  p%  . . . pn  beliebige  Zahlen  sind. 


Pn+1 

dx 


30 


) = 0, 
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Ea  liast  aich  auch  dies  System  auf  eins  mit  einer  Variablen  weniger  redu- 
ciren.  Zu  dem  Ende  setzen  wir: 


— ' r\ • • ZH » 

*P>  /• 

nnd  erhalten  ein  neues  System  tou  der  Gestalt : 

dut  du,  \ n 

».<•  a-  ">  • v x-jx-+p ■ • • * dr+f,**»)=0- 

tfu  rfu  ^¥i« 

Diese  Gleichungen  geben  die  Grössen  x— l,  x ^ • • • x als  Functionen  von 
allein.  Durch  Division  jedes  dieser  Ausdrücke  durch  einen  d&ron  erhält  man 

die  Grössen  als  Functionen  der  •».  Nach  der  Integration  dieser 

du t dut 

Gleichungen  ergibt  sich  dann: 

*=Fd«t,  lg*=/  l’du,, 

wo  dann  auch  xlt  xt  . . . x^  bekannt  sind. 

Anwendung.  Nehmen  wir  den  Fall,  in  welchem  das  System: 


dx  dxM 


dx 


dx  * dx 
tf  (x,  x4,  xt 


»— l 

dx  ~~*n 


dx  \ 

V t)-* 


oder  die  Gleichung: 


dr.  d*x.  d"x,' 

*<*-**’  dT’ 


H 


die  obige  Bedingung  erfUllt,  Offenbar  ist  dies  immer  bei  den  st — l ersten  Glei- 
ch ungen  der  Fall,  wenn  man  setzt: 

Pt=p\+1>  i>s=Pi+2  . . . pH=Pl+»-l, 

denn  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 


P i+l 


dx,  * 
zZi  = x 
dx 


F1  + 1 + * dx.  P»  + * 

* d?=x  *• 


Pi  + "~ » d*B_l 


dx 

Fi+n-l  eix 

: x 

dx 


Es  kommt  also  nur  auf  die  letzte  Gleichung  an,  welche  die  Form  haben  muss: 

/■(zf,‘xl,*P‘  + lx1,zP‘  + 8*1  . . . xAV+B_1*  .xf.+"^?)  = 0 

" dx  / 


oder: 


dx" 

Pl  ist  eine  ganz  beliebige  Zahl.  — Nehmen  wir  *.  B.  an,  e»  wire  p , — — 1,  to 
ergibt  aich: 


^ ...  *P‘+" =0. 

dx  dx ■ ^n) 

B.  an,  es  1 

'l*  dx’  dx‘  *»/ 
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In  diesem  Falle  liest  aich  der  Bedingung  auch  eine  andere  Form  geben.  Da 
•ich  nimlich  jede  homogene  Gleichung  zwischen  y,  y„  y,  • ■ ■ yn  auf  die  Form 

bringen  liest: 

«%  & ...  -)=ft  «^«r  yfc,  tl  ...  *?)=0, 

'y  y y 7 'y  y y' 

so  wird  jede  in  Bezug  auf  die  Variablen  x,  x„  x,  . . *n,  und  auf  die  Differen- 

t 

ziale  dz,  dx„  d'zi  . . . dnzl  (nicht  auf  die  Differenzialquotienten)  homogene 
Gleichung  die  Form  annehmen: 

dxl  d’x,  d”  xt 

'&  ±-  • ■ ■ ~h- 

x x1  — - 


f(*i  xSüL 1 xrt 

* \ * * dx  * dir* 


also  die  obige  Form.  Man  hat  also  auch  den  Satz:  „dass  jede  in  Bezug  auf  alle 
Variablen  und  die  Differenziale  homogene  Gleichung  um  eine  Ordnung  erniedrigt 
werden  kann.“ 

Beispiele.  Sei  gegeben: 

nx,d,y  = (zdy— yd*)*, 

eine  in  Bezug  auf  *,  y,  dz,  dy,  d‘y  homogene  Gleichung  vierter  Ordnung. 

Wir  schreiben  sie  zunächst  unter  der  gewöhnlichen  Gestalt: 

und  vertauschen  sie  mit  dem  Systeme : 

5=»i-  ~,^=(*y.-y)*- 

Da  hier  p,  =s— I ist,  setzen  wir: 


y = *t*.  yi  = «i’ 

und  erhalten: 

du.  . du,  , 

*-^+«.=*s. 

oder: 

dx_  du , du. 

X - u,-ul~H(u,-ul)’ 

also: 

(u,-u,)du,  = ndu,\ 

setzt  man  noch; 

",  -«,=  », 

so  erhalt  man : 

t du,  i :ndv+ndu„ 

i»  dt  .« 

u,  = lgc(B-»)  , 


e =c(t>-»)  , 
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wenn  man  wieder  setzt: 


M =y 
m ■ — 


Es  war  ferner: 


also : 


dx  _ du  t du  t _ n de 


dv  dv 


x m,  — **t  » v(v — »»)  r — i»  v 


. , A(e  — n)  ..  . 

1gx=1ß > xv  = A(v—n), 


wo  h die  Integrationsconstante  ist.  Aus  dieser  Gleichung  und  aus  ex  —c(v  — n)H 
ist  v zu  eliminiren.  Es  kommt: 


— n n 

x x n 
e = c 


(A-x)n 

eine  Gleichung,  die  2 willkürliche  Constanten  c und  A enthalt. 

Sei  ferner  gegeben: 

du*  d*y 
l+d^~mydx*' 

Offenbar  erfüllt  diese  Gleichung  die  verlangte  Bedingung.  Wir  nehmen  dafür 
das  System: 


i , dy'  düi  dy 

1+sj="fsr  *=y‘’ 


und  substituiren  wie  oben: 


y = ux, 

da  die  Gleichung  yt  = ut  nichts  Neues  gibt.  Wir  erhalten : 

, . , du  . ..  dy.  du  , 

1 ^+u=^- 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ziehen  wir: 

dx  _ du 
yi-«’ 

und  indem  wir  dies  in  die  erste  setsen : 


d.  h.: 


l+yi*=mu(yl-«)^, 

du  _ m u dyL_  dx 

yi-«~  l +y»*“ 


Wir  führen  hier  indess  wieder  ein: 
und  erhalten: 


l = u. 


d.  h.: 


rn  y dyt  _ dy 
1 +yt»  y i* 

yifyi  ~dy 


!+yt 


m 

T 


oder : . 


y = c(l+yi»)  , 
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also: 


»•■=©*->=(£)'■ 


— ■=/ 

y#-  y©* 


II.  Seien  wieder  n Gleichungen  mit 
a-fl  Variablen  x,  *„  zt  . . . x*  und 

ihren  Differenzialen  gegeben. 

Setzen  wir  voraus , dass  alle  eine  der 
Grössen  x^  nicht  selbst,  sondern  nnr 

ihr  Differenzial  enthalten , so  kann 
man  dx*  eliminiren,  und  man  hat  it  — 1 

Gleichungen  mit  n Variablen,  nach  de- 
ren Integration  x * sich  durch  Quadratur 

ergibt.  — Sind  in  den  Gleichungen  t 
Variable  xjt  xj+  , • • • nicht 

selbst  enthalten,  so  ergeben  sich  durch 
Elimination  ihrer  Differenzial  n— < Glei- 
chungen mit  n—t -fl  Variablen,  nach 
deren  Integration  man  noch  t Quadra- 
turen hat,  welche  sich  vermittelst  der 
Gleichungen  ergeben,  welche  für  dx*, 

(Lxs^r x gefunden  wer- 

den. Es  tritt  aber  auch  schon  dann 
eine  Reduction  ein,  wenn  von  den  n 
Gleichungen  nur  n—t  von  ... 

zugleich  aber  auch  von  ihren 

Differenzialen  frei  sind.  Denn  es  ent- 
halten dann  diese  n — 4 Gleichungen  nur 
n— <-fl  Variable,  können  also  integrirt 
werden.  Die  übrigen  t Gleichungen  ent- 
halten dann,  wenn  man  nach  der  Inte- 
gration aus  den  Integralgleichungen  die 
Grössen  x,  x,  . . . xf_,,  | , ■ . . 

xn  als  Functionen  von  x bestimmt  noch 

s+1  Variablen,  und  das  System  zerfällt 
in  diesem  Falle  in  eius  von  n — t und 
eins  von  < Gleichungen,  oder  in  eine 
Gleichung  n— <ter  und  eine  Iter  Ord- 
nung. 

Anwendungen.  1)  Die  Gleichung 
nter  Ordnung  mit  2 Variablen: 

/ <#*+*, 

r(* 


£)-* 


dz’  ’ dx‘  + ‘ 
verwandelt  sich  offenbar  durch  die  Sub- 
stitntion : 

d'z, 

_J  = y, 


in  eine  n— ster  Ordnung: 

rV’*'Z  *—•)’ 

nach  deren  Integration  gefunden  wird : 

r W , 

*.=  / yix< 


das  »fache  Integral  von  y 
b dx  vorstellt. 

Bt  im  Besondern  die  Gleichung: 

/(£— —‘1  =0 
dx"  ) 


gegeben,  so  ist  zu  setzen : 
d"-1- 


>=y. 


dx" 


eine  Gleichung,  die  immer  auf  Quadra- 
turen führt,  da  sich  daraus: 

|ny(y),  dx  = JjL 

ergibt. 

2)  Da  von  denj  Gleichungen  : 


dx 


dx, 

dx 


dx 


f{z<  **’  x«  ••  • V dx)-0’ 


welche  einer  Gleichung  nter  Ordnung 
gleichbedeutend  sind,  die  n— 1 ersten  x 
und  x,  selbst  nicht  enthalten,  so  wird 
die  Gleichung  immer  um  eine  Ordnung 
niedriger,  wenn  x oder  x,  auch  in  der 
Gleichung : 

f{X<  *>’  S ^)  = ° 

nicht  Vorkommen , diese  also  die  Ge- 
stalt hat: 
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!)=°- 


oder: 


hat  man  also: 


d*x, 
’ dx* 

d*  j 

• • • 

dx* 

A dxl 

d*x  | 

d"; 

fV’-£ 

’ dx* 

• • • “ 
dz 1 

jedoch  schon  in  1) 

enthalten. 

fl**' 

d*X, 

f\dx' 

dx*  ' 

so  tritt  eine  Reduction  um  2 Einheiten  ein. 
„Allgemein  aber  lässt  sich  die  Gleichnng: 


£_*■,  d’  **■  ..  . £^A  = o, 

' ix'  . dx,  + I ix‘+$  ix'  > 

auf  eine  von  w — »— lter  Ordnung  reduciren,  also  auf  eine  um  eine  Einheit  niedri- 
gere, wie  die  in  1)  betrachtete  Gleichung.“ 

Denn  setzen  wir: 

d"-1- 


,»+ 1 
d T x, 


6*  + i’ 


'«+s 


■ I — 


= x 


dx' 


so  hat  man: 


Es  ist  aber: 


dx'  '"r*  dz* 

r{x*+ 1’  **+**••  v -^)=0* 


dx 


, + l = z 


dz 


dx  * + 2’  dz  *+*  dz 

oder  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  durch  die  erste  dividirt: 


'+’  = * 


dz 


n—  1 


‘fc-|_,=*,+  3 äx,+3  Z,  + l 

Xt+  2 dxi+l  *«+2 


dx 


n—i 


^.+  1 '»  + 2 


Es  sind  dies  n— s— a Gleichungen,  welche  verbunden  werden  mit  /==(),  aus  welcher 

dfj  -f-  l 

Gleichung  man  dz  mittels  — ; — = x , eliminirt. 

dx  *+  a 


Es  ergibt  sich: 


+ t ^ 


dx  v 

i+.B-2-)-«. 

Tt  — l' 


Man  hat  also  «— s— 1 Gleichung  mit  n—t  Variablen*  welche  sich  auf  eine  von 
n—s— lter  Ordnung  zurückfiihren  lassen. 

3)  Ist  namentlich  gegeben  die  Gleichung: 

ix'  > 

so' kann  man  sie  ersetzen  durch  das  System: 


dx  \ dz 

f(Xn-l'  -£)=0’  ~jr=X'' 
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und  wenn  man  au«  der  iweitan  Glei- 
chnng’  in  die  erste  substitnirt: 

Aus  dieser  Gleichung  aber  kann  man 
erhalten : 

eine  Gleichung,  deren  Auflösung  sogar 
durch  Quadraturen  gelingt. 

Beispiele.  Bei  gegeben  die  Glei- 
chung : 


oder: 


V 'dx'/  dx' 


?l-u 

dx  ' 


so  folgt: 


d.  b.: 


J du 

(1 +•')*=«£. 


dx  = 


adu 


»'(l-t-«1)*’ 


““  . r 

*_K(i+«’)+ 

Mittels  der  Gleichung: 

au  du 

d»--^=Y(vFüv 


erhalt  man  aber: 


au-c—a — 


c+x1 


y = dx  dx  = ^f[z{c-a)-c'\g{c  + x) 

+«i]  dx, 

=•,*+(«-■)  gji“  ^(*+c)lg(*+«) 


+ ^ + e 


Diese  Gleichung  ist  von  x und  y frei, 
sie  muss  also,  wie  in  1)  dargethan,  auf 
Quadraturen  führen. 

Set«  man  in  der  That 


y~  y(n-«>) 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  für  x ist 
u zu  eliminiren.  Das  Resultat  ist: 

(*-C)'+(y-C,)«  = «*. 

Sei  ferner  gegeben: 
so  setzen  wir : 

Hl-u 

dx*  ~ ' 

und  es  ergibt  sich: 

% d.  h.:  .(a+l)=4-, 

«(«+!)*  **  c+x 


25)  Erhöhung  derOrdnung  einer 
Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  Fälle  betrachtet, 
wo  ein  System  von  Diffcrenzialgleichun- 
gen  sich  auf  eins  reduciren  lässt,  wel- 
ches eine  Variable  weniger  enthält.  Es 
ist  jedoch  nicht  immer  gut  gethan,  diese 
Reduction  auch  wirklich  auszufahren,  da 
sie  oft  die  charakteristischen  Eigenschaf- 
ten der  vorgelegten  Gleichungen  ver- 
dunkelt. Ja  in  manchen  Fällen  ist  es 
sogar  besser,  wenn  man  ein  Systom  in 
ein  anderes  verwandelt,  das  eine  Variable 
mehr  enthält,  also  entsprechend  eine 
Gleichung  nter  Ordnung  zwischen  zwei 
Variablen  in  eine  Gleichung  n+lter 
Ordnung.  Es  geschieht  dadurch  zuwei- 
len, dass  die  neue  Gleichung  leichter  in- 
tegrirt  werden  kann , sei  es  in  Gestalt 
schon  bekannter  Functionen,  oder  in  Ge- 
stalt von  Reihen  oder  bestimmten  Inte- 
gralen, Wird  aber  auch  dies  nicht  er- 
reicht. so  kann  die  Erhöhung  der  Ord- 
nung möglicher  Weise  dazu  dienen, 
charakteristische  Eigenschaften  an  dem 
vorgelegten  8y«teme  tu  entdecken.  Dies 
geschieht  z.  B.  oft  dann,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichung  nicht  linear  ist,  man 
aber  durch  Erhöhung  des  Grades  zu 
einer  linearen  Gleichung  gelangen  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  z.  B.  die  Auf- 
gabe stellen,  diejenigen  Gleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  er- 
mitteln, welche  durch  Transformation  in 
eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung 
ohne  Schlussglied  übergehen.  — Wenn 
man  in  die  allgemeine  lineare  Gleichung: 


1) 


d’u  du  - 
—+a-+ßu  = °, 


wo  unter  n und  0 Functionen  von  * ge- 
dacht werden,  einsetzt; 

u = e‘», 

wo  a eine  Constante  ist,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  ln  die  folgende; 
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oder: 


d*y 

dx* 


+ a 


oder  wenn  man  «eUt: 


dx 


=*»  z=y> 


2) 


dz 


ist. 


g-ba 


ui 

^-t-az'+uz+yrrO 


Ei  kann  diese  Erhöhung  der  Ordnung 
sogar  gcrathen  sein  in  Being  auf  Glei- 

Gleichung  erster  Ordnung,  die  nur  dann  zurürkführen  lassen.  Es  ist  nimlioh 
!V  “t’  ""d  W0  " Dnd  möglich,  dass  dem  Integrale  der  vorlie- 

1 UIlctI0n*n  von  x sind,  genden  Gleichung  statt  der  transcenden- 


_ 1 </Igu 
a dx  ' 


d.  b.:  i = 


du 


audx 

Ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  2) 
ist  i.  B.  die  Riccatiscbe  Gleichung,  die 


Form  der  Quadratur  eine  einfachere  Form 
gegeben  werden  kann,  welche  eben  durch 
Erhöhung  der  Ordnung  erhalten  wird. 

Das  beste  Beispiel  zu  diesem  Verfah- 
ren ist  die  Art,  wie  La  Grange  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Trans- 


wir  in  Abschnitt  7)  betrachüt  hiben  Add,“°n*tte5>['“  der  ellipuschen  Tr.ns- 
T_  A„ . V , m neuen,  cendenten  ableitet.  (Siehe  den  Artikel  ■ 

d”.em  gR«uhlte  tl  Z‘°r,  “a  ,n*  Ellipüiche  Trenscendenten).  Sie  muss 
Ton  der  Form  2)  manche  Folgerungen  d»‘lcr  *a  die,er  Stelle  dargestellt  werden. 

sSa-Äajff  Ä Ärar  - *•  -* 


« = /■(*)  nnd  u = ./  (x), 
so  ist  das  allgemeine  Integral : 
u-Af{z)  + B’i(x), 

wo  A und  B willkflrliche  Constanten 
sind , und  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  2)  ergibt  sich  aus  der  Glei- 
chung : 

__  1 du 
X~a  uix' 


3) 


df 


dtp 


x=0. 


V(l-t,sin  y (1— k»  sin  v-')' 

in  welcher  die  Variablen  getrennt  sind. 
Beieichnen  wir  den  Ausdruck: 


r 

(i 


_ df 
Hl-k*sin  y*)’ 


nämlich : 


T_f' (*)+<?»'(*) 

a[7W+ey(j:)]’ 


B 


£*et*t  wurde,  und  /'(,),  y.'(»)  die  IO  iit  aUo: 
Differenzialquotienten  von  f[z)  und  y (z) 
vorstellen.  ^ Dies  Integral  enthalt  also, 
wm  dies  sein  muss,  nur  eine  Constante. 

lür  die  Riccatiscbe  Gleichung  ist  iu 
setzen : 


mit  F ('/ ) t wo  F( y)  bekanntlich  nicht 
auf  andere  Transcendenten  oder  alge- 
braische Functionen  reducirt  werden 
kann,  so  ist  das  Integral  unserer  Glei- 
chung : 

FM+FM=e. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  c be- 
merken wir,  dass  för  y=0  auch  F(y)-0 
wird.  Entspreche  diesem  Werthe : 

<p=n, 


F(a)=c, 


0,  y=—bzm; 

die  zugehörige  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung ist  also  : 

d'u  m 

dP=3X  ’ 


und: 

F(y)+F(y,)  = F(„). 

Wir  suchen  aber  jetzt  durch  andern  Be- 
trachtungen dem  Integrale  von  3)  eine 
nicht  mehr  transeendente  Gestalt  zu  ge- 
ben. Zu  dem  Ende  führen  wir  eine 
Grösse  I ein  durch  die  Gleichung: 


jjr-VO-  **siny»). 
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and  die  Gleichung  3)  zerfeilt  dann  in  das  System: 

4)  ^ = y(l-A'.in.,’),  j=-y(l-i*.inv-’). 

Da  von  I nur  das  Differenzial  vorkommt,  so  können  wir  den  Anfangswerth  die- 
ser Grösse  beliebig  nehmen,  nnd  setzen  daher  fest,  dass  ffir  </  =0  auch  1 = 0 
sein  soll. 

Die  Gleichungen  4)  nehmen  die  Gestalt  an: 

5)  = 

Dnrch  Subtraction  der  zweiten  von  der  ersten  ergibt  sich: 

(§)’~  ©*=-*’  (,inv’_  *in  *">■ 

Der  Theil  links  nimmt  auch  die  Form  an: 


setzen  wir  also: 


d (•/+<!') 

dt  dt  ’ 


woraus  sich  ergibt: 


sin  7 — sin  y>  = 2cos  — «in 


v 

2* 


sin  7 -f  sin  2 sin  - cos  jr, 
sin  7 * — sin  \p%  = sin  u sin  v , 


so  wird  unsere  Gleichung: 

6) 

Um  nun,  wie  angedeutet,  den  Grad  der  Gleichungen  5)  zu  erhöhen,  müssen  die- 
selben differenziirt  werden: 


du  dv  ... 

— -j-  =— A1  sinu  sinr. 
dt  dt 


7) 


d*  tr  . d*if> 

-t~  = -rainf  cos  7,  -j-t-  = — k*  sin  ip  cos  \p. 
dt*  dl* 


Diese  Gleichungen  werden  addirt  und  subtrahirt,  wobei  wir  die  Relationen  be- 
rücksichtigen : 


8) 


2 sin  7 cos  7 = sin  2 7 - sin  (a  -f  v)t 

2 sin  xpeos  ^=sin2^=sin(a— n), 

d*u  . . d*v  , 

-j-T-  = — k1  sin  u cosv,  -—  = — k*  sin  e cos  m. 
dt1  dt 7 


Die  Gleichungen  7)  und  8)  bilden  ein  System  von  3 Gleichungen  mit  4 Varia- 
blen, welches  sich  leicht  integriren  l&sst.  Dividircn  wir  nkmlich  die  Gleichungen 
8)  beide  dnrch  die  Gleichung  6),  so  ergibt  sich: 


9) 


d3u 

dt * __  cose  dt 

du  sin  e dt  * 
dt 


d9t 

dl 1 _ cos  u du 

du  ~ sin«  dl * 

di 


d.  h.: 


d(le^)  = d(lg  »in  1/),  d ( lg = d (lg  »in  «). 
Man  hat  also  zwei  erste  Integrale : 

10)  ^ = j!sin»,  ^=ßsin«, 
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wo  A und  ß Integrationsconstanten  sind.  Wir  bemerken,  dass  für 

y = 0,  \p  — a 

wurde,  und  dass  somit: 


u = tr,  v—  —a 

•ich  für  diesen  Fall  ergibt. 

Es  ist  ferner,  wenn  man  die  Gleichungen  4)  berücksichtigt,  in  diesem  Falle: 

f = *• 

also : 

£=l+V(l-**»in««), 

oder  wenn  man.  diese  Werthc  mit  den  Gleichnngen  10)  vergleicht: 
i = l-y(l-*»  »in«»)  g_  — 1 — V(l— A»  «in «*) 


Aus  den  Gleichungen  10)  lässt  sich  aber  t eliminircn,  indem  man  den  Quotien- 
ten beider  Gleichnngen  nimmt: 

11)  Bsinurfu  — AsinrJr, 
was  zu  dem  Integral  führt: 

12)  üfcosiirrA  cos  e-f-C. 

Zur  Bestimmung  von  C setzt  man  wieder: 

<f  —0,  «=  a,  t = — «, 


und  erhält: 


(B— A)cos«=C, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Wertbe  von  A und  B : 

£, 2 cos  rr 


In  die  Gleichung  12)  sind  noch  die  Wertbe  von  u und  r einzuführen : 
B cos  (y  + y/)  = A cos  (y  — y/)  -f  C, 


oder: 


(B—A)  cos  y cos  y*— (B-f  A)  siny  sin  y=rC, 
oder  wenn  man  für  A und  B substituirt  und  den  Ausdruck: 
V(l  — A1sinn’)  mit  A« 


bexeichnct: 


13)  cos  y cos  y»— sin  < 

Diese  merkwürdige  Formel  gibt  also 
das  Integral  der  Gleichung  3)  als  alge- 
braische Function  von  sin  y und  sin  «/*. 
Sie  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Theo- 
rie der  elliptischen  Transcendenten. 

26)  Integration  einer  Di  fferen- 
x i algl  e ich  u ng  erster  Ordnung 
mit  zwei  Variablen  durch  Rei- 
ben. 

Die  im  Abschnitt  9)  Satz  B.  gegebe- 
nen Betrachtungen  gewähren  die  Mög- 
lichkeit, die  Integrale  eines  Systems  von 
n Gleichungen  mit  n-fl  Variablen  nä- 
herungsweise zu  integriren.  Die  An- 
fangswerthe,  welche  die  Integrationscon- 
stanten  bestimmen , sind  dabei  immer 
so  zu  wählen,  dass  die  Functionen,  welche 


r sin  y»  An  = cos  rr. 

in  den  vorgelegten  Differenzialgleichun- 
gen Vorkommen,  bei  dem  gewählten  In- 
tegration swege  nicht  durch  Discontinui- 
täts-  oder  mehrfache  Punkte  gehen.  Bei 
dieser  Vorsicht  ist  es  aber  auch  mög- 
lich , den  Integralen  die  Form  von  Po- 
tenzreihen, welche  convergiren  müssen, 
zu  geben,  und  ist  diese  Form  im  Allge- 
meinen die  zweckmässigste.  Es  ist  der 
Beweis  der  Allgemeingültigkeit  dieser 
Form  hier  zunächst  zu  führen.  Wir 
thun  dies  nach  Briot  und  Bouquet  ( tkeo - 
rie  des  fonclions  doublemtni  periodiques). 

Wenn  die  Function  /*(x)  der  com- 
plexen  Variablen  x continuirlich  und 
eindeutig  bleibt  innerhalb  eines  Kreises 
und  auf  dessen  Peripherie,  dessen  Mit- 
telpunkt dem  Werthe  * = x9  ent- 
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spricht,*)  und  dessen  Radius  r sein  möge,  so  hat  man  nach  einem  von  Cauchy 
herrührenden  Satze  (vergleiche  den  Artikel:  Quantitäten): 


1*2.  . . n 

• n n 

dxa  r 


i r 

2n  J o 


+ e~n9id». 


Sei  die  Constante  M grösser  als  der  grösste  Werth,  welchen  der  Modul  von 
f(x#  +re’  ) innerhalb  der  Integrationsgrenzen  annehmen  kann,  so  ist  offenbar: 


d.  h.: 


n 


1) 

, n n 

dx0  r 

Die  Function  f (x,  y,  z)  soll  endlich  und  continuirlicb  bleiben,  so  lange  jede 
der  als  complcx  zu  denkenden  Variablen  x,  y,  x,  sich  innerhalb  eines  Kreises, 
bezüglich  mit  Mittelpunkt  x# , y0 , und  mit  dem  Radius  r,  r',  r",  oder  auf 
dessen  Peripherie  befindet.  Sei  ferner  M der  grösste  Werth,  welchen  der  Modul 
von  f(jty  y,  z)  in  diesen  Grenzen  annehmen  kann,  so  ist  nach  dem  vorhin  ange- 
führten Cauchy  "sehen  Satze : 

<r+n'+*"n*„  y., ».) 

rfx.'Vy/ds."" 

/*1n  ,%ln  r-ln 

/ , 

n •>  o 0 


— n —K  —n" 


= 1 ■ 


•1-2 


• 1-2 


f(x,  + re9t,  y,  + rV 


*'» 


(2  »)* 


e~  ("  * + "'  y + ""  9")  V»  dr  d»", 

und  wenn  man  jedes  Element  des  Integrals  durch  die  Grösse  M d!)  dü' </S",  welche 
grösser  als  der  Modul  ist,  ersetzt,  erhält  man: 


2)  mod 


<r+n’+n"f(x„  y.,  «.)  ^ 


r » ,/f» 


dx.dff.  r r 

Es  gibt  eine  Function,  deren  partielle  Differenzialquotienten  für  x = x0,  y — y#, 
» = *0  Wcrthe  haben,  welche  den  eben  gegebenen  Grenzwerthen  der  Module  von 
f(x,  y,  2)  gleich  sind. 

Die  Function: 

3)  ?(■*.  y»  *)=; 


lässt  sich  nämlich  offenbar  in  eine  convergentc  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  x — x0 , y— y„,  s — 2P  entwickeln,  so  lange  die  Module  von  x— x0l 
y — y0,  s— 20  bezüglich  kleiner  als  r,  r',  r"  sind.  Das  allgemeine  Glied  dieser 
Reihe  aber  ist: 

*(«-*.)"  (y-y.)"' (*-».)"" 

„ * 

11  «ft  .,n 
r r r" 

und  nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  somit: 


•)  Wir  erinnorn,  dass,  wenn  man  x=/i+yi  setzt,  p und  y als  rechtwinklige 
Coordinaten  zn  betrachten  sind,  und  die  Grosse  r=V(j>,+?,1  der  analytische 
Modul  von  x ist. 
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ft+n +n  ,,  I,) 

# n — * X . 


2...«.  1.2. 2.. 


i*: "rfy."  <fa„ 


Mr'w 


Wir  betrachten  jetzt  zunächst  die  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ordnung  mit  2 
Variablen : 

4)  v). 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen 
wir  fest,  dass  für 

* = *•>  « = «. 

sein  soll,  und  wählen  diese  Werthe  so, 
dass  in  der  Umgebung  derselben  f(z , «) 
eindeutig  und  continuirlich  ist.  — Setzen 
wir  der  Einfachheit  wegen : 
z— z9=x,  u—u9  = v,  f(z.,  «)  = F(x,  t>). 


Es  wird  dann  der  Anfangswerth  ron  t 
für  x = 0 auch  =0  sein.  Setzen  wir 

fest,  dass  F(x,  t>)  oder  ^ eindeutig  und 
dx 

continuirlich  bleibe  für  alle  Werthe  von 
r und  x innerhalb  der  Kreise , welche 
mit  den  bezüglichen  Radien  q und  r 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus, 
welcher  x = 0 und  r = 0 entspricht,  gezo- 
gen sind , so  wie  auf  den  Peripherien 
dieser  Kreise  selbst.  Sei  ferner  M der 
grösste  Modul , welchen  in  diesem  Ge- 
biete die  Function  F hat.  Besitzt  die 
Differenzialgleichung  ein  Integral,  so  fin- 
det man  durch  Differenziiren 

^ * 
dx*  dx  dt  dx ' 

d*F  /dv\*  d_Fd*y 

dt*  \dx)  de  dx* 


5) 


dr  d'r 

S = F(x,  r), 

d‘v_  Ö'F  „ d*F  dr 
dx*  ~~  dx * dxdt  dx 


6) 


Nehmen  wir  jetzt  die  Differenzialgleichung: 
die  M 


HK-’)' 


in  welcher  für  x-0  auch  *c  = 0 sein  soll. 
Ganz  ebenso  wie  oben  erhält  man: 
dte  . . d*w 

7>  = 


d y d rf  dtc 

dx  d tc  dx  * 


d*tc  6*  tf\  d*tf  d*(f 

dx*~  dx*  dxdfc"^  die1  \dx/ 


dtf  d*tr 
die  dx* 


so  lange  die  Gleichung  6)  ein  eindeuti- 
ges und  continuirlichcs  Integral  hat. 

Macht  man  x = 0und»c  = 0,  so  nehmen 
<f  und  seine  partiellen  Differenzialquo- 
tienten reelle  und  positive  Werthe  an, 
und  aus  Betrachtung  der  Gleichungen 

7)  ersieht  man  leicht,  dass  auch  -j— , 

dx 

d*te  d*tc 

gjj-  . . . reell  und  positiv  sein 
müssen,  wenn  man  x = 0 setzt. 

Vergleicht  man  nun  die  Gleichungen 
6)  und  7),  so  sieht  man,  dass  für  x = 0 

der  Modul  von  ~ kleiner  als  ^ ist, 
dx  dx 

n.  s.  f. 

Wenn  also  die  Functionen  t und  ic 


wirklich  vorhanden  sind,  so  sind  für 
x = 0 alle  Differenzialqnotienten  von  t> 
kleiner  als  die  entsprechenden  von  tr. 

Die  Function  ic  aber  ist  wirklich  vor- 
handen, denn  dnreh  Integration  der  Glei- 
chung 6)  ergibt  sich: 

8)  (l-?). 

Es  ist  hierbei  berücksichtigt,  dass  tc  für 
x = 0 verschwinden  soll.  Hier  ist  u> 
also  eine  Function  von  x.  Nach  den  all- 
gemeinen Prinzipien  über  Functionen 
bleibt  ic  so  lange  eindeutig  nnd  conti- 
nuirlicb,  so  lange  x kleiner  als  p bleibt 
nnd  die  beiden  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung,  welche  «c  gibt,  nicht 
gleich  werden.  Letzteres  ist  aber  der 
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Fall,  wenn  der  Differenzialquotient  des 
tr 

Gliedes  links  I-—  gleich  Null  wird,  d.  h. 

wenn  ic  = r ist.  Sucht  man  den  ent- 
sprechenden Werth  R von  x,  so  hat 
man: 

f — *»*  H)- 

d.  b.: 


oder: 

ein  Ausdruck,  der  stets  kleiner  als  p ist. 

Ist  A der  grösste  Modul,  den  tc  inner- 
halb des  Kreises  mit  Radius  R annimmt, 
so  hat  man : 


w 


<1.2 


dx 


wenn  man  z = 0 setzt;  also  umsomehr: 


mod 


dx11 


2 


Daraus  folgt  dann,  dass  die  Reihe, 
welche  der  Maclaurinsche  Satz  ergibt : 


...  / dv\  / rf7®\  x * 

9)  r=U).x+(s.).r7! 


für  alle  Werthe  von  x,  deren  Modul 
kleiner  als  R ist,  convergirt.  Denn  es 
ist  der  Modul  des  allgemeinen  Gliedes 
der  Reihe  offenbar  kleiner  als : 
mod 

~R 

die  Reihe  der  Moduln  und  folglich  die 
Reihe  für  v selbst  convergent. 

Die  Function  v,  welche  durch  diese 
Reihe  definirt  ist,  genügt  aber  der  vor- 
gelegten Differenzialgleichung  4),  denn 
man  hat: 


)"> 


ist  also  mod(z)<A,  so  ist 


F(*,  p)  = F.+  F.'  t+F,"  . 


wenn  man  unter  Ff,  F*r  die  totalen  Differenzialquotienten  von  x unter  F#,  F0'... 
die  Anfangswerthe  von  F,  F'  . . . versteht.  Die  Differenzialquotientcn  ergeben 
sich  durch  die  Gleichungen: 


10) 


p, dF  dF  dv  Jp/,_d*F  a>F  , dF  d^v 

h-te+fod£  -d^+4id7Fv  \dxj  ^dxdx*' 


Ferner  ist: 


dv  /dt\  (d*v\  /d*v\  x * 

w.+  ufJ.x+  \m>)'  rn 


Man  muss  die  ans  5)  gefundenen  Werthe  von  Gleichungen 

10)  einsetzen,  nachdem  man  x — 0,  v—0  gemacht  hat.  Man  sieht  aber,  dass  die 
Glieder  rechts  der  Gleichungen  5)  und  10)  identisch  sind , und  man  hat  also 
identisch : 


so  dass  der  Differenzialgleichung  genügt 
wird. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  wie 
man  durch  Reihenentwicklung  die  Diffe- 
renzialgleichung 

du 

T=m,  ■> 

auflösen  kann,  wenn  der  Integrationsweg 
eine  beliebige  Linie  ABCDE  (Fig.  57) 
bildet , auf  welcher  sich  jedoch  kein 
Discontinuitats-  oder  vielfacher  Punkt 
der  Function  f(z,  u)  befindet.  Derglei- 
chen Punkte  seien  M , N.  Ist  nämlich 


Fig.  57. 


für  Punkt  A z = z0,  u = u0  willkürlich 
angenommen , so  hat  man  nach  dem 
Maclaurin’schen  Satze,  wenn  für  Punkt 
B s = z1,  u = ut  ist: 
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du.,  . . 1 d*M  . , 

rras^*1“*^  + ■ * ■* 

und  die  Differenzialquotienten  geben  die  Gleichnngen  5),  wenn  man  darin  wieder 
x = z— *#,  t>  = u— setzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen: 

in  da  . dtu_df  df  du 

' dz  * dz1  d s du  dz 


wo  a=a#.  z = s#  zu  setzen  ist 

Es  darf  der  Modul  von  B aber  nicht 
grösser  sein  als* 


ä=(i— « 2^)e. 

wo  r und  q bezüglich  die  grössten  Mo- 
duln von  2— 20,  u— w#  sind,  für  welche 
f(s,  u)  continuirlich  und  eindeutig  bleibt, 
M der  grösste  Modul  von  F (2,  w)  zwi- 
schen A und  B.  Man  kann  aber,  wie 
weit  auch  der  Endpunkt  unseres  Inte- 
grationsweges  E von  A entfernt  sei, 
dnreh  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
immer  zum  Ziele  gelangen.  Zu  dem 
Ende  schlage  man  von  B aus  mit  Ra- 
dius BC  einen  Kreis,  derart,  dass 


BC<  (l—  e 2M't'')(/, 
wo  r',  p'  die  grössten  Moduln  6ind,  für 
welche  z— u—  u,  continuirlich  und 
eindeutig  bleiben,  IH'  der  grösste  Modul 
ron  f(t,  u)  zwischen  B and  C ist. 

Man  hat  dann , wenn  man  ilir  Funkt 
C z = z,,  M = u,  setxt: 
du , 


1 .SA»1 


fp  «it  sind  hier  die  AnfangBwerthe, 
welche  dnreh  die  vorige  Reihenentwick- 
lung gegeben  sind.  Es  ist  klar,  dass 
man  auf  dieselbe  Weise  von  C zu  einem 
hinreichend  nahe  gelegenen  Punkt  D nnd 
so  zuletzt  zu  E derart  gelangen  kann, 
dass  man  das  Ziel  immer  durch  eine 
endliche  Menge  von  Entwickelungen 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  bezüg- 
lich der  Grössen  z— *01  2— x,, 
erreicht.  Bemerkenswert!*  ist  es , dass 
man  im  Allgemeinen  besser  thut,  die 
Reihenentwickclangen  nicht  nach  dem 
Maclaurinschen  Satze,  sondern  direct 
nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Cocfficienten  vorzunehmen.  Wir  werden 
später  Beispiele  geben. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
es  ausser  der  so  gefundenen  keine  zweite 
Function  u gibt,  welche  die  Differenzial- 
du 

gleichung  — = f(u,  z)  erfüllt,  and  fBr 


u - u,  den  Werth  t = I,  annimiut,  so 
lange  f(u,  t)  eindeutig  und  continuirlich 
bleibt. 

Sei  nämlich  u f- 1 eine  zweite  Fnnction, 
so  muss  sein : 


<f(«+t) 

dt 


/■(<■+», 


»). 


also: 

l£=f(u+c,  »)-/(«,  *)• 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  für 
p — 0 verschwindet,  so  enthält  sie,  da  f 
in  den  angegebenen  Grenzen  eindeutig 
ist,  eine  ganze  Potenz  von  r als  Factor, 
und  cs  ist : 


und  durch  Integration  auf  einem  belie- 
bigen Wege  erhält  man  . 

wenn  «i  grosser  als  1 ist. 

Diese  Gleichung  ist  unmöglich,  da 
v -0  ist,  das  bestimmte  Integral  aber 
ernen  endlichen  Werth  haben  musa. 

Ist  m = l,  so  hat  man: 


/: 


V (*)  * 

p = «,  e *•  , 

nnd  da  »,=0,  ist  auch  e=0. 


27)  Integration  v on«  Gleichun- 
gen mit  n + 1 Variablen  durch 
Reihen. 

Dio  eben  gegebenen  Prindpien  er- 
strecken Bich  auf  den  allgemeinsten  Fall 
von  n Gleichungen  mit  n+1  Variablen. 

Wir  setzen  wieder: 


1)  £=«*>  “ •>> 

n,  . 

Wie  oben  kann  man  die  Behandlung 
auf  den  Fall  zurttckführen,  wo  dio  An- 
fangswerthe  der  Variablen  z =:  0,  u — 0, 
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w,=0  . . . sind,  f,  fv  sollen  eindeutig;  und  continnirlich  bleiben,  so  lange  die 
Moduln  von  z,  w,  u,  . . . nicht  grösser  als  (>,  r,  r,  ...  sind.  M , . . . sind 

die  grössten  Werthe,  welche  die  Moduln  von  f ft  ...  auf  dem  Integrationswege 
annehmen.  Wir  setzen  dann; 


Die  partiellen  Differcnzialquoticnten  von  /,  ft  . . . für  * = 11  = 11,=  . . . = 0 ha- 
ben dann  Werthe,  deren  Moduln  kleiner  sind  als  dio  entsprechenden  Differenzial- 
quotienten  von  Jfy,  Mx»f>  . . . 

Setzen  wir  jetzt: 


V,  r,  . . .),  = »,  », 


so  haben  die  Differenzialquotienten: 

/du\  /du,\  /d*w\  /dawA 

xd*/ 0’  \ di  / 0 xdz1/»’  \ d*1  / 0 * 


die  man  durch  Gleichungen,  entsprechend  den  Gleichungen  5)  des  vorigen  Ab- 
schnitts, findet,  Moduln,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Grössen: 


/de\  /dcA  /d*i>\  /d»r,\ 

xdi/o*  \ds/o  * \di7/or  xd*1  / « ’ * ** 


die  man  in  Ähnlicher  Weise  findet. 

Aber  die  letzten  Gleichungen  sind  leicht  zu  integriren.  Man  hat: 
de  __  de , 

also : 


und  wenn  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  r,  e,  ...  in  eine  der  ursprüng- 
lichen Gleichungen  einsetzt: 


2) 


(1  --k)  (1-^i*) 

r r. 


dk- 


dt 


1-- 

9 


Die  Integration  gibt: 

• -<=  +=■♦••■)?+(“+••■)¥ 


Diese  Gleichung  bestimmt  eine  Function  k,  die  gleichzeitig  mit  * verschwindet 
und  bis  zu  einem  gewissen  Modul  R eindeutig  und  continnirlich  bleibt.  — Sei  A 
das  Maximum  des  Moduls  von  k innerhalb  dieser  Grenzen,  so  ist: 


und  um  so  mehr: 
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woraus  dann  folgt,  dass  di«  Entwick-  der  Ausdruck  links  in  der  Gleichnng  2) 
langen:  Hall  wird.  E«  findet  dies  statt,  wenn 


so  lange  convergircn,  als  der  Modul  von 
s kleiner  als  R ist,  und  diese  Reiben 
genügen  also  den  gegebenen  Differen- 
zialgleichungen. — Es  ist  noch  R zu 
bestimmen.  Da  k mit  s verschwindet, 
so  bleibt  diese  Grösse  eindeutig,  so  lange 
als  irgend  2 Wurzeln  der  Gleichung  3) 
nicht  gleich  werden . Letzteres  aber  tritt 
ein,  wenn  der  Differenzialquotient  in 
Bezug  auf  k im  Ausdrucke  links  der 
Gleichung  3),  oder  was  dasselbe  ist, 


ist.  Setzt  man  den  kleinsten  dieser 
Wertho  in  die  Gleichung  3),  so  gibt  der 
zugehörige  reelle  und  positive  Werth  von 
s das  gesuchte  R an.  Der  Ausdruck 
aber  wird  einfacher,  wenn  man  die  Gren- 
zen der  Entwickelung  etwas  verengt. 

Zu  dem  Ende  ersetzt  man  die  Moduln 
r,  r,  ...  durch  den  kleinsten  unter 
ihnen,  und  die  Maxime  .W,  M , ...  durch 
das  grösste  derselben.  Dann  nimmt 
Gleichung  2)  die  Gestalt  an: 


M m , di 

(1— — *)  « = j-_-, 


und  die  Integration  gibt: 


r 

*(•«+1) 


[l-(l-*  *)M+I 


Die  Function  k bleibt  dann  eindeutig  Sei 
und  continuirlich  bis  zu  einem  Werthe 
Ä,  welchen  die  Formel  gibt: 


du 


*)• 


M1  e)~  (m+l)tfe’ 

d.  b.  : 


H = ?(l-e  *9). 

Man  siebt,  dass  die  ganze  Entwicklung 
nur  die  Wiederholung  der  im  Abschnitt 
26)  gegebenen  ist. 

28)  Betrachtung  desFalles,  wo 
sich  auf  dem  1 n t e g r ati on s w e ge 
Discontinuititen  finden. 

Der  Fall,  wo  sich  eine  Discontinuitftt 
auf  dem  Integrationswege  findet,  kann 
allerdings  wie  bei  den  bestimmten  Inte» 
gralen  durch  eine  beliebige  kleine  Aus» 
biegung  vermieden  werden. 

Indess  ist  gerade  die  Betrachtung  die- 
ser Discontinuitaten  eine  Quelle,  aus  wel- 
cher die  Erkenntniss  höchst  wichtiger 
Eigenschaften  der  Functionen  zu  schöpfen 
ist.  Wenn  wir  diesen  Gegenstand  also 
im  Allgemeinen  in  die  Theorie  der  Trans- 
cendentcn  zu  verweisen  haben,  so  be- 
schränken wir  uns  hier  auf  eine  Glei- 
chung zwischen  zwei  Variablen  erster 
Ordnung,  wo  für  einen  gewählten  An- 
fangswerth von  z und  u der  Differcn- 
du 

zialquotient  — - unendlich  wird.  Die 

Ausführung  ist  dem  schon  angeführten 
Buche  entnommen. 


Wie  vorhin  führen  wir  durch  Substitu- 
tion die  Anfangswerthe  auf  den  Fall  zu- 
rück, wo 

* = 0,  u—0 


ist  Nehmen  wir  an,  dass  für  diese 
Werthe 

f( 0,  0)  = oo 
ist,  so  setzen  wir: 

1 


‘>=nk .) 


und  erhalten : 


dt  . . 


wo  für  & = 0,  »4  = 0 auch  q =0  ist.  Da 
also  in  der  Nachbarschaft  dieses  Werthes 
q continuirlich  bleibt,  so  kann  man  nach 
dem  obigen  Verfahren  z in  eine  Beihe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 
wickeln : 

4 n , * a-f- 1 , 
i-A0  u 4 Al  u ^ + . . • 

Das  von  »i  freie  Glied  verschwindet  je- 
denfalls, da  für  ii  = 0,  * = 0ißt.  Nehmen 
wir  der  Allgemeinheit  wegen  an , dass 

un  die  erste  Potenz  von  u ist,  welche 
vorkommt. 

Um  « zu  bestimmen,  entwickeln  wir 
auch  q (u.  z)  iu  eine  Reihe  nach  Poten- 
zen von  w und  z: 


q («,  z)  = <jum-f fc  + cus+ez1-}-  . . . 
wo  m eine  ganze  positive  Zahl  ist. 
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Gleich  Null  kann  m nicht  sein,  weil 
dann  für  z=:0  7 (w,  i)  nicht  gleich  Null 
Ware. 

Setzt  man  in  7(11,  z)  den  eben  ge- 
fundenen Werth  von  z ein,  so  kommt: 


.,=«.>’+  'em+i 


r;  («,  *)=  . . . 

nnd,  indem  men  den  Werth  von  s diffe- 


f+  'm  t . 


du 

Dieser  Ausdruck  mit  7 (m,  *)  identificirt, 
gibt: 

A0auu  1 -f  A , («+  l)ufr  = aun 

+ b A9  uat 

woraus  folgt,  dass  a nicht  gleich  Null 
sein  kann , weil  sonst  A0  oder  n gleich 
Null  wttren.  Das  letztere  widerspricht 
der  Annahme,  das  crstcrc  dem  Umstande, 

dass  utt  die  erste  wirklich  vorkommendc 
Potenz  von  u war.  In  diesem  Falle  gibt 
es  also  kein  mit  t verschwindendes  In- 
tegral. 

Es  muss  also  sein: 

a— l=m,  A0a  = a, 

d.  h.: 

„ = m+l,  A,  = ^, 
und  man  hat: 

a m-f ! 

* = — — « + . • . 

m + 1 

Ist  z sehr  klein,  so  kann  man  also 
setzen : 


, = JB„lw+,+ 


Wahrend  also  der  z entsprechende  Punkt 
einen  unendlich  kleinen  Kreis  um  den 
Pnnkt  z=0  beschreibt,  geht  w0  in 

m.  in  u.  . . . u in  u , und  11 
1 1 m — l mi’  m 

wieder  in  w0  über.  Wenn  also  der  Dif- 
ferenzialquoticnt  für  sos|f  u = ii,  un- 
endlich wird , und  m die  Ordnung  des 
niedrigsten  partiellen  DifTcrenzi&lquotien- 

ten  von  — nach  u ist,  welcher  nicht 

verschwindet,  so  hat  die  Grösse  m-f 1 
verschiedene  Wcrthc,  von  denen  jeder 
in  den  folgenden  übergeht,  während  t 
um  den  Punkt  z9  einen  Kreis  beschreibt. 
Nach  m-f  1 Umläufen  kehrt  u za  seinem 
alten  Werthe  zurück. 

Setzen  wir  jetzt: 

m-f  I 

£=*,  T . 

Wahrend  tt  einen  Umlauf  macht,  macht 

z deren  m-fl;  denn  setzt  man  zl=pe  , 
so  ist: 

denn  wird  £ um  2 n vermehrt,  so  ver- 
mehrt sich  r um  *(m-f  l)n,  es  macht 
also  u einen  Umlanf.  Hieraus  folgt: 
„dass  u eine  eindeutige  Fnnction  von 
zk  ist“  und  sich  folglich  in  eine  conver- 
girendc  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von 
1 

s ! = z m 1 entwickeln  lasst.  Man  hat 
also : 


ist.  Es  gibt  also  m-fl  Werthe  von  m 
für  jeden  Werth  von  z. 

Setzt  man  noch  z = re und  seien  w#, 
...  ii  die  zugehörigen  Werthe  von 


1 y-f  2 n, 

u t = B,rm+  ' cm+t  h 


« = fioIlra+, +/?,*, m+,+  . . . 
Dies  gibt  m-fl  verschiedene  Werthe 
m-f  l 

von  u,  <la  J,m  + ' = yrx  eben  so  viel 
Werthe  hat. 

29)  Reihenentwicklungen  für 
verschiedene  Integrale  von  Dif- 
ferenzialgleichungen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

ax 
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Nehmen  wir  an,  dass  für  x = 0,  y = y0  sei,  80  hat  man: 
dÄ—-y-x't  ^ = y+**-3x*, 


dx 


dx' 

^=-y-it3+3x?-6x* 

0 = +y+**-3xl+6x-6, 

^?  = -y-x*  + 3xJ-6x+6, 
dx* 

= y-f-x*— 3x*-f  6x  — 6, 
dx*  * 


—y  = (-1  )"(y+x*  — 3x*-f-6x— 6). 
dx" 

Diese  allgemeine  Formel  gilt  für  jeden  Werth  von  «,  der  grösser  als  3 ist. 
Setzen  wir  x = 0,  y=y0,  80  der  Maclaurinschc  Satz  aber: 

V=y,-Jf.*+y.  J.  jTa.-g+O/.-C)  r2-3-4_(,/“_6)  1-2-3-4-5  + ' ' ' 
Nach  Abschnitt  25)  convcrgirt  diese  Reihe  so  lange,  als  der  Modul  von  x, 


die  Grösse:  /l  = (l  — e ^ q nicht  übersteigt. 

r und  p sind  hier  die  grössten  Moduln  von  x und  y,  für  welche  y x* 

eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  Da  dies  immer  stattfindet,  so  ist: 

p = oo,  R = oo, 

und  es  convergirt  die  Reihe  für  x immer.  Dieselbe  nimmt  auch  die  h orm  an : 

y = (y. -«)<!-*+ j72  ~ r^T3  + r7."3T4_  ’ ' 

+6(1-*+]-^-  1-2.3)- 

Offenbar  aber  lässt  sich  diese  Reihe  summiren  und  man  hat : 

y = (y0  — 6)e~  * + 6 (1— x)  + 3x’  — x*. 


II)  Sei  gegeben: 


d7  y n , d7  y y 

odcr  = 


eine  Gleichung,  für  die  man  auch  das  System  setzen  kann: 

dy di 


dx  *’  dx 


__  _y 

x’ 


Die  Integration  kann,  wenn  Reihenentwicklung  nach  ganzen  Potenzen  gefordert 

y 

wird,  nicht  mit  x=0  begonnen  werden,  da  in  diesem  Falle  - unendlich  werden 
kann. 

Setzen  wir  also: 


so  erhalten  wir: 


X = Ä, 

II 

,P»«_  ** 

i'y„_ 

-“»«'+  >* 

da  * a ' 

da * 

a: 

m 
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also  nach  dem  Taylorschen  Satze: 


(x  — a)s  , a^a  (x— <*)* 


1-2 


1-2-3 


Um  aus  Abschnitt  26)  die  Grenzen  der  Convergenz  dieser  Reihe  zu  ersehen,  ha- 
ben wir  zu  setzen : 


y=yrt+j/t»  *=y«+*»’  *=«+*,- 

Das  System  von  2 simultanen  Gleichungen  wird  dann  : 

dtj 


4i=1f  '4-z 
</x,  *’  t/x, 


<I  + X, 


»«+»' 


für  alle 


Der  Ausdruck  y '-f  s,  bleibt  stets  eindeutig  und  continuirlich, 

^ fl  I x | 

complexen  Werthe,  in  welchen  der  Modul  von  x,  kleiner  als  der  von«  ist.  Wir 
setzen  also  : 

(?  = «, 

und  für  r,  r,  diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  der  Rcihenentwichlung  für  y 
ergeben,  wenn  man  darin  xtnO,  also  x = 2a  schreibt.  Auf  ähnliche  Art  wer- 
den die  Moduln  M und  jW,  bestimmt.  Man  ersieht  auf  diese  Weise,  dass  unsere 
Reihe  nicht  immer  convcrgirt.  Würde  man  die  Gleichung: 

x0+s  = ° 

fortgesetzt  differenziiren,  so  erhielte  man; 


dx1 


dx1  dx 


o + -y=o 

dx 4 dx1  dx1  ’ rfx*  dx * dx 1 


Nimmt  man  nun  an,  dass  für  x = 0 auch  y = 0 sei,  und  setzt  voraus,  dass  kein 
Diffcrenzialquotient  unendlich  wird,  so  erhält  man,  wenn  y9'  der  Anfangswerth  von 
du 

-f-  ist,  durch  Entwicklung  nach  Maclaurin: 
dx 


1 x>  1 


y-y*’(x  1*2^  1-21-2-3  1-2-3  1-2-3-4 

und  da  diese  Reihe,  wie  sich  direct  ergibt,  immer  convergirt,  so  gibt  sie  ein  In- 
tegral. Es  ist  dies  aber  ein  particuläres . da  cs  nur  eine  Constante  enthält.  In- 
dess  lässt  sich  das  allgemeine  durch  Variation  der  Constanten  (Abschnitt  16) 
hieraus  bestimmen.  Zu  dem  Ende  sei : 


•*  1 x* 


'/  (*)-*  1 . 2+  1-2  1-2-3  * ' *’ 

so  ist  C>f  (x)  das  allgemeine  Integral,  wo  jedoch  C eine  Function  von  x ist. 
Setzt  man  in  die  simultanen  Gleichungen : 


ein,  so  erhält  man : 


dy  dz  i 
■ £=*•  *£+»=°- 
y=Cy(x),  Z — Ci'f’(x) 

Cif  f (x)+y  (x)  = »■'(*). 

dCx 


x C , if  " (x)+x<f  ’(x)-^  + C(f  (x) = 0, 
Gleichungen,  welche  man  auch  schreiben  kann  : 

(c-c,).,  (*), 

^7'W^  + (C-C,).,(x)=0. 


31' 
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xy"(x)4-y (x)  verschwindet  nämlich,  weil  y~(f  (x)  ein  Integral  ist.  Durch  Sub- 
traction  ergibt  sich,  nachdem  man  bezüglich  durch  y (x)  und  xy'(x)  dividirt  hat: 

d(C-Cl)_  (.,'(*)  _ y (x)  \ 

dx  ~ ( *'  \y  (x)  xy/(x)7* 

Wegen  xy"(x)-fy  (x)=rO  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 

d(C-C,)_  y / (x)  y " (x) 

(C—Cx)dz  ~ y(x)  y'(x)’ 
und  das  Integral  ist  offenbar: 

lg(C-C»)=  -lgy  (x)-lgy'  (x)+lga, 

oder  : 

y x >f  r x (C  — C x)  = a, 


wo  n die  Intcgrationsconstante  ist. 

Setzt  man  hieraus  in  die  erste  Gleichung  des  Systems  den  Werth  von  C—C 
ein,  so  hat  man: 


d.  h.  integrirt: 


Das  allgemeine  Integral  der  vorgelegtcn  Gleichung  ist  also: 

Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x kann  hier,  wie  voranszuschen 
war,  nicht  stattfinden. 


„ r ^ 

J ['/(x)]’+/S- 


ni)  Sei  gegeben: 

I^+2^+"Ii,=a 

Man  findet,  wenn  man  weiter  differenziirt: 

. d'y^A  . ..  _ ^±9,,  di~ 


dx' 


4H+«*H+2";£=0 


dx 


Die  Gleichung  gibt  keine  allgemeine  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  x 
diy 

da  für  x = 0,  unendlich  werden  kann.  Indess  gibt  diese  Form  ein  particulä- 

res  Integral,  welches  wie  oben  zur  Auffindung  des  allgemeinen  verwendet  wer- 
den kann. 

m 

Setzt  man  nämlich  x = 0,  und  verlangt,  dass  keiner  der  Differenzialquotienten 
unendlich  6ei,  so  ergibt  sich : 


allgemein : 


wenn  m ungerade  ist: 


d'y  _ n rf*y  __  »* 

dP‘~~3y'  d^-0,  dx'  ~ 7* 
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Jim  • m 

vT  — L. 

dx~  m ^ w-f  1 

Es  ergibt  sich  hieraus,  wenn  y=y0  für  x = 0 ist: 

„ nx:  «’x4  «•x 

» = (1-5— S-S  + : 


j+  • • •). 


1 -2  • 3 l*2-<5  1-2-7 

eine  immer  convergirende  und  leicht  xu  summirende  Reihe,  welche  gibt: 

_ Csin  (x  Vn) 

^ x 

Um  dAS  allgemeine  Integral  zu  haben,  wendet  man  wieder  die  Variation  der  Con- 
stanten  an.  Ist  C jetzt  nicht  constant,  so  hat  man : 

. «in  (x  f») 

dy  _d£  »in  (x  V»)  x , 

dx  dx  x dx 


</*y  _ d'C  sin  (x  Vn)  , „ dC  J /sin  (x  V»)\  , „ 
dx*  “ dx'  * +'idx  \ s ) + 


d' 


^Bin(xVn)^ 


dx * 


also  wenn  man  dies  in  die  vorgelegte  Gleichung  einsetzt  mit  Berücksichtigung, 

, sfn  (x  Va)  . _ 

dass  — — - ein  Integral  ist; 

»in(x  V») 

d'C  . , „ . „ dC  x d C »in  (x  V«)  A 

— .,n(xy.)+2x_-- ^-+2^  -^-1=0, 

Selbstverständlich  ist  das  hier  eingeschlagene  Verfahren  dasselbe,  als  wenn  wir 
die  vorgelcgte  Gleichung  in  2 simultane  verwandelt  hätten  Die  Gleichung  nimmt 
die  Gestalt  an : 


~+ 2 V»  cot  (x  V»)  — = 0, 


»Iso  durch  Integration: 


und: 


d£_ 

dx  ~ (»in  [*  Vn])1’ 


c. 


C=C’  + C"  cot(xVn), 
welches  das  vollständige  Integral  gibt: 

_ Cr  sin  (x  Vn)  + Cfr  cos  (x  y«) 

^ ~ x 

IV)  Es  soll  jetzt  die  Gleichung: 

durch  die  Methode  der  unbeatimmten  Coefficienten  integrirt  werden.  Da  es  mög- 
d*u 

lieh  sein  kann,  dass  für  x = 0,  -~-aa  wird,  so  lassen  wir  die  Exponenten  un- 
bestimmt. und  setzen: 

9=Alxn+A,xt+AtXr+  . . . .''ifwfc,# 

Dies  zweimal  differenziirt  und  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  gibt: 
0^Alxtt-\-Aix^ ••  • 
i?Alaxa~I  + A,ßxP~ . . . 

+Aia  (a-l)zn-'+  A,  ßU-Dx*-'*  A,rto-l)x‘r-'t+  .... 
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Setzt  man  den  Coefdcienten  von  «— 2 gleich  Null,  ao  kommt: 

« - 0. 

Wenn  ß— 2 kleiner  als  n wäre,  so  würde  sich  auch  ß =0  ergeben,  was  nicht  mög- 
lich. Wir  setzen  also : 

ß—S=n1  y—2~ß  . . ., 

woraus  sich  ergibt: 

«=0,  ß = 2,  y= 4 . . ., 

A,  ß‘+A,  =0, 

y,+^i=0, 

also: 

A -_di  A ~—J—  4 - d>_ 

21’  ,-2,•4,,  2,-4*-6'1  *■' 


x‘  X« 

l-2+2>-4» 


_*• 

2«.4>.6*  + 


. .). 


Man  erhält  auch  hier  nur  ein  pArticuläres  Integral.  Ucbrigens  Bind  in  unserer 
Annahme  über  die  Exponenten  Willkürliehkeiten  enthalten.  Sie  Hessen 

sich  auch  so  wählen,  dass  man  das  vollständige  Integral  erhielt,  wenn  man  diese 
Exponenten  negativ  nähme. 

V)  Die  beiden  zuletzt  behandelten  Gleichungen  sind  nur  besondere  Fälle  der 
folgenden : 


d'y  , m dy  . 

-7t?  + — ^+»y=0- 


</x* 


dx 


Indem  wir  auf  ein  allgemeines  Integral  sus  den  bereits  angeführten  Gründen  ver- 
zichten können,  wollen  wir  setzen: 

y =A,  x +A,  x T +ii,  » + . • 

also: 


^ «xw” ' + H-l)  (,+2)  za+ 1 + . . 


(L-!L  zz  A 9 a (a — ~+  At  (n  ~f*l)  axn  * -f-  (ff-h2)(ff  + l)x  *4-  . . . 

dx * 

also  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung,  und  durch  Zusammenfassung  der  mit  der- 
selben Potenz  von  x multiplicirtcn  Glieder  erhält  man: 

A0ct(u~  n=0, 

4,  «(it-f-l)-i-m  A | (n-l-l)rrO, 

•4,(«+l)(«  +2)+mX,  (o+2)  + «A,  = 0, 

.4,(«  + 2)(«-t-3)  4-  mA,  (n  + 3)  + nAt  =0 


^>(«+s  — l)(<r  + »)+  to^j(r  + s)+*^j_  , = 0. 
Die  erste  Gleichung  gibt: 

n~  0,  oder  rrz:l— m. 


Je  nachdem  wir  den  einen  oder  andern  Werth  nehmen,  wird  die  Reihenentwick- 
lung eine  ganz  verschiedene  sein.  Gehen  wir  zunächst  von  n = 0aus,  so  kommt: 


allgemein: 


^,=0, 


A,= 


—nA, 

2(1+«)’ 


^,=0  . . 


A 


" Ai—1 
»(”>+*-  1)’ 
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also: 

A:m~  1 -2-3  .. . i(m-fl)  (m+3)  ...  (m+2s— 1) 
Es  ergibt  «ich  hieraus  die  Reihenentwicklung: 

S = A<f(x), 

wo  zu  setzen  ist : 


Zurückf.  auf. 


V(x)  = l- 


I- 


©•• 


©•■ 


l(m+l)  ^l^Cm  + lKm+S)  1.2-3(*+l)(m+3)(m+5)^  * * ' 

(n\s  l * 

2/  x 

+1.2...»(*+l)(m+3).  ..(*  + 2«-l)+  ' 1 

Setzt  man  dagegen  « = 1— m,  so  kommt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  zu  der 
Entwicklung: 


y = B,p(x), 


wo  zu  setzen  ist: 
— OT-f-l 

<p(*)=*  - 


“W+3 


©*■• 


— w+5 


l(-«+3)  l-2(— » + 8)(— *+5) 


7e\+  • 


(-5) 


P - m + 2p  + 1 


"*"1  - 2. . . p(  — m+3)  ( — m + 5)  . . . (— m+2p  + 1)^ 

Geben  beide  Reihenentwicklungen  einen  Werth,  so  hat  man  offenbar  als  allge- 
meines  Integral: 

9=A</(*)  + B<t'(x). 

In  der  That  convergirt  die  Reihe  7 (x)  immer,  wenn  m keine  negative  ganze  und 
ungerade  Zahl  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Reihe  7»(x),  wenn  m keine  positive 
ganze  und  ungerade  Zahl  ist,  welche  grosser  als  +1  ist.  Mit  Ausschluss  dieser 
beiden  Fälle  ist  also  in  unserer  Formel  das  allgemeine  Integral  enthalten.  Selbst 
in  diesen  Fällen  aber  haben  wir  ein  particuläres  Integral : 
y = A 7 (x)  oder  y = B •/>  (x). 

Das  allgemeine  gibt  dann  die  Variation  der  Constanten.  Man  erhält,  wenn  A als 
Function  von  x betrachtet  wird: 


-/'(*)+»  w 


AA 

dx' 


'dx1  ’ 


also  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichung: 


...  HA  ,.d*A  m , 

2 7 (*)  di + 7 W d?T  + 7 7 (l)rfx^0’ 


durch  Integration  also: 


dA 

dx 


1 ['/(*)]■ 
dx 


also : 


A-Cf 

y=c»  {*)f  m 

J x [y  (x)]1 


*"[*(»)]' 

dx 


+Ci?(*). 
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oder  wenn  m eine  positive  ungerade  Zahl  ist: 

y=  c >/■(*)  C — ^ + C,7(-0 

■I  xm[,,  («)]• 

Diese  Formel  ist  nach  dann  zu  nehmen,  wenn  m = l ist.  Obgleich  dann  n&m- 
lich  beide  Reihen  convergiren,  so  werden  sie  doch  identisch,  und  die  Formel: 

v=A‘f  W+ßV' (•*•). 

beschrankt  sich  auf  ein  Glied,  gibt  also  nur  ein  particul&res  Integral. 

Es  lässt  6ich  für  das  Integral  unserer  Gleichung  aber  noch  eine  andere,  oft 
vorteilhaftere  Reihenentwicklung  geben. 

Setzen  wir  zu  dem  Ende: 

y=A  x" i/  (x)  4*  A , x""*”  ’y '(*)  + A , xft  + 'y  " (x)+  . . 
wo  A , At,  A2  . . . zu  bestimmende  Constantcn,  7 (x)  eine  Function  von  x, 
y'(x),  y"(x)  . . . die  DifTerenzialquotienten  derselben  sein  sollen. 

Man  erhält  durch  Differcnziircn : 

— *!*!.=  mAaxn~~~y  (x)-f  m AK  (a-fl)*”  *7'(x)+«i^1(«+l)jrÄy-w(*)+  • . • 
x dx 

+mAxn~~  V*0O+"li*i*<V'(x)+  • • •, 

ill-Att{n-‘\)xn~"ff{x)  + At  («+  1 )axn~  l</(x)+At  («+2) («+l)x "7 "(*)+.. 
dx* 

+2j4  n xcr’~,y'(*)+2 >4,  (n-f  1)  xa7"(x)+  . . . 


+i4iV;W+  • • • 

Dies  in  die  Differenzialgleichung  einsetzend,  und  den  Coefficienten  des  mit 
x«+p—l  muitiplicirtcn  allgemeinen  Gliedes  gleich  Null  setzend,  erhalten  wir: 

l(«  +P)  (<• +/>+«  - 1)  Ap + (2  «+2p + m — 2)  Ap  _ , + Af  _ s]  ^p\*) 

fflr  jeden  Werth  von  p,  der  grösser  als  1 ist. 

Diese  Qieichung  wird  erfüllt,  wenn  man  seist: 

("+/,)(“+P+m— 1)  '*p+(2<r-|-2/»+m— 2)A^_)=0, 
und  gleichzeitig: 

7 ^ (*)  + » V ^ ^ (*)  = 0. 

Wegen  der  Willkürlichkeit  der  Constantcn  und  der  Function  7 sind  offenbar  dieao 
Annahmen  gestattet.  Die  letzte  Gleichung  wird  offenbar  für  jede«  p erfüllt,  wenn 
man  setzt: 


7"(i)+Fif(x)=0, 
and  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

7 (jr)  = Csin(*yn)  + C,  cos(xV")- 

Setzt  man  jetzt  auch  die  Coefficienten  der  mit  xn  1 und  x 
Glieder  gleich  Null,  so  kommt : 

o(«-l)  + n«-0,  A , («+l)(n+>«)  + A (iu  + 2u)  = 0. 
Die  erste  Gleichung  gibt: 

a = 0 oder  tr  = 1 — m, 
die  zweite  in  jedem  der  beiden  Fülle: 

Al  = -A. 

Sei  zunüchst : 


n = l— m, 


multiplicirten 
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60  wird  die  Relation  zwischen  A und  A , sein: 

P P— 1 

p(p-m+i)Ap=(m-2p) 

Durch  successives  Einsetzen  der  Werthc  von  p . erhält  man  einen  entwickelten 
Ausdruck  für  A . , der  mit  A multiplicirt  ist.  Wegen  der  Constanten  C und  Ct 

kann  aber  A = 1 gesetzt  werden,  und  man  hat: 

4 — _ (w~ 2/>)(m-2;>4-2)  ...  (m - 4)  1 

P~  (p-m+l)(p  — m)  . . . (3— in)  1 • 2 • • • p 

woraus  sich  ergibt: 


l — mr,  dl 

y=x 


(m— 4)  . . . (m  — 2 p)  (— jc)P  dpl 


1+  • • •]. 


dx  ' ' ' (m  — 3)  . . . (m— p-f  1)  1*2 ••/>  jxV 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

1 = Csin  (xVn)+C,  cos(xV'n). 

Diese  Reihe  wird  abbrechen,  wenn  A =0  wird,  und  in  diesem  FaTle  hat  unsere 

P 

Gleichung  also  ein  aus  einer  endlichen  Anzahl  Glieder  bestehendes  allgemeines 
Integral.  Es  tritt  dies  ein,  wenn  m eine  positive  grade  Zahl  ist. 

Setzen  wir  nun  auch  n = 0,  so  wird  die  Relation  zwischen  A . und  A 

p- 1 p 

sein: 

. _ m -f  2p— 2 

p p(m  + p- 1)  p-1* 

oder  in  entwickelter  Gestalt,  wenn  man  A = 1 setzt : 

A _ (m+2)(m+4)  . . . (m4-2p-2)  (— l)p 


p (m 4- 1) («» + 2)  . . . (m+p  — 1)  l*2*«*p’ 


woraus  sich  ergibt: 


y-l-x  — + . 


dl 

dx 


( — x)P(m+ 2)  (m-f  4)  . . . (m  -\-2p—2)  dPl 

1*2  • • • p (m  + l)(»n+2)  ...  (m+p—  1) 


wo  l die  obige  Bedeutung  hat. 

Diese  Reihe  bricht  ab,  w-enn  m eine  negative  grade  Zahl  ist.  Also: 

„Unsere  Gleichung  hat  ein  in  endlicher  Form  darzustellcndes  Integral  im- 
mer dann,  wenn  m eine  positive  oder  negative  grade  Zahl  ist.“ 

VI.  Wir  betrachten  schliesslich  noch  die  Gleichung: 

d'u  , m 

&=ÄZ 

dieselbe,  auf  welche  wir  früher  (in  Abschnitt  25)  die  Riccatischc  Gleichung  zurück- 
geführt haben. 

Wurde  die  letztere  in  der  Form  dargestellt: 

du  , m 

*+•» =**  • 

und  waren: 

«i= /■(*)>  «»  = '/(*) 

die  particulären  Integrale  der  ersten  Gleiohung,  so  war  das  allgemeine  der 
Ri  cca  tischen : 

Setzt  man  xP -kz,  so  nimmt  unsere  Gleichung  die  Gestalt  an: 

2p- 2 p(p- 1)  p-i  du  _ , m . 

ft»*  d**^—k~*  dx  U’ 

wird  also  angenommen: 
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2p— 2rm, 


und  durch  x dividirt,  so  hat  man: 

rf*u  in  1 du 
dt'-  m+  2 £ dz 


oder,  wenn  man  setzt: 

m „ 

M 


d*u 

ir>  + 


tii)* 


dz 


— « = 0. 


Diese  Gleichung  aber  stimmt  völlig  mit 
der  in  V)  behandelten  überein,  wenn 
man  darin  setzt: 

m 

— —=  fftr  m und  —1  für  n, 
w»  -f-  i 

T m 

Ist  g eine  negative  oder  positive 

grade  Zahl,  so  wird  also  das  Integral  in 
geschlossener  Form  aufzufinden  sein. 

Setzt  man  — _ -f  2 t,  so  erhalt 

W T 6 

man: 

- 4i 


m — 


oder: 


+2  i-1’ 
4 i 


Wir  haben  schon  früher  direct  gezeigt, 
dass  in  diesen  Fallen  sich  ein  Integral 
der  Riecatischcn  Gleichung  finden  lasse. 

Aul  die  in  V)  behandelte  Gleichung 
lassen  sich  übrigens  noch  die  folgenden 
zurückführen : 

Setzt  man  hierin : 


_ 1 du 
au  dx' 


so  kommt; 


d7u  , px 

dp=abue  ’ 


und  wenn  man: 


2 \ab  2 t 


setzt : 


A A* 


(?+■)' 


«=0, 


d'u  1 du  n 

— + - » = 0. 

dx*  Z dt 


Sei  ferner  gegeben: 

g + (,._-c+«),=o. 


Wir  setzen : 


y=*"+'*, 


und  erhalten: 


du  aoLhl)*  =ö 

dx1  x dx 


30)  I n tc gra tion  vo  n Differen- 
zial gleich  un  gen  durch  bestimmte 
Integrale. 

Da  viele  Reihen  durch  bestimmte  In- 
tegrale summirt  werden  könneu,  so  ist 
es  oft  möglich,  auch  Integrale::  von  Dif- 
ferenzialgleichungen die  Form  bestimm- 
ter Integrale  zu  geben.  Man  kann  auch 
in  manchen  Fällen  sich  dircctcr  Metho- 
den bedienen.  Indessen  sind  hierbei 
mancherlei  Vorsiehtsmaassrcgeln  nOthig. 
Zunächst  muss  klar  sein,  ob  immer  oder 
in  welchen  Grenzen  das  bestimmte  In- 
tegral einen  Werth  habe.  Es  kann  fer- 
ner das  Resultat  illusorisch  werden,  w enn 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
für  einen  bestimmten  AVcrth  disconti- 
nuirlich  wird,  ein  Umstand,  der  mit  der 
Auswahl  der  Anfangswerthe,  d.  h.  der 
Integrationsconstanten , in  enger  Verbin- 
dung steht  Entsteht  das  bestimmte  In- 
tegral durch  Summirung  einer  Reihe,  so 
ist  ferner  fcstzustcllen , ob  es  so  lange 
gelte,  als  die  Reihe  convcrgirt,  da  es 
Vorkommen  kann,  dass  in  gewissen 
Grenzen  die  Summe  dieser  Reihe  eine 
ganz  andere  Form  hat  als  in  andern. 
Umgekehrt  kann  auch  das  bestimmte 
Integral  weitere  Grenzen  haben  als  die 
Summe.  Kurz,  im  Allgemeinen  gehört 
die  Zurückführung  des  Integrals  einer 
Differenzialgleichung  auf  irgend  eine 
Form,  oder  eine  Reihe  von  Formen,  die 
in  allen  Grenzen  ein  Resultat  geben,  zn 
den  schwierigsten  Untersuchungen  (wo- 
bei auch  die  complcxen  Wertho  der  Va- 
riablen zu  berücksichtigen  sind),  wegen 
des  Wechsels  dieser  Form  bei  Ucbcr- 
schreitung  der  Discontinuitäten  und  Mehr- 
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deutigkeiten.  Als  Muster  der  Behand- 
lung eines  solchen  Problems  kann  die 
Abhandlung  Hiemann’s  (siehe  die  Ab- 
handlungen der  Göttinger  Gesellschaft 
der  Wissenschaften)  über  diejenige  li- 
neare Differenzialgleichung  dienen,  wel- 
cher die  hypergeome  tri  sehe  Reihe  ge- 
nügt. Was  speciell  die  Ausdrücke  in 
der  Form  bestimmter  Integrale  anbe- 
trifft,  so  ist  aus  den  angeführten  Grün- 


den keinesweges  die  noch  sehr  naive 
Weise  hinreichend,  in  welcher  man  sich 
heut  zu  Tage  in  Wien  mit  diesem  Pro- 
blem abfindet. 

Wir  müssen  uns  hier  mit  einigen  ein- 
facheren Beispielen  begnügen. 

I)  Wir  wollen  zunächst  die  in  V)  des 
vorigen  Abschnitts  betrachtete  Gleichung 
wieder  aufnehmen. 

Es  ist : 


cos  (n  cos  tu)  = 1 — 


n 1 cos  tu 1 

i «2 


n*  cos  co4 
+ 1727371 


Wir  multiplicircn  mit  sin  cum  <fu»,  und  integriren  in  den  Grenzen  o und  rty  was 
jedoch  nur  einen  Werth  gibt,  wenn  m positiv  ist,  da  im  entgegengesetzten  Falle 
au  den  Grenzen  die  Function  unendlich  würde.  Berücksichtigen  wir  ferner  bei 
dieser  Integration  die  Formel: 

rn  2#.  1-3-5.  ..(2s-i)  rn  yu j 

./  o (u+2)0s+4)  . . • («  + 2i)J  0 

wo  tu  grösser  als  —1  zu  nehmen  ist.  (Es  folgt  diese  Formel  aus  den  in  Abschnitt 
27)  des  Artikels:  „Analytische  Quadratur“  gegebenen,  durch  fortgesetzte  Wieder- 
holung des  Verfahrens.)  Man  erhält  dann  das  Schlussresultat: 


rn  m_  j 

/ cos  (a  cos  tu)  sin  tu  dut 

/ 0 


+ 

d.  h.  wenn  man  n = xYn  setzt: 


n 71 

/ m—  t , 

= I sin  tu  du)—  . . . 

* o 


An  _ ft 

cos  ( x \n  cos  tu)  sin  toW  'dtu  — J sin<uW  1 dtu  (1  — 


itr1 

~ 


i • (*+i  y 


(¥)’ 


(-t)' 


T 1 • 2 (m  + 1)  («•  + 3)  * 1 * 2. . . p (m-f  1)  («i+3) . . . (m  +2p— 1)^  ^ 

Es  ist  dies  aber  offenbar  die  in  V)  des  vorigen  Abschnittes  mit  y (x)  bezeichnet« 

rn  m— 

Reihe,  multiplicirt  mit  / sin  tu m dtu.  Da  nun  y=  Atf  (x)  eine  willkürliche  Con- 

•'  o 

stante  enthält,  so  ist  ein  particuläres  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

y-AI  cos  (x  V«  cos  a»)  sin  tu m 'dtu, 

•*  o 

jedoch  nur  dann,  wenn  m positiv  ist. 

Die  mit  ^f»(x)  bezeichnet«  Reihe  lässt  sich  auch  unter  der  Form  schre;ben: 
«x»  /«x»y 

_m+,  2~  \1T  / 

[1_  l.(-^Tf3j  + i ••2(-»+3)(-»+5)-  • • * 

, (-¥)•  , 
'r  l-2..p(— m + 3)(  — m + 5)  .(-i»+2p+l)',‘  • • •>’ 
and  man  siebt  hieraus  leicht,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  Klammern  von  der 
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Reihe  y(x)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  für  m gesetzt  worden  ist  — m-f-2.  — 
Die  Verwandlung  in  ein  bestimmtes  Integral  ähnlich  dem  vorigen  setzt  also  vor- 
aus, dass  m kleiner  als  2 ist.  In  diesem  Falle  hat  man: 


y=  Bx*  m C cob (zYruo)  sin  a»1  m dto, 

'*  0 

Beide  Ausdrücke  haben  einen  Sinn,  wenn:  0<m<2  ist,  und  in  diesen  Fällen  ist 
also  das  allgemeine  Integral : 


y = / cos  (x y n cos  cu) sin u>m  ' dw+  Äx1  m / cos {x\n cos  tu) sin  w*  mdat 

./  0 J 0 

fn  eo.(«V»co»M)  r ,Jm_  i 

r / m— i lAsinw  + Bx  I dut. 

J q *\n  io  t J 


Ausserhalb  der  Grenzen  Null  und  Zwei  besteht  immer  eins  der  particulären  Inte- 
grale, aus  welchen  sich  nach  der  im  vorigen  Abschnitt  gegebenen  Methode  das 
allgemeine  finden  lässt.  An  den  Grenzen  selbst  findet  nur  ein  particuläres  Inte- 
gral statt.  Für  m = 0 wird  die  Gleichung: 


rf>y 

dx1 


+ » y = 0, 


woraus  das  Integral  direct  zu  finden  ist: 


y = Csin  (xV«)-f-£  cos  (x^n), 

welches  sich  auch  aus  Betrachtung  des  bestimmten  Integrals  für  y und  Anwen- 
dung der  Variation  der  Constantcn  ergeben  würde. 

Für  m = 2 ist  die  Gleichung: 


Sie  ist  schon  im  vorigen  Abschnitte  behandelt  worden  und  ergab  dos  Integral: 
_ C sin  (x  \n)  + G cos  (x  Vn) 


einen  Werth,  den  man  auch  direct  erhält,  wenn  man  setzt: 


u 


wo  dann  die  vorgelegte  Gleichung  wird: 


d*u 
dz 1 


-f-nt*  = 


0. 


Es  verdient  noch  der  Fall  Berücksichtigung,  wo  m=l  wird.  Obgleich  in 
diesem  Falle  beido  particulären  Integrale  gültig  sind , so  werden  sie  doch  in  die- 
sem Falle  gleich  und  geben  also  nicht  das  allgemeine  Integral.  Jedoch  erhält 
man  dasselbe,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Werthe  von  y für  m setzt  1-f-cf, 
und  d abnehmen  lässt.  Man  hat  dann  nämlich : 


aber: 


y cos  (xy«  cos  u)  [A  sinw^-f-  Bx  ^sinco  ^]doj, 
J o 


(xsinw)  1 — J lg(xsino»)4-  . , . 

d 


sinw  = 1 + cflg  sin  tu  + . . . 

also  mit  Vernachlässigung  der  die  erste  übersteigenden  Potenzen  von  d: 
y=  C cos  (x  y«  cos  w)  (A+-  B+  d [ (A—l?)  lg  sin  w— B lgx]  ) du t, 

j 0 
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Setzen  wir  hierin : 
so  ergibt  sich: 


A + B = C,  J(A-B)  = '2Ey 


oder  da  C und  E endlich,  J aber  unendlich  klein  sein  soll: 

JB——E. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  erhält  man: 

y = I cos  (xf  neos  tu)  [C+E  lg  (z  sin  tu*)]  dto. 

/ 0 

Auf  die  hier  behandelte  Differenzialgleichung  wurde  die  Kiccatische  (VII  des 
vorigen  Abschnitts)  zurückgeführt.  Nehmen  wir  wieder  die  Gleichung: 

d%u  . m 

E »=Ax 

woraus  sich  die  RiccatiBche  ergab,  so  ist  das  allgemeine  Integral  derselben  also 

immer  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  finden,  wenn  — zwischen  0 

m+  2 

und  2 liegt.  Diese  Bedingung  ist  immer  crfQllt,  wenn  m positiv  ist.  Ist  m aber 
negativ,  so  geben  die  Grenzbedingungen,  wenn  man  m = — s setzt: 

s s _ 

,-32>o.  r-2<2> 

offenbar: 

s>2  und  s>4, 

also  bei  negativen  m findet  die  oben  gegebene  Form  noch  dann  statt , wenn  m 
zwischen  —4  und  — oo  liegt.  Macht  man  die  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen 
Substitutionen,  so  erhält  man  in  diesen  Fällen: 

m 2 

-T+1 


' 0 


cos  (pi 


i cos  ul)  sin  tu 


m-f  *2 


-4-1 


du 


f*7*  2 * . m 1-  2 

+ Bxl  cos  (j uz?  i cos  a>)  sin  tu  datf 

j 0 


wo  gesetzt  ist: 


*=*-»• 


Durch  Wegschafifen  des  Imaginären  erhält  man: 


/7» 

D 


T+1 


T+‘  — 


4-  Bz  sin  2)dw. 

Das  Verhältnis  — ist  dann  die  einzige  in  dem  Integral  der  Riccatischen  Glei- 
ts 

cbnng  vorkommende  Constantc. 

In  den  Grenzen  0 und  —4  für  m hat  man  nur  ein  particuläres  Integral, 
welches  man  erhält,  wenn  man  bezüglich  den  mit  A oder  B multiplicirten  Theil 
der  Null  gleich  setzt.  Das  allgemeine  Integral  der  Riccatischen  Gleichung  gibt 
dann  die  Formel: 
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wo  v das  gefundene  particuläre  Integral 
der  Gleichung: 


d*u  . m 

ÄT’=Ax  “ 


Ccz+Ee  Z 

u = , 

z 

In  dem  einzigen  Falle,  wo  m=—  2 
ist,  werden  beide  particulären  Integrale 
illusorisch.  Es  ergibt  sich  in  diesem 
Falle  direct: 

d*u Au 

dx7  x*  ’ 


ist. 

Für  m = 0 hat  man: 


d*u  n 


wo: 


2 \A 
Z m -f-  2 


ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte 
setzen  ist.  Das  Integral  ist: 


u-CeZ+Ee  Z. 


eine  Gleichung,  die  der  in  Abschnitt  2) 
II.  behandelten  Klasse  angehören , und 
deren  Integral  ist: 

u — Cxk'+Exk », 

wo  A,  und  kt  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung: 

k*  — k = A 


zu 


sind. 

II)  Wir  wollen  aber  auch  auf  directc 
Art  die  Gleichung: 


d*y 

dx7 


TO- 
TOX 


Ist  to  — — 4,  so  erhalt  man: 


d*u 
di * 


2 du 

-j — 

z di 


uud  wenn  man  : 


v 


offenbar  dieselbe,  mit  der  wir  uns  eben 
beschäftigten,  durch  bestimmte  Integrale 
nuflüsen,  um  eine  Anwendung  auch  die- 
ser Methode  zu  zeigen.  Wir  folgen 
hierbei  dem  Gange,  welchen  Lobatto 
(Crelle's  Journal,  Bd.  17)  einschlagt. 
l)as  Resultat,  wie  cs  schon  gegeben 
worden  ist,  rührt  von  Kummer  her. 

Setzen  wir : 


setzt : 


also: 


d7V 

di"1 


t = 0, 


y = f e pxPdp , 

wo  P eine  zu  bestimmende  Function  von 
p ist,  so  erhält  man: 


xy 


dx 


= [e-rxPzip  = -•' 

-f 


e pxrpdp, 

f e~PX Pp' x dp  = 
dx'~  / 


-p*p+ J' 

-'~’,zpp’+ j~  '-pxd(Pp>), 


und  wenn  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  setzt: 


0=t~fxP{c'-p')  + f ' fX{d(PT')-c>iP-"'^lPpiV). 

*J  TO 


Setzt  man  den  unter  dem  Integralzeichen  erhaltenen  Theil  gleich  0,  so  kommt: 

(p’-e^)JP+^Ppdp=  0, 


oder  durch  Integration: 


m-f-  l 


P = ( c*-p »)  . 

Die  Grenzen  des  für  y gesetzten  Integrals  ergeben  sich,  wenn  man  den  Theil 
ausserhalb  des  Summenzeichens,  welcher  für  die  Grenzwerthe  gilt,  verschwinden 
lasst.  Es  ist  also  zu  setzen: 
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Ist 


«-'“(e«-,»’)  —o. 

positiv,  so  wird  diese  Gleichung  erfüllt,  wenn 


p=r-fc  oder  = — c 

ist.  [Der  Werth  p = ao  gibt  im  Allgemeinen  kein  Resultat,  weil  ja  x auch  ne- 
gativ sein  kann.*)]  Nehmen  wir  also  — c und  -f-c  als  Integrationsgrcnzen,  so  er- 
gibt sich : 

m-f  I 

y—A  I e P“(r»  — p»)  ""  dp 

./  — r 


= a[C  (.«*+. 

J 0 


» + * 


dpy 


oder  wenn  man  für  p setzt  cg : 
«I 


«•+_ 

‘2  m 


y = A[  («C?“+  *- r?“)  (1  - ?’)  ^ dy, 

•'  0 


wo  die  Constantc  A einen  andern  Werth  als  vorhin  hat.  Es  ist  dies  ein  purti- 
culfires  Integral.  Indes»  findet  man  unter  gewissen  Bedingungen  ein  zweites, 
wenn  man  in  die  gegebene  Differenzialgleichung  setzt: 

1 


Es  wird  dieselbe  dann  : 


y = mx  ». 


m-f  I dt s 

dx1  mx  dx 


Diese  Gleichung  aber  hat  die  Form  der  ursprünglichen,  wenn  man  in  derselben 
m mit  — m vertauscht.  Ist  also  — positiv,  so  erhält  man  ganz  wie  oben: 


*=-JL-  = B I ' («c?K+«-rV“)( 1-,*)  5m  dy 

1 J Q 


Finden  also  beide  Bedingungen  stast,  so  ist  der  allgemeine  Werth  von  y: 

m-f  * m—  t 

y=r'  im  -m  ]dy. 

•ß  o 


Setzt  man: 


m—  1 


- = «, 


m-f  1 


=2—». 


•)  In  der  angeführten  Abhandlung  nimmt  Lobatto  irrthümlicher  Weise  die 
Grenzen  c und  oo  als  allgemein  gültig.  Dieser  Fall  ist  aber  ein  trefflicher  Beleg 
dafür,  wie  das  Resultat  sich  mit  der  Auswahl  der  Const&nten  ändert.  Sind  diese 
so  gewählt,  dass  x positiv  bleibt,  so  kann  das  Integral  auch  in  den  Grenzen  0 
* und  x genommen  werden,  sonst  nicht. 
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Bei  positivem  n ist  non  dieser  Ausdruck 
immer  positiv,  wenn  n kleiner  als  2 ist 
und  in  diesen  Füllen  findet  der  Aus- 
druck für  das  allgemeine  Integral  statt. 
Ausserhalb  dieser  Urenicn  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  entweder  der  mit  A oder  der 
mit  B multiplicirte  Theil  ein  particulü- 
res  Integral  der  vorgclegten  Gleichung. 
Der  Fall,  wo  n imaginär  ist,  würde  je- 
doch andere  Betrachtungen  erfordern. 

III)  Schliesslich,  um  auch  die  Inte- 
gration einer  hohem  Differenzialglei- 
chung durch  bestimmte  Integrale  zu  zei- 
gen, entnehmen  wir  der  angeführten  Ab- 
handlung noch  die  Behandlung  der 
Gleichung : 


n-M 


P.x 


A 

dx” 


mit  der  Bemerkung,  dass  das  Resultat 
schon  früher  durch  Scherk  mittels  der 
Summation  von  Reihen  gefunden,  und 
direct  durch  Jakobi  vcrificirt  worden  ist. 

Wir  setzen : 


y=J\PxPdp, 


eP'1/*^. 

ist,  so  verschwindet  derselbe  für  p,=a o 
immer,  wenn : 

n+l 

-l pxx 

ii+ 1 r 

positiv  ist,  d.  h.  wenn: 

ist,  eine  Bedingung,  welche  für  unend- 
liches px  immer  zu  erfüllen  ist,  da  n 
eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.  Man 
hat  also  das  particul&re  Integral : 

00 

y = af  e »+‘eP>. 

J 0 

Stellt  nun  s irgend  eine  « + lte  Wur- 
zel der  Einheit  vor , so  ändert  sich  I* 
nicht,  wenn  man  t p für  jj  setzt,  und 
man  hat  also  n + l particul&re  Integrale 
von  der  Form: 


wo  P wieder  eine  Function  von  p sein 
soll.  Es  ist  dann: 


y =« 


A=y>y 

dz”  ’ 


■f 


oo  — 


£ 1‘ 

n+l  » 


r n , 

P dp, 


also  wenn  man  in  die  ursprüngliche 
Gleichnng  einsetzt: 

JePxPpndp-f  e’,xxPdp  = ay 

oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  theil- 
weise  integrirt: 

_„/«  p+ f el,x  [Pp”dp+dP]=a- 

Die  Gleichnng  ist  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 


Ist  t eine  primitive  Wurzel,  so  ist  in 
dieser  Formel  < nach  und  nach  zu  Ter- 
tauschen  mit : 


Da  nnn  jedes  dieser  particularen  Inte- 
grale der  Gleichung: 

/*  y 

— * — xy-a 
dz11 

genügt,  so  ist  zu  sehen,  dass  die  Summe  : 


Pp” dp  + dP-O,  y =/>=Ce  dp[CJ’x+Cl,*,px 

J 0 

+ C,s  * e**P*+  . . • ■+  C^s^e^P*] 

genügen  muss  der  Differenzialgleichung : 

— xy  = C + C,+ C,+  . • . +CB- 

dx” 

Damit  diese  mit  der  gegebenen  überein- 
stimme,  ist  zu  setzen : 

C+C.+C.+  . . . +Cn=a, 

eine  Bedingung,  welche  die  »+1  Con- 


nnd: 

ePlxPt_P.Xpt-_ 

wo  p„  p„  Pp  P.  dic  Wcrthe  ™n  P;p 

an  den  Integrationsgrenzen  sind.  Die 
erste  Gleichung  aber  gibt  integrirt: 

P=Ct  ”'H, 

und  die  zweite  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 

Pt—cc,  P.  -0,  C=a. 

Da  n&mlich  der  erste  Theil: 


Digilized  by  Google 
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stauten  anf  n redncirt,  wie  es  auch  sein 
muss,  da  die  vorgelegte  Gleichung  wter 
Ordnung  ist. 

31)  Ueber  eine  Differenzial- 
gleichung  mit  3 Variablen. 

Bei  allen  bis  jetzt  behandelten  Auf- 
gaben war  die  Anzahl  der  gegebenen 
Differenzialgleichungen  um  Eins  kleiner 
als  die  der  Variablen.  Es  konnte  daher 
eine  der  letzteren  als  unabh&ngige  Va- 
riable betrachtet  werden,  und  die  Anzahl 
der  Integrale  war  gleich  der  der  gege- 
benen Gleichungen.  Die  Sache  wird 
aber  anders,  wenn  diese  Bedingung  nicht 
mehr  erfüllt  ist. 

Zunächst  wollen  wir  uns  auf  den  ein- 
fachsten Fall  einer  Gleichung  mit  3 Va- 
riablen, von  der  Gestalt: 

Xdx+Ydy  + Zdt  = 0 

beschranken,  wo  X,  Y , Z Functionen 
von  x,  y,  i sind,  um  in  den  nächsten 
Abschnitten  die  gefundenen  Resultate 
möglichst  zu  erweitern. 

Die  Frage  stellt  sich  hierbei  zunächst : 

„Wie  viel  unabhängige  Variablen  sind 
unter  diesen  dreien  vorhanden? 

Offenbar  ist  nach  Bestimmung  dersel- 
ben auch  die  Anzahl  der  Integrale  be- 
kannt, denn  die  Summe  der  unabhängi- 


gen Variablen  und  der  Integrale  ist 
gleich  3. 

Es  müssen  nämlich,  wenn  x allein  un- 
abhängige Variable  ist,  zwei  Integral- 
gleichungen stattfinden,  welche  y und  s 
als  Functionen  von  x geben.  Sind  x 
und  y unabhängige  Variablen,  so  ist 
nur  eine  Integralgleichung  gefordert, 
welche  s ala  Function  von  x und  y gibt. 
Ein  dritter  Fall  ist  unmöglich. 

I)  Nehmen  wir  zunächst  den  letzten 
Fall  an,  dass  also  2 unabhängige  Va- 
riablen x und  y vorhanden  sind.  Wir 
schreiben  dann  unsere  Gleichung  folgen- 
dermaassen: 

/ X Y . 

*=“**“  Y*1 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  gleich- 
bedeutend ist  mit  dem  System: 

dz X di  _ Y 

dx  Z 1 dy  Z * 

Differenziirt  man  aber  die  erste  Glei- 
chung nach  y (mit  Berücksichtigung,  dass 
auch  die  Grösse  *,  welche  in  X,  F,  Z 
enthalten  ist,  als  Function  von  x und  y 
betrachtet  werden  muss,  da  ja  das  Inte- 
gral s als  eine  solche  Function  ergeben 
muss),  und  die  zweite  nach  x,  so  erhal- 
ten wir  gleiches  Resultat,  nämlich: 


a»z 

dx  dy~ 


z* 


„ /ar  , /az  , az  a5\ 

Z (a*  + dt  dx)'  * \dx  + dt  dx) 


z» 


hieraus  folgt,  wenn  man^den  gemeinschaftlichen  Nenner  weglässt, 
die  Werthe  setzt: 


6%  di 

und  für  v-,  t- 
öx  oy 


Dies  ist  eine  Bedingung,  welche  durch 
die  Coefficientcn  X,  Y,  Z erfüllt  werden 
muss,  damit  z eine  Function  von  x und 
y sei,  also  die  vorgelegte  Gleichung  nur 
ein  Integral  habe.  Man  nennt  sie  „Be- 
dingung der  Integrabilität“,  obwohl  nicht 
ganz  passend,  da  eine  Integration  der 
Gleichung  in  jedem  Fallo  möglich  ist. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
lässt  sich  die  Auffindung  des  Integrals 
leicht  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 

Da  in  der  vorgelegten  Gleichung  s 
als  Function  von  x und  y zu  betrachten 
ist,  so  kann  man  zunächst  y constant 
denken.  Sie  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 
Xdx+7jdz  =0, 


eine  Gleichung,  welche  nur  die  Variablen 
x und  i enthält.  Man  integrirt  dieselbe. 
Die  willkürliche  Constante  des  Integrals 
kann  jedoch  eine  Function  der  als  con- 
stant  gedachten  Grösse  y sein. 

Dem  Integrale  gibt  man  am  passend- 
sten diejenige  Form,  welche  wir  in  Ab- 
schnitt 9)  als  Hauptintegrale  bezeichnet 
haben,  d.  h.  wir  geben  x eine  beliebige 
Zahl,  etwa  Null  oder  allgemeiner  x#  als 
Anfangs werth,  und  bezeichnen  s0  als  zu- 
gehörigen Werth  von  s. 

*.=»(*>  y>  *) 

iat  dann  das  Hauptintegral.  — Wieder- 
holnngswcise  bemerken  wir,  dass  sich 
32 
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aus  jedem  Integral  unserer  Gleichung 
/(x,  y,  s)  = c das  Hauptintegr&l  finden 
lässt.  Setzt  man  nämlich  hierin  für  x 
x#  und  z,  für  s,  so  hat  man: 

/■(*,  y,  t )=/(*.,  y.  ».)• 
eine  Gleichung,  aus  der  sich  z0  ergibt. 

Da  nun  die  Gleichung 

Xdx-\-  Ydy-\-Zdz  — 0 

für  jeden  Werth  von  x,  also  auch  für 
x9  gelten  muss,  wo  dann  dxx: 0,  t=l, 
wird,  so  erhalten  wir  : 

Y0dy+Z.dS,=Q, 

wo  Z#  diejenigen  Werthe  von  Y 

und  Z sind,  welche  man  erhält,  wenn 
man  darin  x und  s bezüglich  mit  x# 
und  s#  vertauscht,  während  y beliebig 
bleibt. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 
non  als  Function  von  y allein  mit 
einer  willkürlichen  Constantc  a.  Sei : 

*.=V’(y. «). 

so  Ist  also  dns  Integral  der  anfänglich 
vorgelegten  Gleichung: 

7( y.  «)=v  (*.  y>  *)■ 

Die  Integration  ist  also  zurückgeführt 
auf  2 Gleichungen  mit  2 Variablen: 
Xdx+  7,dz-=0  und  Y9dy-\- Zo</z#  = 0, 
welche  man  unabhängig  von  einander 
integriren  kann.  Von  der  ersten,  in  der 
man  y constant  denkt,  ist  jedoch  das 
Hauptintegral  j#  = y(x,  y,  t ) zu  bilden, 
und  schliesslich  aus  beiden  s#  zu  eli- 
miniren. 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chung : 

( tty — bz)dx  -f  (cs — ax)dy  4*  (Aar — cy)dz  - 0. 
Es  ist  also: 

X=ay  — bz , Y = cz  — ax,  Z=6x-cy, 
Ausdrücke,  die  offenbar  der  Bedingung 
der  IntcgrabilitEt  genügen. 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen : 
(*y  — bi)  dx  -f-  (bx  — cy)  dz  =0, 
c*0  dy—cy di9=.Qt 
indem  man  xo=0  setzt. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist: 
lg(A2-ay)  = lg(cy-6x)+lgy, 
wo  y die  willkürliche  Constantc  ist. 

Setzen  wir  hierin  x:=0,  s=t#,  so 
kommt: 


oder : 

»y  (4z  - ay)  = (4z,  - oy)  (cy  - 4*). 

Die  zweite  Gleichung  integrirt,  gibt 
aber: 

*• 

also  durch  Elimination  von  z9 : 

(4a —a)  (ry  - 4x)  = e (4z  -ay), 
wo  n die  willkürliche  Constante  ist. 
Setzt  man  : 


c 


so  ist  noch: 


cy-bx 
bi  — ay 

wo  y ebenfalls  willkürlich  ist. 

II)  Im  Falle,  dass  die  Bedingung  der 
IntcgrabilitEt  nicht  erfüllt  ist,  gestaltet 
sich  die  Betrachtung  der  Gleichung 
Xdx+Ydy+Zdz= 0 
sehr  einfach. 


Dieselbe  kann  nnr  eine  unabhängige 
Variable,  und  mnss  mithin  2 Integrale 
haben.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  vor- 
gelegte Gleichung  immer  ein  Integral 
gibt,  wenn  man  zwischea  x,  y und  z 
eine  ganz  willkürliche  Beziehung  ao- 
nimmt,  die  wir  durch: 


1)  0=i  (*,  y,  z) 


bezeichnen  wollen.  Man  kann  mittels 
derselben  eine  Variable  s eliminiren, 
und  es  verschwindet  dann  auch  d*  durch 
die  Gleichung: 


2) 


dx 


wenn  man  den  daraus  gezogenen  Werth 
von  dz  in  die  vorgelegte  Gleichung  ein- 
setzt. Letztere  verwandelt  sich  also  in 
eine  Gleichung  mit  2 Variablen,  deren 
Integral  sein  soll : 


f(x,  </)  = «■ 

Die  willkürliche  Gleichung: 


0=7  (*.  y>  *) 

kann  dann  als  ein  zweites  Integral  be- 
trachtet werden.  Also: 


„Wird  die  Integrnbilitätsbedingung nicht 
erfüllt,  so  hat  die  Gleichung  immer  2 
Integrale,  von  denen  jedoch  eins  ganz 
willkürlich  ist.11 


lg  (4t,  — ay)  = lg  cy  + lg  $, 
al.o  durch  Subtruction : 


, 4*  — ay  ry  — ix 

lg  r * = )g-*-  — , 

4z, -ay  cy 


Der  nOthigcn  Rechnung  kann  man 
auch  folgende  Form  geben.  Man  mul- 
tiplicire  Gleichung  2)  mit  der  unbekann- 
ten Grösse  X und  addire  sie  zur  vorge- 
legten  Gleichung,  so  ergibt  sich: 
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3>  (x+ig)*+(r+i£)*= o, 

wenn  man  zur  Bestimmung  von  l setzt: 
4)  *+!&=«. 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  dienen  dann, 
nm  aus  Gleichung  3)  z und  l zu  elimi- 
niren,  und  diese  Gleichung  3)  gibt  dann 
das  zweite  Integral,  während  y ganz 
willkürlich  und  y =0  das  erste  Inte- 
gral ist. 

III)  Das  in  II)  enthaltene  Resultat 
ist  als  das  allgemeine,  das  in  I)  enthal- 
ten, als  ein  Ausnahmefall  zu  betrachten, 
da  hierbei  eine  Bcdingungsgleichung  zu 
erfüllen  ist.  Indess  braucht  eine  Diffe- 
renzialgleichung mit  3 Variablen  nicht 
gerade  die  hier  angenommene  Form  zu 
haben,  da  dx , dy , dz  in  jeder  Potenz, 
Homogenität  vorausgesetzt , erscheinen 
können.  Immer  aber  ist  das  in  II)  ge- 
gebene Verfahren  anzuwenden.  Sei  z.  B. 
die  allgemeinste  Relation  zwischen  dx, 
dy,  dz  angenommen,  welche  eine  homo- 


gene Gleichung  zweiter  Ordnung  gibt, 
also: 

1)  dz* -{■  A dx  dz  + Bdy  dzz=zC dx * 

E dxdy  + Fdy* , 

wo  A,  B , C,  E,  F Functionen  von  x , 
y,  z sind.  Immer  kann  man  setzen : 

•/  (*>  y,  *)=0, 

wo  </  eine  beliebige  Function  ist.  Eli- 
minirt  man  mittels  dieser  Gleichung  und 
ihres  Differenzials  z und  dz  aus  der 
Gleichung  1),  so  hat  man  eine  Differen- 
gleichung  mit  2 Variablen  x und  y,  die 
integrirt,  und  mit  q =. 0 verbunden,  die 
Aufgabe  löst.  — Stellen  wir  aber  jetzt 
die  Frage:  „Unter  welchen  Bedingungen 
hat  die  Gleichung  1)  nur  ein  Integral?“ 
so  ist  der  Gang  der  Untersuchung  ähn- 
lich wie  in  I)  anzustellen. 

Wir  setzen : 

2)  dz  = pdx+qdy, 

wo  x und  y unabhängige  Variable  sein 
sollen.  Dieser  Werth  wird  in  1)  einge- 
setzt, w'o  dann  dz  eliminirt  ist.  Man 
hat: 


(p*-f  Ap  — C)dx*  + (q*  + Bq  — F)dy7  + (2pq  + Aq+Bp  — E)  dxdy  = 0. 

Da  nun  x und  y unabhängige  Variablen  sind,  so  ist  dieser  Gleichung  nur  zu  ge- 
nügen, wenn  man  setzt: 

3)  * p*  + Ap—  C=0,  q*-\-Bq  — F=0,  2pq-{-Aq  + Bp—E  = 0. 

Es  sind  dies  3 Gleichungen,  aus  denen  man  p und  q eliminiren  kann.  Die  re- 
sultirende  Gleichung  zwischen  A,  B,  C,  E und  F muss  dann  identisch  erfüllt  wer- 
den. Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 


A*  B* 

C=~+G*t  E=~+//», 

so  ist: 

4)  p = ~4±c- 


und  also  die  Bedingungsgleichung  : 

(-A  ±2G)(-B±2H)+A(-B±2H)  + B(-A±2H)-2E  = 0, 

d.  h. : 

5) 


±(BH-GB)+2GH-E-^  = 0 


Diese  Bedingungsglcichung  ist  jedoch  nicht  die  einzige.  Wegen  der  Gleichung 
2)  muss  nämlich  auch  sein: 

dp  dq 
dy  ~~  dx 

Differenziircn  wir  also  bezüglich  die  Gleichungen  4)  nach  y und  x mit  Rücksicht 
darauf,  dass  z eine  Function  von  x und  y ist,  so  erhalten  wir: 

dA  dG  dA  dG  dB  . „dH  dB  .„dH 

■N  " s n 

dy  — qy 

oder,  wenn  wir  für  p und  q die  Werthe  einsetzen 

dB  — _ dH  dA  . 0dG  , , ( B . u\  /dA  __  dG\ 

57+257  - 17  ±2*T  = + (-  ¥±")  W + 


- xr±*r-  ^*±**4=  -sr ±2 S?  - äT'±2S7"' 


6) 
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Die  Coefficienten  A,  B,  C,  E.  F müssen 
also  beide  Bcdingungsgleichungen  5) 
und  6)  identisch  machen,  damit  ein  In* 
tegral  der  Gleichung  1)  genügen  könne. 
Uebrigens  ist  es  nur  nöthig,  dass  eins 
der  beiden  Systeme  erfüllt  werde,  welche 
entstehen,  wenn  man  überall  in  5)  und 
6)  die  untern  oder  die  obern  Zeichen 
nimmt.  Jedoch  darf  man  nicht  etwa 
in  5)  die  untern  und  in  6)  die  obern 
Zeichen  nehmen. 

Sind  aber  diese  Bedingungen  der  In- 
tegrabilität  erfüllt,  so  ist  die  Lösung  wie 
in  1)  zu  machen. 

Man  denkt  zuerst  y constant,  und 
erhält: 

dz 7 -f  A dx  di  = Cdx  * . 

Sei : 

y>  *) 

das  Hauptintegral  dieser  Gleichung,  wo 
der  Anfangswerth  Ton  x gleich  der  Zahl 
xQ  angenommen  ist.  Man  hat  dann 
noch  zu  integriren  die  Gleichung: 

di0  2 + ß0  dt/  dz0  = F,  dy », 

wo  B0,  F0  sich  aus  B,  F ergeben, 
wenn  man  darin  x,  's  mit  jr#,  ä0  ver- 
tauscht:  Aus  dem  Integral  dieser  Glei* 

chnng,  welches  sein  soll: 

v (y,  **)  = «» 

und  aus  dem  Hauptintegral  der  ersten 
ist  dann  wieder  s0  zu  eliminiren. 

Man  sieht , wie  diese  Methode  An- 
wendung findet,  wie  hoch  auch  die  Di- 
mension der  Differenziale  sei , dass  sich 
aber  mit  derselben  auch  die  Anzahl 
der  Intcgrabilitätsbedingungcn  vermehren 
muss. 

Wären  in  Gleichung  1): 

A = B = 0, 
so  dass  diese  also  lautet: 

dz * = Cdx2  + Edx  dy+Fdy2, 

so  wären  die  Gleichungen  3)  von  der 
Gestalt: 

p*  = C,  9*  = F,  2 pq  = E. 

Die  erste  Bedingung  der  Integrabilität 
ist  dann: 

FJ=4C’F, 

eine  Bedingung,  welche  offenbar  bewirkt, 
dass 

dz*=(YCdx±  YFdy)2 
wird.  In  diesem  Falle  ist  also: 
dz-\Cdx±yF  dy, 

und  die  Gleichung  ganz  so  wie  in  I) 
zu  behandeln. 


32)  Ueber  eine  Gleichung  mit 
» Variablen  von  der  Form: 

A ,dx i+A 4dxa-i-  •••-{- A dx  — 0. 

ft  fl 

Die  Gleichung,  wo  die  Differenziale 
dxt,  dxa  . . . dxn  in  linearer  Form  Vor- 
kommen und  At,  At  ...  A Willkür- 

fl 

liehe  Functionen  von  x. , x.  ...  x 

* H 

sind,  hat  in  ihrer  Allgemeinheit  zuerst 
Pfaff  behandelt,  sie  wird  daher  auch  oft 
alsPfafTsche  Gleichung  bezeichnet.  Einer 
weitem  Untersuchung  hat  sie  Jakobi 
(Crcllc’s  Journal,  Band  2 und  17)  un- 
terworfen. Die  hier  trots  möglichster 
Kürze  mit  einiger  Vollständigkeit  zu 
gebende  Behandlung  wird  sich  an  die- 
jenigen Untersuchungen  anschliessen, 
welche  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs 
darüber  angestellt  hat.  (Crelle’s  Journal 
Band  58.) 

Wir  setzen  zu  dem  Ende : 

1)  X ,dx i -\-Xadx j -j-  ...  -f-X  dx 

fl  fl 

i = n 

-2  X dx  =0, 

s=!  * 1 ’ 

und  stellen  zunächst  die  Frage,  wie  viel 
Integrale  dieselbe  im  allgemeinen  Falle 
habe,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Grössen 
X,  . . . X ^ keinerlei  Bedingungs- 

glcichungen  stattfinden.  Wir  bemerken 
noch,  dass  eine  Auflösung  der  Gleichung 
desto  allgemeiner  ist,  aus  je  weniger 
Integralen  sic  besteht,  da  je  mehr  Inte- 
grale gegeben  sind , desto  weniger  von 
den  Grössen  x willkürlich  bleiben. 

Wir  unterscheiden  jetzt,  wie  schon  frü- 
her, die  beiden  Differenzialzeichen  d und 
d derart,  dass  wir  d dann  nehmen,  wenn 
wir  einen  Theil  der  veränderlichen  x 
von  den  andern  als  derartig  abhängig 
betrachten,  wie  es  durch  die  Integral- 
gleichungen angezeigt  wird. 

Betrachten  wir  aber  die  x als  völlig 
unabhängig  von  einander,  so  bedienen 
wir  uns  des  Zeichens  cf,  während  also 
2 X fdxg  immer  gleich  0 ist,  ist  dies  mit 

2 A dx  nicht  der  Fall.  Indessen  kann 

J 5 

man,  während  die  x ganz  beliebig  sind, 
n neue  Variablen  einführen,  welche  be- 
liebige Functionen  der  x sein  sollen. 
Wir  theilen  diese  neuen  Variablen  aber 
in  zwei  Groppen,  die  eine  aus  p Glie- 
dern, t , die  andere  aus  q, 

w,,  u2  , . . bestehend,  p und  q sind 

nicht  bestimmt , jedoch  natürlich  immer 


- 
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p +q  = n.  Vermöge  der  Bestimmungsgleichnngen  kann  man  dann  actzen: 
djrj  dz  dz  dz 

=517  rf'-+d77  '"*+  ■ • • +dTi,p+^  Ju'+  •••  +*r,fv 

nnd  auch  in  den  Grössen  X,  *„  x,  . . . * ,dnrch  , 

ersetzen.  Es  ist  dann  identisch: 

2)  IX  3zt  =2Tt  JtT  + 2 Uh(fuh, 


WO  T„  T,  ...  Tp,  V , ...  U ^ leicht  *n  bestimmende  Functionen  yon  I,  . . . 
tp,  sind,  und  man  hat,  wenn  man  die  Differenziale  nach  <r  nnd  i<Ä 

nimmt: 


d*  dz 

T=XX.dP  h=**.X-’ 


Vertauschen  wir  jetzt  das  Zeichen  d mit 
d , was  immer  geschehen  kann,  da  d 
das  allgemeinste  Gesetz  des  Differen- 
ziirens,  d einen  bestimmten  Fall  anzeigt, 
so  ist: 

SXgdxg-  0, 

also  auch : 

2 Trdtr  -f  2 Uhduk=0. 


Damit  diese  letzte  Gleichung  erfüllt 
werde , müssen  entweder  alle  Differen- 
ziale d*r,  du ^ verschwinden,  d.  h.  alle 

< und  u constant  sein,  oder  die  Coeffi- 
cienten  T und  U derjenigen,  wo  dies 
nicht  der  Fall  ist,  gleich  Kuli  sein.  Die 
beiden  bis  jetzt  willkürlichen  Gruppen 
der  t und  «4  bestimmen  wir  jetzt  derart, 
dasB  alle  T gleich  Kuli  sein  sollen,  und 
alle  w constant.  ßollte  also  keins  der 
T verschwinden,  so  wäre  pzz  0,  q — n zu 
setzen  u.  s.  f.  Man  hat  also  im  allge- 
meinen Falle  p Gleichungen  von  der 
Form : 


3) 


dx, 

xx.äTs0’ 


wo  für  r nach  und  nach  1,  2 . . . p zu 
setzen  ist.  — Das  System  der  Glei- 
chungen 3)  ist  als  vollständig  identisch 
mit  der  gegebenen  Gleichung  1)  zu  be- 
trachten. Denn  da  in  der  Gleichung  1) 
gewisse  unabhängige  Variable  vorhanden 
sein  müssen,  so  kann  man  sich  eben 
die  t als  solche  denken,  und  wenn  man 
nach  jedem  derselben  differenziirt,  so 
verwandelt  sich  eben  die  Gleichung  1) 
in  3).  Was  die  Grössen  u anbetrifft, 
so  müssen  dieselben  gleich  Constanten 
gesetzt  werden,  damit  Gleichung  1)  er- 
füllt sei. 


„Die  Grössen  u sind  mithin  die  Inte- 
grale der  Gleichung  1).M 

Es  ist  dies  eben  die  Definition,  welche 
wir  von  Integralen  gegeben  haben.  Um 
die  allgemeinste  Auflösung  zu  haben, 
muss  die  Anzahl  der  Integrale , d.  h. 
der  Grössen  u möglichst  klein  sein.  Es 
fragt  sich  also,  welches  die  kleinste  An- 
zahl derselben  bei  willkürlichen  Werthen 
der  X sein  kann.  Ans  Gleichung  2) 
ergibt  sich  jetzt: 

4)  2Xlix=2UkiuK 

d.  h.: 

duk 

4*>  x.=*lW- 


und  da  die  Anzahl  der  X n ist,  so  hat 
man  n Gleichungen  von  der  Gestalt  4a), 
welche  man  erhält,  wenn  man  nach  und 
nach  1,  2,  3 . . . » für  s setzt.  Aus 
diesen  n Gleichungen  sind  die  GrÖBsen 
Uk,  U%  , . .,  w,,  . . . derart  zu  be- 

stimmen, dass  die  Anzahl  der  U und 
die  der  u gleich  q ist,  und  es  kann  also 

n 


im  Allgemeinen  q nicht  kleiner  als 


sein.  Denn  sonst  würden  nach  Elimi- 
nation der  U und  u noch  Bedingungs- 
gleichungen  zwischen  den  X stattfinden. 
Es  sind  also  zwei  Fälle  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  n grade  oder  ungrade 
ist.  — Im  ersteren  Falle  ist  die  Anzahl 

der  u wirklich  gleich  im  letztem  die- 

nen  die  Gleichungen  4a)  zunächst,  um 
J(n-f  1)  der  Factoren  U zu  bestimmen, 
Da  dann  die  Anzahl  der  Integrale  w 
auch  gleich  aber  nur  noch 

1 oder  i(n— 1)  Gleichungen 
übrig  sind,  so  ist  eins  der  Integrale  in 
diesem  Falle  ganz  willkürlich.  Wirwer- 
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den  dies  willkürliche  Integral  mit  </  bezeichnen.  Man  hat  also  in  beiden 
die  Identitäten: 

s — Sa 


5)  X XJz=UlJui+Ut4u,+  ...+UJu. 

i=i  * " “ 

s = 2*-j-i 

6)  X X dx=Uf  +U,<ht,  +U7Ju.+  .. . +U  <f«  , 

«=i  * " " 


nnd  es  sind  die  Integrale  der  Gleichung : 


j — Sa 
X 

t = 1 


V*.=  o- 


F allen 


wo  <s„  o. 


a . 
n 


beliebige  Constanten  vorstellen.  Die  Integrale  der  Gleichung : 


* = 2n-fi 

5.  X>dx‘ 


=o 


sind  dagegen : 

,,  = e,  *,=«„  «,  = «,  . . . «„  = «„, 

wo  f eine  willkürliche  Function  der  x ist 

Die  Integration  einer  totalen  Differenzialgleichung  stellt  sich  also  wesentlich 
verschieden,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Variablen  gerade  oder  ungerade  ist.  Für 
den  letztem  Fall  baben  wir  bereits  schon  das  einfachste  Beisptel  »=: 3 betrachtet, 
nnd  gefunden,  dass  in  der  That  von  den  2 Integralen  eins  willkürlich  ist. 

Die  Grössen  I haben  wir  oben  alt  unabhängige  Variable  betrachtet  Es  lässt 
sich  nun  zeigen,  dass  man  für  dieselben,  deren  Anzahl  in  beiden  Fällen  gleich 
n ist,  ganz  beliebige  Functionen  der  x nehmen  kann,  ohne  dass  sich  die  Integrale 
ändern. 

Nehmen  wir  nämlich  2»  bezüglich  2» -f-t  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

*,  =*,(»..  I,  ■ ■ ■ lp , «„  «,  • . • «?), 

wo  die  I willkürlich  sind,  die  w ihre  ihnen  gegebene  Bedeutung  behalten,  so  ist 
offenbar: 

x xs  <r*t  =xc<tt  + x bju, 

eine  Gleichung,  die  ganz  wie  Gleichung  2)  ist 

Wegen  der  Gleichung  4)  muss  aber  auch  sein: 

eine  Gleichung,  die  sich  nur  erfüllen  lässt,  wenn: 

Bh  = Uk,  Cr=  0 

für  jedes  r und  h ist  Die  w sind  also  Integrale,  was  auch  die  t sein  mögen. 

33)  Integration  der  totalen  Differenzialgleichung  für  den 
Fall,  dass  die  Anzahl  der  Variablen  grade  ist. 

Wir  integriren  zunächst  die  Gleichung: 
s=2n 

X X dz =0, 
s=  l 

d.  h.  wir  bestimmen  in  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  die  Integrale  tu  Der 
Kunstgriff,  dessen  man  sich  hierbei  bedient,  besteht  in  der  Auswahl  der  an  sich 
willkürlichen  unabhängigen  Variablen  I.  Zu  dem  Ende  setzen  wir : 

V.  = Vt<,,  U.  = Va,  . . . U = Va  , 

1 " 1 1 n n’ 
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wo  V allein  die  erste  unabhängige  Variable  I,  enthalten  soll,  die  Grössen  a aber 
nur  Functionen  der  übrigen  sind.  Es  ist  dies  z.  B.  der  Fall,  wenn 


man  setst: 


d.  h.: 


K=f,  «,=1, 
• 1 


_1_ 

r, 


1 

V 


V, 

v; 


v. 


V 


Gleichungen,  durch  welche  die  nnabh&n-  «,  als  eine  Function  der  übrigen  sich 
gigen  Variablen  t vollständig  bestimmt  erg&be). 
werden. 


ßetzt  man  noch 

H 

und  multiplicirt  die  Gleichung  5)  des 
vorigen  Abschnitts  mit  A , 
man : 

7)  2 AXJx  = 2adu, 

und : 


8) 


*Axw=°- 


Die  Gleichung  8) 
weil  die  Grössen  w, 


findet  darum  statt, 
, m«  . . . u von  I. 


unabhängig,  also  -^-  = 0 ist.  — Betrach-  fix 


Wir  ffihren  jetzt  noch  das  Differenzial- 
seichen  d ein,  welches  immer  andeuten 
soll , dass  nach  der  ersten  der  unabhän- 
gigen Variablen,  also  hier  nach  tt  diffe- 
renziirt  worden  ist,  während,  wie  eben 
gezeigt,  d auf  ein  Differcnziiren  nach 
so  erhält  jedem  f,  d auf  ein  ganz  beliebiges  Diffe- 
renziiren geht.  Der  Ausdruck  rechts  in 
Gleichung  7)  ist  nun,  wie  wir  gesehen 
haben,  von  tx  ganz  unabhängig,  daher 
sein  Differenzial  d gleich  0,  d.  h : 
d(2AXJx)z=0. 

Die  Gleichungen  8)  können  wir  jetzt 
auch  schreiben: 

da  d so  gut  wie  der  Differenzialquotient 


»,l  - — nur  Differenziiren  nach  andeutet, 

tet  man  I,  jetzt  allein  als  unabhän- 
gige  Variable,  so  sind  die  Grössen  Denkt  ■ man  sich  nun  unter  den  x,  wie 
a ...  a u v m_  von  I , un-  doch  hierbei  geschehen  muss,  die  bezüg- 

lichen Functionen  von  , so  ist  diese 
letztere  Gleichung  offenbar  identisch, 
und  daher  auch  ihr  Differenzial  nach 
einem  beliebigen  Gesetze  genommen. 
Man  hat  also: 

d(2ÄXdx)  = 0. 

man  durch  theil- 


abhängig,  also  bei  dieser  Betrachtungs- 
weise als  constant  zu  denken.  Diese 
2«  — 1 Grössen  sind  mithin  Integrale  der 
Gleichung  8)  (wenn  nämlich,  wie  hier 
angenommen  wurde,  a,  = l ist.  Bei  an- 
dern Annahmen  wäre  auch  «,  ein  In- 
tegral, es  fände  aber  dann  zwischen  den  Offenbar  aber  erhält 
a eine  Beziehung  statt,  vermöge  deren  weises  Differenziiren: 

<f  (I  AXdx)  = 1 4 (.4X)  dx  -f  2 AX  d ix= A Zt X dx  + ä A 2 X dx  + 1 A X d ix  ; 
es  ist  aber: 

zXdx=0, 


also: 

i (Z  A X dx)  = A Z S X dx+ Z A X d ix  - 0. 

Ferner  hat  man : 

d (2  A X Jx)  = Z AX  d cf*+ s d {A X)  ix  = 0, 
und  durch  Snbtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen  : 

9)  Zd(AX)ix  = AZJXdx. 

Da  die  Differenziale  tfx, , <fx,  . . . rfx?B  ganz  willkürlich  sind,  so  müssen  die 

mit  einem  jeden  derselben  multiplicirten  Glieder  anf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
9)  einzeln  gleich  sein.  Dieselbe  zerflUlt  sonach  in  2»  andere  Gleichungen: 
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p—'in  h X 

10)  d( AXJ=A  2 — Edzy 

p- 1 P 

p=2n  d X 

d(AXi)  = A 2 --PdXn 

p=  i d*t  P 


p = 2n  dX 

>(AX  ) = A X P iy 
P=  > *xin  P 


oder  da  man  hat: 


11) 


/tx 

dy 

r 

*+  • • 

■ V1 

in 

die  Gleichungen  10) 

in: 

X.dA  = 

AP=  2"/ 
A 2 ( 

ax 

P 

ÄXA 

hx  . 

\ 

,dxi 

4V 

P' 

XahA  = 

A 2 I 

dX 

P 

ax,\ 

hx 

p=i  \ 

dxa 

\) 

P 

in 


p=2n  ,hX  dXn  v 

dA  = A 2 ( E 

P=  l \dxo„  dx„  ) 


dx  . 
P 


p—i  ' p 

Es  sind  dies  nach  Elimination  von  welche  also  nach  den  uns  bekannten  Re- 

welches  durch  blosses  Abziebn  einer  p!"  SeB<*«ben  mU8\erh4lt,man  natür- 
A hch  m»  Allgemeinen  Integrale  von  die- 

Gleichung  von  den  übrigen  geschehen  ser  letztem  Form.  Da  wir  aber  die  u 
kann,  2n— 1 Gleichungen  mit  2n  Varia-  Buchen,  so  müssen  die  « aus  den  Inte- 
blen.  Die  2n— 1 Integrale  dieses  Systems  gralen  climinirt  werden, 
aber  sind  wie  wir  bereits  gesehen  ha-  Dies  erfordert  aber  die  Auflösung 
en,  ic  Grossen  «, , er,  ...  ul,  neuer  Differenzialgleichungen. 

**%•••  Mn>  °^cr  vielmehr  im  Allgemci-  Bezeichnen  wir  mit  ßL,  ßa  . . . ß^ 

nen  jedes  System  von  2n— 1 von  einan-  irgend  ein  System  von  Integralen  der 
er  unabhängigen  Functionen  dieser  Gleichungen  11),  wie  es  durch  die  Auf« 
Grossen.  . lösung  derselben  gegeben  ist,  so  hat 

Bei  der  Integration  dieses  Systems  11),  man  identisch : 

2AXdx=Bldßl+Ba  dßa  + . . . +B2n_l<tßln_l, 

denn  da  die  ß Functionen  der  u oder  « sind,  so  sind  mithin  auch  die  « oder  u 
Functionen  der  ß,  also: 

pn—  l’ 


und  die  Gleichung: 


2 AXdx  = 2a  du 


muss  die  hier  hingeschriebene  Form  annehmen.  Die  Grössen  B sind  dabei  nur 
Functionen  der  ß,  also  von  #4,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  von  A ganz  frei.  Die 
Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnittes  geht  also  über  in: 
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12) 


Bgdßs=0. 


Die  ß sind  hier  gegebene  Functionen  der  x,  die  B werden  bestimmt  durch  die 
2 n Gleichungen : 


Ax 

Ax> — d~ +s*äT 


wo  für  s zu  setzen  ist:  1,  2 . . . 2«. 
Eine  dieser  Gleichungen  muss  eine  Folge 
der  übrigen  sein,  die  andern  dienen  zur 
Bestimmnng  der  B als  Functionen  von 

x.  Diese  Variablen  xt,  x,  ...  x4) 

werden  aber  mit  Hülfe  der  2n— 1 Inte- 
gralgleichungen bis  auf  eine  als  Functio- 
nen der  ß ausgedrückt,  und  in  den 
Grössen  B kann  nach  der  Substitution 
derselben  xt  nicht  mehr  Vorkommen,  da, 
wie  wir  eben  gezeigt  haben,  dieselben 
nur  von  den  ß abhängig  sind.  Es  bleibt 
also  noch  übrig,  die  Gleichung  12)  zu 
integriren.  Da  die  Anzahl  der  Variablen 
ß ungerade  ist,  so  erfordert  sie  nach 
dem  vorigen  Abschnitte  ein  willkürliches 
Integral.  Dazu  wähle  man  eins  der  ß, 
z.  B.  ß,.  Dies  kann  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  geschehn,  da  ja  jedes  In- 
tegral als  eine  willkürliche  Function  eines 
beliebigen  Systems  anderer  Integrale 
betrachtet  werden  darf.  Wir  setzen  da- 
her ßt  einer  Constanten  gleich.  Nun 
hat  die  Gleichung  12)  noch  2n  — 2,  also 
eine  grade  Anzahl  von  Variablen.  Ihre 
Lösung  kann  also  durch  ein  System  von 
der  Form  11)  bewirkt  werden,  in  wel- 
chem man  dieX,x  durch  die  B,  ß und  die 
Zahl  » durch  n — 1 ersetzt.  Sind  ylt 

y,  . . . y ,,  die  Integrale  dieses  Sy- 
stems, so  kann  man  wieder  yt  gleich 
einer  Constante  setzen,  und  erhält  ganz 
wie  oben  eine  der  Gleichung  12)  ana- 
loge 

iCdy—  0 

mit  2m— 4 Variablen.  Fährt  man  so 
fort,  hat  man  nach  und  nach  ein 
Systcnp  von  2n— 5 Gleichungen  mit 
2n— 4,  2«— 7 Gleichungen  mit  2m— 6, 
u.  s.  w.,  endlich  1 Gleichung  mit  2 Va- 
riablen. Indem  man  das  erste  Integral 
jedes  Systems  einer  Con9tantcn  gleich 
6Ctzt,  erhält  man  so  die  Integrale: 

ß i»  7 1>  • • • yi> 

im  Ganzen  n Integrale,  und  diese  sind 
offenbar  die  Integrale  der  vorgclegtcn 
Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes,  d. 
h.  diejenigen  Grössen,  die  wir  mit 
u,  * • • un  bezeichnet  haben. 

Bis  zu  diesem  Punkte  hat  Pfaff  das 


Problem  behandelt.  Dio  Ausführung 
wird  aber  bei  weitem  einfacher  und  ele- 
ganter, wenn  man  sich  mit  Jakobi  der- 
jenigen Integrale  bedient,  welche  wir 
oben  als  Hauptintegrale  bezeichnet  haben. 

34)  Einführung  der  Hauptinte- 
gralo  in  Bezug  auf  dio  hier  be- 
handelte Aufgabe. 

Nachdem  das  System  11)  integrirt  ist, 
kann  man  die  Integrale  ß unter  unend- 
endlich  vielen  Formen  schreiben.  Wir 
führen  jetzt  die  Form  der  Hauptinte- 
grale ein,  d.  h.  wir  setzen  x4=0  oder 
gleich  einer  andern  beliebigen  Zahl.  Es 
mögen  dann  sich  verwandeln  x,  in  x/, 
xs  in  x,'  u.  s.  w.  Wir  ersetzen  dann 
das  System  der  ß durch  das  System 
x/,  *»'»  **'  • • •>  und  tlie  Gleichung  12) 
des  vorigen  Abschnitts  wird  dann : 

ZAXJx=2K<fx't 

wo  die  Ä\nur  Funktionen  der  Grössen 
x,',  x,'  . sind.  Das  Wichtige  die- 
ser Form  ist  nun , dass  man  diese 
Grössen  K augenblicklich  bestimmen 
kann.  — Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir 
mit  A\  X/,  X,'  ...  die  Wcrthe, 
welche  bezüglich  A , Xt,  X^  annehmen, 
wenn  man  darin  xt,  x,  ...  x.,w  mit 

0,  x,'  ...  x'2(t  vertauscht.  Da  nun  die 

Gleichung : 

SAXJx—SKdx' 

für  beliebige  Werthe  der  x gilt,  so  ist 
auch: 

ZA'X'Jx'  = zKJx\ 
also  identisch : 


und : 

12  a)  1AXJx  = IA'X,<Tx\ 

Da  xa'  an  die  Stelle  von  ßl  getreten 
ist,  BO  ist  einer  Constante  gleich 

gesetzt,  das  erste  Integral  der  Gleichung 
5).  Man  hat  nun  zu  integriren  die 
Gleichung : 

XX'<&'  = 0, 

welche  12)  entspricht,  und  deren  Varia- 
blen x,',  x/  . . . x'  sind.  Die  Inte- 
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U J — T4 


tf 


« =x  <"> 
n xa»  * 


gration  führt  auf  ein  System  von  2« -2  integrale  der  verschiedenen  Systeme  wcr- 
Differenzialgleichungen,  welches  wir  mit  den  gebildet,  indem  man  nach  and  nach: 
11a)  bezeichnen.  Es  geht  aas  11)  da-  . . 

durch  hervor,  dass  man  darin  die  beiden  x"  . . . x _ 'B— 

ersten  Gleichungen  ganz  fortlässt,  und  n 1 

in  den  übrigen  z„  x4  . . . x , X.,  der  oder  einer  andern  Zahl  gleich 
v v _ ..  . 2n , , setzt,  und  jedes  System  gibt  ein  Integral 

’ ^2»*  A vertauscht  mit  xt  , x4  der  Gleichung  5),  nämlich: 

• • • i ^4  ...  j4,.  Das 

System  11  a)  habe  nun  die  Hauptintc- 
grale  x4",  xt"  . . . x",.  , und  der  Werth  Wir  wollen  noch  die  Grösse  A der 

von  A,  für  *,'  = 0 Ki  A,',  so  hat  man  Wege°  A>  b<!' 

gMU  wie  oben.  Schon  im  Abschnitt 9)  haben  wir  eine 

^ X <JX  — £ A%f  X”  Jx  Variable,  die  nicht  selbst,  sondern  deren 

Man  setzt  w,=x4"  einer  Constanten  Differenzial  allein  in  dem  gegebenen 

gleich,  so  Ut  zu  integriren  die  Gleichung:  System  vorkommt,  als  Index  des  Systems 

2X"dx"  = 0 bezeichnet.  Wir  wollen  diesen  Ausdruck 

' hier  so  erweitern,  dass  wir  eine  Variable 

Diese  zerfällt  wieder  in  ein  System  von  noch  dann  Index  nennen,  wenn  nur  das 
2n  — 4 Gleichungen,  welches  der  Glei-  Differenzial  einer  Function  von  ihr  in 
chung  11)  analog  ist  und  das  wir  mit  11b)  den  Gleichungen  vorkommt.  In  den 
bezeichnen.  Es  entsteht  aus  11),  indem  Gleichungen  11)  kommt  nun  nur: 
man  die  ersten  4 Gleichungen  weglässt,  ^ 


für  x, 
schreibt 


2«’ 


X2j|,A  aber 


ff 


ff 


„ff 


H=d'^ 


rn 


* > *«  ...  - 2j(,  „Y4  ...  v£>r^  somit  ist  A und  in  den  Syste- 

Aa.  Dieses  System  11b)  möge  men  11a),  Hb)  . . . also  auch  At% 

nun  zu  Hauptintegralen  haben:  x/"..  - A.'  ' \ * ciri  Indcx-  Jeder  Index  ha*> 

X„  ,n  U.  8.  W 

in 


2 »’ 


egraien  naDen:  x.  ...  . . , . „ * i 

Man  hat  also  nach  und  w,.e  ,w,r  “ och  erinnern  wollen,  die  Eigen- 
schaft , dass  er  ohne  Erhöhung  des  Sy- 
nach  zu  integriren  die  Systeme  11),  11  a),  stems  eliminirt  werden  kann.  Zieht  man 
11b),  11c)  n.  s.w.,  im  Ganzen  «Systeme  nämlich  in  11),  nachdem  durch  A divi- 
mlt  bezüglich  2»,  2«-2,  2n— 4 ...  2 dirt  ist,  eine  Gleichung  von  allen  übri- 
Variablcn  (mit  Ausschluss  der  Grössen  gen  ab , so  ist  d lg  A verschwunden. 
A,  Aa,  At  die  sich  immer  nach  Nach  der  Integration  der  so  gebildeten 

Auflösung  der  übrigen  Gleichungen  durch  Gleichungen  gibt  eine  beliebige  der  Glci- 
blosse  Quadratur  ergeben).  Die  Haupt-  chung  11),  z.  B.  die  erste: 


ölg  A=x* 


idX 

(_ P. 

l<5x 


V 


und  da  mittels  der  Integrale  alle  x als  Functionen  einer  dieser  Grössen  bestimmt 
werden  können,  hat  man: 


HA 


/dX 

[ P 

äxA 

\*xt 

dx  / 

A—c 

Es  ergibt  sich  also  der  Index  eines  Systems  immer  durch  blosse  Quadratur. 
Die  Gleichung  11a)  lautet  nun: 


2 X dx=  4^  (X,Vx,  + X/tfx/4* 

Ai 


Man  hat  ferner,  wenn  man  das  eingeschlagene  Verfahren  wiederholt: 


P — in  a » 

2 Xvdxp=-T-  (V'*r4"+X4'Vx,"+  . 

p=3  r r 


♦ ■> 


s.  w.,  also  schliesslich: 
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13)  XXSz=~  X,Vr,»+  V A/  +-'’— '/  v *'  X.’"Jx,"’+  . . . 

A | A | A ^ A | A | A | 

(*)rf  r (■). 


A/A.’A,’  . . . a; 
AlA,A,  . . . A 


X,nK"'**tn 


Man  kann  hierbei  als  unabhängige  Variable  betrachten  die  Indices  A„  A,...An 

A,  A,A,  AJA2’...An' 

oder  auch  die  Factoren  — j-,  — 5 — j-i-  . . . — - — — . 

Die  «ehr  wichtige  Gleichung  13)  gibt  die  Form  an,  auf  welche  sich  der  Aus- 
druck JfXtfx,  wo  tf  eine  beliebige  Veränderung  anzeigt,  bringen  lässt,  wenn  die 
Gleichung  jXdx—  0 mtegrirt  i6t. 

Um  die  Wichtigkeit  dieser  Gleichung  zu  zeigen , bemerken  wir » dass  es  oft 
vorkommt,  dass  einige  der  Functionen  X,  also  etwa  X . . Xm  , _ , 0 . • . 

StP+I  n-f-p-f-z 

X gleich  Null  sind,  während  die  vorhandenen  X Functionen  der  2 n Variablen 

x sind.  Man  hat  dann  nur  nötbig,  p Systeme  yon  der  Form  11),  11  a)  ...  zu 
integriren,  um  eine  Gleichung  von  der  Form  zu  haben : 

»>  VH0”*  *.,+i°Ss+.w+  • • • + 


Die  ersten  Hauptintegrale  der  p — 1 rorher  gebildeten  Systeme  sind  zu- 
gleicb  Integrale  der  Gleichung  XXdx=zO",  es  fehlen  also  noch  » — p+1 
Integrale,  da  ihre  Ansahl  n ist,  und  diese  werden  erhalten,  wenn  man 

«i— p+1  Grössen  x W z ,,W  . . . z . W gleich  Constanten  setst.  Es  sind 
r 2p  ip+ 1 n+p 

also  in  diesem  Falle  statt  n nnr  p Systeme  zu  integriren.  Ausserdem  hat  man: 


15) 


z x Jz=^x,<rz,’+A/ xt"irzt"+  . . . 


A,A, 
Al’A,’  . . 


p-1 


A.  A 


* • • • ^p-l 


ip- 


(P~l)jx  (P — *) 

-8  W tp- 8 


A*AJ  . . . A ' 

+ — (XfJIWrf *,.«+  * 


ip 


Mi*  . W+  • • • 

Jp  + i ip+t  T 


. X OOrf,  ü>)\ 

+ x n+p  ® n+p  ’■ 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  pzl  ist.  Man  hat  dann  nach  einer  Integra- 
tion bereits  die  Gleichung  14).  Es  ist  lediglich  das  System  11)  zu  integriren, 
nnd  die  Hauptintegrale  desselben  sind  auch  die  Integrale  der  vorgclegten  Glei- 
chung 5).  Die  Gleichung  15)  aber  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 


15  a) 


XXdx=^j-  (X,V*,'+X,V*/+ 


. +X’  , Sx1  , , ). 

»-(-I  ti+l 


Dieser  Fall  iBt  darum  so  wichtig,  weil  auf  ihn,  wie  zu  seiner  Zeit  gezeigt  werden 
soll,  die  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  sich  immer  zuriiekfohren 
lassen. 


35)  Integration  einer  totalen  Differenzialgleichung  mit  einer 
ungraden  Anzahl  von  Variablen. 

Wir  haben  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  Gleichung  6)  zn  beschäftigen, 
welche  wir  schreiben  wollen: 

s=»n+l  *=n 

16)  X XSx=kS'/+-  X t/A<f«v 

s — t k = I 

Setzt  man  die  willkflrliche  Function  >y  gleich  einer  Constante  <z,  so  kann  man 
mittels  der  Gleichungen : 
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i=  »n+i 

v=o,  <h(=  2 «f*  =o 

1=  ! * 

eins  der  x und  du  entsprechende  dx  auf  der  linken  Seite  von  16)  eliminiren, 
w&hrend  recht«  du  erste  Glied  fortf&Ht.  Man  hat  dann  eine  Gleichung  mit  in 
Variablen,  die  auf  » Integrale  zurückgeführt  werden  soll. 

Somit  ist  die  Aufgabe  Yollatkndig  gelöst.  Wir  wollen  jedoch  durch  Einfüh- 
rung der  Hauptintegralc  der  Gleichung  16)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

Zu  dem  Ende  führen  wir  statt  und  die  Grössen  f und  dtf 

ein,  mittels  der  Gleichungen: 

*<*>•  *.  • • • ',a+l)  = 7.  *£**,=**■ 

P 

Es  wird  dann: 

« = 3n+  l » = 2rt 

S X*x  = 2 F cfx+Kty, 

t- 1 i=l 


wo  gesetzt  wurde: 


K —X—X 


d9 

dx 


2«-f  t 


d<f> 


dx 


2n-f! 


X = X, 


2n-f* 1 <V 
a*»n+l 

Dem  Ausdrucke  2 Vdx  aber  kann  dieselbe  Form  wie  dem  Ausdrucke  2 X dx 
in  Gleichung  13)  gegeben  werden,  da  derselbe  nur  2 n der  Grösse  x enthalt,  wenn 
man  das  darin  Torkommende  y als  constant  betrachtet.  Sind  wieder  x/t  x4"  . . . 
die  ersten  Hauptintegrale  der  sich  hieraus  ergebenden  n Systeme,  welche  durch 
Integration  der  Gleichung  2 Vdxz=.  0 entstehen,  wenn  man  darin  tf  als  constant 
betrachtet.  8eien  F',  V”  , . . die  entsprechenden  Werthe  von  F,  welche  entste- 
hen, wenn  man  xlt  x,  . . . bezüglich  durch  x,',  x/  . . . x'Jw,  x/'f  x/'  . . : 

ersetzt-,  haben  Aiy  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist  also: 

17)  x X, ix,  = V,'dx,'+  4xJ’+  . . . 


G*. 


A 

A,’A,’ 


v ("W  w 


Die  den  Systemen  11),  Ha)  . . . analog  gebildeten  Gleichungen  nehmen  aber  in 
diesem  Falle  eine  symmetrische  Form  an,  welche  für  die  Folge  von  Wichtigkeit 
sein  wird.  Es  ist  n&mlich  wegen  Gleichung  16): 

IX  dx-li,f  zzl  Udu. 

Man  kann  nun  ans  denselben  Gründen  wie  in  Abschnitt  32)  annehmen,  dus  alle 
Grössen  U die  erste  nnabbängige  Variable  I , nur  in  einem  gemeinschaftlichen 

Factor  -p  oder  -i  enthalten,  wie  dies  auch  unmittelbar  Gleichung  17)  zeigt, 

j yi 

und  setzt  man: 

A X=fiy 

so  hat  man: 

*=8n  A = n 

2 AX  »tx  —Xdq  = 2 

«=l  * A=l  * * 
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wo  die  Factoren  u von  A unabhängig  sind.  Man  erhält  nun  ebenso,  wie  im  be- 
zeichneten  Abschnitte  : 

d(lAxd x-j<dy)=0, 

und : 


d(I  A X c \z — ftdtf)  — 0. 

Da  aber  die  Lösung  unserer  Qieichung  erfordert,  dass  y einer  Constante  gleich 
sei,  so  ist : 


dtf  — 0 und  folglich  auch  cfdy=0. 

Man  erhält  dann  durch  Transformation  der  letzten  beiden  Gldichungen: 

AI  X ddx  + ld  (AX)dx—df4  <fy  ~0, 

A I X ddx  -f- 1 d (A  X)  (ix  = 0, 
also  durch  Subtraction: 

18)  ld(AX)<Jx-df4  tfy  = AUXdx, 

wenn  man  die  Gleichung  IXdx  = 0 berücksichtigt.  Hieraus  bildet  man  ganz  wie 
in  Abschnitt  32)  das  System: 


19) 


Xt»A  = df,^-  + A X 


?>  = »»+■  /a* 
X 

P = < 


al 


p = >»+ 1 
+ A X 
in+l  P=> 

Mit  tlieaen  Sn  + l Gleichungen  verbindet  man: 

X%_  dx=0. 
ox 


\ . . d*  ) V 

' 2l»-f  1 p ' 


Offenbar  kann  man  durch  blosses  Abziehen  zunächst  du,  dann  aber,  nach  Division 
dA 

durch  A,  auch  -j-  = dlg  A eliminiren.  lg  A und  fi  ergeben  sich  dann  nach  Inte- 
gration des  so  reducirten  Systems  durch  blosse  Quadraturen.  Es  sind  also  p und 
A Indices  des  Systems  19).  Nach  Elimination  derselben  hat  das  System  also 
noch  2n  Gleichungen  mit  2m -f*  1 Variablen.  Ein  Integral  desselben,  y = a,  ist 
aber  bereits  bekannt.  Setzt  man  xt=0,  so  erhält  man  in  Verbindung  mit  y =a 
die  Hanptintegrale  x /,  . . . x'Sm,  und  es  wird: 


IAX  dx=  A (1  t/y  +1  Vdx)  = u dtf  + AI  V dx*. 


Der  Ausdruck  I Vfdxr  enthält  nur  2«— 1 
Variable.  Man  setzt  wieder  xt'  gleich 
einer  Constanten,  und  zur  Bestimmung 
der  übrigen  Integrale  der  Gleichung  16) 
ist  dann  wieder  von  einem  Systeme  wie 
11a)  auszugehen,  oder  was  dasselbe  ist, 
von  dem  System  19),  w'enn  man  darin 
xX  mit  xr  Vf  vertauscht,  und  d. u = 0 
setzt. 

36)  Bedingungen,  unter  wel- 
chen weniger  Integrale  als  im 
allgemei  nen  Fall  e dcrGleichung 
ge  nüg  e n. 

Die  vorigen  Abschnitte  erschöpfen  den 


allgemeinen  Fall  unseres  Problems.  — 
Wie  aber  bei  einer  Gleichung  mit  3 Va- 
riablen der  Fall  eintreten  konnte,  dass 
sie  nur  ein  Integral  hatte , so  ist  es  bei 
2n  und  2i*+i  Variablen  ebenfalls  mög- 
lich, dass  sic  auch  weniger  als  n,  bexüg- 
n + 1 Integrale  habe,  und  haben  wir  für 
alle  diese  Fälle  die  entsprechenden  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  Grössen 
X aufzustellen. 

Wir  unterscheiden  wieder  die  beiden 
Hauptfälle,  wo  die  Anzahl  der  Variablen 
grade,  und  wo  sie  ungrade  ist. 

I.  Fall  einer  graden  Anzahl  von  Va- 
riablen. 
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In  der  Gleichung:  gross  selbstverständlich  auch  die  der  f/, 

so  hat  man  nur  2n  — 2q  — l Integrale 
des  Systems  11). 

Es  kann  also  dies  System  tl)  in  die- 
sem Falle  auch  nur  aus  2n— 2a  — 1 Glei- 
»U  gemeinschaftlicher  Factor  der  Grösicn  <hunKcn  bestehen,  da  «ich  nur  soviel 
V vor,  und  dies  war  der  Grund,  dass  »on  e'n»m!er  »n.bhingige  Gleichungen 
die  2 M - 1 Integrale  des  Systems  11)  'iurrh  Differenzliren  der  Intcgralgletchnn- 
ansser  den  « noch  ans  den  Verhältnissen  Kcn  ergeben,  und  es  folgt  hieraus,  dass 


i=in 

X X Az  t= 2 U Au 

I = t 

kommt  die  erste  veränderliche  I,  nur 


bestanden. 


£,  v,  ^ 

Ul  ».**•  U , 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Grössen  «, 
also  der  Integrale  der  Gleichung  JiXdx  — Q 
kleiner  als  n,  etwa  R-y,  und  eben  so 

dX  dx 


2 q von  den  2«— 1 Gleichungen  des  Sy- 
stems 11)  Folgen  der  übrigen  sein  müssen. 

Dieser  Bedingung  wollen  wir  zunächst 
einen  analytischen  Ansdruck  geben 
Zu  dem  Ende  schreiben  wir  mit  Ja- 
kobi : 


dx 


*>■ 


« p 

und  die  Gleichungen  11)  haben  dann  die  Gestalt: 
20)  XldA  = AX(j>,  l)d*  , 

X,dA=A2(p,  2)dx;/ 


XJHdA  = A 2(p,  2n)  djy 

wo  die  Summen  auf  alle  Wcrthe  von  p,  von  ;>  = 1 bis  p = 2a  gehen.  Ausserdem 
ist  offenbar: 

' (p>  *)=-(«.  /').  (p.  p)=o. 

Damit  die  2 q letzten  dieser  Gleichungen  Folgen  der  übrigen  sind,  mass  man  die 
Cocfficicnten  von  nx4  ...  Jx  und  dA  in  diesen  letzten  Gleichungen,  der  Summe 

der  entsprechenden  Coefficientcn  der  2n— 2q  ersten  Gleichungen,  wenn  man  die- 
selben mit  zu  bestimmenden  Grössen  multiplieirt,  gleichsetzen  können. 

Es  ist  also  für  jede  Zahl  r,  die  der  Reihe  2n— 2^4-1,  2m  — 2? + 2 . . . 2n 
entnommen  ist: 


21) 


xr= 

<?=' 


e = 2"-2?  (r) 

v V {p' 


g = 2«-2?  .v 

>,  r)=2  (P.  C). 


wo  p jede  Zahl  von  1 bis  2«  vorstellt. 

Die  Grössen: 

„(»»-»?+■)  „(»«-*?+') 


Sn— ig 


(Sn-Sf+l) 


sind  als  unbekannte  Grössen  zu  be- 
trachten. 

Für  jeden  Werth  von  r hat  man  hier- 
nach also  2m+1  Gleichungen,  und  wenn 
man  aus  diesen  die  entsprechenden  a, 
an  Anzahl  2n—2g,  eliminirt,  so  bleiben 
noch  2y-f-l  übrig,  und  da  r 2g  ver- 
schiedene Werthe  annimmt,  so  würde 


man  im  Ganzen  2 g (2q  4-1)  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Grössen  X 
haben,  welche  anzcigen,  dass  die  Glei- 
chung 2Xdx-  0 nur  n — q Integrale 
habe. 

Stellten  wir  uns  die  allgemeine  Auf- 
gabe , « Gleichungen  mit  n+p  Varia- 
blen zu  integriren,  uud  nähmen  wir  an, 
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dass  ein  solche»  System  nur  n Integrale  habe  (die  Anzahl  der  Integrale  der  der 
Gleichungen  gleich  sei),  so  sind  hierbei  ebenfalls  gewisse  Bedingungsgleichungen 
su  erfüllen. 

Sind  nämlich  x9  . . . y,,  ya  ...  die  Variablen  des  Systems, 

so  geben  die  n Integrale  alle  n Grössen  x als  Function  der  p Grössen  y;  die  letz- 
tem sind  also  unabhängige  Variable.  Ist  somit: 


2 xr<t*r=  y,  dy , + V,  </y,+  • . . y „dy  , 

r—  I ' H 


eine  Gleichung  des  Systems,  so  ist: 
r-n  dx 

2 X„  r -=Y  . 

r—  I r Oy,  • 

Die  Gleichung  zerfällt  also  in  p andere, 
und  da  das  System  aus  n Gleichungen 
besteht,  so  hat  man  deren  np , welche 

dxr 

hinreichen,  die  n p Grössen  t — zu  bc- 

dyt 

stimmen.  Nimmt  man  die  Ausdrücke 
dx  dx 

für  zwei  derselben  - — und  ^ — , diffe- 

dyt  dy8 

rensiirt  den  ersten  nach  y^',  den  zwei- 
ten nach  y<}  so  erhält  man  zwei  Aus- 


lässt, so  ist  die  Anzahl  dieser  Bedin- 
gungen offenbar  |«p(p— l). 

Setzt  man  z.  B.  a = l,  /;  = 2«  — 1 , so 
wird  diese  Anzahl:  (2n— 1) («  — 1). 

Dieser  Fall  stimmt  mit  dem  unserigen 
überein,  wenn  man  ein  Integral  voraus- 
setzt,  also  n—g  = 1,  g = n— 1 setzt. 

Die  Formel  2y(2y-fl),  die  wir  für 
die  Anzahl  der  Bcdingungsgleichnngen 
fanden,  gibt  dann:  2(2*— 1)  (m  — 1),  also 
die  doppelte  Anzahl  der  auf  anderem 
Wege  gefundenen  Bedingungsgleichun- 
gen, — Es  löst  sich  dieser  Widerspruch 
dadurch,  dass  von  den  aus  21)  folgen- 
den Bedingungsgleicbungen  immer  die 
Hälfte  wegfallt,  mithin  deren  Zahl  nur 
y(2?+l)  ist. 


drücke,  die  einander  gleich  Bind.  Jede  Um  dies  zu  zeigen  , wollen  wir  den 
dieser  Gleichungen  ist  eine  Bedingung  entwickelten  Ausdruck  für  die  Bedin- 
für  das  Vorhandensein  von  n Integra-  gnngsgleichungcn  bilden,  d.  h.  aus  den 
len,  und  wenn  man  r alle  Werthe  von  Gleichungen  21)  die  « eliminiren.  Die 
1 bis  n,  s alle  von  1 bis  p annehmen  Resultate  in  Determinantenform  sind: 

(1,  1)  (I.  2)  (1,  3)  . . . (1,  *)  (1,  r% 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . . (2,  »)  (2,  r) 


22) 


= 0. 


22.) 


(».  1)  («■,  2)  (»,  3)  . . . (»,  *)  (»,  r), 
(e,  1)  (v,  2)  (e,  3)  . . . (.,  w)  («>,  r) 

(1.  1)  (1.  2)  (1,  3)  . . . (1,  «■)  (1,  r), 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . . (2,  «)  (2,  r) 


(w,  1)  (k,  2)  (»,  3)  . . . (w,  Kl)  (io,  r), 
X|»  X.,  X,  • • • Xr 


Jede  der  Zahlen  r und  r kann  die 
Werthe  von  2n— 2y4-l  bis  2«  auneh- 
tnen.  in  ist  immer  gleich  2«  — 2,. 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  22)  ist 
also  4f *,  die  der  Gleichungen  22a)  2f, 
was  zusammen  2,(2y+'l)  Gleichungen 
gibt.  Jedoch  fallen  von  dem  System  22) 
eine  Anzahl  Glcichnngen  weg. 

Zunächst  ist  (p,  »)  = —(*,  p)  nnd  die 


Anzahl  der  Colnmnen  ungrade.  In  2, 
von  den  Glcichnngen  22)  ist  nnn  r—t. 
Vertauscht  man  alao  dio  vertikalen  Co- 
lumncn  mit  den  Horizontalrcihen,  so 
wird  dadurch  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante geändert.  Bei  jeder  solchen 
Vertauschung  aber  bleibt  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Determinante  unver- 
ändert, nnd  folglich  muss  dieselbe  iden- 


'1 


m •% 

i 
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tisch  gleich  Null  sein.  Es  fallen  also  Anzahl  der  Gleichungen  22)  bleibt  nur 
▼on  den  4y*  Gleichungen  22)  schon  2g  noch  2g1—  q,  was  mit  den  2g  Gleichun- 
als  identisch  weg.  In  den  Ag1  — 2g  gen  22a)  verbunden,  in  der  That: 
übrigen  ist  r von  v verschieden , und  in  g (2g  -fl)  Bedingungsgleichungcn  gibt.  — 
je  zweien  davon,  die  man  sich  durch  Soll  die  Gleichung  2 X dx  nur  ein  In- 
Vertauschung  von  r und  t>  entstanden  tegral  haben , so  war  die  Auzahl  der 
denken  kann,  unterscheiden  sich  die  Bedingungsgleichungcn,  die  man  hier 
Ausdrücke  links  vom  Gleichheitszeichen  auch  Bedingungen  der  Integrabilität 
aus  dem  angeführten  Grunde  nur  durchs  nennt:  (2n  — l)(n  — 1).  Es  ist  dann  zu 
Vorzeichen.  Also  je  2 dieser  Gleichun-  setzen  w-  2,  und  die  Bedingungen  der 
gen  haben  gleiche  linke  Seiten,  und  die  Integrabilität  lauten  also : 


(1,  1)  (1,  2)  (1, 

r) 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 

22  b) 

(2,  1)  (2,  2)  (2, 

r) 

= 0, 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 

(t>,  1)  (t>,  2)  (v, 

r) 

X , Xr 

II)  Fall  einer  ungraden  Anzahl  von 
Variablen. 

Sei  nun  2n-\-l  die  Anzahl  der  Va- 
riablen. 

Bleibt  das  willkürliche  Integral  be- 
stehen, so  wird  mittels  desselben  die 
Anzahl  der  Variablen  auf  2«  reducirt, 
und  der  Gang  der  Untersuchung . sowie 
das  Kesultat  derselben  ist  dann  wie  in 
A.  Da  aber  7.  in  der  reducirten  Glei- 
chung vorkommt,  so  sind  die  Bedin- 
gungsgleichungen und  also  auch  die  An- 
zahl der  Integrale  von  der  Auswahl  des 
willkürlichen  Integrals  abhängig.  — Wir 
stellen  aber  jetzt  die  Frage:  „Wie 

* = 2«-}-l 

müssen  in  2 ^t^xs  = ® ®r^8" 

* = 1 

8en  X beschaffen  sein,  damit  die  Glei- 
chung durch  n Integrale,  ohne  willkür- 
liches befriedigt  werden  kann“.  Der  ball 
ist  offenbar  die  Verallgemeinerung  dessen, 
den  wir  in  Bezug  auf  3 Variable,  also 
n — 1,  bereits  behandelt  haben , wo  ein 
Integral  der  Gleichung  genügt , und  die 
Bedingung  der  Integrabilität  sich  ergibt. 
Im  allgemeinen  Falle  ist  nun  in  den 
Gleichungen  19)  offenbar  ^=0  zu 
setzen.  Es  entstehen  dann  Gleichungen, 
die  wir  mit  19a)  bezeichnen,  und  die 
ganz  gleiche  Form  mit  den  Gleichungen 
11)  haben,  jedoch  ist  ihre  Anzahl,  wie 
die  der  x,  2«  -fl. 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  . . 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . 


= 0. 


Nach  Elimination  des  Index  A hat 
man  also  noch  2n  Gleichungen. 

Integrale  derselben,  d.  h.  von  lt  un- 
abhängige Grössen,  sind,  wie  Gleichung 
16)  zeigt,  wo  das  erste  Glied  rechts  l<f<f 
verschwindet,  die  Ausdrücke  ut,  vt  ...u  , 

U2  u$  U*  , n tM 

■jj-,  -Tr-  . . . -jj-,  da  alle  U das  t , nur  als 

C/,  t/j  t ! 

gemeinschaftlichen  Factor  enthalten.  Man 
hat  also  2n  Gleichungen  mit  2«  — 1 In- 
tegralen, was  nur  möglich  ist,  wenn  eine 
Gleichung  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen ist.  Die  Bedingung  dafür  wird 
durch  die  beiden  Gleichungen  21)  dar- 
gestellt, wenn  man  r = 2M-fl  setzt,  und 
die  Summe  auf  alle  Werthc  p von  1 
bis  2n  bezieht.  Die  Elimination  der  a 
führt  dann  wieder  auf  Gleichungen , die 
22)  und  22a)  analog  sind,  wenn  man 
setzt:  r = t>  = 2n-fl,  ie  = 2n.  Dann  stellt 
das  System  22a)  nur  eine  Gleichung 
vor,  und  die  Gleichung  22)  wird  iden- 
tisch aus  den  in  A erörterten  Gründen. 
Damit  also  die  Gleichung 

s — 2n-fl 

2 X dx  — 0 

i=  t 

durch  n Integrale,  von  denen  keine  will- 
kürlich ist,  befriedigt  werden  könne,  ist 
folgende  Bedingung  zu  erfüllen: 

. (1,  2«)  (1,  2n  + l) 

. (2,  2m)  (2,  2m + 1) 

= 0. 


(2m,  1)  (2m,  2)  (2m,  3)  . . . (2m,  2m)  (2m,  2m -fl) 

x,,  jv„  Xj  ...  x2n,  *2M+1 

Für  n = l ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  der  Integrabilität, 

Sollen  ausser  dem  willkürlichen  Integrale  noch  g andere  wegfallen,  also  im 
Ganzen  7 -fl,  so  haben  die  Gleichungen  19  a)  2m— 27  — 1 Integrale,  und  von  den 
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2 n Gleichungen,  die  nach  Elimination 
des  Index  aus  19a)  sich  ergeben,  sind 
somit  2y  + l identische  Folgen  der  übri- 
gen. Man  erhält  wieder  dafür  die  Be- 
dingungen 21),  in  denen  zu  setzen  ist: 
für  r alle  Zahlen  von  2n— 2y  + l bis 
2«+l,  für  p alle  Zahlen  von  1 bis  2n+l, 
und  wo  die  Summen  von  p = 1 bis 
Q~2n—2q  auszudehnen  sind. 

Nach  Elimination  der  « stellen  sich 
dann  Systeme  wie  22)  und  22  a)  ein, 
wo  zu  setzen  ist:  w-2n  — 2q  wie  oben 
und  für  r und  v jede  der  Zahlen  von 
2n— 2y  + l bis  2n+l. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  wäre  so- 
mit: (27 +1)  (27  + 2),  reducirt  sich  aber 
in  derselben  Weise  wie  in  A auf  die 
Hälfte,  d.  h.  auf  (27  + 1)  (7 + 1)  Bedin- 
gungen. 

Soll  die  Gleichung  XXdxzzzO  also 
nur  ein  Integral  haben,  so  wird  die  An- 
zahl der  Bedingungen  gefunden,  wenn 
man  setzt:  7 = « — 1,  also:  n(2n  — 1) 
Bedingungen. 

Es  ist  ferner  «j  = 2,  und  für  r und  e 
jede  der  Zahlen  von  3 bis  2n  + 1 zu 
setzen. 

Die  Bedingungen  der  Intcgrabilität 
schreiben  sich  also  im  Falle  einer  un- 
graden  Anzahl  von  Variablen  ganz  wie 
die  für  den  Fall  der  graden  Anzahl  ent- 
wickelten (22  b). 

37)  Vereinfachung  des  allge- 
meinen Verfahrens,  wenn  die 
Anzahl  der  Integrale  geringer 
ist  als  im  allgemeinen  Falle. 

Nach  Fortfall  der  identischen  Glei- 
chungen und  nach  Elimination  von  A 
hat  man , sowohl  wenn  die  Anzahl  der 
Variablen  grade,  als  wenn  sic  ungrade 
ist,  noch  2n  — 27— 1 Differenzialgleichun- 
gen 11)  oder  19  a)  übrig.  Diese  ent- 
halten im  erstem  Falle  2»,  im  letztem 
2n  + l Variablen,  und  da  die  Anzahl  der 
Integrale  der  Gleichungen  11)  2n  — 1— 2 7 
ist,  also  ebensoviel  Variable  sich  als 
Function  der  übrigen  ergeben,  so  ist  die 
Anzahl  der  noch  übrigen,  also  unabhän- 

figen  Variablen  x im  ersten  Falle  gleich 
7 +1,  im  letzteren  27+2.  Dadurch 
erhalten  die  Gleichungen  11)  einen  ganz 
andern  Charakter  wie  im  allgemeinen 
Falle,  wo  7 = 0 ist,  also  nur  eine  un- 
abhängige Variable  sich  vorfindet. 

Seien  x,,  x,  . . . xg  die  unabhängi- 
gen Variablen , also  5 bezüglich  gleich 
27  + I oder  gleich  2y+2,  seien  ferner 
die  2n—2q—\  oder  2 n—s  bezüglich 
2n— * + l Gleichungen,  die  sich  aus  den 
Gleichungen  11)  nach  Elimination  von 
A ergeben,  alle  von  der  Gestalt: 


wo  die  nicht  unabhängigen  Variablen 
zum  Unterschiede  mit  y bezeichnet  wor- 
den sind,  X und  Y Functionen  aller  x 
und  y,  in  jeder  Gleichung  die  Werthe 
der  X und  Y andere  sind,  und  die 
zweite  Summe  auf  alle  Werthe  von  h, 
von  A=  1 bis  h — Q geht,  wo  q gleich 
2n  — s oder  bezüglich  Q = 2n— s + 1 ist. 
Da  nun  x,,  x,  . . . xg  von  einander 

unabhängig  sind , so  kann  man  x„  x, 
. . . constant  denken,  und  hat  zu 

integriren  das  System: 
h = Q 

Xlrfx,+Ä£1  FA=°- 

nier  ist  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Variablen  nur  Eins,  und  die  Anzahl  der 
abhängigen  7 gleich  der  der  Gleichun- 
gen. Die  Integration  erfolgt  also  in  der 
gewöhnlichen  Weise.  Wir  setzen  xt=0 
und  bilden  die  Hauptintegrale:  y/,  y,' 
• • • In  die  vorgclegte  Gleichung 

setzen  wir  nun  diese  Werthe,  und  mö- 
gen dadurch  X und  Y sich  in  X'  und 
r verwandeln. 

Diese  Ausdrücke  entstehen  also,  wenn 
mau: 

*1=0,  yi=yt yQ=yQ’ 

setzt,  x,,  x,  . . . aber  unverändert 
lässt.  In  der  so  gebildeten  Gleichung: 

rri*'rd*r+SrKdU'=0’ 

welche  ein  System  vorstcllt,  denken  wir 
xs,  xA  . . . x constant,  und  erhalten: 

X7'dxt  + lYh'dyh'=:  0. 

Für  x,  =0  sollen  nun  die  Hauptintegrale 
sein:  y y,"  . . . y " und  durch  Ein- 
setzen vonO,  y,",  y,"  . . . y " für  x, 
y/,  y / . . . y ' sich  die  X'  und  Yf 

verwandeln  in  X"  und  Y".  Man  hat 
dann  ganz  wie  oben  zu  bilden  die  Glei- 
chung; 

X"dxt  + 2 F"rfy"  = 0, 

deren  Hauptintegrale  sind:  jf/w,  y,"' 

. . . y rtt  u.  s.  w.  Man  hat,  wenn  man 

bis  zu  X^s~^dxs  +xy*‘*“')dy(,-,) 
fortfährt,  s Systeme  von  q Gleichungen 

33 
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mit  p-fl  Variablen  zu  integriren,  nm  deutende  Reduction.  Man  hat  nämlich 
das  System  11)  aufzulösen.  statt  eines  Sy  Steines  von  2»  — 1 Glei- 

Die  Variablen  eines  jeden  Systems  clmn^cn  mit  2n  Variablen,  worauf  die 
sind  die  Hauptintegrale  des  vorhergehen-  Gleichungen  11)  im  allgemeinen  balle 
den.  Die  Hauptintegrale  des  letzten  *uriickgefiihrt  waren,  jetzt  2y  4*1»  bezög- 
Systeme:  lieh  27+2  Systeme  mit  2«— 2y  — 1 Va- 

riablen. 


(*) 


Die  allgemeinere  Aufgabe  führt  auf 
Q eine  Differenzialgleichung  von  der  Ord- 

sind  endlich  die  der  vorgelegtcn  Glei-  nung  2»— 1 zwischen  2 Variablen,  die 
chungen,  und  setzt  man  dieselben  gleich  zweite  auf  s Gleichungen  von  der  Ord- 
Constantcn,  so  hat  man  die  vollständige  nung  2*— 1,  also  eine  desto  bedeu- 
AuflOsung  derselben.  tendere  Reduction,  je  grösser  q ist. 

Die  hier  gegebene  Methode  erstreckt  Ffih"n  jf“1  wieder 
sich  auf  jedes  System  von  p Gleichun-  *^p  ,e  cr  ie'  T*4-  i*  x*+  2 * * * xy 
gen  mit  s + p Variablen,  wenn  dasselbe  ein,  wo  v bezüglich  gleich  2«  oder  gleich 
p Integrale  hat,  was  allerdings  die  Er-  2»  +1  ist,  so  sind  die  Hauptintcgrale  des 

Ä’SrsÄsrvt?? 

erfordert. 


(*) 


w 


, nnd  wenn  man  diese 


In  nnserm  Falle,  um  auf  diesen  jetzt  s- f- 2 
znrückznkommen,  sind  diese  Bedingnngs-  Werthe  für  x*  , x . . . x , 
gleichungen  erfüllt,  weil  das  Vorhanden-  , ,.  „ . .»  * 

sein  von  p Integralen  von  Anfang  an  aber  d*  ,YÄnfblcn  *«• 

fcststeht.  Dies  Integrationsverfahren  be-  * * ‘ Xt  ® 1 D se  1 10  41 
dingt  aber  für  unsere  Aufgabe  eine  be-  man  identisch: 


4« 


SXi 


:<tx  = ~ (X(,)  <fxW  + x(,)  <f*W  + . . . tfxW  ) 

A v j + i * + t «+a  »+»  v * 

eine  Formel,  die  gen*  wie  15  a)  gebildet  ist,  J nnd  wo  X^f_j_  ( , X^  , s 
n.  s.  w.  ans  A,  |t  Xf_j_,  entstehn,  wenn  man  darin  x,,  x,  . . . zf,  x>+  (, 


x(  + 2 . . . vertauscht  mit  0,0  . . ■ 0,  x^  _j_  (,  „ 

Die  Anzahl  der  Glieder  rechts  ist  2n— 27— 1 in  beiden  Fallen,  also  immer 
ungrade.  Man  setzt  also  i gleich  einer  Constante,  und  löst  die  Gleichung 


«M 


yW  WjW  _i_  x($)  4.  4-X  (*)  dx  0 

x + s+*ax  s + 3+  * " * + * v “U* 


ganz  wie  früher  auf.  Dieselbe  hat 
2n— 27  — 2 Variable,  also  n— 7 — I Inte- 
grale, und  diese  geben  in  Verbindung 
mit 

*^i+  j = const. 

die  »—7  Integrale  unserer  Gleichung: 
2Xdx=.  0. 

Klar  ist  es  übrigens,  dass  diese  Reduction 
einer  Gleichnng  von  der  Ordnung  2»  — 1 
auf  eine  von  der  Ordnung  2n  — 27  — 1 
schon  dann  einträte,  wenn  es  sich  bei 
irgend  einer  Aufgabe  darum  handelte, 
ein  System  von  Gleichungen , deren 
Form  die  von  11)  ist,  zu  integriren,  und 
die  Bedingungen , welche  das  Wegfallen 
von  7 Integralen  erfordert,  erfüllt  wären. 

38)  Vortheile  für  die  Integra- 


tion, welche  sich  ergeben,  wenn 
ein  In  tegral  bereits  bekannt  ist. 

Aus  den  in  den  beiden  letzten  Ab- 
schnitten gegebenen  Sätzen  lassen  eich 
auch  für  die  allgemeine  Aufgabe  der 
Integration  der  totalen  Differenzialglei- 
chungen wichtige  Vortheile  ziehen. 

Diese  Vortheile  hat  für  die  partiellen 
Differenzialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  ein  besonderer  Fall  unserer  Glei- 
chnng sind,  Jakobi  angegeben.  Die  Re- 
sultate sind  bereits  früher  von  ihm  mit- 
getheilt  (Crelle's  Journal  Bd.  17).  In- 
dess  ist  Jjikobi’s  Arbeit  selbst  erst  lange 
nach  dem  Tode  des  berühmten  Mathe- 
matikers durch  Klebsch  publicirt  wor- 
den (Crelle  Bd.  60).  Schon  vor  dieser 
Publication  hatte  der  Verfasser  dieses 
Wörterbuchs  für  den  allgemeinem  hier 
behandelten  Fall  ähnliche  Resultate  ge- 
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wonnen  (Crelle  Bd.  59),  welche  hier  noch  folgen  sollen.  — Denkt  man  sich  von 
einem  zu  intcgrirenden  System  zunächst  ein  Integral  gewonnen , so  wird  dadurch 
im  Allgemeinen  das  System  auf  ein  anderes  reducirt,  welches  eine  Gleichung  und 
eine  Variable  weniger  enthält.  In  unserm  Falle  aber  ist  der  Vortheil  ein  grösserer. 

Sei  zunächst  die  Anzahl  der  Variablen  wieder  2«.  Ist  nun  ein  Integral  be- 
kannt, so  kann  dies  immer  als  das  erste  betrachtet  und  mit  u,  bezeichnet  wer- 
den. Man  bringt  dann  unsere  Gleichung 

IA  X cfx  = Satfu 

auf  die  Form: 

lA  X Jx—tri  t/ii l =<*» er.  <f«i+  • . • 

Wie  in  Abschnitt  34),  wenn  man  daselbst  die  Grössen  ft,  y mit  «„  m,  vertauscht, 
beweist  man  die  Relation: 


2'  d(i4X)<fx—f)«l  tfw | — /i  JX  dx, 

und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  ein  System  von  der  Form  19),  nämlich: 

du  p~‘in 

XidA  = da,^+A  1 (/»,  1)3*, 

"xi  p=i  r 

du  p = 2« 

3.4  = 3«,  X (p,  2)3*n 


23) 


P=  • 


„ 3«.  P= *» 

1 0>.  2n)3x 

2a  p=l  f 


Mit  Hülfe  der  Gleichung  u1=const. 
und  durch  blosse  Subtraction  kann  man 
aus  diesen  2a  Gleichungen  eliminiren 
i,  und  die  Indices  A und  at.  Es  blei- 
ben dann  noch  2a— 2 'Gleichungen  mit 
2a— 1 Variablen.  Die  Anzahl  der  Inte- 


n R,  at 

ist  aber  2a —3  (man  kann  nämlich  in 
der  Gleichung 

JT  AXtfu— alJul  = atJut  + aiJuJ  + ... 

ganz  wie  oben  die  erste  unabhängige 
Veränderliche  als  gemeinschaftlichen 
Factor  von  af,  <r,  . . . denken,  wodurch 

a 

denn  die  Verhältnisse  — 

«i  ßj  er, 

von  derselben  unabhängig,  mithin  Inte- 
grale der  Gleichungen  23)  werden.  Diese 
Verhältnisse  aber  und  die  Grössen  «i„ 
m,  . . . bilden  ganz  aus  den  früher  an- 
geführten Gründen  alle  Integrale  des 
Systems  23).  Damit  nun  2n  — 2 Glei- 
chungen 2a— 3 Integrale  haben,  muss 
eine  Gleichung  des  Systems  eine  Folge 
der  übrigen  sein,  und  dann  enthalten 
die  Gleichungen  23)  zwei  unabhängige 
Variablen.  Dies  ist  übrigens  auch  an 
sich  klar,  da  der  Definition  zufolge  alle 
er,  also  auch  ati  von  A unabhängig  sind. 


Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 
sagten, zerfallt  das  System  von  2n  — 1 
Gleichungen  mit  2n  Variablen  in  zwei 
Systeme  von  2»*— 3 Gleichungen  mit 
2«  — 2 Variablen.  Ein  System  mit  2 n 
Variablen  wird  auf  eins  mit  2n— 2 Va- 
riablen im  Allgemeinen  durch  die  Kennt- 
niss  zweier  Integrale  reducirt.  Man  kann 
also  sagen,  „dass  bei  unserer  Aufgabe 
die  Kenntniss  eines  Integrals  dieselben 
Dienste  thue,  als  die  Kenntniss  zweier 
im  allgemeinen  Falle“.*) 

Da  aber  die  Gleichungen  11)  2n— 1 


•)  Dass  zwei  Systeme  statt  eines  zu 
integriren  sind,  ist  hierbei  ganz  unerheb- 
lich. Immer  können  in  der  Integral- 
rechnung eine  beliebige  Anzahl  simul- 
taner Systeme  von  gleichviel  Gleichungen 
und  Variablen  auf  ein  einziges  zurück- 
geführt werden.  So  z.  B.  setze  man 
statt  der  beiden  simultanen,  aus  je  einer 
Gleichung  bestehenden  Systeme: 

dy=fix,  y )dx,  dy' ='/(*',  y')  dz': 
du -[A  f{x,  y)  + B<f  ix,  y)]  dz, 
wo  A nn<l  B beliebige  Constante  sind. 
B — 0 gibt  dann  die  erste  Gleichung, 
drO  die  letzte,  nnd  man  sieht,  wie  dies 
auf  jede  Anzahl  von  Gleichungen  and 
Variablen  angewandt  werden  kann. 

33* 
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Integrale  erfordern,  die  Gleichungen  23)  aber  deren  nur  2n  — 3 geben,  zu  welchen 
noch  u , kommt,  so  scheint  ein  Integral  zu  fehlen.  Offenbar  ist  d:es  aber  der 
Index  denn  rr,  ist  ja  von  A unabhängig.  „Es  kann  also  das  noch  fehlende 
Integral  nach  Auflösung  der  Gleichungen  23)  durch  blosse  Quadraturen  gefunden 
werden.“ 

Ist  noch  ein  ferneres  Integral  der  Gleichungen  23),  also  ein  solches,  welches 
weder  mit  u,  noch  mit  zusammenfällt,  gegeben,  so  kann  dies  für  u,  genom- 
men werden,  da  das  erste  Integral  jedes  Systems  willkürlich  ist.  Es  ist  aber: 

ZAXdx  — ttlJul  — a7(fui  = (C)(Ju1-\~  . . . 4-tr  du  , 

fl  fl 

eine  Gleichung,  die  wir  auf  dem  in  Abschnitt  35)  eingeschlagenen  Wege  verwan- 
deln in  das  System: 

rbi  du  P ~ ~n 

24)  X,  dA  = dßl  — i+der*  ~+A  2 (j) , 1)  dx  , 

axx  oxx  j,—  | P 

a,,  p — tn 

X.,M  = ä«1<ci  + ä„,^+.^Zt  (p,  2)  ÖTp 


du.  d«  p — 2t» 

X<m')A  = da*  + + s Cf»  2«) 

2n  X2n  *2n  p~  t P 

A,  sind  Indiccs.  Mit  Hülfe  4von 

u , = const.,  u,  = const 

reduciren  sich  diese  Gleichungen  nach  Elimination  von  x, , xt,  A,  er,  auf 
2n  — 3 Gleichungen  mit  2n— 2 Variablen.  Die  Anzahl  der  Integrale  «,,  «*  . . . «n, 


— 1 . . . — aber  ist  2« — 5.  Es  werden  also,  wie  auch  direct  aus  der  Unabhängig- 

«»  “j 

keit  der  Grössen  A , er,,  ff,  von  einander  folgt,  3 Variable  unabhängig.  Zu  in- 
tegriren  sind  3 Systeme  von  2n— 5 Gleichungen  mit  2n— -4  Variablen.  Auch  die- 
ses Integral  der  Gleichungen  24)  vertritt  die  Stelle  von  zweien.  Von  den  noch 
fehlenden  Integralen  der  Gleichungen  24)  ist  dann  «,  das  eine,  «,  das  andere.  — 
lat  auch  von  den  Gleichungen  24)  ein  Integral  u,  bekannt,  so  hat  man  Gleichun- 
gen von  der  Form  : 

25)  XsdA  = dal~+dat  ^2+<5ff,  + A 2(p,  $)  dx  . 

s s s y 

Sie  zerfallen  in  4 Systeme  von  je  2n— 7 Gleichungen  mit  2 n— 6 Variablen.  Hat 
man  so  alle  Integrale  u,,  «,  . . . u^  gefunden,  so  erhält  man  dielndices«  ohne 

Weiteres  durch  Auflösung  der  2n  linearen  Gleichungen: 


s = 2n 
AX  - 2 
P s — t 


du 

t 


wo  p alle  Werthe  von  1 bis  2»  annimmt,  die  Grössen  «„  «,  . . . «n  die  Un- 
bekannten sind.  Sind  aber  nur  die  Integrale  der  Gleichung  25),  nicht  die  noch 
übrigen  u bekannt,  so  ergeben  sich  die  Indices  ff,,  rr,  durch  Quadratur. 

Man  kann  nun  wieder  ein  Integral  des  Systems  25)  als  bekannt  voraussetzen, 
von  dem  neu  entstehenden  wieder  eins  und  so  fort  bis  zum  rten.  Dann  hat 
man  Gleichungen  von  der  Form : 

q—  r du  p = 2n 

26)  XdA—  2 da-l+A  2 (p,  s)  dx  : 

5 i 9 dx,  p = l P 


sind  t 


2r+i’ 


v2r-f2 


t>  die  Integrale  dieser  Gleichung,  so  ist: 

d fl 
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?=  r 

XXix=  I 
9 = 1 


a du  — h 
9 9 


*r+ 


l‘f"2r+  i + A2r+2<fe-ir+J  + 


+ &,„rfr 


in' 


Sind  die  a , u und  v bekannt,  ho  sind 
es  auch  die  6,  und  man  behandelt  die 
Gleichung 

2bdz>  — 0 

ganz  wie  die  Gleichung  5).  — Selbst- 
verständlich findet  alles  Gesagte  auch 
dann  statt,  wenn  die  Anzahl  der  Varia- 
blen 2« -fl  ist,  nachdem  man  dieselbe 
mittels  des  willkürlichen  Integrals  auf 
ln  reducirt  hat. 


sein,  als  wenn  4 Integrale  eines  belie- 
bigen Systems  gegeben  wären.  — Es  ist 
zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  dies 
gestattet  sei. 

Im  Allgemeinen  ist  ein  Integral  u, 
der  Gleichungen  12)  eine  Function  von 
und  einem  beliebigen  Intcgral- 
svstem  der  Gleichungen  23).  Es  kann 
aber  m,  mittels  der  Gleichung 
u , — const. 


39)  Vortheilo  für  die  Integra- 
tion, wenn  gleichzeitig  2 oder 
m ehrere  Integrale  bekannt  sind. 

Wir  nahmen  im  vorigen  Abschnitte 
an,  dass  man  ein  Integral  der  Gleichun- 
gen 11)  kenne,  diese  mittels  desselben 
auf  das  System  23)  reducire,  von  diesem 
wieder  ein  Integral  bestimme,  mittels 
desselben  das  System  24)  bilde  u.  s.  w. 
Es  kann  aber  auch  der  Fall  sein,  dass 
man  zwei  Integrale  der  Gleichungen  11) 
gleich  von  Anfang  an  zu  bestimmen  im 
Stande  ist.  Wenn  eins  dieser  beiden 

Integrale  Ma  zugleich  eins  der  Gleichun- 
gen 23)  ist,  oder  was  dasselbe  ist,  ein 
Integral  der  Gleichungen 
ZXdx  = 0, 

da  dos  erste  Integral  jedes  Systems  ja 
als  Integral  dieser  letzten  Gleichung  be- 
trachtet werden  darf,  so  kann  man  ganz 
wie  im  vorigen  Abschnitte  operiren,  und 
es  würde  dann  die  Aufgabe  so  reducirt 


eliminirt  werden.  Ist  dann  auch  at  in 
m,  nicht  vorhanden,  so  ist  letzteres  wirk- 
lich ein  Integral  der  Gleichungen  23). 
Die  Bedingung  für  letzteres  und  mithin 
dafür,  dass  u,  und  m,  die  Stelle  von  4 
Integralen  vertreten,  ist: 


Die  Klammer  zeigt  hier  an,  dass  in  u9 
die  Variablen  xs  . . . x2n  ausge- 

drfickt  sind  als  Functionen  von  uf,  er,  A 
und  den  2»-  3 Integralen  der  Gleichun- 
gen 23),  und  unter  dieser  Bedingung 
nach  er  differenziirt  ist.  A kann  hierin 
indess  nicht  Vorkommen,  da  Wj  ein  In- 
tegral ist.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  nun  leicht  darzustellen.  Da 
in  den  Gleichungen  23)  A}  <rt  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  zerfällt  dies 
System,  in  dem  man  bezüglich  «,  und 
A constant  denkt,  in  2 Systeme  von  der 
Gestalt: 


p = 2n 

X =A  X (p,  t) 

P=t 


du.  P = *" 

öT  + A * 

• P=‘ 


(P.  *) 


Das  erste  System  hat  dieselbe  Form  als  11),  es  wird  also  jedenfalls  ua  ein  In- 
tegral davon  sein.  Das  zweite,  welches  2 n Gleichungen  enthält,  die  s=l,  1=2 

. . . s = 2n  entsprechen,  gibt  die  Werthc  der  Differenzialquotienten  (da”) 

(d*ln\ 

. . . — J durch  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Setzt  man  diese  Werthe 

ein  in : 

*a«i'  r=i  ixr  V da  / ’ 


so  erhilt  man; 


«•■Al  r=iHr%iH  „ 

»aj  A p_,  r_,  <‘p,rdxpdir' 

wo  die  Q leicht  in  bestimmende  Functionen  der  Grßssen  (p,  t)  sind.  Wir  wollen 

mit  V die  eben  hingeschriebene  Doppelsummc  rechts,  welohe  in  mnltiplidrt  ist, 

bezeichnen.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  gleichzeitig  bekannten  Integrale  die 
angegebene  Rednction  bewirken,  izt  also : 
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K=0, 

wo  V gegeben  ist,  wenn  man  «,  und  «,  kennt. 

Sind  3 Integrale  •„  u,  gleichzeitig  bekannt,  so  folgt  ganz  in  derselben 
Weise,  dass  dieselben  das  System  so  reduciren,  wie  im  allgemeinen  falle  deren 
6,  wenn  man  hat: 

(£)-»•  (£)=«■  (%)=»■ 

Sx  , , 

Die  Ausdrücke  «r — , t — , welche  hierin  Vorkommen,  werden  durch  das  System  24) 
da,  di»  s 

gegeben,  aus  welchen  man  die  Gleichungen  erhält: 

du,  p=  in  öx 

0 =ar+A  * C*  *)  -ft 

t p—  t Ox , 

du  p — in  dx 

0^  + A 2 P. 

s p — I dj. 

Sind  n Integrale  gegeben,  welche  die  Gleichungen  erfüllen : 

(%M£H  • • ■ (£)=©=  • • • =(>—)  =* 


so  sind  dies  die  n Integrale  der  Glei- 
chung 1X<L r = 0.  Die  daun  noch  feh- 
lenden Integrale  der  Gleichungen  11) 
sind  die  a , und  diese  ergeben  sich  aus 
den  algebraischen  Gleichungen: 

lAX^-zz, r . 

OM  S 


i (“•)' 

Der  Vonheil  ist  hier  noch  geringer,  er 
besteht  eben  darin,  dass  sich  gleich 
anfänglich  vor  der  Integration  der  Glei- 
chungen 23)  durch  Quadratur  bestimmen  - 


lasse.  Endlich 


ist  weder  der 


ui>  (£;) 11 

e 

/du  \ V ' 

— J = - ein  neues  Integral  der 


Null,  noch  einer  Constunte,  noch  einer 
Fnnction  von  u,  identisch  gleich,  dann 


Sind  aber  nur  p Integrale  u bekannt,  so 
ergeben  sich  die  zugehörigen  rr,  . . . 
a durch  Quadratur  ans  den  Gleichun- 
gen 2G). 

Kommen  wir  jetzt  auf  den  Fall,  wo  2 Gleichungen 
Integrale  gegeben  sind  zurück,  und  neh-  in  dic9Cm‘  Falle,  aof  welchcn  Jakobi 
v8S  r ^^tisch  ein  Hauptgewicht  legt,  der  ihn  fßr  die 

gleich  Null  sei.  Ei  fragt  sich,  ob  trotz-  in  dcr  Mechanik  und  Variationsrechnung 
dem  eine  wesentliche  Kedhct.on  der  Auf-  vorkommenden  Gleichungen  , die  einen 
gäbe  cintrete.  beeondern  Fall  nnsercr  Gleichung  bilden, 

!f_d“ GIeichang  zuerst  erörtert  hat,  und  ihn,  da  er  aus 
einer  Poisson’schen  Formel  abstrahirt 
ist,  den  Poisson’schen  Satz  nennt,  lässt 
sich  also  aus  zwei  Integralen,  wenn  zu- 
gleich der  Index  A bekannt  ist,  ein  drit- 
tes Integral  finden.  Es  ist  klar,  dass 
v /a«c\  , 

wenn  man  = ic  setzt,  cm  wei- 

teres Integral  der  Gleichungen  11)  ist, 
falls  dieser  Ausdruck  weder  gleich  Null, 
noch  einer  Constantc,  noch  einer  Func- 
tion von  ut  oder  ir,  oder  tf.  und  i c 


11)  sind,  so  ist  der  Ausdruck: 

L 

Vd«,/  “ A 

ebenfalls  ein  Integral  derselben,  denn  der 
Diffcrenzialquoticnt  »fit  ja  wie  ut 

von  A unabhängig. 

Es  können  nun  3 Fälle  cintrctcn 


Entweder 


■>(%) 


ist  identisch  einer 


Constanten  gleich,  dann  ist  u,=cal.  /<hc\ 

Es  kann  dann  dies  Integral  nur  dazu  tdcntisch  gleich  ist.  Ist  y — *** ,, 

dienen,  den  Index  <«,=—  ohne  Quadra-  ( ^),r  i 'l 


tur  zu  finden,  oder 


“>(&) " 


" (t?) 


ist  gleich 


einer  Function  von  i/(u2),  dann  ist: 


ein  viertes  Integral,  wenn 

auch  diese  Bedingungen  erfüllt,  und 
namentlich  nicht  eine  Function  von 
u, , «•,  wI  allein  ist  a.  s.  w.  Es  ist 
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w,  und  v allein,  so  geben  die  beiden 
Gleichungen : 

(£;)="'  (£;)=»<--.  -). 

d.  h.  die  Gleichung: 

/ _ j («i.  «•) 

VdM,/  10 

gibt  ein  Integral  »£(•»,,  »),  welches  von 
unabhängig  ist,  also  die  Stelle  von 
2 Integralen  vertritt,  ausserdem  ergibt 
sich  «,  durch  Quadratur. 

Ist  ein  neues  Integral,  und  bildet 
i ( un<*  m^g©  di®*  nicht  die 


also  möglich,  aus  zwei  bekannten  Inte- 
gralen u.  von  gewissen  Eigenschaf- 
ten alle  übrigen  zu  entwickeln,  und  cs 
ist  klar,  dass  es  solche  Integrale  ut  und 
geben  muss,  wenn  auch  höchst  selten 
der  Fall  eintreten  mag,  dass  sich  der- 
artige ohne  Kcnntniss  der  übrigen  bilden 
lassen.  Nehmen  wir  aber  auch  an, 

erfüllt  nicht  die  eben  gegebenen 
xd«,/  ^ 

Bedingungen.  Ist  dann  ^^-^  = 0,  so  ist 

tr  wie  vorher  w,  zur  Reduction  des  Pro- 
blems zu  gebrauchen,  d.  h.  es  vertritt  »r 


Ist 


(5) 


die  Stelle  von  2 Integralen. 

gleich  einer  Constantc,  oder  gleich  einer 
Fnnction  von  w allein,  so  erhalten  wir 

wieder  « , ; ist  (^*)  einc  Function  von 


angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  son- 
dern eine  Function  von  to,  sein 

so  hatt  man  die  Gleichungen  : 

(5^)=“’-  (^)=Wl’  (ä^)=?  (“”  “l)- 


SO  r = U war,  Komm 

■ ©•  (£)  ■ ■ 


Man  erhält  durch  Auflösung  zweier 
Gleichungen  mit  3 Variablen  2 von  «, 
unabhängige  Integrale,  und  «,  durch 
Quadratur.  Eins  der  beiden  Integrale 
dient  zur  Reduction.  das  andere,  welches 
tu,  heisse,  ist  dann  weiter  zu  unter- 
suchen, wie  oben.  Mit  Ausnahme  des 
Hauptfalles,  wo  die  Integrale  die  Stelle 
von  2 vertraten,  also  r = 0 war,  kommt 
/du. 

in  den  Ausdrücken 

immer  der  Index  A vor;  dieser  müsste 
also  bekannt  sein,  um  unsere  Unter- 
suchung anzustellcn.  Nur  in  dem  von 
Jakobi  behandelten  Falle  ist  A eine 
Constante.  Klebsch  hat  indess  bemerkt 
(Crclle  Bd.  60),  dass  man  den  Ausdruck 

© durch  einen  andern,  der  ebenfalls 

ein  * Integral  der  Gleichungen  11)  ist, 
ersetzen  könne , und  der  von  A frei  ist. 
Offenbar  ist  nämlich: 

'*(£r)  = 'ev+'sA' 

wo  V von  A frei  ist,  und  du  A von  a, 
unabhängig  ist: 

1 lg  (s^)  » V 

d«,  * Ed«,' 

Es  ist  also  auch  ~ e*Q  l&t®grml 

der  Gleichungen  11),  welches  vond  frei 
ist,  und  auf  welches  sich  ganz  die  obi- 
gen Betrachtungen  anwenden  lassen, 


(£) 


wenn  man  überall 
setzt.  Da  aus 

«=2»  dt> 


durch  e , cr- 


a«t  «fl 


dx 


P 

da. 


mittels  der  oben  gegebenen  Gleichungen 

die  Grössen  —■  sich  eliminiren  lassen, 
da , 

so  behält  alles  oben  Gesagte  seine  Gül- 
tigkeit. Ist  namentlich  vt  nicht  identisch 
einer  Constante,  so  bildet  es  ein  neues 


(%) 


Integral , und  man  untersucht 

n.  s.  w.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  aber 
vom  Index  A ganz  frei. 

40)  Zusammenfassung  der  ge- 
fundenen Resultate. 

Wir  wollen  schliesslich  die,  wie  cs  bei 
dem  behandelten  Gegenstände  nicht  an- 
ders sein  kanu,  xiemlich  complicirte  Un- 
tersuchung der  totalen  Differentialglei- 
chung hier  nochmals  zusammenfassen. 

I)  Die  Gleichung  .lX,<£r  = 0 hat  n 
oder  n.-f-l  Integrale,  je  nachdem  die  An- 
zahl der  Variablen  2n  oder  2»+l  ist. 
Im  letztem  Falle  ist  ein  willkürliches 
darunter,  nach  dessen  Elimination  der 
zweite  Fall  auf  den  ersten  zuriiekgo- 
führt  ist. 

II)  Die  Bestimmung  dieser  Integrale 
führt  zu  i»  Systemen  von  Differenzial- 
gleichungen mit  bezüglich  2 n,  2 n 2 . . • 
(1,  4.  2 Variablen.  Fallen  jedoch  in  der 
Gleichung  JXdt=0  von  den  Functio- 
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nen  X n — p aus,  so  hat  man  nur  p Systeme  zu  integriren;  fallen  n — 1 ans,  d.  h. 
ist  die  vorgelegte  Gleichung  ron  der  Gestalt: 


Xn+^n+l=^ 


•o  ist  nur  ein  System  zu  integriren. 

III)  Soll  die  Gleichung  XXdx  — 0 nur 
n—q  Integrale  haben,  so  müssen  bei 
2n  Variablen  q(2q+l),  bei  2»  + l 
(7+l)(27  + l)  Bedingungsgleichungen  er- 
füllt werden.  Es  tritt  aber  dabei  eine 
derartige  Beduction  der  ganzen  Auflö- 
sung ein,  dass  man  statt  q+ 1 Systeme 
mit  bezüglich  2«,  2«— 2 . . . 2n—2q 
Variablen  bezüglich  2^  + 1 und  2^+2 
Systeme  mit  2n  — 2q — 1 Variablen  zu 
integriren  hat. 

IV)  Besondere  Vortheile  gewahrt  die 
Auflösung,  wenn  man  ein  Integral  be- 
reits bestimmt  hat.  Die  Aufgabe  wird 
dann  so  reducirt,  als  wenn  man  bei  einem 
gewöhnlichen  Systeme  zwei  Integrale 
kannte.  Ist  von  dem  nun  gebildeten 
Systeme  ebenfalls  ein  Integral  bekannt, 
so  vertritt  dies  ebenfalls  zwei,  die  im 
allgemeinen  Falle  gegeben  wären;  ist 
von  dem  so  gebildeten  System  wieder 
eins  bekannt  u.  s.  w. , so  dass  man  im 
Ganzen  p Integrale  kennt,  so  hat  man 
noch  p-fl  Systeme  mit  bezüglich  2n  — 2p 
Variablen  zu  integriren,  und  die  Glei- 
chung XXdx  =0  ist  so  reducirt,  als 
hätte  man  die  p ersten  Systeme  bereits 
vollständig  integrirt.  An  Stelle  der  er- 
sparten Integrationen  treten  blosse  Qua- 
draturen. 

V)  Sind  2,  3 oder  mehr  Integrale 
gleichzeitig  gegeben,  und  erfüllen  diese 
gewisse  Bedingungsgleichungcn,  so  wird 
die  Aufgabe  so  reducirt,  als  waren  4, 
6 . . . Integrale  eines  gewöhnlichen  Sy- 
stems bekannt.  Werden  diese  Bedin- 
gungsgleichungen nicht  erfüllt,  so  ge- 
währt die  Kenntniss  mehrerer  Integrale 
andere  Vortheile. 

Ja,  in  einem  Falle,  den  man,  wenn  man 
will,  sogar  als  den  allgemeinen  betrach- 
ten kann,  reichen  2 bekannte  Integrale 
hin,  um  alle  übrigen  zu  bestimmen. 

Wir  unterlassen  übrigens,  diese  Theo- 
rie mit  Beispielen  zu  belegen , da  der 
nächste  Artikel,  die  partiellen  Differen- 
zialgleichungen betreffend,  zu  solchen 
Anlass  geben  wird. 

41)  Verschiedene  Systeme  von 
Integral  en. 

Die  Gleichung: 


M=z2n 


X 

i~  | 


X,dx=0, 


auf  die  auch  der  Fall  einer  ungeraden 


Anzahl  von  Variablen  zu  rückgeführt 
wurde,  ist  nach  dem  Obigen  integrirt, 
wenn  man  durch  eine  Transformation : 

1 = 2» 

5)  2 XJx=UlJul-rl\Ju,+  ... 

» = 1 

+ V <Ju 

n n 

setzen  kann,  and  es  sind  dann: 


wo  fl,,  o,  . . . willkürliche  Constan- 

ten  sind,  die  Integrale;  d.  h.  durch  Dif- 
ferenz iiren  dieser  Gleichungen  und  Di- 
vidiren  der  Differenziale,  nachdem  jedes 
mit  einer  gewissen  Grösse  mnltiplicirt 
ist,  kann  man  den  Ausdruck  XXdx  = 0 
entstanden  denken.  Umgekehrt  sind  n 
Integrale  der  letzten  Gleichung  M.  = a(, 
u,=a,  . . . sjl=:fl||  irgendwie  be- 
kannt, so  kann  man  XXdx  auf  die  an- 
gegebene Form  bringen,  wo  Ult  V t . . . 
Un  ebenfalls  gegebene  Grössen  sind. 

Aber  es  gibt  auch  Integrale  von  ganz 
anderm  Charakter,  welche  statt  der  Con- 
stanten  willkürliche  Functionen  enthal- 
ten. Dieselben  lassen  sich  aber  stets 
bestimmen,  wenn  man  n Integrale  wie 
die  obigen  bat. 

Offenbar  nämlich  machte  alle  Relation 
zwischen  u und  U die  Gleichung  XXdx  — 0 
identisch,  welche  bewirken,  dass  der  Aus- 
druck rechts  in  Gleichung  5)  ver- 
schwinde. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  wäre: 


wo  </.  eine  willkürliche  Function  ist,  so 
wird  der  Ausdruck  rechts  in  Gleichung 
5)  die  Form  annehmen: 

{Ui  + UJ^)JUiHUi  + Unll.)jUi 

+ •••  +<«'- i+Un*rr? 


und  dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null, 
wenn  wir  mit  Gleichung  27)  die  n — 1 
Relationen  zwischen  jetzt  bekannten 
Grössen : 


28)  Ut  + U_£=0, 


Un-,+  Vn^ 


n du, 

d,f 
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verbinden.  Also  diese  Relationen  in  Verbindung  mit  Gleichung  27)  stellen  ebenfalls 
ein  System  von  Integralen  der  Gleichung  2 Xdz  = 0 vor. 

Die  Anzahl  derselben  ist  wieder  n.  sie  enthalten  aber  keine  Constante,  da- 
gegen eine  willkürliche  Function  von  n— 1 Variablen. 

Specialisirt  man  dieselbe  aber  derart,  dass  sic  »»  willkürliche  Constantcn  ent* 
halt,  so  kann  man  aus  27)  und  28)  ein  den  Gleichungen  u,  = . . . analoges 

System  wieder  gewinnen. 

Setzen  wir  ferner: 


so  wird  die  rechte  Seite  von  5)  die  Gestalt  haben: 


w>+v»-i  ir+  vn-x 


"'i. 


'"ri 


> rill, 


du 


» — 'J 

d7% 


du 


Dieser  Ansdruck  wird  gleich  Null,  wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  29) 
die  folgenden  n— 2 Relationen  verbindet: 


30) 


Vt  + V V ^ti=0, 

1 w— i out  n ou  j 


v,+u  ^ 

* n — I du 


+ U ^=0 

n duy 


a+  V 


» — 1 du 


-+  u 


n du 


d7i  _ 


-0. 


n—2 


Offenbar  ist  dieses  System  von  Integralen  weniger  allgemein  als  das  vorige,  da 
es  zwar  2 willkürliche  Functionen,  aber  nur  mit  n— 2 Variablen  enthält.  — In 
derselben  Weise  kann  man  ein  Integralsystem  von  n Gleichungen  bilden,  welches 
3 willkürliche  Functionen  mit  n— 3 Variablen  enthält  u.  s.  f. 

Schliesslich  hat  man  ein  System  von  n— 1 willkürlichen  Functionen  mit  einer 
Variable: 

31)  «>=».(“i).  “j  =».(«■)•••  “M  = 'fB_,(“i). 


zu  welchem  die  eine  Gleichung  tritt: 


32) 


u'+u*-£+v‘ 


+u_ 


=0. 


Alle  diese  Systeme  haben  wesentlich  verschiedenen  Charakter.  Ausserdem 
gibt  es  noch  ein  System,  das  weder  Constantcn  noch  willkürliche  Functionen  ent' 
hält.  Offenbar  nämlich  wird  anch  die  rechte  Seite  in  5)  gleich  Null,  wenn  man 
Betxt: 


33) 


Vt=0,  U,= 0 . . . vn=o. 


Diese  Integrale  nennt  man,  der  früheren  Bezeichnung  analog,  singuläre. 

Die  Vollständigkeit  dieser  Untersuchungen  würde  freilich  erfordern,  dass  man 
ein  System  von  i simultanen  Gleichungen  von  der  Form  lXdx—0,  wo  s eine 
beliebige  Zahl  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelte.  Der  Verfasser  entsagt  dem 
aber  um  so  lieber , als  er  gestehen  muss,  dass  er  für  jetzt  nur  im  Stande  wäre, 
Bruchstücke  zur  Losung  dieser  höchst  schwierigen  Aufgabe  beiznbringen , was 
dem  Zwecke  dieses  Wörterbuchs  fremd  wäre.  Er  schlicsst  also  diesen  Artikel, 
indem  er  glaubt,  die  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen,  so  weit  sie  bis 
jetzt  ansgebildet  ist,  in  einiger  Vollständigkeit  dem  Le6er  vorgeführt  zn  haben. 
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ttaadntarea,  ZarttckflUmuig  der  per- 
* tiellea  Differenzialgleichungen  auf  — . 

1)  Einleitung. 

Unter  einer  partiellen  Differenzialglei- 
chung ▼ersteht  man  eine  solche,  welche 
die  Differenzialquotienten  einer  oder 
mehrerer  abhängigen  Variablen  nach 
wenigstens  2 unabhängigen  Variablen 


f(*„  *,  . . . z , «„  z , . . 


xlt  zt  . . . *n  sind  die , unabhängigen, 
s,,  zt  . . . z die  abhängigen  Varia- 
blen, «1,+u,  . . . -f-u  - jl  ^der  Diffe- 

rcnzialquotient,  ein  Symbol  für  alle  die- 
jenigen , welche  entstehen , wenn  man 
1,  w,,  u,  . . . un  mit  0,  1,  2 . . . ver- 
tauscht. 

Selbstverständlich  gibt  cs  auch  simul- 
tane partielle  Differenzialgleichungen, 
und  würde  man  ein  System  derselben 
aus  der  hier  gegebenen  Gleichung  er- 
halten, wenn  man  für  f andere  Functio- 


enthält.  Wie  totale  Differenzialgleichun- 
gen . können  auch  die  partiellen  erster, 
zweiter  u.  s.  w.  Ordnung  sein,  je  nach- 
dem die  höchsten  darin  enthaltenen  Dif- 
ferenzialquotienten erster,  zweiter  n.  s.  w. 
Ordnung  sind. 

Das  allgemeine  Schema  einer  partiellen 
Differenzialgleichung  ist  mithin; 


P u 

dx  “>  Ar,"»  ...  dx  " 

nen  f% , f%  . . . von  derselben  Varia- 
blen gleich  Null  setzte  und  mit  dieser 
Gleichung  verbände.  Jedoch  ist  eine 
Behandlung  der  simultanen  partiellen 
Differenzialgleichungen  fast  noch  gar 
nicht  unternommen . und  sind  nur  sehr 
vereinzelte  spezielle  Fälle  den  gegen- 
wärtigen Hülfsroitteln  der  Analysis  zu- 
gänglich. — Wir  werden  uns  daher  auch 
hier  fast  ausschliesslich  auf  eine  partielle 
Differenzialgleichung  mit  einer  abhän- 
gigen Variablen  zu  beschränken  haben. 
— Das  allgemeine  Schema  für  die- 
selbe ist: 


d*  dz  di  d*z  d’s 

Tn ’ Zf  dxg’  dxJ  ' * ' dx*  dx t**  dxtdx% 


ö*z  d*t  d'i  ö*  i 

dx  Ox.1’  dx.*du-t  dx  * > $ 

n 1 1 * * oxt 


d*s  d*z 


cx  dx  ' 

n—  l n 


- '■  »z 

I M 


Was  die  Behandlung  derselben  anbe- 
trifft , so  muss  zuvor  bemerkt  werden, 
dass  auch  dieses  Problem  in  seiner  All- 
gemeinheit nur  wenig  ausgebeutet  ist 
und  Schwierigkeiten  der  erheblichsten 
Art  darbictet.  Diese  Schwierigkeiten 
beziehen  sich  nicht  allein  auf  die  Natur 
und  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen 
Integrale,  obgleich  auch  diese  in  den  we- 
nigsten Fällen  einer  genauem  Kenntniss 
zugänglich  sind,  sondern  auch  auf  die 
Anwendungen.  Denn  oft  kommt  es  vor, 
dass,  um  eine  partielle  Differenzialglei- 
chung, deren  allgemeines  Integra]  man 
kennt,  für  einen  bestimmten  Fall  anzu- 
wenden, also  zu  speziAlisiren , Probleme 


Differenzialgleichungen  erster  Ordnung 
gelungen,  und  zwar  besteht  das  Resul- 
tat darin,  „dass  jede  partielle  Differen- 
zialgleichung erster  Ordnung  sich  in  ein 
System  von  n totalen  Differenzialglei- 
chungen mit  »i-f-1  Variablen  zerlegen  lässt.“ 

Diese  Reduction,  welche  immer  ange- 
wandt werden  kann,  löst  also  auch  die 
Zurückffihrung  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen auf  Quadraturen  in  den 
Fällen,  wo  nach  dem  vorigen  Artikel 
die  Auflösung  des  in  Rede  stehenden 
Systems  totaler  Differenzialgleichungen 
auf  Quadraturen  führt. 

Bei  partiellen  Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnung  hat  man  sich  fast  aus- 


von  der  grössten  und  bei  unsem  jetzi-  schliesslich  auf  die  Behandlung  der  li- 
gen  Kenntnissen  unüberwindlichen  Schwic-  ncaren  Gleichungen,  d.  h.  der  Gleichua- 
rigkeit  zu  lösen  wären , so  dass  man  in  gen  von  der  Form  : 
der  Regel  leichter  zum  Ziele  kommt,  . . 


wenn  man,  statt  das  allgemeine  Integral 
zu  suchen,  sich  von  Anfang  an  den  Be- 
dingungen der  speziellen  Aufgabe  mög- 
lichst anschliesst,  und  so  zu  einer  Lösung 
derselben  zu  gelangen  sucht. 

Allgemeineres  ist  nur  für  die  partiellen 


- + ß +c  — 

1 dx*  dx%  dxt 


+ S — — = 0 
dx  * 
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beschränken  müssen,  wo  A,  B,  C . . . S Functionen  von  xt,  x,  ...  xn,  s und 

der  partiellen  Diffcrenzialquotientcn  von  z bis  einschliesslich  zur  s— 1 ten  Ord- 
nung sind,  eine  Gleichung,  die  man  symbolisch  auch  schreiben  kann: 

2 A , f,  r . . . — =0, 

7 dx  a'dx  a*dx  ... 

P q r 
wo 


+ • • * — * 


ist. 

Aber  auch  hierbei  entbehren  die  an- 
gewandten Methoden  der  Allgemein- 
heit. 

Wir  werden  uns  jetzt  zunächst  mit 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  zu  be- 
schäftigen haben,  und  ehe  wir  die  Me- 
thoden zur  Auflösung  derselben  geben, 
untersuchen,  welchen  Transformationen 
dieselben  unterliegen , und  welches  die 
Natur  ihrer  Integrale  sei. 


angenommen,  nur  eine  abhängige  Varia- 
ble enthält. 

Es  muss  aber  gezeigt  werden,  dass 
auch  wirklich  jedo  partielle  Differenzial- 
gleichung ein  solches  Integral  habe  und 
wie  dasselbe  beschaffen , d.  h.  wie  viel 
Constanten  oder  sonstige  willkürlich  zu 
bestimmende  Grössen  in  demselben  ent- 
halten seien. 

Wir  thun  dies  an  dieser  Stelle  für  die 
Gleichungen  erster  Ordnung. 

Sei 


2)  Allgemeines  über  die  Glei- 
chungen erster  Ordnung  und 
ihre  Integrale. 

Da  in  den  partiellen  Gleichungen  von 
beliebiger  Ordnung  die  Diffcrenzialquo- 
tienten  einer  Variablen  s nach  den  an- 
dern Variablen  xt,  ar,  . . . genom- 
men, enthalten  sind,  so  wird  offenbar 
als  Integral  eine  Gleichung  gefordert, 
welche  2 als  Function  von  x,,  x,  . . . 

** gib*- 

Im  Wesen  einer  partiellen  Differen- 
zialgleichung liegt  es  also,  dass  sic  nur 
ein  Integral  habe,  wenn  sie,  wie  hier 


f(*i>  *> 


*.•  *)=° 


eine  beliebige  Gleichung,  welche  noch 
ausser  den  Variablen  eine  Anzahl  Con- 
stanten enthält,  so  kann  mau  dieselbe 
nach  x,,  xa  . . . x^  differenziiren , und 

erhält  auf  diese  Weise  noch  «,  also  im 
Ganzen  n-fl  Gleichungen,  aus  denen 
man  n Constanten  climiniren  kann  , um 
schliesslich  zu  einer  Gleichung  zu  gelan- 
gen, welche  ausser  x, , x,  ...  x , » 


dt  d» 
noch  *r — , - — 
dx,  dx, 


dz 

. t — enthält. 
dx_ 


Sei: 


fi*v 


»I 


di  dz 
dx,’  dx. 


diese  Gleichung,  so  kann  f eine  ganz 
beliebige  Form  haben,  wenn  F nicht 
näher  bestimmt  ist,  und  man  sicht  da- 
her: „dass  jede  partielle  Differenzial- 
gleichung erster  Ordnung  f<=s  0 ein  In- 
tegral F = 0 hat , welches  n willkürliche 
Constanten  av  at  ...  also  soviel 

enthält,  als  die  Differenzialgleichung  ab- 
hängige Variable  hat.“ 

Dieses  Integral  wird  das  vollständige 
genannt.  Man  kann  aus  demselben  be- 
liebige partikuläre  Integrale  gewinnen, 
wenn  man  den  Constanten  beliebige 


Werthc  gibt.  — Indessen  haben  die  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  noch  In- 
tegrale von  einem  ganz  verschiedenen 
Charakter,  welche  statt  der  willkürlichen 
Constanten  willkürliche  Functionen  der 
Variablen  enthalten. 

Ein  solches  Integral  heisst  allgemei- 
nes, und  offenbar  ist  es  wirklich  von 
allgemeinerer  Art  als  das  vollständige 
Integral.  Vom  Dasein  eines  solchen  all- 
gemeinen Integrals  aber  überzeugen  wir 
uns  durch  folgende  Schlüsse. 

Schreiben  wir  zunächst  die  gegebene 
Differenzialgleichung  unter  der  Form: 


d»  dz  di 

dx,’  dx,  dx^_ 


1 


und  geben  der  Grösso  *n  die  continuirlich  auf  einander  folgenden  Werthe: 


®»»  wti  **!•••  ß| p 
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welchen  die  Werthe  von  z : 


20.  », 


bezüglich  entsprechen  sollen.  Diese  Werthe,  , s,  . . . zg_  von  denen  wir 

übrigens  voraussetzen  müssen,  dass  sic  ebenfalls  continuirlich  aus  einander  her- 
vorgehen, weil  dies  der  Begriff  des  Differcnziirens  fordert,  sind  also  noch  Functio- 
nen von  x,,  tj  ...  x . Es  ist  aber: 

s — i 


1 


’» 


« — « 
r r—  i 


wo  2ri2r_j,  beliebige  auf  einander  folgende  Glieder  der  entsprechen' 

den  Reihen  sind. 

Unsere  gegebene,  Gleichung  stellt,  also  folgendes  recurrente  System  dar: 


-er,) y(xn  x. 


xn I»  B0>  *01 


Xn—  1’  “»»  *»»  dx,  ’ * * dx  > 

ft ~ 1 


d*„ 


dz. 


dx,  * * 'dx 
dz , dz , 


), 


*,=»,_  , + t)  ?■(*!. 


dz 


*—  l 


dj 


I-  I 


„_!»  1»  dx. 


dx 


)• 


n—  1 


Ans  der  ersten  Gleichung  kann  man  z,  bestimmen,  wenn  man  z0,  also  auch  die 
Differenzialquotienten  dieser  Grösse  als  Functionen  von  x,,  i,  . . . * . kennt. 

Die  Differenzialquotienten  von  z,  ergeben  sich  dann  durch  Differenziiren  dieser 
Gleichung.  Die  zweite  Gleichung  gibt  zt  und  enthält  keine  weitere  Willkürlich- 
keit,  und  so  kann  man  allmälig  bis  zu  gelangen;  die  Grössen  «,  . . .«s_  ( 

sind  folglich  beliebige,  aber  continuirlich  auf  einander  folgende  Grössen.  Für  z# 
ist  also  keine  weitere  Bestimmung  gegeben,  und  somit  kann  diese  Grösse  eine 
ganz  willkürliche  Function  von  n = l Variablen  x,,  x,  . . . x sein,  die  je- 
doch den  Gesetzen  des  Differenziirens  gemäss  so  genommen  werden  muss,  dass 
s auf  dem  ganzen  Integrationswcge  durch  keine  Discontinuität  geführt  wird. 

„Das  allgemeine  Integral  enthält  also  eine  willkürliche  Function  mit  einer 
Variablen  weniger,  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Variablen  beträgt.“ 

Man  kann  auch  setzen: 


=2o+(«|-«o)'/o  + («a-"l)yi+  ■ • • 


wo  unter  , verstanden  ist  der  Ausdruck: 


''M 


di 


ds 


T(x„  xa  . . . x)|_i,  «r,  zr,  — ..  . - 

1 n—  l 


oder  symbolisch : 


2 = 2.  +f  '(7(r^«r)  = V'(«i.  *2  • . . xn_l)+f  * </rrfV 

In  diesem  als  Grenze  einer  Summe  zu  betrachtenden  Integrale  ist  also  Alles  bis 
auf  die  willkürliche  Function  i/>,  welche  für  i0  gesetzt  wird,  bestimmt.  Für  s 

ist  z gesetzt.  Die  Function  »//  aber  kommt  unter  dem  Quadraturzeichen  f selbst 
vor.  Sonach  gilt  von  diesem  allgemeinen  Integrale  z dasselbe,  was  überhaupt 
über  die  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  definirten  Functionen  galt  (siehe  den 
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Artikel:  Quadraturen),  namentlich  der  Satz,  dass  ein  solcher  Ausdruck  nur  dann 
zwischen  gegebenen  Grenzen  zwei  verschiedene  Werthe  geben  kann,  wenn  die  durch- 
laufenen beiden  Intcgrntionswegc  einen  Discontinuitäts-  oder  mehrfachen  Punkt 
umschliessen. 


3)  Beziehung  zwischen  dem  vollständigen  und  dem  allgemei- 
nen Integral. 

Für  die  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  gibt  es  aber  noch 
eine  andere  Art,  sich  von  dem  Vorhandensein  des  allgemeinen  Integrals  zu  über- 
zeugen, und  was  ungleich  wichtiger  ist,  dasselbe  immer  dann  wirklich  aufzufinden, 
wenn  das  vollständige  Integral  bekannt  ist. 

Diese  Methode  rührt  von  Lagrangc  her,  und  sie  führt  also  die  ganze  Inte- 
gration der  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  auf  die  Bestimmung 
des  vollständigen  Integrals  zurück. 

Sei : 

f=  o 


eine  gegebene  partielle  Differenzialgleichung,  wo  also  die  linke  Seite : 

dz  dz  dz 


•••*»’  2 


und 


dx*  dx . 


dx 


enthält.  Sei  ferner : 


F(rtt,  a,  . . . «n)  = 0 


das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung,  wo  av  c,  ...  a : die  willkürlichen 

Constanten  sind,  und  F also  ausser  denselben  noch  die  Variablen  4flt  x,  ...  x n,  z 

enthalt.  Es  ist  dann  die  Gleichung  f=  0 nach  Abschnitt  (2)  entstanden,  indem 
man  aus  den  Gleichungen: 


1) 


die  Constanten  at,  a, 

fdF 


. . a eliminirt. 

n 


Das  Zeichen 


(sr)  hi 


hier  an,  dass  die  Function  F derart  nach  * difife- 


renziirt  werden  soll,  dass  s als  Function  von  xf  betrachtet  wird,  cs  ist  also: 


/ dF\  _ dF  dF  dz 

(dx  ) — dx  dt  dx 
' 1/  s s 


Nehmen  wir  nun  an,  es  wären  «t,  . . . an  keine  willkürlichen  Constanten, 

sondern  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x,,  x.  . . . x , und  sei  eine 
dieser  Grössen  an  eine  Function  der  übrigen  a,,  a, 

2) 


a , also: 


°n=\Kai>  at  • • • ön_|)' 


so  erhält  man  beim  Diffcrenziiren  von  F—  0 jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 

3) 


/ dF\  /d£  d_F  u^n\  d«,  fdF  d£  da, 

\dx  ) \da,  da  dajdx  + da  da,/  dx 

' * ' fl  S fl  s 

, t »F  »F  dttn  \d“n-,  _n 


wo  * alle  ganzzahligen  Werthe  von  1 bis  n annimmt. 

Es  ist  aber  ferner  klar,  dass  die  Gleichungen  3)  dann  völlig  mit  den  Glei- 
chungen 1)  übereinstimmen,  also  auch  das  Eliminationsresultat,  welches  die  Diffe- 
renzialgleichung f— 0 gibt,  dasselbe  bleibt,  wenn  man  setzt: 
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dF  r )F')nn  . dF  , _ 

4)  - — + - — - — _ 0,  r h ' — T — — 0 

da . da  oa.  da,  oa  ua, 

* »I  1 * M 1 


i da 
d F n 


dF 


da 


n—  l 


n 


da 


da 


-0. 


n—  1 


Ans  diesen  n— 1 Gleichungen  aber  kann  man  die  n — 1 Grössen  arat  . . . <*w  ( 

bestimmen,  und  die  Gleichung  2),  wo  \p  eine  völlig  willkürliche  Function  ist, 
gibt  dann  o^.  Setzt  man  alles  dies  in  die  Gleichung  F=  0 ein,  so  hat  mau  offen- 
bar ein  Integral  der  Gleichung  f—0,  da  die  letztere  durch  Diffcrcnziircn  der  crste- 
ren,  und  Eliminircn  der  Grössen  a,,  a,  . , . an—\  entstanden  ist.  Dies  Inte- 
gral enthält  aber  eine  willkürliche  Function  von  n — 1 Variablen  und  ist  also  das 
allgemeine  Integral. 

Im  Uebrigen  kann  man  noch  andere  Arten  von  Integralen  der  Gleichung 
f—Q  ableiten,  welche  ebenfalls  willkürliche  Functionen  enthalten,  die  jedoch  von 
einem  weniger  allgemeinen  Charakter  sind,  als  das  eben  gefundene.  Alle  diese 
Integrale  aber  sind  gegeben,  wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt.  Nehmen 
wir  nämlich  wieder  an,  die  a seien  Functionen  der  Variablen  x,  statt  der  Bezie- 
hung 3)  aber  seien  die  folgenden  gegeben : 

5)  rtr  _|_  j = V'l  (®  n a*  • • • ar)j  rtr.j_j,  = (°i>  ai  ♦ • • ar)  • • • 

°H=0#_r(ait  «a  . . . ar), 


wo  die  if>  willkürliche  Functionen,  jedoch  nur  von  r Variablen  sind.  Die  Zahl 
r kann  jeden  Werth  von  r = l bis  r=n  — 1 annehmen.  Die  Differcnzialquotien- 
ten  von  F=0  werden  dann: 


/öF\  , /dF  ' *F  dar+ 1 dF  dar+  8,  dF?an\d«, 

' \dxj  V«l  öar  + | da,  dar+a  dat  d*ndaJd*t 

OL  dF  d(tr+ 1 dF  <)fly,+2  ■ d F dan\  dg7 

**"  \dat  ^ ö«r_|_  | a«»  ^ dar  + 2 * dan  da*  dx$ 

/ dF  dF  drtr+ 1 dF  d%\  d*r 

Ido  da  da  da  da  ) dx  ~ 1 

' r r-j-1  r n rt  t 


und  diese  Gleichungen  stimmen  wieder  ganz  mit  den  Gleichungen  1)  überein, 
wenn  man  setzt: 


dF  dF  dar+ » dF  dar-\-2  d F dan _ 

dai  dar+i  da‘  + dar+2  da'  + * +dan  da'~ 

dF  dF  dar+ 1 dF  dar+2  , , dF 

do1+dcr+1  doa  +dor+8  da,  *’*  do^a,“ 


dF  dF 


da 


r+  I 
da 


+ 


dF 


da 


r+2 


da 


r-f* 


da 


dF  d\ 

^ da  da 
n r 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  5)  und  7)  ist  offenbar  zusammen  gleich  » ; sie  reichen 
also  zur  Bestimmung  der  Grössen  a|t  o,  ...  a hin,  welche  man  in  die  Glei- 
chung F= 0 cinsetzt.  Diese  gibt  somit  ein  Integral,  welches  »— r willkürliche 
Functionen  mit  r Variablen  enthält. 

Da  r jeden  Werth  von  r=l  bis  r = n — 1 annehmen  kann,  wo  der  letzte  Fall 
dem  allgemeinen  Integrale  entspricht,  so  hat  man  n — 1 Klassen  von  Integralen, 
welche  willkürliche  Functionen  enthalten,  und  zwar  entsprechend,  » — 1 willkür- 
liche Functionen  mit  einer  Variable,  »—2  mit  zwei  Variablen  u.  s.  f.,  endlich  eine 
mit  n— 1 Variablen. 
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Ausser  diesen  ist  aber  noch  ein  Integral  su  merken,  welches  weder  willkür- 
liche Functionen  noch  Constanten  enthält,  aus  keiner  der  gegebenen  Klassen  aber 
durch  Specialisirung  erhalten  werden  kann.  Dies  Integral  heisst  singuläres , und 
schlicsst  sich  seinem  Charakter  nach  somit  den  singulären  Integralen  der  totalen 
Differenzialgleichungen  genau  an.  Es  kann  dasselbe  jederzeit  bestimmt  werden, 
wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  seien  in  der  Gleichung  a,  ...  «w)  = 0 

a,  . . . an  Functionen  der  x,  aber  ganz  von  einander  unabhängig,  so  erhält 
man  durch  Diffcrcnziiren : 


6) 


/dF\  aFöa,  dF  da,  IZÜj’-n 

l<?x  ) ^ da.  dx  du.  dx  ^ da  dx  ' 

\ * / 1 J 1 S HS 


und  diese  Gleichungen  werden  mit  den  Gleichungen  1)  identisch,  wenn  man  setzt: 


9) 


n Gleichungen,  aus  denen  man  xt,  at 
. . . t*n  bestimmt,  und  in  F—  0 einsetzt. 

Man  hat  dann  ein  Integral  von  dem  be- 
zeichnoten  Charakter. 

Zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf 
Beispiele  werden  die  folgenden  Abschnitte 
Gelegenheit  geben. 

4)  Die  partiellen  Differen- 
zialgleichungen erster  Ord- 
nung als  besonderer  Fall  der 
totalen  Differenzialgleichungen 
betrachtet. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  hier 
betrachteten  Gleichungen  ist  aber  die, 
dass  sich  eine  solche  immer  als  eine  to- 
tale Differenzialgleichung  mit  2 n Varia- 

i)  f(*i, 


bien  betrachten  lässt,  wenn  die  Anzahl 
der  unabhängigen  Variablender  partiellen 
Differenzialgleichung  gleich  n ist,  und  dass 
sich  somit  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen auf  die  in  den  letzten 
Abschnitten  des  vorigen  Artikels  gegebene 
Theorie  einer  totalen  Differenzialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  Variablen  zurückführen 
lässt,  und  in  der  That  führt  diese  Betrach- 
tung auf  dem  einfachsten  und  kürzesten 
Wege  zum  Ziele,  indem  jede  partielle  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ordnung  in 
2n  — X totale  mit  2 n Variablen  zerfällt. 

Diese  Identität  der  totalen  und  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  ergibt  sich 
unmittelbar  durch  folgende  Betrachtun- 
gen. Statt  der  Gleichung  : 


dz  di 


di 


dxi  dxt  * * * dx 


)=0 


kann  man  offenbar  setzen  die  folgende: 

2)  f(x „ *,  . . . xn,  t,  p„  p,  . . . pn)=0 

verbunden  mit  dem  Sy«tem : 

dz  dz  dz 

°) 


dx,~P‘’  dx,—p'  • • ' äx_~pn 


Diese  letzteren  Gleichungen  aber  lassen  sich  in  die  Gestalt  einer  einzigen  bringen, 
nämlich : 


4) 


dt=pldxi+ptdx%  + 


+ P dx  , 


denn  durch  snccessives  Diffcrcnziiren  der 
Gleichung  4)  nach  den  Variablen  x,, 
xt  • . . *n  erhält  man  wieder  die  Glei- 
chungen 3). 

Die  beiden  Gleichungen  2)  und  4) 
sind  also  mit  1)  völlig  gleichbedeutend. 

Die  Gleichung  2)  kann  dazu  dienen, 
eine  der  2n-f  1 Variableu  xt,  xa  . . . 
*n»  *»  Pi»  Pt  • • • Pn  zu  bestimmen,  und 

enthält  Gleichung  4)  dann  noch  deren 
2n.  Da  aber  diese  Gleichung  nur  die 


Differenziale  von  (n-f-1)  derselben:  xt, 
xt  . . . x^,  z,  nicht  aber  die  von  pvp% 

. . . Pn__,  enthält,  so  gilt  das  im  vori- 
gen Artikel,  Abschnitt  40,  II)  Gesagte  hier, 
dass  von  den  aufgostelltcn  Systemen  von 
Differenzialgleichungen  das  erste  zur  In- 
tegration hinreicht.  Diose  merkwürdige 
Vereinfachung  der  zuerst  von  Pfaff  hin- 
gestellten allgemeinen  Integration«  me- 
thode  der  partiellen  Differenzialgleichun- 
gen erster  Ordnung  rührt  von  Jakobi  her. 
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Wir  wollen  jeUt  noch  die  durch  Gleichung  4)  gegebene  Form  der  partiellen 
Differenzialgleichung  erster  Ordnung  benutzen,  um  eine  zuerst  von  Legendrc  ge- 
gebene Transformation  zu  beweisen,  welche  in  manchen  Fällen  auch  bei  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  von  Nutzen  sind. 

Die  Gleichung  4)  lässt  sich  nämlich  auch  auf  die  Form  bringen: 


</*  = </(?,  !,+/»,*,+  . . . +P„xn)  - x,dp,-x,dp 


. —x  du  y 


d.  h.: 

6) 

wo  gesetzt  wurde: 
6) 


du=xlJp,+x,dp,+ 

"=Pi*.  + />t*»+  • • • 
• • • 


+* 


+V»-*- 


7) 


Die  Gleichung  &)  aber  zerfällt  in  das  folgende  System: 
du  du  du 

^ = *‘’  dp,=X' 


and  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2)  einsetxcnd,  erhält  man: 

„./äs  i«  du  du  du  du  . A 

85  fw:  w,  • * • *-•  r^,+r>Wt+  • • • +p"  *f~u' '■  ’ p-)= ' 

eine  partielle  Differenzialgleichung  erster  Ordnung,  die  somit  mit  1)  ganz  identisch 
ist.  In  8)  sind  pit  pt  , . . pn  die  unabhängigen  Variablen,  also  dieselben 

Grössen,  welche  in  1)  die  Differenzialquotienten  von  z waren,  während  die  Grossen 
x„  z}  , . , in  8)  die  Differenzialquoticntcn  von  w sind. 

Ehe  wir  jetzt  mit  Anwendung  des  vorigen  Artikels  die  vollständige  Theorie 
der  hier  betrachteten  Gleichungen  gehen,  wollen  wir  aber  noch  einen  besondem 
Fall,  den  der  linearen  Gleichungen,  direct  betrachten. 

5)  Integration  der  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 


i) 


wo  A„  A,  . . . An,  B Functionen  von  *,  *„  *,  . . . xn  Bind.  Diese  Gleichung 

heisst  lineare,  da  sie  in  Bezug  auf  die  partiellen  Differenzialqnotientcn  von  t li- 
near ist.  Wir  ersetzen  sic  zanöcbst , wie  im  vorigen  Abschnitte , durch  das 
Bystem : 

dt  dt 


dXl=Pl’  d T,~F' 


dz 

dx 


oder  durch  die  eine  Gleichung: 

2)  dz-Pi  dx^-Pi  dxt-  . . . -pndxn-0 

verbunden  mit: 

3)  AiPi+A9p:+  • • • +AnPn-B- 
Indem  wir  aus  2)  und  3)  pn  eliminircn,  erhalten  wir: 

4)  And>-AHp,dXl-Anp,dx,-  . . . ~AHpn_1dxn_t 

-(B-A,  p,—A,p,—  ...  -An  f pH_l)dxM  = Q, 
oder,  indem  wir  die  mit  p,,  p,  . . . Pn— t multiplidrten  Theile  von  einander 
sondern : 
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&)  * Andz-Bdxn+pl(AldxH-Andxl)+pt(Aidxn-Andx7)+  • . . 

+»  (A  , dx  — A dx  ,)=:0. 
' fi—  1 v n — I h n n—  V' 

Es  wird  diese  Gleichnng  offenbar  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

Anfa=Bdxn,  A^dx^Aydx^  Andxx  = Atdxn  . . . A fdxn_l=  An_xdxn, 

ein  System  von  n Differenzialgleichungen  mit  n-f-l  Variablen,  welches  man  anch 
unter  der  Gestalt  schreiben  kann: 

6)  dxt  : dxx  : : dx  : dt  — At  : A,  : . . . : A : B. 

fl  fl 

Bildet  man  die  Integrale  dieses  Systems,  so  lösen  diese  offenbar  die  Gleichung 
4)  oder  2)  vollständig  auf,  während  pl7  px  . . . p ganz  willkürlich  bleiben. 

Aber  nicht  unmittelbar  ist  auch  eine  Auflösung  der  Gleichung  1)  hierdurch  gege- 
ben. Denn  diese  Gleichung  erfordert,  dass  man  t als  Function  von  x%  . . . 
xn  erhält,  während  die  h Integrale  der  Gleichungen  6)  *,  xlt  xt  . . . als 

Functionen  von  x^  sich  ergeben. 

Indess  lässt  sich  aus  diesen  Betrachtungen  leicht  das  allgemeine  Integral  von 
1)  ableiten.  Seien  die  Integrale  der  Gleichungen  6)  zunächst: 

7)  f l—a  !•  /'|=:BJ  • • • - cBt 

wo  fit  fi  • • • fn  Functionen  von  a?t,  zt  ...  x^,  <r,  . . . «w  aber  Willkür 

liehe  Constanten  sind,  so  ist  offenbar: 

8)  A •. fz  — Bdx—Sedf , 

fl  fl 

Atdx  — = 

A.dx  —Adx2—2endf 

fl  fl 


• • • 

An- iWV . = 

wo  die  Sumraenaeichen  auf  die  Grössen  dflt  dft  . , . dfn  sich  beziehen,  e,  e'. . . 

aber  Functionen  von  t,  x,  xt  . . . x sind,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen, 

wenn  die  Integrale  bekannt  sind.  Das  Zeichen  d deutet  hier,  wie  schon  oft 
in  den  vorhergehenden  Artikeln  an,  dass  die  Grössen  x,  x,  ...  xn,  z nach  einem 

ganz  beliebigen  Gesetze  variirt  sind.  Durch  Einsetzen  der  Beziehung  8)  in  die, 
wenn  man  Gleichung  3)  als  erfüllt  voraussetzt,  identische  Gleichung: 

AJßz—pldxt—ptJxt—  . . • -pndxJ=Andz-Bdxn+pl  (A,tf*n-An<fx,) 

+p.  V**)+  ■ • • +f»_  I ) 

erhält  man  nun  : 

9)  di—pldxi—p7dx7  — . . . —pndxn  = hldfl+htdfi+  . . . Ar^n^fnt 


wo  die  Ausdrücke  A, , A,  . . . A ausser  x.,  x,  . . . x , z noch  pt, 

fl  fl 

Pn_ ,» jedoch  in  linearer  Form,  enthalten. 

Ist  die  rechte  Seite  gleich  Null,  so  ist  dies  also  auch  mit  der  linken  Seite 
der  Fall ; es  wird  dann  : 

dz  = di,  dx.-dx.  . . . J x = dx 

1 * n ft 

zu  setzen  sein. 

Nehmen  wir  nnn  an,  es  sei : 


10) 


f^rifit 


• • i 
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wo  7 eine  willkürliche  Function  von  n—1  Variablen  ist,  so  wird  die  rechte  Seite 
von  9)  die  Gestalt  annehmen : 


Setst  man  dann  noch: 


11) 


h,+k«t h~0. 


kt+hnW'r 


i 


so  ist  in  der  That  dieser  Ausdruck  gleich  Null.  Die  t*  — X Gleichungen  11)  lassen 
sich  aber  immer  erfüllen,  während  y ganz  willkürlich  ist.  Es  enthalten  die  Aus- 
drücke /*,,  AB  . . • A nämlich  die  n—1  noch  ganz  unbestimmten  Grössen  pt, 

p9  . . . *>c  können  also  zu  deren  Bestimmung  dienen.  Die  Gleichung  10) 

gibt  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  von  2) , und  da  sie  i als  Function  von 
*i  »**•••  *n  gibt,  auch  das  allgemeine  Integral  von  1),  während  7 eine  ganz 

willkürliche  Function  ist.  Die  Gleichungen  7),  welche  n willkürliche  Constanten 
enthalten,  entsprechen  dem  in  Abschnitt  2)  betrachteten  vollständigen  Integrale. 
Da  sie  aber  nicht  als  Integrale  von  1)  zu  betrachten  sind  , so  muss  man  sagen: 
„dass  die  linearen  Differenzialgleichungen  kein  vollständiges,  wohl  aber  ein  all- 
gemeines Integral  haben.u 

Das  letztere  bestimmt  man,  indem  man  dio  totalen  Differenzialgleichungen 
6)  integrirt  und  ein  Integral  als  willkürliche  Function  der  übrigen  bestimmt,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  allen  Integralen  die  Gleichung : 

12)  *(/•..  r,  ■ ■ • /■„>= 0 


festsetzt,  wo  »/>  eine  willkürliche  Function  ist. 
Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 


*» 


s. 


Es  ist  hier: 


= A,=x„  B = nt, 

und  die  Gleichungen  6)  werden : 

dxt  : dxt  : dt  = xt 

d.  h. : 


Die  Integrale  sind : 


dx t __  dxt di 

xt  Xj  ns* 


also  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 


oder : 


II)  Sei  ferner  gegeben: 


Men  hat: 


Äs  r)s 

*l3^+‘är,+**=a 

= d,“t,  -"*11 
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Ar,  : dx,  : dz=x,  : t : — x„ 

i.  h.: 

dx, dz,  _ dz 

~ ~*7’ 

Die  Qieichung: 

*,dx,  + zdz  = 0 

gibt  integrirt: 

und  wenn  man  den  hieraus  gezogenen  Werth: 

* = ?(«.*-*,’) 

in  die  Gleichung: 

dx  t 

*7  ” ~ 

einsetzt,  so  erh&lt  man  das  Integral: 

i • xj 

lg  ff,  x , = arc  sin  — . 


d.  h.: 


Iearc"ny(r*+V) 


und  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist: 

x. 

arc  sin : 


V'tr  « It«+l>)=0. 


III)  Seien  Ait  Aa  . . . A ^ und  B Constante,  so  sind  die  Integrale  von  6) 
von  der  Form: 


x.  x, 

:r+«i=:r+".= 


also  das  allgemeine  Integral  von  1)  ist : 


ZT+an-T+ß' 


(z  z x,  i 

- B -Äj=»- 

6)  B e trachtung  einer  gewitsen  Klasse  si  m nl  tane  r p artiell  er 
Differentialgleichungen. 

Die  eben  gegebene  Integrationsmethode  erstreckt  sich  auf  eine  Klasse  simul- 
taner Gleichungen  von  der  Gestalt : 


1) 


\ »tt 

AldT+A’  dT,+ 


dt 

+A  ~ = B. 
n dx  • 
n 


äi* 
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wo  i4t,  Aa  ...  A , Bx,  Bt  ...  B Functionen  von  x.,  x.  . . . x , z, 

” 4 Fl 

. . . z sein  sollen. 

Fl 

Dieses  System  gehört  also  zu  den  wenigen  Fällen  simultaner  partieller  Diffe- 
renzialgleichungen, die  einer  weiteren  Behandlung  zugänglich  sind. 

Setzen  wir  wieder : 


dzt-Pl  ’ 

dx~P a * ‘ ' 

— -n  " 

dXl~Pi  ’ 
• 

£i*-p " 
dx~Pt  * ' * 

• 

• 

• 

dz 

* (*) 

Üt -„’<■) 

dzx  Pt 

’ dXi~p%  ' ' 

dx  ~pn’ 

n 

*•=, 
dx  Pn 
n 


di 

* (*) 
n 


=pn  ' 


so  lassen  sich  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  die  im  vorigen  Abschnitte  an- 
stellen. Namentlich  kann  man  mittels  der  Gleichungen  1)  die  Grössen  p pn" 

. . . p ^ bestimmen,  und  erhält  dann  ein  System  von  der  Gestalt  : 


wo  r jede  Zahl  von  1 bis  t sein  kann ; diese  Gleichung  nimmt  eine  eben  solche 
Form  als  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  an,  und  diese  wird  erfüllt 
durch  die  den  Gleichungen  6)  analogen: 

dz  :dx.  : dz.  : i dx  =B  : A . i A.  . . . A , 

r * n r 1 #t 

oder,  indem  man  für  r alle  Werthe  setzt: 

2)  dzt:  dza  . . : dif  : dxt  : d. r,  : . . : dx^  — Bx  : Bt  . . : Bg  : At  : At  : : A 

In  diesen  n-f*— 1 Differenzialgleichungen  mit  n-fs  Variablen,  kommen  die 

Grössen  p^r\  pj^  • . . P,^  nicht  vor. 

Ganz  durch  dieselben  Schlösse  wie  im  vorigen  Abschnitte  gelangt  man  zu  r Gleichun- 
gen von  der  Form: 

3)  <r*r-j>/rVsrl -ff-'hx,-  . . . pn(-r'>,txn=k^hfl+kSr)ir,+  ■ ■ . 

fc(r)  Äf 

n n+s~l0fn+t-  l» 

wo  fx,  j die  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind.  — Die  Gleichun- 

gen 1)  erfordern,  dass  man  z,,  z,  . . . z als  Functionen  von  xl(  xt  . . . x 
ausdrückt.  Dies  geschieht,  wenn  man  setzt: 

4)  rn=</i(fi,  ft . . . fn_j, 


wo  yt,  f% 


V. 


fn+s  — 1 (^*  f*  • * • fn—  0' 

willkürliche  Functionen  sind. 
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Diese  Gleichungen  geben  nämlich  die  » Grössen  s als  Functionen  der  x. 

Es  sind  aber  die  y ganz  beliebig,  denn  setzt  man  dieselben  in  die  Gleichun« 
gen  3)  ein,  so  erhält  man  rechts  den  Ausdruck: 

(h  (r)  . A (r)  'V  . . Ä(r)  dJLi+  + *(r)  d'r*  \ Af 

+(krt+h  (r)  ^1  + A(r)  , t d-p.+  . . . + A<r)  . , df„ 

V » df%  n+l  df7  n + s-  « dfj  M 


+ V <3? + A n + 1 d7 +"*+A  ^ 1 df )*fn- 1’ 

ein  Ausdruck,  der  gleich  Null  wird,  wenn  man  die  Coefficienten  von  Jfv  d/a... 
ffn_  , gleich  Null  setzt.  Es  sind  dies,  wenn  r gegeben  ist,  n — 1 Gleichungen 

und  wenn  man  r alle  möglichen  Wcrthe  gibt,  so  entstehen  s(n— 1)  dergleichen. 
Diese  können  immer  erfüllt  werden,  wenn  man  über  die  noch  unbestimmten 
*(»— 1)  Grössen: 

P/f  Pt  ■ • • Pn-\'' 


d,rs 


„ n „ tt 

Pi  > Pt  • • 


» " 
^»-1  ’ 


V W p W 

Pi  »Pa 


p« 

**  «-r 


welche  in  den  h enthalten  6ind,  angemessen  verfügt,  und  es  sind  daher  die  Glei- 
chungen 4)  oder  die  mit  ihnen  identischen : 

V'i  ( ft»  ft  • • • |)=:®» 

V'tifo  f*  • • • i)  = ^ 


(fit  ft  * • • fn+t-J  — °» 

die  sich  durch  Integriren  des  Systems  2)  ergeben,  Integrale  der  Gleichungen  1) 
so  dass  die  Functionen  . . . t/>g  völlig  willkürlich  bleiben. 

Beispiele.  8ind  in  den  Gleichungen  1)  die  Grössen  A und  B constant, 
so  sind  die  Integrale  von  2)  von  der  Gestalt: 

^+«.=^+0...  = ^+«,  ~^^=7T,+ß'-  ■■■  =Tn+l>«’ 

und  die  Gleichungen  5)  nehmen  die  Gestalt  an : 

„ (±1  üi_  *1  h-li  --  iiUo 

Bt'  Bt  Bf'  Bg  Bt‘  At  Bt'  At  ß,’  ' ‘ ' A*  Bj  ’ 

wo  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  willkürlichen  Functionen  tpt  . . . 
tff  sein  soll. 

7)  Allgemeine  Auflösung  derpartiellen  Differenzialgleichun- 
gen  erster  Ordnung. 

Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ohne  Weiteres  die  Anwendung  von  dem  in 
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den  letztem  Abschnitten  des  vorigen  Artikels  gegebenen  Gleichungen  in 
machen. 

Sei  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung: 

di  di  di 

1)  o = » («,  *i>  *.  • • xn’  d^  ‘ ' dF  ' 


wo  a eine  Constante  ist,  die  wir  eben  nur  der  Analogie  mit  dem  im  vorigen  Ar- 
tikel Gegebenen  wegen  himufügen,  so  eerlegen  wir  dieselbe  wieder  in  das  System 
von  2 Gleichungen: 

2)  <k-pldXi-p,dzt-  ■ ■ . -PndxH~°< 

3)  '/  (*,  x,  ■ • • />,.  Pt  • • • P„)  = a- 


Die  Gleichung  2)  enthalt  2n+l  Variable,  von  denen,  wie  schon  gesagt,  eine 
mittels  der  Gleichung  3)  sich  wegschaffen  lasst.  Indessen  führt  eine  andere  Auf- 
fassung tu  etwas  eleganterer  Darstellung.  Nehmen  wir  nämlich  an.  Gleichung  2) 
hätte  in  der  That  2n  + 1 Variable,  so  muss  dieselbe  ein  willkürliches  Integral 
haben,  und  als  solches  betrachten  wir  eben  die  Gleichung  3),  welche  eine  Relation 
zwischen  z,  den  x und  den  p angibt-  Vergleichen  wir  jetzt  die  Gleichung  2)  mit 
der  im  vorigen  Artikel  betrachteten: 


f=2*+l 

1 X. 

dx  =0, 

f- 1 

s 

so  ist  zu  setzen: 

Xi--fo  x i — Pt 

■■xn=-r* 

’-Xn  + i=°’*n+i=°  - 

X1»=0' 

*1 

II 

h 

H 

II 

H 

** 

II 

H 

*n+l=p‘ 

’ *■.+*  =p*  • • 

• *2B+.  = S- 

Die  Gleichungen  19)  des  vorigen  Artikels  (Abschnitt  32),  welcho  zur  Auflösung 
dieser  Differenzialgleichung  dienten,  waren: 

, du  , P = %*+'  /dX V dXA  , 

' ^dx>  p = l \d*.  dxn  ) P 


xin+tdA  = dt‘ 
in  Verbindung  mit: 


dx 


p=in  + 1 

-+  A z 


2n-f-t 


>=i  l5*! 


dX_ 


dx. 


i 


2n 4- 1 
dx 


\ dx 

) ? 


- dF  dx  =0; 

*=  I s 9 


die  Indices  /u  und  A müssen  eliminirt  werden. 

In  unserm  Falle  zerfallen  diese  Gleichungen  in  3 Gruppen,  welche  von  den 
n ersten,  den  r»  folgenden,  und  endlich  von  der  letzten  Gleichung  ausgefüllt  wer- 
den. Diese  Gruppen  sind: 
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4) 


4.) 


p.dA+Dfi  ^ + i4<V,=  0, 
pJA+dfi  ^£+Adpt  = 0 


P„dA+dtiZr+  AdPn  = 0’ 


= 0, 
=0, 


4b) 


dhl~~Ad* B-°. 

rl% 

— dA 4-^/4  =0* 


Die  Gleichung  4b)  kann  zur  Elimination  von  dA  dienen»  und  man  hat: 


»b 


wo  s jeden  ganzzahligen  Werth  von  1 bis  n annimmt.  Da  hierbei  eine  Gleichung 
verloren  geht,  verbinden  wir  mit  dem  System  noch  die  Gleichung  2).  Das  System 
5)  ist  nun  zu  integriren.  Um  die  Integrale  von  2)  zu  erhalten,  bedarf  es  keiner 
weitern  Integration,  da  n — 1 der  Functionen  X hier  gleich  Null  sind,  was  nach 
dem  iro  vorigen  Artikel,  Abschnitt  36)  Gesagten  die  Bedingung  dafür  war , dass 
die  Hauptintegralc  des  ersten  Systems  zur  Lösung  der  Aufgabe  hinreichen.  Setzt 
man  also  etwa  z = 0 oder  gleich  einer  beliebigen  andern  Zahl  (man  könnte  statt 
z auch  eins  der  x,  xt  -0  oder  gleich  einer  andern  Zahl  setzen)  und  sind  x/,  xtr. .. 
x^',  px\  ptf  . . . pn'  die  Hauptintegrale  der  Gleichung  5),  so  hat  man: 

<t%-pliIxl-p,Jzy  , . . . . . +P„'Sz1!)’ 


und  x,',  x,'  . . . *n'  sind  die  Integrale  der  Gleichung  2),  wlhrend,  um  sämmt- 

liche  Integrale  von  den  Gleichungen  5)  zu  haben , man  noch  die  Qauptintegrale 
p/,  pt'  . . . p'n_l  hinzufflgen  muss. 

Die  Gleichungen: 

wo  fr,  . . . «n  die  willkürlichen  Constanten  sind,  enthalten  auf  der  linken 
Seite  die  Grössen:  xt,  x,  . • . x , pt,  p,  . . . pn-  Mittels  dieser  n Gleichun- 
gen und  der  Gleichungen  3)  lassen  sich  also  sämmtlichc  p eliminiren,  und  man 
behalt  eine  Gleichung  mit  n willkürlichen  Constanten  übrig.  Diese  ist  mithin 
das  vollständige  Integral  der  vorgelcgten  Gleichung  1).  Um  hieraus  das  allge- 
meine Integral  und  das  singuläre  zu  finden,  bedient  man  sich  der  in  Abschnitt  2) 
dieses  Artikels  gegebenen  Methode,  d.  h.  man  verbindet  zur  Auffindung  des  all- 
gemeinen Integrals  die  Gleichungen: 
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6) 

und: 

7) 


^(o„  «,  . . . «,)  = 0, 


— ^V> 

da.  da  da. 

1 


da%  df(  dar 


dF 


da 


dF  +dF 


da 


da  da 


-=0, 


wo  F = 0 das  vollständige  Integral  ist,  und  zu  der  des  singulären  hat  man  die 
Gleichungen : 

dF  n dF  ^ dF 

5ö^“0,  *7r0--  £=°- 

Wie  leicht  zu  sehen,  stimmt  dies  mit  der  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Methode 
zur  Einführung  willkürlicher  Functionen  in  die  Integrale  der  totalen  Differenzial- 
gleichungen völlig  überein. 

Wir  wollen  zunächst  das  Gesagte  auf  ein  Beispiel  anwenden.  Sei  gegeben 
die  Gleichung: 

(i+Pi’+p,'+  • • ■ +pB*)/W=«. 

wo  /■(»)  eine  beliebige  Function  ron  z ist.  — Es  nehmen  dann  die  Gleichungen 
6)  die  Gestalt  an: 

a>’,df,j$)  + Ad',,=0' 

Indem  man  jede  Gleichung  des  ersten  Systems  durch  die  erste  desselben  dividirt, 
erhält  man: 

dI± 

Pi + dPi 

woraus  sich  n— 1 Integrale  ergeben: 


C.  Ce 


• . willkürliche  Constanten  sind. 


. p in  das  zweite  System,  welches 


wo  c„  c, 

Setzt  man  die  Wcrtho  von  p2,  p, 
dann  die  Gestalt  annimmt: 

2c,_  {Piä/*f(.*)  = Adxf, 

und  dividirt  jede  dieser  Gleichungen  durch  die  erste  des  Systems  : 

2p,  fy/Xz)  — A dx,, 

so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

d*t 

dxt  ~ °t—  l’ 

woraus  sich  ebenfalls  n-1  Integrale  ergeben: 
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wo  die  Grössen  «J_  ( ebenfalls  willkürliche  Constanten  sind.  — Man  hat  also 

2n— 2 Integrale,  und  es  fehlen  nns  deren  noch  2.  Dos  eine  wird  erlangt,  wenn 
man  in  die  gegebene  Gleichung  die  Werthc  von  p , , p,  ■ ■ pn  cinsetzt.  Dieselbe 

nimmt  die  Gestalt  an: 

eine  Gleichung,  welche  p , als  Fnnction  von  z allein  gibt.  Es  ist  nämlich: 


- - i/  —f  w 

r /■(»)(l+c.,+  «e,+  ■ . 

Das  letzte  Integral  endlich  gibt  die  Gleichung : 

dz=pldxl+p,dx,+  . . . 

+Pnd*«' 

wenn  man  für  pl9  pt  . . . pn  ebenfalls  snbstituirt.  Man  erb&lt: 

dz 

— = dz,  + c,  dxt  + c,dx,+  . . . 

4 -c  dx  , 

ft—  i n 

ein  Ausdruck,  der  integrirt  werden  kann,  da  p. 
Man  hat: 

eine  Function 

rdi 

1 —=x,+elx,+etx,  + . . . 

*/  pv 

wo  g eine  neue  Constante  ist.  — Ist  z.  B.: 

/(*)=*•. 

so  ht: 

+c„- .*■+* 

x »V(l  + cl*+c,’+  . . . 

• + **«-.> 
— 1 

also: 


also: 


V'l  + cl>+e,>+  ...  +e*f|_t. 


VC«-*’)  y'l+e,*  + e1I+  ...  +«*„_,  +xl+clz,  + clx,+  . . . 

+ en-ix»+*  = °- 

Znr  Auffindung  der  Hauptintegralc  ist  es  hier  bequemer,  nicht  z,  sondern  i,  = 0 
su  setzen,  wie  es  doch  geschehen  kann.  Es  ist  dann  gemäss  der  Gleichung: 

x.=c.-ix>  + es-l' 

xs'  = ‘s-f  aI,o:  *.“*•-  ,X1=X,'< 

oder  da: 


cs-l  p, 


P,x,~P,*t 
P i 

Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit : 


- x . 

t 


„ _P>  _P._  _ n 

Pi-~  - • ••  • 

«i  ci  t 

welche  durch  Einführung  der  Uauptintegrale : 
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sich  verwandeln  in: 

P » __  Pj_  _ _ Pn 

p/  /V  pn 

Die  Gleichung: 

j • • • +c,J|_I) 

Pl=  W =**) 

aber  wird  durch  Eliminiren  der  Grössen  c.,  c.  . . . c : 

fl ' I 


« V(«  — z*) 

*VO\*+Pa*  + ...  +Pn*)’ 

d.  h. : 

1)  a-za  = z*  (pl*+pi7+  . . . +/>„*)• 
oder: 

2)  *7(H-Pi*+p**4-  • . • +pn7)  = «» 

und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  Einführung  der  üauptintegrale : 

*"  (1+Pi'*+P*'*  + • . . +Pn'*)  = o, 
oder  wenn  man  für  pJ  . . . p ' die  Werthe  setzt: 

4 fl 

3)  • • • +Pn*)]=aPi*- 
Auch  die  Gleichung: 

V(«-«*)K(l  + cl*+c,,+  . . . +<:•„_,)+*, +c,*, +c,x,  + . . . 

+ %_,*„ +J  = 0 

nimmt  durch  Elimination  der  c die  Gestalt  an: 

V(«-z*)V(/;l*+p1,+  . . . +Pn9)-\-pl*l+Pt*t  + . • . +pnJCn+gpl=Q, 

d.  h. : 

4)  (*-*i)(pi%+P*1+  • • • Pnt)  = (Pi*i+Pt*i+  • • • Pnxn~*~9P\)*' 

Durch  Einführung  der  Hauptintegrale  ergibt  sich  hieraus  : 

(«-*'•)  (p/^+pV**  . . . +Pn'*)  = (p*V+  • . . +Pn,xn'+9Pi')i, 
und  durch  Einsetzen  der  Werthe  von  />,'  . . . p \ x/  . . . z ': 

5)  (o— *f,)(P»*+Pi,+  • • • +pn’)  = [p»xj+pjx,+  . . . +pn*n 

-^(Pa*+P»*  + ••  • +Pn,)4-Srpl]>. 

P i n 

Aus  den  Gleichungen  3),  4),  5)  können  nun  g und  p/  eliminirt  werden;  es  bleibt 
noch  eine  Gleichung,  welche  z * bestimmt.  Aus  dieser,  den  n — 1 Gleichungen  1) 
und  der  Gleichung  2)  sind  dann  plt  pt  . . . p zu  eliminiren,  und  man  behält 

eine  Gleichung  mit  n willkürlichen  Constanten  x,',  x,f  . . . x zr  übrig,  welche 

das  vollständige  Integral  der  vorgclegten  Gleichung  ist. 


8)  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgaben  auf  denFall,  wo  nur 
2 unabhängige  Variablen  vorhanden  sind. 

Sind  nur  2 unabhängige  Variablen  gegeben,  so  besteht  das  System  5)  des 
vorigen  Abschnittes  aus  folgenden  5 Gleichungen: 
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I) 

du 

11) 

dp  1 

III) 

du  — A dx.  =0, 

dP, 

IV) 

dt-p,  dx  t-\- pt  dxt. 

Bei  spiele. 


I)  Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelte  allgemeine  Aufgabe  gibt  f&r 
die  Gleichungen: 


!•  = 2 


1)  pv  x,  =/>,*,', 

2)  ')(/>, ’+iV). 

3)  (a-s' *)(/>,’+;>,»)  = (£.  x.'+g;»,)», 

4)  (a-t‘)(p,’+p,’)=(p,  *i+P . *.  + Jf>i)*. 

5)  i’(l+p,*+^,,)=a. 

Aus  diesen  5 Gleichungen  ist  zu  eliminiren  pg9  p1t  p/t  g.  Man  behält  eine 
Gleichung  übrig,  welche  die  beiden  willkürlichen  Constanten  z\  xtr  hat,  und  das 
vollständige  Integral  bildet. 

Die  dritte  und  vierte  Gleichung  geben: 


6)  V'O’i’  +/>.’)(»'  i*i- 

Aus  dieser  in  Gemeinschaft  mit  der  ersten  und  fünften  ist  p4  und  pt  zu  elimi- 
niren. Die  erste  aber  gibt: 


l 

dies  in  die  sechste  eingesetzt,  gibt: 

Diese  Gleichung  ist  von  pt9  />,,  />/,  p%f  frei,  sie  ist  also  das  vollständige  Inte- 
gral. 8ie  nimmt  auch  die  Form  an  : 

= » K(*,-*s ')’+*.*. 

also: 

8)  2>  if * + (xt -x,')*  +*4*  =0. 

II)  Es  sei  ferner  gegeben  die  Gleichung: 

~ = axl  + kt+f(xt,^j  = 0. 

Ei  ist  hier  zu  setzen: 


'/=«•*.  + <>t-Pi+f(.*ii  P,), 

und  die  Integration  wird  auf  folgendes  System  zurückgeiuhrt : 

dfx  (a+bp,  + ^+AdPl=0, 

Ptbdfi+Adpt  = 0, 
d/u  + Adxt  - 0, 

du-£-  — Adx.  — O. 

a und  b sind  Constante,  f eine  beliebige  Function  von  2 Variablen. 

Eliminirt  man  du,  so  bat  man  folgende  3 Qieichungen  ; 

I)  p,bdxl  —dpv 
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2) 


df 

s-i*,+dz2  = 0, 


3)  dtt(a+bp,+  — 

Die  Gleichung  1)  hat  zum  Integrale: 

4)  p,  =:  rre^1. 

Setzt  mun  diesen  Werth  in  f ein,  so  ist  diese  Function  nur  noch  von  xt  abhän- 
gig, ebenso  wie  seine  Differenzialquoticntcn.  Sei  sonach: 

= r»), 

so  wird  das  Integral  der  Gleichung  2)  sein: 

5)  «)  = ß, 
und  wenn  man  in  3)  setzt: 

bx , 

Pi  — Ue  '» 

60  wird  dieso  Gleichung  die  Gestalt  annehmen: 


also : 


(‘,+£)'lx'  = ehx'd“' 


1 — bX.  . t , s , i — bl. 

u=~Te  + a)+yle  ’ 

wo: 

Ax,  r df  -bxt, 

«.(*„  *>=•  J äT^  dx' 

ist,  also: 

6)  Pi  = — «)+y- 

Setzt  man  xt  = 0,  so  geben  die  Gleichungen  4),  5)  und  6): 

ptf=n,  x/+<y( 0,  a)  = ß, 

Pi'=-y  + ^(0,  »Hy. 


und  indem  man  «,  ß und  y aus  4),  5)  und  6)  eliminirt: 

7)  P»=Pi'ebXl, 

8)  xa  + F(*„  p10  = *a'+F(0,  PsO» 

9)  Pi-Pi’^tyfa  P*0“^( 0,  P,0- 
Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit  <y  = 0,  oder: 


10) 

axl  + Az-pI+/‘(xl,  p,)  = 0, 

und: 

11) 

b*f—Pi'+f  (0,  p/)=0; 

aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  wird  p/  eliminirt.  Es  kommt: 

+ PiO-'pCO,  PzO+AO.  p/)=0. 

Mittels  der  Gleichung  10)  kann  hieraus  aber  auch  pt  weggeschafft  werden: 

12)  As'-f  Pi)+f( 0,  j»a')  = ««i+fe+f(*it  p,). 

Um  p/  wegzuschaffen,  hat  man  die  Gleichung: 

p/=p,e-6xS 

und  nachdem  dies  eingesetzt  worden , ergibt  sich  aus  12)  und  8)  das  allgemeine 
Integral,  wenn  man  noch  p,  eliminirt. 
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Ei  gibt  aber  auch  eine  oft  bequemere  Methode  sur  Erlangung  des  ailgemei- 
nen  Integrals,  bei  welcher  die  Eliminationen  vermieden  werden,  und  welche  für 
den  Fall  von  3 Variablen  bereits  Lagrangc,  der  sich  zuerst  mit  diesem  specicllen 
Falle  beschäftigte,  angegeben  hat.  Es  ist  beiläufig  gesagt  nichts  weiter,  als  die 
im  vorigen  Artikel  für  totale  Differenzialgleichungen  angegebene  Methode , die- 
selben durch  successive  Integration  und  Benutzung  der  nach  und  nach  gewonne- 
nen Integrale  aufzulösen. 

Lagrange  benutzt  nämlich  von  den  Integralen  der  Differenzialgleichungen  I), 
II)  und  III)  nur  eins.  Sei  dasselbe: 

f(x,  9,  z,  p,,  p,)  = a. 

Verbindet  men  dies  mit  der  gegebenen  Differenzialgleichung: 

v (*.  y>  *.  p i-  Pi)=o, 

so  kann  man,  wenn: 

da  dt 

p‘-dT,'  p,~dT, 

geschrieben  wird,  daraus  2 Gleichungen  von  der  Gestalt : 

dz  dz 

dxt  dx% 

oder: 

di  = u dxx  + v dxt 

gewinnen,  wo  u und  v Functionen  von  x,  y , z sind,  welche  die  willkQrliche  Con- 
stante  « enthalten.  Selbstverständlich  werden  sie  der  Bedingung  der  Intcgrabili- 
tät  genügen.  Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Function  von 
x,y,  z, « mit  einer  zweiten  Constante  ß,  also  ein  vollständiges  Integral. 

Wenden  wir  dies  auf  das  letzte  Beispiel  an,  indem  wir  von  dem  Integral: 

p, =„«**• 

ausgehen  und  dies  mit  der  Gleichung: 

axl+hz-pl  +/■(*„  Pt) 

verbinden,  so  erhalten  wir: 

^=axi  + + <*), 


dz  4*. 
ET=“«  » 


dx_ 

wo  f(*p  aekz‘)  gesetzt  ist,  also: 

dzzz[axl+bz  + F(xl,  «)] dxt  +« e^'dx,. 

Setzen  wir  zuerst  z,  constant,  so  kommt: 

l = s>,  e^*1  V, 

oder  wenn  man: 

*,  =0 

setzt: 

U=  t'.  i 

Es  ist  also: 

das  Hanptintegral , and  indem  m&n  z = z',  x,=0  in  die  Differenzialgleichung 
einsetzt : 

dz’ -{x  x l + bz’-\-F  (xt,  «))</*„ 
eine  Gleichung,  die  sich  integriren  lässt,  wenn  man  setzt: 

>'=xekx‘i 


Quadraturen  — Zuruckf.  auf.  542  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 


wenn  man  setzt: 


Es  kommt: 

du- [ai,  -f-F(xp  a)\dxiy 

u = \p(xv  tt)+ß, 

/ r axi +-F(zn «)  j_ 

V'C*!*  ")-j  f,Xi  rfx‘> 

*'=eÄX‘[^(xl,  «)+/?]. 

Das  vollständige  Integral  ist  somit: 

e^X  1 [•/' (zu  n)+/9]=:  z— «x,  eÄX‘. 


Es  wird  bei  dieser  Methode  nicht 
allein  die  Elimination  erleichtert,  sondern 
auch  die  Integration  vereinfacht. 

Die  Anwendung  des  vorigen  Artikels 
wird  unmittelbar  den  Gebrauch  dieser 
Methode  für  beliebig  viel  unabhängige 
Variablen  ergeben. 

9)  Vorth  eile  beim  Intcgriren 
der  allgemeinen  partiellen  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ord- 
nung, wenn  man  die  Integrale 
nach  und  nach  bestimmt. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gemachte 
Bemerkung  findet  ihren  allgemeinen  Aus- 
druck in  dem  im  vorigen  Artikel  für  die 
totalen  Differenzialgleichungen  bewiese- 
nen Satze,  dass  man,  wenn  ein  Integral 
bekannt  ist,  statt  2»  — 1 Gleichungen  mit 
2n  Variablen,  zwei  Systeme  von  2n  — 3 
Gleichungen  mit  2n— 2 Variablen  zu  in- 
tegriren  hat,  dass,  wenn  ferner  ein  Inte- 
gral der  so  gebildeten  Gleichungen  be- 
kannt ist,  3 Systeme  von  2«— 5 Glei- 
chungen mit  2«— 4 Variablen  der  Inte- 
gration unterliegen  u.  s.  f. , dass  also 


jedes  Integral  in  Bezug  auf  die  Reduction 
der  allgemeinen  Aufgabe  die  Stelle  von 
2 Integrationen  vertritt. 

Was  die  Gestalt  der  Systeme  anbe- 
trifft, welche  nach  Kenntniss  bezüglich 
eines,  zweier  u.  s.  w.  Integrale  entstehn, 
so  sind  dieselben  in  den  Gleichungen 
24),  25),  26),  27),  Abschnitt  38)  des 
vorigen  Artikels  enthalten. 

Bemerken  wir,  dass  diese  Gleichungen 
von  den  Gleichungen  11)  besagten  Ar- 
tikels, aus  denen  sic  abgeleitet  sind,  sich 
nur  dadurch  unterscheiden , dass  rechts 
q — r du 

ein  Ausdruck:  2 da  — ? hinzukommt, 

?=i  qdx. 

wo  die  bereits  bekannten 

Integrale  sind , und  wenden  wir  dies 
auf  die  Gleichungen  4),  4 a)  und  4 b) 
des  Abschnitt  7)  an,  so  erhalten  wir  fol- 
gendes Resultat. 

Wenn  ein  Integral  der  partiellen 
Differenzialgleichung  bekannt  ist,  so 
sind  folgende  Gleichungen  noch  zu  in- 
tcgriren : 


1) 

P,dA+dt‘  J +d«.  ,)*'+  AdP,-0, 

s s 

la) 

du  ~-+dal  Adx  =0, 

* dpg  ops  s 

lb) 

-dA  + d'U^+da/^^, 

wo  t in  1)  und  la).alle  Werthc  von  1 bis  n annimmt.  Eine  Gleichung  dieses 
Systems  dient,  um  dA  zu  eliminiren.  n,  und  /j  sind  unabhängige  Variablen. 
Schafft  man  wirklich  dA  weg,  so  wird  das  System: 


2) 

2 a) 


£)+<“".  =°- 


dp 


Ö(f 


daL 


du , 


dP,  dPt 


■Adx$  =0. 


Dieses  System  kann  man  in  2 andere  zerfallen,  wenn  man  je  eine  der  unabhän- 
gigen Variablen  constant  nimmt.  Man  erhält: 
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dtt  da, 

ÄT+P>  dl+ä^=0’ 

TL-aTL  = 0' 

dp,  dp 


du.  du . 

*r+p»  'är+Ad7l-0' 

op  da. 


Mit  diesen  Systemen  ist  zu  verbinden : 

dz  =px  dxx  -| dx%  *f 

d.  h. : 

dz  dx.  dx, 

— n ! _L 


+VV 


dx% 

dx 

n 

T + • * 
du 

■ +*■  V 

dx , , 

dx 

n 

'*  är;+  • ■ 

• +'nä^ 

Ist  von  diesem  Systeme  21  und  2a)  ein  Integral  u,  bekannt,  so  vermehren 
sich  die  Formeln  1),  1 a),  lb)  nur  nm  ein  entsprechendes  Glied. 

Ist  von  dem  nen  gebildeten  Systeme  wieder  ein  Integral  . und  so  fort 

bis  zum  r ten  System  bekannt,  so  hat  man  noch  zu  Integrircn  die  folgenden,  ganz 
wie  1),  la),  lb)  gebildeten  Gleichnngcn: 


ptdA+du  , ä“q  ~d  + A dP,  =0, 


, q — r äu 

6»)  dft  + - da  Adz *=0, 

6 P,  » = 1 1 dP,  1 

5b)  -dA  + dMp.+  ?i'rd„  *=0> 

d Z q=i  9 dz 

wo  dA  eliminirt  wird,  dp,  dat , dat  , . . da  unabhängige  Variablen  sind,  also 

das  System  in  r- fl  andere  zerfallt,  wenn  man  immer  r dieser  Variablen  constant 
denkt. 

Wenn  von  Anfang  an  2 Integrale  u , and  ut  bekannt  sind,  so  vertreten  diese 
nach  dem  vorigen  Artikel  die  Stelle  von  4 Integrationen,  wenn: 


<£)- 


ist,  wo  u,  als  Fnnction  von  «,  und  einem  beliebigen  System  von  Integralen 
der  Gleichungen  2)  und  2a)  gedacht,  und  demgemäss  differenziirt  ist.  In  jedem 


andern  Falle  gibt  der  Ansdruck 


zu  andern  im  vorigen  Artikel  erörterter- 


ten  Reductionen  Gelegenheit;  in  gewissen  Fällen  lassen  sich  ans  u,  and  u,  alle 


übrigen  Integrale  finden.  Dieser  Ausdruck 


hat  aber  in  nnserm  Falle  der 


partiellen  Differenzialgleichung  eine  besonders  einfache  Form.  Es  ist  nämlich; 
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Vermöge  der  Gleichungen  4)  und  4a)  aber  hat  man: 


Mit  diesem  Ausdrucke  sind  dieselben  Betrachtungen  zu  machen,  wie  im  Falle 
der  totalen  Differenzialgleichungen. 

10)  Betrachtung  des  Falles,  wo  die  unabhängige  Variable 
nicht  selbst,  sondern  nur  ihre  Differenzialquotienten  Vor- 
kommen. 

Der  Fall,  wo  die  Grösse  i nicht  selbst  in  der  gegebenen  Differenzialgleichung 
enthalten  ist,  verdient  besondere  Berücksichtigung.  Er  spielt  in  den  Problemen 
der  Mechanik  und  in  denjenigen  Differenzialgleichungen,  welche  den  Aufgaben 
der  Variationsrechnung  entspringen,  eine  wichtige  Holle.  Ausserdem  aber  lässt 
•ich  jeder  andere  Fall  auf  diesen  zurückföhrcn,  wenn  man  die  Anzahl  der  unab- 
hängigen Variablen  um  eine  vermehrt.  — Sei  nämlich  wieder  gegeben  die  Glei- 
chung: 

7 (*:.  • *„■  I.  P |>  Pt  ■ Pn)=Q< 

wo : 

dz 

p>~sr 

zu  setzen  ist. 

Föhren  wir  ein  die  neue  Variable: 


n+i  ' 


so  ist: 


ix 


n+t 

di,  * ds  _ 


ix 


n+  I jx 


P.*n+ 1 


wo  s eine  der  Zahlen  1 bis  n ist.  Die  gegebene  Gleichung  nimmt  also  auch  die 
Gestalt  an: 

dl,  1 "t,  1 d;,  1 

ö*-  ■ •’  x->1  d*.’  *„  + , 


»■(*..  *»  • • • Oi 


dT>=0’ 


"■»+1  »*f  1 ~I  ~«-fi  1 ~it+l 

eine  Gleichnng,  die  also  nur  die  Differenzialquotienten  der  unabhängigen  Varia- 
blen enthält. 

Zur  Untersuchung  dieser  Gleichung  gehen  wir  wieder  von  der  Form : 

</  (x„  x,  . . . XH.  pt,  p,  . . . pn)  = a 

aut.  Die  Gleichung  4b)  des  Abschnittes  7)  lehrt  dann,  dass  A constant  sein 

muss,  da  ^=0  ist.  — Seist  man  nun  in  4)  und  4 a): 

dz 
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•o  ergibt  lieh : 

2) 


2 a) 


Da  in  diesen  Gleichungen  t nicht  vorhanden  ist,  so  reducirt  sich  das  System  ge- 
gen den  allgemeinem  Fall  um  eine  Ordnung,  da  die  * entsprechende  Gleichung 
zunftchst  nicht  au  berücksichtigen  ist.  Nach  Vollendung  der  Integration  ergibt 
sich  dann  * durch  Quadratur  vermöge  der  Gleichung: 


dtp 


dt=  x 1 p,  djrdl' 

a = i * = i rt 


also: 


cs  kommt  t also  nur  als  Index  vor.  Die  Formel  6)  des  vorigen  Abschnittes 
nimmt  die  Gestalt  an : 


3) 


,f  I VP, dz,  dp,  dx,f 


(die  Constante  A ist  nkmlich  immer  gleich  1 , wenn  man  statt  p den  Ansdrnck 
i --  * cinfOhrt).  In  diesem  Falle , auf  den  sich , wie  wir  sahen , jede  partielle 


Differenaialglcichnng  zurückführen  lässt , kommt  also  der  Index  A nicht  vor.  — 
Ist  also  (r-1)  weder  einer  Zahl  gleich,  noch  anch  eine  Folge  der  Gleichnngcn: 


Wj  — Cj,  Uj  — c3, 

so  ist  dieser  Ausdruck  ein  drittes  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung,  und 
man  hat  weder  die  Kenntniss  des  Index  A nöthig,  noch  braucht  man  denselben 
nach  Klebsch's  Methode  zu  eliminiren. 


11)  Behandlung  der  m ech  a nisch  en  Glei  ch  u n g en.  — Anwen- 
dung der  Variation  der  Constanten  auf  dieselben. 

Wir  wollen  noch  den  bereits  erwähnten  Zusammenhang  der  im  letzten  Ab- 
schnitte behandelten  Gleichung : 

di  dz  dz 

i)  *<•••*••  - sr>=0 


mit  den  mechanischen  und  den  in  der  Variationsrechnung  vorkommenden  berüh- 
ren. Dieser  Zusammenhang  besteht  darin,  dass  die  letzterwähnten  Gleichungen 
sich  immer  auf  das  System  2)  und  2a)  des  vorigen  Abschnittes  bringen  lassen. 
Ihre  Integrale,  an  Anzahl  2n  — 1,  sind  also  auch  Integrale  der  Gleichung: 

2)  dz-pldxl-p,dx,  . . -pndxH=0, 


wo  pn  durch  Gleichung  1)  gegeben  ist. 

Offenbar  lassen  sich,  wenn  man  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  1) 
hat,  anch  die  letzteren  2n— 1 Integrale  finden.  Sei  nämlich  : 

3)  s = aH+f(x„  z,  . . . *n,  «„  a,  . . . an  l)=F 

dus  vollständige  Integral,  «a  . , . a die  Integrationseonstanten.  Dass  dasselbe 

die  Form  3)  haben  muss,  folgt  daraus,  dass,  wenn  man  den  Werth  von  * um 
eine  Constante  vermehrt  und  diesen  in  1 einsetzt,  diese  Gleichung  unverändert 
bleibt,  so  dass  nothwendig  eine  Constante  a*  za  der  Function  addirt  sein  muss. 
Ferner  ist  offenbar: 

35 
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3 a) 

da  />,,  j p,  . 


P i = 


dxf  dxt 


n 


df 

dx  ’ 


sind.  Die  letzte  Gleichung  muss 


Ot  Oz 

die  Wertlie  von  -r — , -r — . 

ÖXj 

wegen  1)  identisch  erfüllt  werden.  Denkt  man  sich  ...  «n  aus  3)  und 

den  n— 1 ersten  Gleichungen  3 a)  bestimmt,  so  werden  selbstverständlich  diese  Glei- 
chungen identisch.  Nun  ist  ebenfalls  identisch : 

'*■+£; <,*«+  • • • +5T  dx»+ift^+äf,  <'",+  • • • 

df 

4-  s Ja  . , 

^ da  , M— 1 n’ 

. n — 1 

wo  für  die  « die  aus  3)  und  3a)  genommenen  Functionen  der  x und  p zu  setzen 
sind.  Also  wegen  der  obigen  Bemerkung: 

4)  dz-pt  ifxl-pi^xi-  . . . -pndxn  = ^ + * • • 


— <rVi+<fV 

n— 1 

Die  Gleichung  2)  wird , wie  selbstverständlich , erfüllt,  wenn  man  für  die  a Con- 
Btantc  nimmt.  Was  nun  die  Integration  unsers  Systems  2)  und  2a)  des  vorigen 
Abschnittes  anbetrifft,  so  ist  bei  Behandlung  der  totalen  Differenzialgleichung,  von 
der  die  Gleichung  2)  dieses  Abschnittes  ein  besonderer  Fall  ist,  gezeigt  worden, 
dass  die  Coefficienten  von  tf«,,  tf«4  . . . die  unabhängige  Variable  des  Systems 
nur  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  können.  Da  aber  einer  dieser  Coeffi- 
cienten gleich  1 ist,  also  einen  solchen  nicht  haben  kann , so  sind  die  Coefficien- 
ten alle  Constanten  gleich  und  folglich  Integrale  des  Systems. 

l)ic  mechanischen  Gleichungen  werden  also  gelöst  durch  das  System  von  In- 
tegralen : 

df  df  Of 

*"  Ä*  V d«.’  da  ‘ • * Oa 

1 * n—  i 

wo  die  Gleichungen  3)  und  3 a)  die  n ergeben. 

In  der  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen  (vergleiche  den  vorigen 
Abschnitt)  erwähnten  wir,  dass  bei  den  mechanischen  Gleichungen  die  Variation 
der  Constanten  einfachere  Resultate  als  im  allgemeinen  Falle  geben. 

Auch  dieses  wollen  wir  hier  ausführen.  Die  Gleichung  1)  möge  die  Gestalt 
haben : 

5)  7 (*u  x%  • • • xn » Pu  Pt  • • * Prt)*l"*  (•*!>  x»  • • • xn * Pu  Pt  • • • Pn)=0 

wo  i eine  sehr  kleine  Constanto  ist.  Man  kann  dann  in  erster  Näherung  » = 0 
setzen,  und  unter  dieser  Voraussetzung  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung 
tf.  = 0 finden.  Sei: 

6)  *=/‘#+«J|=F  o 


solches,  wo  f0=zf(xlt  xt  . . . x^,  a„  a 


«n)  gesetzt  ist,  man  also  auch  hat: 


6 a) 


„ „ ju  „ jf. 

P'~äx, 


Nehmen  wir  jetzt  an,  die  vollständige  Gleichung  5)  würde  integrirt  durch  Glei- 
chung : 

7)  * = /■(*»,  xt  • • • xn'  <ri"f"e^u  <*»4**^,  j 4*  * j)4*  «n4** ^Ä= 


wo  At,  A,  . . . kn  zu  bestimmende  Functionen  der  x sind;  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen : 
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7 a) 


df 


*«— 1 dx  * 
n—  I 


wo  f die  Function  in  7),  welche  i,,  k7  . . . enthalt,  bedeuten  soll,  während  f% 
dieselbe  Function  in  6)  anzeigt,  wo  A. , A,  . . . sämmtlich  verschwinden.  Die 
df  df 

Zeichen  - — , - — . . . drücken  hier  aus,  dass  nur  nach  dem  entwickelten  x diffe- 
dx,  dx, 

renziirt  ist.  Soll  auch  nach  dem  in  den  k enthaltenen  x differcnziirt  werden  , so 
schreiben  wir:  (&  (B  Wir  wollen  ferner  den  aus  der  Gleichung  5)  ge- 
zogenen Werth  von  p mit  P bezeichnen,  während  für  den  aus  der  Gleichung 

t A ft  tt 

(f  — 0 genommenen  die  Bezeichnung  pn  bleiben  boII. 

Offenbar  ist  dann  : 

rn  = Pn+,1' 

wo  das  zweite  Glied  mit  < verschwindet  und  q eine  aus  5)  zu  bestimmende 
Grösse  ist. 

Dass  übrigens  das  System  7)  und  7 a)  die  Gleichung  5)  integriren  kann , ist 
leicht  zu  zeigen.  Man  kann  nämlich  die  k (n  an  Anzahl)  so  bestimmen,  dass  sie 
die  n Gleichungen: 

dz  _ df  dz  df  dz  _ df 

dx,  ~ dz,’  dx,  dz,  * * dx  dx 


n—  1 


— ~P 

dxn~ •* 


erfüllen,  wo  für  z der  Ausdruck  7)  zu  setzen,  also: 

— = + 

dx,  dx, 

ist,  und  diese  n Gleichungen  sind  mit  5)  völlig  identisch.  Der  Factor  # vor  den 
k deutet  nur  an,  dass,  wie  selbstverständlich  ist,  der  Zuwachs  der  a mit  t von 
gleicher  Ordnung  ist.  Nun  ist: 

8)  di-p.dx^p^x,-  ...  -(pn+tq)dxn=dF-(^j  dx  . . . 


.!±d*L-?Ldx,-  . 

dz,  1 dz,  * 


dx  dA, 


n 


ol7 


df 


d k 


n— 1 


Ausserdem  war  identisch: 

• • • ~PnJxn=iF'-Zf/x‘-i>£-/x'-  ■■■  “3* 

Tt 

wenn  man  die  in  F0  und  f0  enthaltenen  Werthe  von  aus  den 

Gleichungen  6)  und  6 a)  (mit  Ausnahme  der  letzten,  welche  identisch  ist)  nimmt. 
Diese  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit  7)  und  7 a)  überein,  wenn  man  die  a 
mit  «4-*A  vertauscht;  es  sind  also  nach  Elimination  der  a+tk  ebenfalls 
identisch : 

df  df  df 

dz-pldxi-pi  dxt-  . . . (fz,-  ...  dxn. 


Sonach  nimmt  die  Gleichung  8)  die  Form  an: 

df  df 

~*q  dXn~~dk[ ~dT,  dk'~ 

Man  hat  aber: 


df 


dk 


dk 


n — I 


n—  1 


— I dk. 


35* 
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jV  jV 


und  ausserdem,  wenn  man  die  höhern  Potenzen  von  t vernachlässigt: 


al«o  wenn  man  diese  hier  jedenfalls  gestattete  Vernachlässigung  anwendet: 

9) 


qdx  di,-  ...  -r^- 

’ » de,  1 da,  * d<r 


dl  -dl  = 0. 
n — t n 


Diese  Qleichnng  ist  an  integriren.  Um  q an  bestimmen,  hat  man : 

? •(*!.  *.  • •*„*»’*’ • ‘fn-r ?«+l9)  + *i  • ••  V Pit  P*>=°< 

wo  im  letzten  Gliedc  für  geschrieben  ist  was  bei  Vernachlässigung 

der  höhern  Potenzen  von  « offenbar  gestattet  ist.  Hieraus  ergibt  sieb,  wenn  man 
die  Gleichung: 

q (*„  *,  . . . *n,  r>„  r, . . ■ pH)= o 

berücksichtigt : 

10) 


q ^+^=0. 
dPn 


Die  Grössen  /»„  p,  ...  pn,  die  in  9)  nnd  10)  inrolnte  enthalten  sind,  werden 

mittels  der  Gleichungen  6a)  nnd  if =0  eliminirt.  Ebenso  wird  q ans  10)  in  9) 
eingesetat,  nnd  letztere  Gleichung  hat  dann  die  Gestalt: 


11) 

wo: 


a,  . . . 4-wrtrfXn=0f 


dq>  1 

■*  — , U = r 

* u_  da  » op  tp 


“n  d“»’ 


zn  setzen  ist. 

Die  Gleichung  11)  enthalt  nun  die  Variablen  x„  x,  . . . x*,  1„  1,  . . . 1^, 

von  welchen  letztem  aber  nur  Differenziale  Vorkommen. 

Wenden  wir  die  Gleichungen  11)  (Abschnitt  33)  des  vorigen  Artikels)  an, 

also: 

i = sn  ,dX_  dX. 


|dv 


p - in  a «a  \ 

XdA-AVX  — )■ 

* p = i \ix,  d*p  ) 

so  zerfallen  diese  wieder  in  3 Gruppen,  wo  die  x ersetzt  sind  bezüglich  durch: 

*„!  xn  *1  • • • *„_|»  1||  1|  * • • !„* 

die  angebörigen  X sind  dann: 

1,0,  0 ...  0, 

Das  System  ist  also: 


12) 


p—n  / o». \ p — n , au  . 

■ dA=-AVzn  Idx 

* p=.  \ «y 

In  der  zweiten  Gruppe  hat  s alle  Werthe  von  I bis  n— 1,  in  der  dritten  von  1 
bis  n Die  erste  Gruppe  enthält  nur  eine  Gleichung.  Offenbar  aber  nehmen  die 
Gleichungen  der  dritten  Gruppe  die  Gestalt  an : 
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und  geben  n Integrale: 


ufdA+A  dut= 0, 


Diese  Gleichungen  reichen  hin,  um  A und  alle  u als  Functionen  einer  dieser 
Grössen  u aussudrücken,  und  zwar  in  der  Form: 


18) 


C 

u z:ß  u =A  = — . 
I w s u 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  alle  x und  A als  Functionen  ron  xH 
ausdrückcn.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  beiden  ersten  Gruppen , so  kommt 
nur  in  der  ersten  A,  und  zwar  nur  der  Ausdruck  — dlgt»  Tor.  Diese  Glei- 

fa  H 

chungen  sind  also  ron  der  Constante  c frei  und  enthalten  ausser  den  dl  nur  die 
Variable  x und  die  Conatanten  ßlt  ß,  . . . ß . Durch  Auflösung  nach  den 

dl  erhalt  man  Gleichungen  ron  der  Form: 

wo  die  v(  nur  z*  enthalten.  Durch  blosse  Quadratur  erhält  man  also  die  übri- 
gen Integrale  unter  der  Form: 

Die  Functionen  enthalten  die  Constanten  /},...  0 , die  man  mittels  der 

Gleichungen  13)  eliminirt,  so  dass  man  hat: 

14)  lt=xt  (*„  *,  • • • *n)+y,- 


Diese  Werthe  sind  nun  in  das  rollständige  Integral  7)  einzusetzen.  Die  y kön- 
nen weggelassen  werden , da  sie  sich  mit  den  Constanten  a vereinigen , so  dass 
diese  auch  hier  als  Integrationsconstanten  zu  betrachten  sind.  Die  Integrale  des 
mechanischen  Systems  sind  also  die  Ausdrücke : 


df  »f 


*r 


«’  du,’  da,  " " ’ d« 


d.  h.  es  sind  die  nämlichen  wie  die  des  Nähcrungssystems,  wo  s=0  gesetzt  wurde, 
wenn  man  darin  die  a um  die  aus  14)  genommenen  Ausdrücke  t/((x(,  x,  •••*„) 

vermehrt.  Dies  geschieht,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  6)  und  6 a)  die  Werthe 

er,  . . . . . . s-  — — berechnet  und  daun  die  eben  bezeichnen 

B cc,  dir,  °0„_1 

Substitution  vornimmt.  Die  Variation  der  Constanten  macht  hier  also  nur  it 
Quadraturen  nöthig. 

Debrigens  kann  man  den  Gleichungen  12)  noch  eine  einfachere  Form  geben. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  f = — — ist,  also  die  Gleichung  10)  die 

% 

Form  annimmt: 


15)  x=0,  wo  x=V-\-^ 

gesetzt  ist.  Denkt  man  nun  u,,  u,  . . . « als  unabhängige  Variablen,  so 
lassen  sich  die  *n_,  durch  diese  und  ausdrückcn,  und  Gleichung 

15)  enthält  nur  die  u und  z . Gleichung  11)  ist  dann  durch  ein  System  2)  und 
2a)  des  vorigen  Abschnittes  zu  iutegriren,  welches  die  Gestalt  annimmt: 
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16) 


du,  =°>  = 


womit  zu  verbinden  ist: 

p=n  »x 
17) 

Die  ersten  Gleichungen  16)  »eigen , dass  sämmtliche  u constant  zu  setzen  sind, 
die  letzten  in  Verbindung  mit  17)  geben: 


wo  die  rechte  Seite  nur  die  Variable  * rcnzialgleichungen  gegen  die  allgemeine 
J r . .1  'n  eon  Piaff  gestellte  Aufgabe  wesentliche 

enthalt.  Nach  der  Integration  kann  man  Vortheile  h,bc,  daes  n&mlich  in  diesem 

statt  der  « wieder  ihre  in  i„  *,  — Falle  von  allen  von  Ffaff  verlangten 
xn  ausgedrttckten  Werthc  nehmen.  Systemen  von  Differenzialgleichungen 

die  Integration  des  ersten  Systems  zur 
12)  Historisches  über  die  par-  Lögung  der  Aufgabe  hinreicht.  (Hinge- 
tiellen  Differenzialgleichungen  wurde  der  grosse  Mathematiker 

erster  Ordnung.  hierauf  durch  eine  Arbeit  von  Hamilton, 

Lagrange  hat  zuerst  den  Zusammen-  welcher  die  mechanischen  Aufgaben  auf 
hang  zwischen  partiellen  Differcnzinlglei-  die  Losung  der  partiellen  Differenzial- 
chungen  und  Systemen  gleichzeitiger  gleichnngen  zurückgefdhrt  hat.  In  Hamil- 
Diflerensialgleichungen  gezeigt,  zunächst  ton’s  Formeln  ist  allerdings  dies  Resultat 
für  die  linearen  durch  ein  Verfahren,  welches  zum  Theil  enthalten,  ohne  dass  jedoch 
ihm  aber  später  die  nöthigen  Hülfsmittel  derselbe  hiervon  irgendwie  Kenntniss 
gab , das  allgemeine  Integcal  einer  par-  genommen.) 

ticllen  Differenzialgleichung  mit  2 unab-  Die  Theorie  des  successiven  Intcgri- 
bängigen  Variablen  zu  ermitteln.  Auch  rens  und  der  daraus  zu  schöpfenden 
fand  Lagrange  den  Zusammenhang  zwi-  Vortheile  ist  in  ihren  Resultaten  in 
sehen  dem  allgemeinen  und  dem  voll-  einem  Briefe  au  den  Secretär  der  Ber- 
ständigen  Integral.  (Siehe  Theorie  de  liner  Academie  (abgedruckt  in  Bd.  17 
fonclions  analytiques).  des  Crellc’schen  Journals)  angegeben. 

Die  Zurückführung  einer  Gleichung  Diese  Resultate  enthalten  zugleich  die 
mit  beliebig  viel  unabhängigen  Varia-  wirkliche  Erweiterung  der  Methode  von 
bien  auf  totale  Differenzialgleichungen  Lagrange. 

machte  lange  Zeit  die  grössten  Schwie-  Die  eigentliche  Arbeit  Jakobi’s  hier- 
rigkeiten,  bis  dieselbe  Ffaff  vollführte  über  ist  aber  erst  lange  nach  seinem 
(Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  Tode  (Crelle,  Bil.  59)  veröffentlicht, 
für  das  Jahr  1814).  Er  ging  von  einer  Schon  vor  dieser  Veröffentlichung  hat 
totalen  Differenzialgleichung  mit  mehr  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs  die 
als  2 Variablen  aus,  eine  Methode,  an  ursprünglich  PfafTschc  Methode  zur  Er- 
dic  wir  auch  hier  angeknüpft  haben,  da  langung  der  Jakobi’schen  Resultate  und 
sie  uns  die  natürlichste  und  einfachste  zu  ihrer  Erweiterung  auf  die  totalen  Dif- 
zu  sein  scheint.  fercuzialgleichungencingeschlngen  (Crelle, 

Jedoch  war  PfafFs  Methode  nicht  Bd.  58).  Diesem  Wege  ist  man  auch 
eigentlich  die  Erweiterung  der  von  La-  hier  gefolgt,  da  er  eine  grössere  Kürze 
grange,  obgleich  eine  ihr  nahe  verwandte,  gestattet,  als  die  andern  Methoden, 
und  cs  lies«  sich  nicht  leugnen,  dass  für  Was  die  Theorien  anbetrifft,  die  sich 
den  spedellen  Fall  von  2 unabhängigen  aus  dem  gleichzeitigen  Bekanntsein  zweier 
Variablen  die  Lagrange’sche  Methode  Integrale  ergeben,  so  schöpft  Jakobi  die 
wesentliche  Vortheile  hatte.  Jakobi  hatte  hier  gegebenen  Resultat«  aus  einer  von 
schon  früher  versucht,  die  Lagrangc’sche  Poisson  zu  ganz  andern  Zwecken  ver- 
Methode  za  erweitern,  ohne  von  den  wandten  Formel,  welche  der  Formel  3) 
totalen  Differenzialgleichungen  auszu-  des  vorigen  Abschnitte«  entspricht.  — 
gehen  (Crelle,  Bd.  2).  Endlich  gelang  Noch  ist  eine  Methode  zur  Auflösung 
cs  ihm  (Crelle,  Bd.  17),  zu  zeigen,  dass  der  allgemeinen  partiellen  Differenzial- 
der  besondere  Fall  der  partiellen  Diffe-  gleichungen  erster  Ordnung  von  Cauchy 
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gegeben  worden.  Dieselbe  enthalt  je-  «i  + («+l),  + ("+2),-t-  ...  +(n+p— 1) 
doch  durchaus  nicht  die  so  reichhaltigen  P 

Resultate  der  Jakobi’scben.  (Campte,  rm-  '"“kOrhchen  CoottaM" 
du,  J'  Vacadrmie  <U.  Science,  L Pari,.)  „ Z B.bc.emerOleichnngswe.terOrd- 
Auf  ihrem  jeuigen  Standpunkte  bildet  nung  d“  An“hl  d,eser  Con.tanten: 

die  Theorie  der  partiellen  Differenzial-  n,*0*+l) * (w+3) 

gleichangen  erster  Ordnung  einen  der  2 2 * 

schönsten  roU.tlndig.ten  und  nbge-  Wüs  die  allgenieillen  InU!grale  anbo. 
schlossen, ten  The.le  der  Analysis.  Vie-  trifft  ,0  kannbman  eich  TO„  ihrem  Vor- 
les  fehlt  dass  man  Gleiche,  nach  von  handcn,ein  anf  ahnlicho  Wejl<1  wie 
den  partiellen  Differentialgleichungen  hö-  bci  den  Qleicgungen  „<tcr  Ordnung 
herer  Ordnung  sagen  konnte.  überzeugen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir 


13)  Allgemeines  über  die  par-  jedoch  zunächst  die  allgemeine  Form  der 
tiellen  Differenzialgleichungen  partiellen  Differenzialgleichungen  einer 
höherer  Ordnung.  Transformation  unterziehen. 

Auch  di«  partiellen  Differenzialglei-  Sv^b",ichD"  wir  *ut,llch•,  durch  d“ 
chungen  höherer  Ordnung  können  Inte- 
grale von  ganz  verschiedener  Art  haben,  [v  (* > **»**)] 

und  namentlich  sind  hierbei  vollständige 

und  allgemeine  Integrale  zu  unterschei-  e,ne  ^unct,on  von  x 
den.  Betrachten  wir  z.  B.  eine  Function 
von  der  Gestalt: 


*•  • • • v 

hi  >■  • • • ®“d  den  Differensial- 

qnotienten  von  t,  . . . , nach 

*,  • . . aber  nicht  nach  x,  ohne 

welche  eine  Anzahl  Constanten  enthalten  L‘nSb  “*>er  l*'e  Ordnung  dieser  Differen- 
soll.  Diese  Gleichung  hat  n Differen-  *>«|quotieuten  etwa,  vorgcschrieben  sein 

zialgleichungen  erster  Ordnung,  — 


n* 


»)=o, 


soll,  und  betrachten  wir  die  simultanen 


— e._ — B,  J g Gleichungen: 

«weiter  Ordnung,  dritter  1)  d]A  = ['f‘|(*i 


Ordnungu.  s.  w.,  also(n-f-p— l)^pter  Ord- 
nung, wenn  der  pte  Binomialcoefficient 

ist.  — Bildet  man  alle  diese  Gleichangen, 
so  hat  man,  die  gegebene  mit  inbegriffen, 
deren ; 

1+",  + («+l)t-t- (»+2)i  + . . . 

aus  denen  sieh  also: 


*,)]. 


&=[•'•(*’  V *.» 


V x')]- 

Seien  nun: 


n»+(n+l)a+  • • • + ("+/>  — 1)_ 


. <«) . (*)  a (•) 

V ’ p ’*p 


. . . M 

P 

• . r continuirlich  auf  einander  folgende  Werthe 

Constanten  derart  eliminiren  lassen,  dass  einer  der  mit  s bezcichneten  Grössen  s , 
man  noch  eine  partielle  Differenzialglei-  . . , ,,  . „ 

chnng  pter  Ordnung  behält,  deren  Inte-  »nd  mffgen  dies.  d«r  conünnirtichen  Betbe 
gral  die  gegebene  Gleichung  ist.  Es  von  Werthen  der  Grösse  *: 
folgt  hieraus  der  Sau:  ,(0)^(0,  z(0  _ # x(«) 

PlrlielU  Differenzialgleichung  ent,prechen  / ,0  bat  man,  während  xL, 
pter  Ordnung  mit  n unabhang, gen  Va-  . * willkürlich  bleiben: 

nablen  hat  ein  vollständiges  Integral  mit  1 n 

a)  Zp^=  *p^+  ) [fp  (z^*,,  */*^)]. 

h)  lTj((x («)v  ./•>,! 
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Da  jede  dieser  Gleichungen  s andere  vor- 
stellt,  welche  den  Werthen  p — 1,  p — 2 
. . . p — t entsprechen,  so  stellt  dies 
System  eine  Reihe  recurrenter  Gleichun- 
gen vor.  Die  in  den  s Gleichungen  b)  ent- 
haltenen Werthe  s/1)  . . . s,  ^ 

und  ihre  Diffcrenzialquotienten  nach  x ,, 
*,...*„  sind  nämlich  durch  die  Glei- 
chungen a)  und  ihre  Differenzialquotienten 
nach  den  nämlichen  Grössen  bestimmt, 
welche  sich  bilden  lassen,  wenn  man  als 

bekannt  voraus  setzt  die  Grössen  z/°\ 
s,^  ..  . und  ihre  Differenzial- 

quotienten nach  x,,  x,  . . . *n-  Indem 
man  so  fortfährt , gelangt  man  auf  die- 
selbe Weise  zu  s ^ mittels  der  Glei" 

r 

chung  n),  ohne  dass  ausser  den  Grössen 
t/°),  . . zj'  ^ eine  neue  Will- 

kürlichkeit  eintritt.  Was  diese  leutern 
Grössen  noch  anbetrifft,  so  sind  sie  offen- 
bar Functionen  von  x„  *,  . . . xn  und, 

da  nichts  Weiteres  Uber  sic  bestimmt  ist, 
willkürliche  Functionen.  Da  ihre  Diffe- 
renzialquotienten nach  *,,  x,  . . . x 


nun  gegeben  sind,  so  sind  sie  aber  die 
einzigen  Willkürlichkeiten  in  den  allge- 
meinen Integralen  der  Gleichungen  1). 
Man  hat  somit  folgenden  Satz: 

„Jedes  System  simultaner  partieller 
Differenzialgleichungen  von  der  Form  1), 
welches  also  s abhängige  und  n+1  un- 
abhängige Variable  enthält,  in  Bezug 
auf  die  erste  nnabhängige  Variable  er- 
ster, in  Bezug  auf  die  andern  von  belie- 
biger Ordnung  ist,  hat  soviel  allgemeine 
Integrale,  als  Gleichungen  gegeben  sind, 
mit  so  viel  willkürlichen  Functionen,  als 
abhängige  Variable  vorhanden  sind,  und 
wo  jede  dieser  Functionen  eine  Variable 
weniger  hat,  als  in  den  vorgolegten  Glei- 
chungen unabhängige  Variable  vorhan- 
den sind.“ 

Auf  die  Form  des  Systems  1)  lässt 
sich  aber  eine  partielle  Differenzialglei- 
chung höherer  Ordnung  stets  bringen. 
Wir  wollen  dies  nur  mit  der  Gleichung 
zweiter  Ordnung  mit  3 unabhängigen 
Variablen  darthun.  Die  Erweiterung  auf 
beliebig  hohe  Ordnungen  und  beliebig 
viele  Variablen  ist  nämlich  nicht  mit 
der  geringsten  Schwierigkeit  verbunden. 
Gedachte  Gleichung  nimmt  nämlich  die 
Form  an: 


fffz  .. 

*■ 

Wir  setzen  nun; 


d 

».  T-i 


di  ff  *s 


ff*i 


ff's 


ff*’  ff*,’  ff*,’  ffxff*,’  ffxff*,’  ff*,’’  dx.ffx,’ 


ff*z 

a 


dz 


und  erhalten: 


dz%t(  _ d»  dtt  dz,  dJ*  \ 

ff7=r  Vz’  **’  *•’  *’  **’  dT,’  dT,’  dTt'  dT,’  d^dT;  1^) 


Dies  ijt  eine  Gleichung  von  der  Form 
der  in  System  1)  enthaltenen,  ebenso 
dz 

wie  die  Gleichung  g-  = s,,  und  diese 

beiden  verbunden  geben  eben  das  ver- 
langte System. 

Man  hat  ein  Integral  mit  2 willkür- 
lichen Functionen  von  2 Variablen.  All- 
gemein: 

„Das  Integral  einer  partiellen  Glei- 
chung pter  Ordnung  mit  «unabhängigen 
Variablen  enthält  p willkürliche  Functio- 
nen von  «— 1 Variablen.“ 


enthaltenen  Ordnung  nicht  nach  einer 
einzigen  Variablen  genommen  sind. 
Dies  ist  z.  B der  Fall  bei  der  Gleichung 
zweiter  Ordnung : 


d*z 

ff*ff*l“rt*’*‘’  *• 


dt  dz 
dx’  dx/' 


Man  sieht,  dass  die  directe  Anwendung 
der  eben  gegebenen  Methode  hier  miss- 
lingt. Indess  kann  man  durch  eine  leichte 
Transformation  unsere  Gleichung  wieder 
auf  die  obige  Form  bringen.  Sette 
man  z.  B. : 


Diese  Bcduction  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen höherer  Ordnung  auf 
simultane  erleidet  jedoch  eine  bemerkens- 
werthe  Ausnahme  in  dem  Falle,  wo  die 
Differenzialquotienten  der  höchsten  darin 


***** 

so  hat  man : 


’dt\  _ dt  dt 
sdx/  ~ dx^^dxj* 
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/dt\  «3» 


Die  eingeklammerten  Diffcrenzialquotienten  deuten  hier  das  Differenziiren  nach 
dem  durch  die  Gleichung  xk=zxy  eingeführten  Gesetze  an.  Es  ist  ferner: 


l“,=j;5^+x»5v 

d’t 


\dxdyJ 

eo- 

©>• 


da 

+ ä^’ 

d*z 


also : 


sr>+2^xäx“+»'dx7 

5V* 


d»z 
da :dx 


dz  _l/dz\ 

dx  j x \dy/ 

dz / dz\  y / dj\ 

dx  \dx/  x \djf/' 

1 / d^z  \ _ /dn\  _1  /dz\ 
t x \dxdy/  x*  Vdy*/  x*  \dy/* 


Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  In  den  Anwendungen  auf  Geometrie 
Gleichung  einsetzt,  so  enthält  dieselbe  und  Physik  kommen  dergleichen  Fälle 

(d*»\  . ...  . oft  vor.  Die  willkürlichen  Functionen 

Äf,)'  ,8t  aUo  nach  der  oben  gegebenen  6tehen  nimli(.h  mit  den  Anfang, eu.tin- 

Methode  zn  behandeln.  - Indessen  kann  dcn  odcr  Grenzbedingungen  des  bchan- 
man  sich  einer  directen  Betrachtung  der  dolten  Problems  in  V erbindung,  und  diese 
Differenzialgleichungen  dieser  Art  doch  bestimmen  wieder  die  Wahl  der  unab- 
hängigen Variablen,  so  dass  deren  Aus- 
wahl eine  gebotene  ist,  je  nachdem  das 


nicht  ganz  entschlagen. 

Durch  eine  Transformation  der  unab- 


hängigen Variablen  wird  nämlich  die  Problem  sich  modificirt.  Man  erhält  auf 
Natur  der  behandelten  Gleichung  oft  der-  diese  Weise  allgemeine  Integrale  von  der 
art  behandelt , dass  das  Integral  als  ein  verschiedensten  Form , und  ihre  Bczie- 
ganz  anderes  erscheint,  wie  es  denn  eine  hung  zu  einander  wird  eben  nnr  durch 
höchst  schwierige  Aufgabe  ist,  die  will-  die  partielle  Differenzialgleichung,  wel- 
kürlichen  Functionen,  welche  der  einen  eher  sie  alle  genügen,  vermittelt. 

Wahl  der  Variablen  ent»prechcn,  auf  Einigei  übar  dcn  Gegen„Und  cnthllt 
diejenigen  rurückrafflhret, , welche  bei  die,er  8ArliUeli  ein  Mehrere,  »ollen  na- 
einer  andern  Wahl  .ich  ergeben.  Fast  manükh  die  A’rtikel.  Akustik  nnd  Wärme 
immer  ist  es  in  solchen  Fallen  gcrathe- 

nnr  rll l)  Tnfiurrafinn  in  Vioi/1  an  Vn  1 Inn  T*nn  ® 


ncr,  die  Integration  in  beiden  Fällen  von 
einander  nnabhängig  au  bewerkstelligen. 

d*s 


dxdx,~ Jr"  *’  dx’  dx,^ 


Unterziehen  wir  also  die  Qieichung : 
dz  d. 


noch  einer  directen  Behandlung.  Es  seien: 
x(°)  X (')  x(*> 

*1  » *1  I xl 

eine  Reihe  von  Werthen  der  Variablen  x, , 
folgen, 


. . 

welche  continnirlich  auf  einander 


,<*>  ...  ,(0 


die  zugehörigen  ebenfalls  continuirlichen  Werthe  von  s,  die  somit  sämmtlich  Func- 
tionen von  x allein  sind.  Man  hat  nun: 


d/')  d*(n) 


dx 


dx 


-+(*. 


(,)-«lw)/[V,C), 


dtC>)  ,(')_,(*) 


d*  ’ (0)’ 

*1  *1 
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a,(!)_Ä»(') 

dz  dz 


(.W-x/WO)/') 


a,0)  ,(>)_,(') 

* ’ ov 


*0-0 

dz  ’ 


,(O_,0-')X 


Bestimmt  man  in  der  ersten  Gleichung  dzx 

als  willkürliche  Function  von  x,  so  da r— ^ ^ *'  **’  dy^ 

bildet  diese  Gleichung  eine  toule  Diffe-  ,0  enthilt  d.,  Inte gral  lwci  «uikdrlichc 
rcnzialglciehung  erster  Ordnung , deren  Functionen.  Sets,  mnn  dagegen: 
veränderliche  x und  s'1'  sind.  Setzt  dz  dt  d*t 

man  den  durch  sie  bestimmten  Werth  dy  = ^X’  *’  dx’  dx*^ 

von  ^ in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  g0  die  Gleichung  nach  y erster  Ord- 
bestimmt  diese  in  gleicher  Weise  4'^'  nung  und  enthält  also  nur  eine  willkür- 
und  so  fort.  Man  hat  also  ein  System  liehe  Function. 

von  i totalen  Differenzialgleichungen  Ob  und  wann  die  beiden  im  ersten 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  jedes  Falle  gegebenen  willkürlichen  Functionen 
eine  Constante  enthalten.  Es  ist  aber  sich  in  eine  zusammenzieben , soll  hier 
I unendlich  gross,  und  folglich  enthält  nicht  erörtert  werden, 
das  Integral  unserer  partiellen  Differen- 
zialgleichung zweiter  Ordnung  ausser  14)  Erste  Integra tionsm et hode. 


einer  willkürlichen  Function  4^  ^ mit 
einer  Variablen  noch  unendlich  viel  Con- 
stanten. 

Aehnlichen  Betrachtungen  unterliegen 
die  .Differenzialgleichungen  von  beliebig 
hohem  Grade. 

Es  bleibt  übrigens  auch  bei  den  all- 
gemeinen partiellen  Differenzialgleichun- 
gen nter  Ordnung  der  Fall  nicht  ausge- 
schlossen, dass  von  den  darin  vorkom- 
menden n willkürlichen  Functionen  sich 
einige  vermöge  ihrer  Form  in  eine  xu- 


Am  leichtesten  zn  integriren  sind  die- 
jenigen partiellen  Differenzialgleichungen, 
welche  nur  Diffcrenzialquotieuten  nach 
einer  Variable  x genommen,  enthalten. 
Offenbar  sind  dann  bei  der  Integration 
die  übrigen  unabhängigen  Variablen  *lf 
xg  . . . als  Constantcn  zu  betrachten. 
Die  Rechnung  beschränkt  sich  also  auf 
die  Integration  einer  totalen  Differen- 
zialgleichung. Die  eingehenden  Intcgra- 
tionsconstanten  aber  sind  willkürliche 
Functionen  der  Variablen  x|t  xa  . , 
da  diese  als  constant  betrachtet  wurden. 


sammenzichcn  lassen,  so  dass  sich  das  Beispiele.  Sei  gegeben: 
Integral  auf  ein  andefes  mit  weniger  als 
» willkürlichen  Functionen  ergibt.  Auch  dnz 

kann  man  einer  Gleichung,  je  nach  der  - = F(x, 

Art  des  Integrirens,  mehr  oder  weniger  dx 

willkürliche  Functionen  geben.  g0  erhült  man: 


Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung : 
dz  dz  d»z 

/<*■  »■  *-  di-  v äü)=0' 


x=l/+£/1x  + C,x>+  . . . 


und  bringen  wir  diese  auf  die  Form: 
d*4  ds  dt 

sr.= *•  Fz' 

oder  auf  die  des  Systems : 


dt  _ 

äi“4«» 


wo: 

. . . F(zy)dzn 

und: 

V,  t/„  V,...un_i 

willkürliche  Functionen  von  y tind. 
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Sei  ferner  gegeben:  t 

wo  P und  Q Functionen  von  x und  y allein  sind. 

Setzt  man: 

dt 


Zurückf.  auf. 


>o  hat  mau : 


+ Pt  = Q, 


eine  Gleichung,  die  eich  leicht  integriren  lässt,  da  sic  linear  ist.  Man  erhalt : 

*='-fpd»[[JPiyQd,+c]. 

Für  C ist  eine  willkürliche  Function  von  x,  y (x)  zu  nehmen.  Man  hat  also: 


di -fPdy 

dx 


[J  J. 


also  indem  man  abermals  integrirt,  und  als  Integrationsconstante  eine  beliebige 
Function  von  y nimmt: 

» = J dxe~ £ j cf*  ^Qdy+tf  (r)J  + y»(y\ 

Im  Falle  die  Gleichung  nicht  von  der  angegebenen  Art  ist,  so  lässt  sie  sich  zu- 
weilen durch  Transformation  auf  dieselbe  bringen.  Sei  z.  B.  gegeben: 

6*»  6*s  2 dt 

dx2  dy9  x dx‘ 


Wir  setzen  zunächst: 
und  erhalten: 


ic  = r+y, 


dt  _ dt 
dx  du  ^ du* 


r = x-y, 

6s 


d i 

dy 


di 

du 


dt 

dt)* 


dx 9 
6** 
dy*  * 


+ — 

du1  dwde  de*’ 


du 

du* 


d*j  d*s 
dwde  ^ da*’ 


also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  einsetzt,  wird  diese: 

d*s  ds  ds 

(“+B)dSd;  = s + d;- 

Differenziiren  wir  diese  Gleichung  nochmals  nach  u,  so  kommt: 

. . d»s  d*» 

iu+vhu^=^' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  e differenziirt : 


("+*) 


64s 

6»*6|/ 


Setzen  wir  zunächst: 


7 = 0,  d.  h.: 

6?t  _ 

6«6e  “ 


64s 

du9 dt 9 


= 0. 
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datc 


also : 


dudv 

dtp 
du 


= 0, 
= 'f”  (**)» 


n/  x 

wo  9 («)  = -<fa,  - eine  beliebige  Function  von  u ist,  und: 


Man  hat  also: 


tcz=fff  (u)  + y/  (r). 

^ = y'(«)  + V,'(o), 


woraus  sich  durch  Integration  nach  e ergibt: 

^ = + +*(«). 
und  durch  Integration  nach  u: 

|“=*  (•*)+•*  ^(«)+^(«)- 

Die  Functionen  9 , tp,  & sind  aber  nicht  völlig  willkürlich,  da  sie  der  vorge- 
legten Gleichung  genügen  müssen : 


(**+*») 


dz  di 
= TT.  "t* 


dwdp  du  dp’ 

welche  sich  jetzt  verwandelt  in: 

(« 4- 1»)  [9 ' (m)  4-  9-'  ( «/)]  = 9 (u)  +x  (u) + 9 (p) + y>  (, u)  + v 9'  (u)  4- « V»'  (»)* 

oder: 

« 9/  (u)  4-  v 9,'  (p)  = 9 (u) +/  («)  4-  9 (t)  4-»A(w). 

Diese  Gleichung  kann  offenbar  nur  erfüllt  werden,  wenn  man  setzt: 

*(«)  = « </  '(«) -7  («*)  + «, 

$(«/)  = e 9/ (»)- 9,  («>)-<*, 
wo  er  eine  willkürliche  Constante  ist.  Man  hat  also: 

dz 

^ = (u  + p)  9' («)-'/(“)  4- V'CüJ  + a, 
dz 

^ = («  4- 1>)  9/  (r ) - ^ (e)  4-  9 («)  - «. 

Die  Integration  der  ersten  Gleichung  gibt: 

*=/*  Hy' (u)du+v(f  (u)— C tf<  (u)du+utp(v)+au+A, 

J 0 J 0 

oder  wenn  man  das  Hauptintegral  z0  bestimmt,  indem  man  u = 0 setzt: 


d.  h.: 


lo  = t,9'(0)—  C [u 9 ' («*) — 9 (u)] du  — e 9 (u) — w [«  4*  9*  (»)] 4* *> 
0 


und  wenn  man  in  dem  Werthe  von  ^ setzt:  u = 0: 

dp 


dv 


= v 9/ (p) - xp (r)  4-  9 (0) - «, 


also  durch  Integration: 
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*.  = f [®  '/(*)-</'  (»)]  dv+t(<f  (0 )-«)  + <». 
J 0 

Dies  io  das  erste  Integral  einsetzend,  erhält  man: 


[»  V-'(e)  -«•('’)]  dv+j' 


Es  ist  dies  das  vollständige  Integral  und  enthalt  in  der  Tliat  2 willkürliche 
Functionen. 

Man  kann  dies  jedoch  unter  eine  einfachere  Form  bringen.  Man  hat 
nämlich : 


y*  (*>)  de  = *y.  (*)— r V-C»)  dv, 

0 J u 

/u<l'(u)du=uv  (u)- r 9 (a)  du, 
0 •/  0 


also  wenn  man  setzt: 


(“)>  f V>(*)*=^,(»), 
J o 


oder  da  man  ß schon  in  einer  der  willkürlichen  Functionen  a.  oder  ip,  enthal- 
ten denken  kann : 


* = («+•)  [<p , 1 ' (») + v , ' (si)]  - 9 [<f , («) + y.,  (e)]  - («  -c)  a. 

Da  aber: 


U=x+y,  c = x—y 

war: 

*= * W (»)  + »'(“)]-»  M+v-W— »o, 

wo  die  Indices  wieder  weggelassen,  und  für  2 ip,  (t>),  2y  ,(«)  geschrieben  ist  be- 
xügiich  : ip  (v),  a (u). 

Es  kann  aber  der  Ausdruck  — oy  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auch  weg- 
gelassen werden. 

Denn  schreibt  man  für  y(u):  y(a)-« 

und  für  tp(t)i 

so  verwandelt  sich: 


»'(»)  in  »’(«)-- 


tt'(e)  in  V-’(e)  + ~. 

Es  tritt  dann  dem  Werthe  von  s hinan  der  Ausdruck: 

(*“•) 

der  sich  mit  — ya  hebt,  so  dass  man  hat: 

* = * [»■'  (*+y)+V',(*—  y)]  — 7 (*+y)— y (*-y). 

15)  Zweite  Integrationsmethode.  (Theorie  der  linearen  Glei- 
choDgen). 

Monge  in  seiner  ff  Application  de  Vanaluie  ä ln  geometrie “ gibt  eine  Me- 
thode zur  Auflösung  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung mit  2 unabhängigen  Variablen,  von  der  Gestalt: 
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1) 


0*5 

^+ßääi  + cV='’ 

x,  y,  «,  rp  sind.  — Wir  entwickeln  die  Re- 


wo  A,  B,  C,  * Functionen  von  »,  »,  ..  . 

9 dx  Oy 

Bultnte  seiner  Betrachtungen  in  einer  Weise»  die  sich  den  für  die  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen erster  Ordnung  hier  gebrauchten  Betrachtungen  insofern  an- 
schliesst,  als  wir  auch  die  partiellen  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnung  un- 
ter die  Form  der  totalen  bringen. 

Zunächst  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 


dann  ist: 


dt  dt 


0*s  0*t  __  0*z  _ 

dx*  ” r*  dxdy  $y  dy* 


2)  dt=pdx+qdy% 

3)  dpzzrdx- 4-s  dy,  = s dx-f-  tdy , 

4)  Ar+Bs+Ct  = t. 

Das  System  2),  3),  4)  ist  der  Gleichung  1)  vollständig  identisch.  Mittels  4) 
lässt  sich  t aus  der  zweiten  Gleichung  3)  eliminiren.  Die  drei  Gleichungen  2; 
und  3)  enthalten  dann  nur  noch  die  Variablen  x,  y.  z,  p,  q,  r,  t. 

Die  zweite  Gleichung  3)  multipliciren  wir  mit  einer  unbekannten  Grösse  l 
und  addiren  sie  zur  ersten.  Wir  erhalten: 


5)  dp  — rdx— »dy  + ldq  — hdr  — ktdy  = 0. 

Die  Relation  2)  beschränkt  aber  die  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Grössen. 
Wir  wollen  diese  Relation,  sowie  die  Gleichung  4)  als  bestehend  annehmen , vor 
der  Hand  aber  davon  abschcn,  dass  die  Relation  5)  stattfinde,  und  dpn  links  in 
dieser  letzten  Gleichung  enthaltenen  Ausdruck  einer  identischen  Transformation 
unterziehen.  Um  anzudeuten,  dass  wir  von  der  Relation  5)  absehen,  ersetzen  wir 
wieder  die  Differenziale  dp,  dq , dx , dy  durch  dp,  dq,  dx,  dy.  Es  ist  nun  we- 
gen  4): 

dp—rdx—idy  + ldq  — lidx—ltdy  = dp  — rdx—idy+idq  — ltdx——dy(t  — Ar—Bi). 


Wenn  man  hierin  die  mit  r und  < mnltiplicirten  Glieder  besondere  »ehreibt,  er- 
hält man: 


6)  dp— rix— I dy -f-  l{dq— stf*  — I dy): 


:dp+ldq—^dy+£-(-Cdz  + AlSy) 


+ ^-(-Cdy-Cldx  + BlSy), 

wo  die  hierin  enthaltenen  Grössen  noch  verbanden  sind  durch  die  Gleichnng : 

7)  dt=p  dx  q dy. 

Wir  setr.cn  nun: 

— Cdx  + A 1 dy  = A(«), 

— Cdy  — C l dz  + Bl  dy  = A(*), 

wo  A(«),  A(u)  eben  nur  Abkürzungen  sind  und  keineswegs  vollständige  Diffe- 
renziale andeuten  sollen. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichnng  mit  1 und  zieht  die  zweite  von  ihr  ab, 
so  erhält  man: 

(Aä*-Bi+C)(fy=  AW-I  A(«). 

Die  Grösse  l war  bisher  willkürlich.  Wir  bestimmen  sie  jetzt,  indem  wir  setzen : 

8)  Ai>-Bl+C=0. 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  2 Werthe  1,  und  lt,  welche  dieser  Gleichnng  genü- 
gen, und  welche  bewirken,  dass : 
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A(iO  = AA(«0 

wird.  Es  ist  dann  also  nach  6): 

9)  dp— r dx—9dy  + X(dq—ntx—tdy)T:Jp-\lJq  — ^Jy  + (A  XJy  — Cdx), 

eine  Gleichung,  welche  in  2 andere  aerfällt,  wenn  man  für  l sowohl  Xt  als  Xt 
setzt. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  Xt  nicht  =AS  sei.  so  ist  offenbar,  damit 
die  Gleichungen  3)  erfüllt  werden,  d.  h.  damit  man  habe : 
dp— rdx— s dy  = 0, 

und : 

öq—9  dx—t  dy  = 0, 

nothwendig  und  ausreichend,  dass  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  9)  für  1 = 1, 
und  1 = 1Ä  Null  gebe.  Es  fragt  sich,  wann  und  in  welcher  Weise  dieB  in  so  all- 
gemeiner Weise  sich  erreichen  lässt,  dass  man  das  allgemeine  Integral  erhält. 

Die  Gleichung  9)  schreiben  wir  mit  Berücksichtigung  von: 


auch  folgendermaassen,  je  nachdem  wir  A = llt  oder  setzen: 

10)  dp— rdx  — t dy-f-l4  (dy  — BÖx  — t dy)  — dp-f  1,  dq  dy 

+—7-*  * 

A1 

10»)  Sp—rSz  — t Sy  + — »cf*— ( Sy)  = <fp  + la  iq  — Sy 

+ l±hlyy-llis). 

* Al 

Nehmen  wir  nun  an,  es  liesse  sich  aus  den  beiden  Gleichungen : 

</p  + l,Sq—^1-  dy  = 0,  dy—l,  dx  — Qt 

nötigenfalls  in  Verbindung  mit  Gleichung  2),  wo  die  linken  Seiten  r und  « nicht 
enthalten,  zwei  Integrale  gewinnen  von  der  Gestalt: 

u — cr  v = e, 

so  ist  offenbar: 

dp-hX t dq  — ~ dy  = m du-f-n  de,  dy  — 1,  dx  du-f  y dv, 

und  man  hat: 

11)  dp— rdx— sdy-fli  ( dq—9  dx—t  dy)  = M dw-f-lVde, 
wo  die  Grössen  M und  N noch  r und  * enthalten. 

Es  ist  aber  das  Vorhandensein  dieser  beiden  Integrale  au  eine  Integrabili- 
tätsbedingung  geknüpft,  da  die  drei  Gleichungen: 

dt-pdx-\-  q dy,  dp-\-XKdq- 0,  dy— A,dx  = 0 
nicht  4 Variable,  wie  dies  der  Fall  sein  muss,  wenn  immer  3 Integrale  möglich 
sein  sollen,  sondern  deren  5,  x,  y,  z,  p , q enthalten. 

Diese  Bemerkung  beschränkt  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Methode. 

Finde  nun  Aehnliches  auch  bei  der  Gleichung  10a)  statt,  und  seien  w(  , 
die  entsprechenden  Integrale,  so  dass  man  hat: 

11*)  dp— r dx— * dy-f  Ag(dy— sdx  — <dy)  = Jtft  di^-f  IV  4 dt>4, 

so  werden  die  rechten  Seiten  gleich  Null,  wenn  man  u,  v , t>4  gleich  Constan- 

ten  setzt.  Indess  führt  diese  Bestimmung  nicht  zu  dem  allgemeinen  Integrale, 
da  durch  diese  Gleichung  y.  *,  p,  q als  Functionen  von  x gegeben  sein  würden, 
während  doch  *,  p,  q als  Functionen  von  x und  y sich  ergeben  müssen.  Nimmt 
man  aber  an; 
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12)  t =</("), 

wo  tf  und  \p  willkürliche  Functionen  be- 
deuten, und  setzt: 

Af+iVy' (w)  = 0, 


so  verschwinden  ebenfalls  die  rechten 
Seiten.  Die  zuletzt  geschriebenen  bei- 
den Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung 
von  r und  s kommen  also  nicht  weiter 
in  Betracht,  die  Gleichungen  12)  lösen 
das  Problem  völlig.  Man  entwickelt  aus 

ihnen  und  q , und  erhält 

ax  oy  * 

eine  Gleichung  von  der  Form: 


d%  zzpdx+q  dy, 

wo  p und  q Functionen  von  x,  y,  z 
sind,  die  zwei  willkürliche  Functionen 
q und  ip  enthalten,  und  natürlich  der 
lutegrationsbedingung  genügen  müssen. 
Nach  Auflösung  dieser  totalen  Differen- 
zialgleichung hat  man  den  Werth  von  z 
mit  zwei  willkürlichen  Functionen,  also 
das  allgemeine  Integral. 

Auch  reicht  eine  der  Gleichungen  12) 
zur  völligen  Integration  hin.  Da  die- 
selbe nämlich  x,  y,  z,  p.q  enthält,  so 
ist  sie  eine  partielle  Differenzialgleichung 
erster  Ordnung,  deren  vollständiges  In- 
tcgrul  man  uuf  dem,  Abschnitt  8)  vor- 
geschriebenen Wege  vermitteln,  und  aus 
diesem  das  allgemeine  ableiten  kann. 

Die  dritte  und  im  Allgemeinen  ein- 
fachste Methode  ist  jedoch  die,  dass  man 
verbindet  die  Gleichungen: 


eine  der  beiden  Gleichungen  10)  oder 
10  a),  z.  B.  die  letztere,  nicht  sich  auf 
die  Form  11a)  bringen  lässt,  sondern 
sich  aus  den  Gleichungen  dp  + Xtdq  = 0, 
dy—Xldx  = 0 nur  ein  Integral  ut  ergibt. 
Immer  nämlich  ist  dann  der  Ausdruck 
rechts  in  11a)  von  der  Form: 

«f(«4)+JV a A(r,), 

wo  &(«|)  jedoch  kein  vollständiges  Dif- 
ferenzial ist.  Dies  hindert  indessen  nicht 
die  oben  gemachte  Annahme: 

«,=C,  JV,=0, 

wenn  nur  die  Gleichung  11)  die  vorge- 
schriebene Form  hat. 

Was  schliesslich  den  Fall  anbetrifft, 
wo  lt-A»  ,fll>  80  bleibt  nur  die  zweite 
Methode  der  Integration  übrig,  da  die 
Gleichung  11a)  wegfällt,  und  ist  demge- 
mäss zu  verfahren. 

In  jedem  Falle  wird  also  die  Integra- 
tion unserer  Gleichung: 

Ar  + Bs  + Cizn 
rcducirt  auf  die  Systeme: 

I)  dp-\-Xxdq-~  dy- 0, 

dy  — X t dx  = 0. 

II)  dp-\-l,  dy-iifrfy-O, 

dy — l , dr  ~ 0, 

verbanden  mit:  dz—pdx—ydy  = 0,  wo 
I,  und  i,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 


13)  »=,(«). 

wo  c eine  Constantc  ist.  Damit  die  Aus- 
drücke rechts  in  Gleichung  11)  und  11  a) 
verschwinden,  ist  zu  setzen: 

Jtf+iV(iO  = 0,  Nt=0, 

welche  Gleichungen  r und  s bestimmen, 
und  daher  nicht  weiter  in  Betracht  kom- 
men. Es  ist  aber  zu  beachten,  ob  auch  M,  jV 
und  iV,  wirklich  rund  s enthalten,  oder  ob 
durch  die  Bestimmung  dieser  Grössen 
nicht  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen 
13)  beschränkt  wird;  in  letzterem  Falle 
wäre  dieses  Verfahren  nicht  anznwenden. 
Aus  den  Gleichungen  13)  erhält  man 

wieder  ■r-,  also: 
ox  oy 

di—pdx^-q  dy, 

mit  einer  willkürlichen  Function  und 
einer  Constantc.  Die  Integration  gibt 
eine  zweite  Constantc,  so  dass  man  ein 
vollständiges  Integral  bat,  aus  dem  sich 
das  allgemeine  ableiten  lässt.  Uebrigcns 
ist  diese  Methode  noch  anznwenden,  wenn 


UI)  AX*-BX+C  = 0 

vorstellen.  — Der  Fall,  wo  A4=AS  ist, 
entspricht  offenbar  der  Annahme : 

l=U’  ■ 

and  fällt  dann  du  eine  der  Systeme 
ganz  weg,  während  das  andere  die  Ge- 
stalt bat: 

B'  dq  + 2AB  dp— iiAdy=0, 
Ady+B  dx-0. 

Oie  erste  Gleichung  nimmt  auch  mit 
Hülfe  der  zweiten  die  Form  an : 

Bdq  + 2Adp  — -itdx  — 0. 

I)  Sind  A,  B , C und  i constant , so 
werden  anch  und  l,  Constanten  sein. 
Das  System  I)  gibt  dann: 
il, 

P+Iil — (f  y = «. 
y-X,x  = ß, 

also: 
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P+1 


Setzt  man: 


dt  dt 

P = JZ>  » = : 


dx  * dyf 

so  zerfallt  diese  lineare  Gleichung  erster  Ordnung  in  das  System: 

dJL-l 

dx  " 

£ = ^»+7  (»-*■*). 

deren  erste  aum  Integrale  hat: 

y-l,x=a, 

wahrend  die  zweite,  wenn  man  y aus  ihr  mittels  dieses  Integrales  eliminirt,  die 
Gestalt  annimmt: 


Setzt  man: 


so  hat  man: 


•£  = ■%•  («+!»*)  + »[a+Ui -!.)*]• 

f '/  [«+(*i-l,)r]dx  = V-[a+(il-It)*], 

I~L¥f  ~ [«■ + (».- -*.>«1 =' <>• 


oder,  wenn  man  für  a wieder  setzt:  y— i,  x: 

• l.yx  , fl.1  **  , , , . 

*= — c — H — g c — 

Also  aus  beiden  Integralen  ergibt  sich  dos  allgemeine : 

• i.,yx  tl*  xl  , , . . 

* q—  + =t<-(sr-l,*)+tfr,(jf-l,*)k 

Man  kann  indess  setzen: 

und  den  Ausdruck  ^ (1,  x— y)1  mit  der  Function  xpx  vereinigt  denken,  dann  ist: 

t = -2^  + V:(y-l,  a-)+ V-,  (y-i,  *). 

II)  Dasselbe  Verfahren  ist  einzuschlagen,  wenn  A,  B,  C Constanten,  r aber 
eine  beliebige  Function  von  x und  y ist.  Das  eine  Integral  bleibt  fortwährend : 

y-i,  x = ß, 

während  das  andere  die  Gestalt  annimmt: 

c0>+*i  ?)— 1.  ftdy+a, 
y — ß 

wo  vor  der  Integration  für  r ia  i sein  Werth:  ■ - zu  setzen,  nach  der  Inte- 

1| 

gration  aber  ß,  mittels  der  Gleichung  y—i,  x — ß zu  eliminiren  ist. 

Es  ist  nun  zu  integriren  die  Gleichung: 

dt  dz  r 

dI  + 1‘^=A‘/  • d»+v <»-*.*)• 

Dies  führt  zu  den  Gleichungen: 


iL-x 


36 
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d.  h.: 


y-l,x=a, 


dz 


U+q  (y -i,*), 


V —fl  dy 

eine  Fnnction  von  x and  y ist. 

In  U und  y ist  yz=a+ltx  vor  der  Integration  zu  setzen,  und  man  erhält 
* = i, /U dx+/<f  [a+(ll-l,)x]dx, 
z = l,  fUdx+y[a+(l,-l,)x]+b, 

wo  & eine  willkürliche  Function  und  gleich  J'tf  x]  dx  ist. 

Nach  der  Integration  wird  a wieder  eliminirt.  Es  ergibt  sich,  wegen  ö-f  jl,  x-y: 

* = At  K+V' (y- *,*)  + *• 

V=  fVdx 

ist  eine  gegebene  Function  von  x und  y.  Diese  Gleichung  im  Verein  mit 
y — llx=.a  gibt  das  allgemeine  Integral: 

z = l,  y+V’(y—i,z)  + i/‘ , (y-I,  x). 

Ist  i.  B: 

. = 0, 

bat  man  also  die  Gleichung: 


d'z 


d'z 


,<*** 


..  . j+ßf-f + C;H  = 0, 

dx'  dxdy  dy' 

■o  wird  das  allgemeine  Integral: 

z = ifi(y-l,  x)+d>,(y-l,  x). 


B= °’T=-*> 


dx ' dy'  ' 

l’-*  = 0,  i = ±V*. 


Ist  auch: 
so  ergibt  sich: 

also : 

f=ip(y+x\h)  + \p,  {y-x\h). 

Diese  Gleichung  ist  die  der  schwingenden  Seite,  der  hier  gegebene  Ausdruck  für 
s ist  von  d’Alembert  bereits  gefunden. 

Ist: 

C 

T=+*’ 


so  erhält  man: 


»=V’[»+*K-*)]+tfr[y-*K-A)]. 


Um  diesem  Ausdruck  reelle  Form  zu  geben,  kann  man  folgendermaassen  ver- 
fahren. Es  sei : 

y[y  + xV(-*)]=y  [y+*V(-*)]+if i [y + *F(— *)], 

V'.ry-*V(-*)]  = »[y~xV(-*)]  +y,  [y-x 
wo  y und  yt  willkürliche  Functionen  sind. 

Sei  nun  : 

v [y+xV(-*)]  = c+A'*. 

Vi  ly+*(F-*)]=#+H 

wo  G,  K,  g,  Ic  Functionen  von  x und  y sind.  Man  hat  dann: 
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t=2G-f  2y, 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  zwei  willkürliche  Fnnctionen  enthält, 

III)  Dies  Verfahren  aber  gibt  zunächst  nicht  das  allgemeine  Integral,  wenn: 

B'=4AC 

ist.  Es  wird  dann  1,=!,,  und  der  Ansdruck: 

»=i,  v+y(y-^*)  + V'i(y-*ix) 

enthält  nur  eine  willkürliche  Function.  Um  dies  su  vermeiden , setzen  wir  zu- 
nächst : 

= + 

wo  £ eine  abnehmende  Constante  sein  soll.  Man  hat  dann,  wenn  9 sehr  klein 
wird: 

z = il  f'  + V-(y-*l*)4-V'i  , z). 

Setzt  man  nun: 


^-+*^1  = 7 and  —5  (/ ,- 

Letzteres  erleidet  nämlich  darum  kein  Bedenken,  weil  man  tp/  von  beliebiger 
Grösse,  also  immer  endlich  denken  kann.  Man  hat: 


z = i,  V+If  l(y-Xl  *), 

ein  Ausdruck,  der  zwei  willkürliche  Fnnctionen  enthält,  und  also  das  allgemeine 
Integral  ist. 

IV)  Sei  gegeben: 

q'r—Üpgi+p1 1 = 0. 

Die  Gleichung  3)  wird : 


d.  h.: 


1,lt— 2pgl+p'  =0, 


und  das  System  I)  wird: 

— = — , ?<fy  +pd*=0, 

P 9 

Die  erste  hat  znm  Integral: 


Da  nun  gegeben  ist: 
so  ist: 


P—tt  9* 

(h=pdx+gdy, 


dz  — 0.  i=ß 

Aus  den  beiden  Integralen  also  ergibt  sich: 


7=*(*)> 


oder: 


p = q9(t). 


Diese  Gleichung  zerfällt  in  das  System : 
also  z = /?.: 


z=-*» 

y +xg(ß)=», 


oder  wenn  man  i für  ß einsetzt: 

y +*»■(»)  = «. 

eine  Gleichung,  aus  der  man  in  Gemeinschaft  mit  z = ß das  allgemeine  Integra 
ableitet : 

36* 
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wenn: 

geictit  wird.  Al«  Integral  erhalt  man  wieder: 

y = ax,  l = xf(a)  + ßxxf(£)+ß, 
also  da«  allgemeine  Integral. 

VI)  Scblie««lich  nehmen  wir  noch  die  Gleichung: 

(I  + y*)r— «+( 1 +f>*)  < = 0. 

Ihr  Integral  gibt  den  Ausdruck  Tür  diejenigen  Flachen,  deren  beide  Krümmungen 
in  jedem  Punkte  gleich  , aber  cntgegcngescut  gerichtet  sind , oder  diejenigen 
Flächen,  welche  innerhalb  eine«  gegebenen  Umring«  den  kleinsten  Inhalt  ergeben. 
Man  hat: 

(l+,*)Jl*+2F9i+.l+p*  = 0, 

oder: 

A)  H-i*+(p  + »l)*=0. 

Die  Systeme  1)  und  2),  die  wir  hier  beide  brauchen,  da  wir  die  «weite  Iutegra- 
tionsmethode  anwenden  wollen,  lauten: 

rfp+i,  dq  = 0,  cLy  = i1dx, 
dp  + l,  dq  ~ 0,  dy  — ltdx. 

Dio  erste  dieser  Gleichungen  wird  erfüllt,  wenn  man  I,  constant  annimmt,  hat 
also  das  Integral: 

F + *i  1 = Mi- 
ln der  That,  setst  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gftfthung  A)  ein,  wo  man  i =r  jl  t 
denkt,  so  ergibt  sich: 
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B)  l+V+^i,==0. 

Ebenso  gibt  die  erste  Gleichung  des  zweiten  Systems : 

p+A,  q = ui1 

und : 

c)  i+v+f**=o. 

Mittels  der  Gleichungen  B)  und  C),  welche  A)  ersetzen,  sind  also  At  und  A,  als 
willkürliche  Constanten,  u%  und  /ut  aber  als  durch  diese  Gleichungen  bestimmt 
zu  betrachten. 

Wendet  man  jetzt  die  zweite  Integrationsmethodc  an,  so  ist  in  dem  Integral, 
welches  dem  zweiten  System  entnommen  ist,  und  welches  man  auch  unter  die 
Form  F(p,  q)  = A,  bringen  kann,  A,  in  der  That  auch  für  die  fernere  Inte- 
gration als  constant  zu  betrachten,  und  unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zweite 
Gleichung  des  ersten  Systems  ein  Integral  von  der  Gestalt: 

y— A,  x=a. 

Aus  diesem  und  dem  ersten  Integral  p-t-A,  9 =Jul  erhält  man,  wenn  man  die 
Constante  ).  x und  Jolglich  auch  wie  dies  geschehen  muss,  als  Function  von  r< 
betrachtet: 

D)  = 

Von  diesen  Functionen  9 und  ist  aber  nur  die  erste  willkürlich,  die  zweite  ist 
bestimmt  mittels  der  Gleichung  B),  welche  jetzt  die  Gestalt  hat: 

E)  1 + *)]*=0. 

Die  Gleichung: 

zerfallt  in  daa  System: 


Dies  hat  die  Integrale: 


also  daa  allgemeine  Integral: 

F)  a = ,u,i+F(y-i,*). 

Die  Function  F ist  aber  nicht  willkürlich,  da  s noch  die  Gleichung  D)  erfüllen 
muss.  In  der  That  erhält  man  aus  F : 

P=fit-i,  p, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  D)  einsetzt  : 

G)  fit— 1%  F'+y.  • Fv  = 

wodurch  F',  also  der  Differenzialquoticnt  von  F,  bestimmt , und  F also  bis  auf 
eine  willkürliche  Constante  bekannt  ist.  Demgemäss  setzen  wir,  wenn  y diese 
Constante  ist,  statt  der  Gleichung  F) : 

H)  z=zf4%z+F(y— ktx)+y. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral.  Es  enthält  nämlich  die  zwei  willkürlichen  Con- 
stanetn  A0  und  y,  da  tu7  durch  Gleichung  C)  bestimmt  ist.  Ffy— A,  x)  ist  durch 
Gleichung  G)  bedingt,  und  die  darin  vorkommenden  Functionen  9 und  U>  müssen 
wieder  die  Relation  E)  erfüllen.  Es  bleibt  also  in  H)  noch  eine  willkürliche 
Function  übrig. 

Wir  haben  jetzt  aus  H)  das  allgemeine  Integral  hcrzuleiten.  Dies  geschieht 
in  gewöhnlicher  Weise,  indem  man  setzt: 

J)  **=*0')' 

und  ausserdem  den  Diffcrenzialquotienten  der  Gleichung  H)  nach  y genommen 
der  Null  gleich  setzt.  — Um  diesen  zu  bilden,  bemerke  man  erst,  dass  die  runc- 


p + l,1  = f4, 

dy  dz 

di~l”  dx~Ht' 


y-i,x  = a, 

Z-(I,X  = ß, 
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tion  F und  die  Constantc  //,  ron  l,  abhängig  sind.  Die  Gleichung  C)  gibt  für 
die  letztere: 

<“i_ 

Ft 

Was  die  Function  F anbetrifft,  ao  ist  sie  durch  Gleichung  G)  gegeben,  und  ent- 
hält k,  sowohl  involutc  in  den  Functionen  7 nn<1  'P<  ®'s  auch  evolutc  in  den 
Grössen  ft,  und  d, , die  in  G)  Vorkommen.  Man  hat  aber  wegen  der  Glei- 
chung G) : 


F= 


?-1s’ 


wo  die  Functionen  i/>,  7 und  F die  Variable  y—k,x  enthalten,  die  wir  mit  u 
bezeichnen  wollen;  dann  hat  man: 


K) 


F= 


J du. 


V («)-*, 

Die  untere  Grense  kann  beliebig  genommen  werden,  also  gleich  Null  sein,  da  in 
Gleichung  H)  schon  die  entsprechende  Integrationsconstantc  enthalten  ist.  Non 
hat  man: 

,,  dF-  y.(a.)  — /r>  r x d,  f du 

> di,-  S(«h,  ./['/w-y  »(«h,- 

Differcnziirt  man  nun  die  Gleichung  H)  in  der  That  nach  y,  so  hat  man: 


M) 


(-£  + S9*'M+1=a 


Das  allgemeine  Integral  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung  //,  wenn  man  p 2 
und  l,  vermöge  der  Gleichungen  C)  und  J)  eliminirt  denkt,  und  F durch  die 
Gleichung  K)  bestimmt,  in  welcher  </•  und  •/»  wieder  durch  Gleichung  E)  verbun- 
den sind.  Es  ist  dann  aus  H)  nur  noch  y zu  climiniren,  was  mittels  der  Glei- 
d F 

chung  M)  geschieht,  wo  -jr-  durch  Gleichung  L)  gegeben  ist.  */•  und  % sind  die 
beiden  willkürlichen  Functionen. 


16)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  eine  gewisse 
Klasse  nicht  linearer  Gleichungen  von  Ampfcrc. 

Die  Monge’sche  Methode  gibt  noch  Resultate  für  eine  Klasse  nicht  linearer 
Gleichungen.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  der  Form: 

Ar+Bs+Cl  + D(rts*)  = ft 
wo  A,  B , C,  D , s Functionen  von  x,  y,  2,  p,  q sind. 

Diese  Erweiterung  rührt  von  Ampere  her,  und  ist  mitgctheilt  im  Journal  de 
l’rcule  polytechnique , coAier  18. 

Gehen  wir  zunächst  von  den  Gleichungen  aus,  welche  die  Functionen  p, 
q,  r,  s,  t definiren: 

1)  dz  — pdx+y  dy, 

2)  dp  = rdx-\-tdy, 

3)  dy-tdx+tdy, 

multiplicircn  die  zweite  mit  I,  die  dritte  mit  t und  snbtrahiren,  so  erhalten  wir: 
Idp—t  dy  = (r  1— s*)  dx, 

oder: 

4)  ldp—tdy=u>dx, 
wenn  wir  setzen: 

5)  rt — s*  = ir, 
während  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

5a)  Ar+Bi+Cl+Dtc  = t. 

Die  Gleichungen  5)  und  5 a)  sind  der  gegebenen  vollständig  gleichbedeutend.  Von 
den  Gleichungen  2),  3)  und  4)  ist  jede  eine  nothwendige  Folge  der  beiden  andern. 
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Man  kann  also  die  Aufgabe  auch  so  auffassen , als  wenn  die  Integration  der 
gleichzeitigen  linearen  und  totalen  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  verlangt  wäre,  wo 
dio  Variablen  durch  die  Bedingung  5)  und  5a)  verbunden  sind.  Untersuchen  wir 
jetzt  die  Ausdrücke: 

Jp—rJx—tdtfy  Jq  — $ Jx—  t tfy,  t Jp—s  Jq  — w Jz, 

und  bemerken,  dass,  wenn  dieselben  alle  drei  gleich  Null  werden,  und  ausserdem : 
Jz  — pdx  — q dy=0 

diese  Gleichungen  mit  dem  gegebenen  System  übereinstimmen , man  also  jede 
Verbindung  unter  den  Variablen,  vermittelst  deren  man  dies  erreicht,  als  ein  In- 
tegral unsere  Systems  betrachten  kann.  Es  sind  mithin  auch  5)  und  5 a)  als  In- 
tegrale anzusehen. 

Wir  multipliciren  die  ersten  beiden  unserer  Ausdrücke  bezüglich  mit  den  un- 
bekannten A und  p , und  addiren  sie  zur  dritten.  Dies  gibt,  wenn  man  w aus 
Gleichung  5a)  bestimmt,  folgende  identische  Relation: 

6)  tJp  — $Jq  — iccfx-f X(dp—  riSx— — söx  — = ~ dx-\-ldp 

[A  ~\  ß C 

0 dx  — +•[  — + £ jf  Xdy—  pdx]  + t \dp  + -jj  dx—pdy]. 

Der  mit  r multiplicirte  Theil  der  rechten  Seite  wird  gleich  Null,  wenn  man  A 
mittels  der  Gleichung  bestimmt: 


Die  mit  $ und  t multiplicirten  Ausdrücke  werden  nun: 

. . , B—uD  A . 

A («)  = -<fy+ — tx-Q  <fy, 

£ 

A(/>)=  <l/>  + Jj  itx-fidy. 

^(o)  und  &(/J)  sind  blosse  Symbole,  und  bedeuten  nicht  etwa  vollständige  Diffe- 
renziale. Eliminirt  man  cfy,  so  kommt : 

(*  A(n)-j-AW-  + 

Sei  ferner : 

iW="7 

gleich  dem  von  r,  i,  I freien  Theile  der  rechten  Seite  unserer  Relation.  Man  er- 
halt dann  durch  Addition  der  2 letiten  Gleichungen : 

A(y)  + juA(«)-^jA(0)  = *r  ( B-ftl ))-  - jj-J, 

oder,  wenn  man  das  noch  unbestimmte  p durch  die  Gleichung  definirt : 

•o  ist: 

7)  A(y)+|UA(n) — jyAO)=0. 

Die  Bedingungsgleichung  aber  verwandeln  wir  in  die  folgende : 

8)  AC+D«  = 0, 

wo  l = fiD  gesellt  wurde. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  ergibt  sich: 

...  -Dt}q  + (B-l)4x-A<Sy 
A(«)= J) > 
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während  £>(y)  aus  der  Gleichung  7)  zu  entnehmen  ist.  Die  Gleichung  6)  wird 
dann,  wenn  man  erst  die  erste  Wurzel  lk  der  Gleichung  8),  und  dann  die  zweite 
/,  nimmt: 


9) 


9.) 


Idp  — idq  — ir<fx-f (dp— refx  — sdyj  + jj  (dq-  idx  — l d y) 


_rß-(, 

/)' 


(- Ddq+l,dx-Ady)  + 


lD  + A 

ß> 


( Ddp+C  dx—^dy), 


Idp  — tdq—ie  dx+~  (dp  — rdx  — i dy)  + ^~  (dq—idx  — tdy) 


rD-l 


= — K,  ’ (-Bify-t  f,  tfx— A<fy)  + 


iD  + A 


( Ddpi-Cdx  — I,dy ) 


D»  ' — •"■»/-*  fl, 

Setit  man  also  die  Ausdrücke  rechts  in  9)  und  9a)  der  Null  gleich,  so  werden  anch 
die  Ausdrücke  links  der  Null  gleich  werden,  d,  h.  man  wird  haben: 

10)  dq  — tdx—tdy  = 0, 

und : 

t dp-tdq  — wdx-k-^  (dp—rdx—i  dy)  ~ 0. 

Wenn  man  aber  ans  beiden  Gleichung  dq  eliminirt,  erhält  man : 
ldp—t'  dx  — hdy  — te  dx-\-j^  (dp—  rdx  — i dp)  — 0, 
nnd  wenn  man  *•  mittels  der  Gleichung  5)  wegschafft : 

(<+£)  ip~r  (•  + i)  *=<>. 

d.  h. 

dp—r  dz  — $ dp  — 0, 

nnd  es  ist  dann  wegen  der  aweiten  Gleichung  10)  auch : 

I dp  — sdq  — icdx=0. 

Das  System  10)  ist  also  mit  den  Gleichungen  2),  3),  4)  völlig  identisch.  Sets1 
man  noch  Toraus,  dass: 

dz-pdx  + qdy 

sei,  nie  wir  dies  ja  von  vorn  herein  angenommen  haben,  so  kommt  also  die  völlige 
Integration  der  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  darauf  heraus,  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  9)  und  9a)  der  Null  gleich  tu  machen.  Dies  geschieht  nun  gani 
in  der  Weise,  die  wir  bei  Integration  der  Monge’schen  Gleichung  kennen  gelernt 
haben,  d.  h.  aus  den  Systemen: 

I)  —Ddq+I,dx—Adp  = 0, 

Di/p-J-Cdr  — fl</y  = 0, 

nnd : 

11)  —Ddq  + l,dx—Adp  — 0, 

Ddp+C  dx—l^dy—Q, 

wo  f,  und  /,  die  Wunteln  der  Gleichung: 

f-Bl+AC+Di=0 

sind.  Leitet  man  ab  je  2 Integrale  u,  r und  und  setit:  A)  * = <y(a), 

r i = V'  (*“ i )’  *“*  welchen  man  p = ^,  ? = bestimmt,  oni'  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  z findet,  oder  B),  man  bedient  sich  nur  der  partiellen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  1 = 7(11),  durch  deren  Integration  man  das  vollständige  und 
hieraus  das  allgemeine  Integral  ermittelt,  auch  kann  man  C)  die  Gleichungen 
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r = r/(u),  vt:=const. , zu  diesem  Bchufe 
gebrauchen,  aus  denen  man  wieder  p 
und  q ermittelt,  das  vollständige  Integral 
mit  einer  willkürlichen  Function  und 
2 Constantcn,  und  aus  diesem  das  allge- 
meine mit  2 willkürlichen  Functionen 
findet. 

Für  den  Ausnahmefall , wo  /,  r 
also: 


und : 


ß*=4(AC  + 0O, 


y enthalten.  Durch  Integration  dieser 
Gleichungen,  die  einer  totalen  mit  3 Va- 
riablen entsprechen,  welche  der  Integra  - 
bilitäts-Bedingung  genügt,  erhält  man 
also  ein  neues  Integral  mit  2 Constanten 
und  einer  willkürlichen  Function: 

/■[■"•>  y.  r.  «.  7 («).  4]  =0, 

aus  der  man  das  allgemeine  Integral 
in  der  gewöhnlichen  Weise  ableitet,  in- 
dem man: 


und  : 


4 ='/'(«). 
J- 


setzt. 

Illusorisch  wird  diese  Methode  bei  der 
aus  folgendem 


ist,  kann  man  wie  bei  der  Mongc’schen 
Gleichung  noch  immer  die  Methode  B) 
anwenden,  indess  kann  man  hierbei  sich 
auch  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  Monge  sehen  Gleichung 
grade  im  speciellen  Falle  der  Monge-  Grunde: 
sehen  Gleichung  illusorisch  sein  würde. 

Setzt  man  nämlich  die  beiden  Inte- 
grale: 

m = n,  t = q («), 

eine  Annahme,  die  offenbar  die  rechte 


Von  den  beiden  Gleichungen  des  Sy- 
stems I)  oder  II),  aus  denen  2 Integrale 
abgeleitet  wurden,  war  die  eine  ganz 
von  p und  q frei,  während  im  allgemei- 
nen Falle,  wie  er  hier  betrachtet  wird, 
die  eine  p,  die  andere  q enthält.  Im 


Seite  unserer  Gleichung  der  Null  gleich  erstcren  Falle  misslingt  cs  daher,  für  p 

macht,  wenn  a eine  willkürliche  Con-  <)»  dz 

stante  ist,  so  hat  man  ebenfalls  Aus-  unc*  7 0(*er  ^ uud  — wirklich  Wcrthe 

drücke  für  und  welche  eine  Con-  ftbzuleiten.  Ls  waren  nämlich  die  Glei- 
dx  Oy  chungen  des  Systems  I)  oder  II)  in  Ab- 

stantc  a und  eine  willkürliche  Function  schnitt  14)  für  den  Fall,  wo  = ist: 

dp  + ldq—*^  dy=0,  dy—ldx  = 0, 
also,  falls  u und  e 2 Integrale  dieser  Gleichungen  sind: 

Jp+Mq— ^ dy  = M Ju+N dvy 

Jy—Mx  — M'du+N'dv, 
wo  M,  JV,  Jf',  JV'  zu  bestimmende  Coefficientcn  sind. 

Da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den  Relationen  zwischen 
x,  y»  *»  P und  q stattfinden,  so  hat  man : 


*£+JV£=1- 

o, 

Op  dp 


Denkt  man  tich  zunächst  x,  y,  z conatant,  io  erhält  man : 


Setat  man : 


so  ist  also : 


fit 


du 


N ' 


' N’M-NM ” 
M’ 


fiu 

d1 
fit  __ 
fiq~ 


IN’ 

N’M—N  M’~ 
IM’ 


N’ 


N'M-NM’ 


l!S' 


M' 


du  — adp  + bdq,  dt=  — — {adp  + bdq). 
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Erhalt  man  also  durch  Integration  der  ersten  Gleichung: 

» = f(p>  ?)  + «, 

wo  sowohl  die  Function  f als  die  Constante  « noch  von  x,  y,  z abhängig  ist, 
so  wird  auch  sein: 

jUl 

eine  Gleichung,  die  nur  integrabel  ist,  wenn  — -^r  einer  Function  von  f gleich 

ist,  die  wir  mit  y'  (f)  bezeichnen. 

Mithin  hat  man : 

In  dieser  Gleichung  cuthält  nur  f die  Grössen  p und  y,  also  ist  es  unmöglich, 
aus  den  Werthcn  von  u und  r , die  man  Constanten  gleichsetzt,  p und  q abzu- 
leiten. Selbstverständlich  ist  diese  Beschränkung  bei  der  Amperc’schen  Gleichung 
aber  nicht  vorhanden. 

Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

(1  + y»)  r-2p  q s + (1  + p2)  l = - (1  +/>*  + ?*)  i- 
Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Z ist  hier: 

/*  + 2p q Z+(l  + q *) (H-p*) - (1  +p'  + ?*)  = 0, 

oder: 

+ 2 pq  Z+;>*  y1  =0, 

woraus  sich  ergibt: 

l = -pq. 

Da  beide  Wurzeln  gleich  sind,  so  findet  die  zuletzt  gegebene  Methode  statt. 

Das  System  I)  oder  II)  ist  nun : 

pft-j^i^r)+i>»*+(  i+»*)<4f=o, 

y(i+phv')+ (1  +pV  dx+r 1 ,,y  = 0 

Wir  eliminiren  dy  und  erhalten: 


d.  h. 


• - 'ni+&%~+v‘  ?,)-a+r')(i+7-) 


(lx  _pqdq-{l  + q')dp 


K(1  +P*  + q'y 

Diese  Gleichung  erfüllt  die  Intcgrabilit&ts-Bcdingnng.  Es  ist  nämlich: 


d ( ) 

'F(l  drp'+q7)' 


-(i  + ?’) 


dP 


( __  UL 

W +p*+q9)' 
dq 


\(l  + p'  + q')* 
PI 

Y(l+V  + 9*)* 


also: 


= rt. 


ua  +/»•+?*) 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  dx  eliminirt,  in  ganz  derselben  Weise : 


y+V(l+?’+J’> 


= 4. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  ;»  und  q zu  entwickeln.  Man  erhält: 
(o-a:)1(l^-p,  + y*)=p,, 

(4-y)«(X+p>+?’)  = ?», 

mithin: 

(«-*)'  U+j,)=p'[1-(«-*)*]> 

(*-y)’+[(*— y)*— i]  i'  = -p'  (4-y)’, 

also: 

Vl  — (*-n)’  + (y  — 4)> 

and  ebenso: 


_ it—x 

d.  h.: 

li._  («-r)  <tx  4 (A-y)rfy 
~ 1^1— (*— n)’ — (y— 4)*" 

also  durch  Integration: 

(*-«)•+ (y-*)*  + (l-c)*=l. 

Hieraus  wird  das  allgemeine  Integral  gewonnen,  wenn  man:  b = q (o\  c = ^(ä), 
nnd  das  Differenzial  der  obigen  Gleichung  gleich  Null  setzt,  also: 

(*  - ii)  + [y — q («)]  / («)  + [*  — »/>  («)]  (ff)  = 0. 

II)  Es  seien  ferner  in  der  allgemeinen  Gleichung : 
i4r-fÄi+C(+Die=* 

die  Grössen  A,  B , C,  Z),  # sAmmtlich  constant.  Nach  Auflösung  der  Gleichung: 

l'-Bl+AC+D*=6t 

wo  also  1X  und  /,  Constantcn  sind,  hat  man  als  Integrale  des  Systems  1): 

— Dq+ltx—Ay  — t r,  Dp-\-Cx—lty  =■  ß, 

aus  welchen  man  bildet: 

—Dq  + l%x—Ay=.  q.  (Dp  -f  Cx - lt  y). 

Dem  System  II)  entnehmen  wir  gemäss  der  mit  C)  bezeichnotcn  Methode  nur  # 
das  Integral: 

Dp+Cx-l , y = ff, 

und  aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich : 

P D 


7 


_I,s-Ay-<y  [q+(/,-/t)y] 


Die  erste  Gleichung  integrirt  gibt,  indem  man  nur  x veränderlich  denkt: 
ff  /,  Cx  * 

z=jöx+'d  yx~i-ß-+coa>i  < 

also  wenn  man  x=0  setzt,  das  Hauptintegral: 

, a Cx * /.  xu 

*=»-F‘+*Tr--Tp' 

und  der  Werth  Ton  7 = ^-  gibt,  wenn  man  darin  x = 0,  i = z’  setzt: 

ny  ’ 


d.  b.  wenn  man: 


_ _ , d£l  _ »I« + (Vrii)y]  . i 
1 ® *(».-*,)  + ’ 
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r =r,  b=-ifi(a) 

*1  *1 

setzt  : 

x+l  Cxl  + ihl  _ + . .0 

* FI+I  />  + * fl  ^ + D +V'W-«. 

wo  noch  znr  Bestimmung  von  a das  Differenzial  nach  « gleich  Null  zu  setzen 
ist,  also: 

_-+Cfi±%=tM+!,Waa 

Sowohl  die  Mongc'sche  als  die  Amperc’sche  Methode  beziehen  sich  nicht  auf 
alle  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form,  da  immer  eine  Intcgrabilitätsbcdin- 
gung  zu  erf&llen  ist.  Vielmehr  verlangt  die  Anwendbarkeit  dieser  Methoden,  dass 
die  in  Rede  stehende  Differenzialgleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  besitze, 
d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  x,  y,  i,  p und  y,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  enthalten  ist.  Eine  solche  ist  nicht  bei  jeder  partiellen  Differenzialglei- 
chung zweiter  Ordnung  vorhanden.  So  z.  B.  kann  die  in  Abschnitt  13)  behan- 
delte, sehr  einfache  Gleichung: 


nicht  auf  diese  Weise  behandelt  werden,  obgleich  sie  ein  Integral  von  einfacher 
Form  mit  2 willkürlichen  Functionen  besitzt.  In  der  That  lässt  sich,  wenn  man 
das  Integral  dieser  Gleichung: 

*=•*  [ i' (*+jr)  + r)]-'/  (•*-»). 

nach  x und  y differenziirt,  aus  den  beiden  so  erhaltenen  und  der  Integral-Glei- 
chung keine  der  willkürlichen  Functionen  y oder  if>  eliminiren. 


17)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  Gleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Erweiterung  der  Monge’schen  und  selbst  der  Ampere’schcn  Methode  auf 
Gleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung,  und  auf  solche  von  der  zweiten  Ord- 
nung, die  mehr  als  zwei  unabhängige  Variablen  haben,  hat  bei  der  hier  ange- 
wandten Entwickclungswcisc  keine  Schwierigkeit.  Indess  werden  die  Grenzen 
ihrer  Anwendbarkeit  immer  enger,  da  sich  die  Bedingungen  der  Brauchbarkeit  ver- 
mehren. Jedoch  scheint  es  der  Vollständigkeit  wegen  angemessen,  auch  auf  diese 
Erweiterungen  einzugehen. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer  Gleichung  ntcr  Ord- 
nung mit  2 unabhängigen  Variablen  und  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit 
deren  beliebig  vielen,  da  jeder  audero  Fall,  obgleich  in  der  Ausführung  nicht 
schwierig,  doch  einer  allgemeinen  algorithmischen  Darstellung  nur  schwer  zugäng- 
lich ist. 

Sei  also  zunächst  gegeben  die  Gleichung: 

1)  + •••  + i V,  -H=  ■'*> 

w0  7i»  9»  • • • ,len  Differenzialquotientcn  einer  Function  z von  x, 

und  x7,  also  die  Grössen  : 


d*  x d*  z d*  z d9  z 

dxt*  dxt*  'dx,  dz*  *dx, ' dx,* 

vorstellen,  Ax,  At  , . . A*^_^  A aber  Functionen  von  t,  xit  x,  und  allen  Di  ffe- 

renzialquoticnten  »ein  sollen,  welche  von  einer  niedrigem  als  von  der  t ten  Ord- 
nung sind.  Von  diesen  bezeichnen  wir  im  Besondcrn  noch  die  der  t — 1 ten  Ord- 
nung, also : 

a—  *,  d’-'i 

1 dxl,~*dx1  dx%*  1 
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bezüglich  durch : 


P i»  P*  • • • P% » 

so  haben  wir  zu  der  Gleichung  folgendes  System: 
2)  dp,  = »,  dr,  + 9,  dx„ 

dp,  = »,dj i + ?.  dr„ 

dp,  = 9,  di, +9,  dr„ 


dp,  = ?,d-r,+9J  + 1rfx>- 

Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  2)  bezüglich  mit  den  unbestimmten  Factoren 
Xlt  Aa  , . . Üjf  und  addiren  sie.  Es  kommt: 

t = s 

£ (t,d/<<-i(9(</x,-i<9<+|rfx1)  = 01 


nnd  nach  unserem  früheren  Verfahren  sehen  wir  von  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  zunächst  ganz  ab , und  unterwerfen  die  linke  einer  identischen  Umfor- 
mung, indem  wir  q . . . qg  als  Factoren  betrachten  und  Gleichung  1)  be- 
rücksichtigen. Wir  erhalten : 


3)  (i,dp<-l<9|tf*,=i(9,+  l dx,)  = 

t = i *+ * •+ 1 


- ?.(*,  dx,-M,  dx.-lj 

V. 

d-r.) 

A, 

dx,) 

A.  + t 

.t 

(*,d*,+l,_  , dr,  -A(  dx,). 

Der  Ausdruck  rechts  besteht  aus  s - f- 1 Theils&tzen.  Nehmen  wir  an,  dass  diesel- 
ben alle  der  Null  gleich  seien,  so  lässt  sich  aus  der  Gleichung: 

At 

<irl  — ^ dxt 

« + i 

das  Verh&ltniss  dxt:dxl  bestimmen,  und  indem  man  dieses  in  die  mit  9,,  q% 
. . . qg  multiplicirten  Ausdrücke  setzt,  erhalt  man  endliche  Gleichungen  zur  Be- 

A A 1 

Stimmung  der  Verhältnisse : ~ . . . — - — , nämlich: 

*s  ks 

^s  | *^s  = 0, 
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1 At  + i-g_  i As+  , 

Eine  der  Unbekannten  A,  z.  B.  A , kann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden.  Dies 
gibt: 

A i /I  A , A , j = 0, 

A4^1+AIAJ^l  + 1-Alii1=0 


^5 2 1 l~^’ 

j A$+  , — ltAt  = 0. 

Wir  inultipliciren  diese  Gleichungen  bezüglich  mit: 


/ «\* — *,  t— • j s — 2 , 1Ni  — 3 , * — 3 m 

(-1)  A,  itf  + | , (—1)  lx  A 


s—  3 


s+  I 


(-1  kA 


*—  * A * —1  A A * ~ 3 A *—  2 

Al  t 4 * • > Al 


und  addiren  sic  sämmtlich  ; es  ergibt  sich  dann: 


(-1)  *“'*A/il  (-!)•“' I/”1 


* — 2 


(— 1)*  2A,*  — 2 3 


y4t  >4,  (-1)‘~3A,‘~3^ 


vf*  + 1 
A 1 

* i 


At 


*—  4 


’i+i  "l  "*  x *'  "l  **+i 

. . . (-l)U,Mi+1^1'-3^_1-A1^l,“2^  + i41,"1=0. 

Dies  ist  eine  Gleichnng  vom  Grade  t,  welche  zur  Bestimmung  von  A,  dient. 
Wir  schreiben  sie  jedoch  lieber  unter  der  Form  : 


5) 


* + i 


, s—  i A t A%  2 At*  Aa 
Ai  + A * A » A» 


+(-D 


*+i 


yi,*“3  y4 

S—  2 1 i 


*+l 


V’y, 

*—  I 1 * 


* — 1 1 


s+\ 


s+  l 


+ (—!)*  — A*  — =0. 


1—1 


*4-  • 

Ist  A,  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittels  der  Gleichungen  4)  die  Grössen  A,,  Xf 
. , . Af  ( als  eindeutig.  Die  erste  Gleichnng  bestimmt  nämlich  A„  die  folgende 

dann  A,  u.  s.  f.  durch  rationale  Functionen  von  A,.  Sonach  stellt  die  Gleichung 
3)  ein  System  von  s Gleichungen  vor,  und  hieraus  folgt,  dass  die  mit  A„  A,  ..  . 
Xf  multiplicirten  Theile  der  linken  Seite  einzeln  verschwinden,  d.  h.  dass  die  Glei- 
chungen 2)  erfüllt  sind , wenn  in  allen  * Gleichungen  des  Systems  die  rechten 
Seiten  verschwinden.  Dies  aber  findet  statt,  wenn  man  setzt : 


6) 


(=i 

JT  (A  dp  )- 
/=  l 


*+  I 


<fx,  = 0, 
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At 

lxdxt — -j dxt—0. 

* + * 

Falls  man  nnn  für  jede  der  s Werth«  von  I, , welche  die  Gleichung  5)  erfüllen, 
aus  einem  Systeme  6)  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  denjenigen  Glei- 
chungen, welche  die  Grössen  y (die  % — 1 ten  Differenzialquotienten  von  *)  defini- 
ren,  2 Integrale  w und  t ableiten  kann,  was  natürlich  die  Erfüllung  von  Integrabilitftts- 
bedingungen  erfordert,  so  setzt  man  wie  in  den  vorigen  Abschnitten  wieder  r=-y  (n) 
und  hat  ein  erstes  Integral,  welches  allerdings  noch  die  Differenzialquotienten  von 
s bis  zu  der  s — 1 ten  Ordnung  enthält;  mit  diesem  Integrale  aber  kann  man 
weiter  die  Integration  fortsetzen,  wenn  es  die  Form  1)  hat. 

Leitet  man  aber  aus  jedem  der  s Systeme  2 Integrale  und  vf  und  dem- 
gemäss eins  von  der  Form  pj  = 7j(wf)  ab*  80  kann  man  mittels  dieser  s Glei- 
chungen die  s — 1 ten  Differcnzialquotientcn  entwickeln.  Sind  nun  deren  2: 


dxjdxy 


s — 1- 


dxtds 


s—  1 — r-f  l 


so  erhält  man  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  welche  auf  2 totale  Differen- 

«i-  2 

zialgleichungen  mit  2 Variablen  führen:  - , also  in  derselben 

dxj  'dx,5  l — r 

Weise  alle  * — 2 ten  Differcnzialquotientcn.  Mit  diesen  setzt  man  das  Verfahren 
fort,  bis  man  s selbst  erhält,  und  man  hat  dann  das  allgemeine  Integral,  da  s 
willkürliche  Functionen  //g9  y,  . , . y.  darin  enthalten  sind. 

Dass  die  hülle,  wo  dies  Verfahren  angewandt  erscheint,  nicht  so  häufig  sein 
können,  wie  bei  der  Monge'schen  Gleichung  liegt  an  der  Allgemeinheit  der  Glei- 
chungen 6),  welche  mit  steigender  Ordnung  der  Gleichung  auch  immer  mehr  Va- 
riable enthalten.  Der  Gleichung  5)  kann  man  übrigens  auch  eine  einfachere  Form 
geben.  Setzen  wir  nämlich: 


so  wird  Gleichung  5): 


I 

Ai  — 7 » 

8+l 


7)  A,l,+Atl,-'+A,l,-*  + . . . +Af/-MJ+|=0, 

während  ans  den  Qieichungen  4)  erhalten  wird : 

«+  i 

wo  I alle  Wertbe  von  1 bis  s annimmt,  und  ist,  1,  aber  =0  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 

8) 

*+i 

, _ A,/»+A,< 

2 ’ 

«+> 

, _ A,/>+  A,l‘+  A,  I 



«+1 


d,=- 


J41l'+A1l,_1+  . . . +A,l 


*+l 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  576  Quadraturen  — Zurückf.  auf, 

und  die  Gleichungen  6)  nehmen  die  Form  an: 

/ dx  , + =0, 

' = * A I dx,  „ 

* <W+1— J L=a 

/=!  i+  1 

Setzt  man  für  die  * Werthe  von  / entsprechend  I«,  ,w . . . /W,  und  ebenso 
für  die  durch  die  Gleichungen  8)  gegebenen  Werthe  von  X^i  X^\  .... 

to  hat  man  statt  der  eben  gefundenen  Gleichungen  deren  2s  von  der  Form: 

9)  l^dx.  + dx^O, 

-r  (i((r)rf^)  +ii—  *■,  =o. 

<=  > *+ 1 

Um  das  letztere  System  noch  etwas  zu  vereinfachen,  wollen  wir  setzen: 

^s+t*« 


also: 

A) 


m , — A |, 

— A , lH*dj, 
m,=A,P+A,l+A, 


m/  — At  l'  1 +Atl*  S4-  . • • *h-A(l 


indem  wir  wieder  je  nach  der  Wahl  der  Wurzel  /,  auf  welche  sich  die  Grossen 
m i beiiehen,  dieselben  mit: 

m/0, 

bezeichnen.  Man  hat  dann  das  System: 

t — S ex 

10)  f ",  'dp,  =Adxlt 


und  jede  Gleichung  des  Systems  9)  ist  mit  der  entsprechenden  des  Systems  10) 
zu  verbinden  und  daraus,  wenn  dies  möglich  ist,  2 Integrale  abzuleiten. 

Beispiel. 

Seien  At,  A,  ...  Constanten,  A aber  eine  Function  von  z,  und  x,, 

so  gibt  jede  der  Gleichungen  9)  und  10)  ein  Integral.  Nämlich: 

+ !,  = «, 

t—S  , x 

tfl  "*(r  P‘=Br 

Die  Grosse  Br  wird  folgcndermaassen  gefunden.  Man  setzt  in  A statt  x , deu 
aus  dem  ersten  Integrale  gewonnenen  Werth  a—l^x „ dann  ist: 

»T=f Adx 
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Nach  Auffindung  dieses  Integrals  ist  für  a wieder  zu  setzen. 

Jede  Gleichung  des  Systems  gibt  also  ein  anderes  da  die  Grössen 
verschieden  sind. 

Aus  je  2 Integralen  eines  Systems  erlangen  wir  nun  eins,  welches  eine  will- 
kQrliche  Function  enthält,  nämlich: 


1=1 


= ßr+Vr  fl^*i+*s)- 


Die  Cocfficienten  sind  der  Art,  dass  mau  leicht  die  Grössen  entwickeln 

kann.  Setzt  man  nämlich  vor  der  Hand: 

*r+»r  = “r> 

so  hat  man  s Gleichungen  von  der  Form: 
l = t . * 

2 mWp=a 
1=1 

wo  r alle  Werthe  von  1 bis  s annimmt. 

Setzen  wir  jetzt : 

f = * “q 

p.=  2 i " , 

* ?=t  «,(?)«-' 

wo  die  Grössen  t ^ zu  bestimmen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  in  das  System  li- 
nearer Gleichungen  einsetzt: 

1=*  * = * fsa9m  ^ t=*  t a m ^ 

o = X * 1 4-  S 1 + + J _»  »_!_+  . . . 

»=1  ,(»)«-! 

«=. , « *,w 

+ 1 • « • 

1=1  ,(?)<-» 


«= 1 /(«)*—•  «=■  /(»)<-> 


Nun  ist,  da  # und  « innerhalb  jeder  Summe  unverändert  bleiben: 

9 9 

*=»  m ^ / ,(r)  ,(r)»  j(r)«-l\  A / ,(r) 

«f.  W+'''  +^^J+^)V+Ilij+  ” 

Sind  r und  9 von  einander  verschieden,  so  ergibt  sich  hieraus: 

i=.  > w 

| -A ,(/ (») ‘-iW'j  + x,  («(»)*- ‘-jW*-*)) 

4 . . 4^  (/<*>- lW)], 

und  da  fa)  und  1^  Wurzelnder  Gleichung  7)  sind,  eo  ergibt  sich  hierfür  der 
Werth  Ag+t-Al+l= 0. 

Es  verschwinden  elso  auf  der  linken  Seite  unserer  Gleichung  alle  Glieder,  wo 
</  von  r verschieden  ist.  Fiir  f =:  r findet  man  direct : 

87 


»=i  ,(?)<-!  /(»)*—•  (/(«)_|(0j 
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'V  "‘(r)  +(.-o^iWf-v... 

i=  i An1— 1 


Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichnng  7)  mit  *«  ist  »l5°  : 

w 


mithin : 


nnd : 


also : 


Nun  ist: 


und : 


- — =F(/(r)). 


i-i  ,(')•- 


w f*(i(r)) 

'V  = i (r) s 1 

,r=^b' 


Pt=  * 


„ /(«)*—* 

? = « V 


,=1 


d-'w 


Vereinigen  wir  beide  Ausdrücke,  und  bilden: 

/<r,  ".+<•,  + -'.inr-' 

so  kommt  dafür : 

- = * /-?  — ^ (dr.  + l^d*,). 

dz1*~,_l  dz,‘_  1 ?='*'  f»(|W) 

Dieser  Ausdruck  muss  integrabel  sein,  wie  dies  das  ganze  Verfahren  in  jedem 
Falle  verlangt.  Nun  war: 

rt  = B -ff/  (z.-ff^-O- 
9 9 f9K  ' 

Setzt  man,  wie  dies  doch  immer  geschehen  kann: 


> * — • — i \ * 

dxk  Oxt 

-r— i 


d(x,  + Wxt)  = 7?(,), 


wo  ebenfalls  eine  willkürliche  Function  von  x,+  fw*,  ist,  »o erhält  man: 

L_J = ß(')+9^  v (lV.+^«i)— — 7-r-. 
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wo  gesetzt  ist: 


,(l)= JV'*  — ■ 

L9=l  P(|W))  9 j 


Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  ist  die  Function  unter  dem  Summenseichen 
integrabel. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort , so  erhält  man  durch  successives  In- 
tegriren : 


ferner : 

/'(S|<,\*tl  + B(,),+  ,<**,)=/>/’> 

J\Bt^ix,  + Ä(>),+ ^ 


schliesslich: 

*=  - 

?=>  * 

Die  Functionen  y 4^*  ^ sind  willkürlich,  folglich  ist 

der  Ausdruck  für  z das  vollständige  Integral  und  nur  ist  auf  dem  an- 

gegebenen successiven  Wege  zu  ermitteln. 

Werden  2 Wurzeln  der  Gleichung  7)  und  gleich,  so  enthält  dieser 
Ausdruck  zwar  eine  willkürliche  Function  weniger,  indes«  kann  man  in  diesem 
Falle  genau  wie  in  Beispiel  III)  des  Abschnitt  15)  verfahren. 

Ist  A einer  Constante  gleich,  so  verschwindet  die  Grösse  ß 1 ^ ganz,  und 
man  hat; 

* = ?Z  f 

9=l  » 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  leicht  direct  verificiren. 

18)  Erweiterung  der  Ampfere’schen  Methode. 

Auch  die  Ampfere’sche  Methode  lässt  sich  einer  ähnlichen  Erweiterung  auf 
Gleichungen  von  höherer  Ordnung  unterziehen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Abschnittes,  welche  die  Form  haben; 

JPtt  = 1«Jx>+1  o+1rf*- 

Jpß=1ß‘u>+1ß+,d*" 

durch  Elimination  von  dx7  lineare  Relationen  von  der  Form: 

iß+ 1 *„-*«  + + . ~ V“+  d ' d*‘ 

bilden  lassen.  Seat  man  nun: 

^ ».*j+'“V«+'ssV/r 

37* 
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to  kann  man  statt  der  Gleichung  1)  sich  die  allgemeinere: 


B) 


A i ? i + A : 9 : + 


+ A 


i -h  t 9S  + 


"4- » . B « s = A 

• a,  ß a.  ß a.  ß 


bilden,  wo  die  Grössen  B . 

«r,  ß 


wie  die  A too  r,  xt,  zt 


und  den  Differenzialquo- 


tienten  von  z bis  inclusive  zu  denen  von  der  s — lten  Ordnung  abhängen , u,  ß 
beliebige  Zahlen  zwischen  1 und  t sein  können.  I)ie  Gleichungen  A)  sind  dann 
als  Integrale  zu  betrachten,  und  zu  dem  Svstem  2)  kommen  dann  Gleichungen 
von  der  Form: 


c>  ßJj' 

hinzu.  Diese  Ausdrücke  sind  in  die  Form  3)  mit  aufzunehmen,  indem  man  tf  für 
d schreibt,  und  die  mit  den  q und  u muJtiplicirten  Ausdrücke,  nachdem  einer  die- 
ser Factoren  durch  Gleichung  B eliminirt  ist.  einzeln  gleich  Null  zu  setzen. 

Es  ergeben  sieb  dann  die  zu  integrirenden  totalen  Differenzialgleichungen 
ganz  wie  oben.  In  jedem  spcdellen  F'alle  sind  diese  Betrachtungen  leicht  aaszu- 
führen, und  thut  man  besser,  dies  bei  jeder  zur  Integration  vorliegenden  Gleichung 
wirklich  zu  thun  , als  von  der  jedenfalls  schwer  zu  bildenden  allgemeinen  algo- 
rithmischen F’orm  auszugehen. 


19j  Lineare  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  2 un- 
abhängigen Variablen. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  einer  Erweiterung  der  Mongc’schen  Me- 
thode jetzt  eine  Gleichung  von  der  Form: 


1) 


1 dz, 


',  + Ä’7, 


ö’s 


uxtdzt 


+ . 


. (i)  <3*z 
+ A>  <£?+■ 


(!)£2l  + 
+ A*  <5x,*  + 


+ A 


+ A 


4 ---* 

n dx.dx 

1 n 

(0  d ** 
n dxtdx 

(2)  d-s 

n *dx,dx 

* n 


+A  (-0 p.=B. 

M dx  * 

n 

Die  Grössen  A,.  At  . . . An , aJ-*  B sind  Functionen  von  z,  x„ 

x,  . . . xH  und  den  ersten  Differenzialquotienten  von  z.  Wir  führen  folgende 
Abkürzungen  ein: 

dz  _ 

dx  P*’  dx  dx  f 

t % l 

Offenbar  ist  dann: 

t =9t,  *’ 

und  die  Gleichung  1)  ist  zu  schreiben: 

2) 


Ai1l,i+A*<lit2+  * * * + Vl,*’ 
-M,0>?2,2+-  • • + An\ ,» 


') 
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mit  welcher  zu  verbinden  ist  das  System: 

3)  4’,=*,,  14c.+»J,  /*.+  • • • +9,,  „■'v. 

wo  * alle  Werthe  von  1 bis  n annimmt. 

Statt  dessen  untersuchen  wir  wieder  den  Ausdruck : 

4)  A=,f , /*■-».,  • • • -9., 

wo  Au  A,  . . . An_(  zu  bestimmende  Functionen  sind,  und  wo  A = t ist,  und 
denken  uns  qn  durch  Gleichung  2)  eliminirt  Ordnen  wir  dann  diejenigen  Aus- 
drücke zusammen,  welche  mit  gleichen  q multiplicirt  sind,  so  erhalten  wir: 

i — n R * = n— I A (s  ~ ^ 

5)  A=  I (Adp)- -3*  + 2 qs  sL~l»J*s+  — 

s=l  5 f " *=l  *’  5 5 5 W«-»)  n 


n 


n 


A (*“  ’) 

+ ~1,  t 9>,  I t_1i  dXl  ~lt  iXt  + („_  ,)  AxJ< 


n 


wo  in  der  letzten  Summe  * und  t alle  Werthe  zwischen  1 und  n annehmen,  die 
von  einander  verschieden  sind. 

Damit  jedes  Glied  der  Gleichung  5)  der  Null  gleich  sei,  ist  zu  setzen: 

A(n-X)‘y  ip_Bix 

S—  1 

6)  - V"~0i.*.  + V'“0<te=°' 

- An(n~'\J*<- +^(,-,)*„=0. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  eliminiren  wir  dx  und  erhalten: 

(A,l’~'\  - A,(‘~'\'>dxn+  Af~  '<>*,  = «■ 

» 

Jedenfalls  ist  aber,  wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  6)  t für  s schreibt: 

+ V~  ')dx»~  A»H~  ’\<r,= 0, 

und  aus  dieser  und  der  vorletzten  Gleichung  ergibt  sich : 

wo  dio  Zahlen  s und  t von  einander  verschieden  Bein  müssen. 

Setzt  man  zunächst  s = n,  also  A#  =1,  so  kann  t alle  Werthe  von  1 bis  n— 1 
annehmen,  und  man  hat  (n— 1)  quadratische  Gleichungen  von  der  Form: 

8)  ^n(l“1\+  ^,(,“1)=°3 

welche  für  jeden  der  Coefficienten  A zwei  Werthe  geben. 

Was  die  übrigen  Gleichungen  7)  anbetrifft,  so  kann  nach  dem  Bildungsgesetz 
der  A nie  t grösser  als  s sein,  und  da  der  Fall,  wo  j:I  ist,  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  stets  <<*;  deshalb  wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  sein: 

1+2+3+  . . . +n-2=(n~^~^. 

Da  A^  und  A^  aber  vermöge  der  Gleichungen  8)  bekannt  sind,  hat  man  es  hier 
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ft  fy|  | 

mit  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  A zu  thun,  deren  Anzahl  — ^ ist; 
also: 

„Soll  unsere  Methode  anwendbar  sein,  so  können  nur: 

»(«  + 1)  (n-l)(n-2)_  - 

1-2  1.2 

Coefficienten  willkürlich  gewählt  werden,  während  die  andern  durch  die  Gleichun- 
gen 7)  bestimmmt  sind.4* 

Dieselben  schreiben  wir  mit  Hülfe  der  Relationen  8)  auch: 


9) 


A (*  A + a/1“1)  A (*  + A ^~^A  k 

t n t t n s 1 s ^ n st 


(*-0  A («-0 


= 2A^  ' At 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  wenn  eine  der  Grössen  I,  gegeben  ist,  sich  die 
übrigen  eindeutig  durch  dieselbe  und  die  Coefficienten  A ausdrücken  lassen. 

Man  hat  ulso  nur  Systeme  von  Gleichungen  6),  welche  den  beiden  Werthen 
eines  der  a entsprechen. 

Was  nun  diese  Gleichungen  6)  anbetrifft,  so  werden  vermöge  der  Relationen 
7)  und  8)  davon: 

„ , . (»-!)(» -2)  _ »(»-!) 

1+  ' 2 " 2 


identisch.  — Die  zweite  Gleichung 
6)  umfasst,  da  s nicht  gleich  n sein 
kann,  n — 1 Gleichungen;  die  dritte,  wo 
t kleiner  als  s sein  muss , und  s auch 


gleich  n sein  kann,  hat 


n(n-l) 


Glei- 


chungen, was  mit  Hinzunahme  der  ersten 

n(n  — 1)  n(n-f-l)  . 

Gleichung  6)  — _ — l Glci- 

a 2 


chungcn  gibt,  von  denen  ^ 

2 


aus- 


fallen, so  dass  das  System  6)  aus  n Glei- 
chungen besteht,  in  welchen  jedenfalls 
aber  die  erste  enthalten  ist. 

Jetzt  sind  ganz  die  früheren  Schlüsse 
zu  wiederholen.  Lassen  sich  für  ein 
System  der  Werthc  i der  Gleichungen 
8)  aus  diesen  ti  Gleichungdh  6)  auch 
» Integrale  von  der  Form  ut,  u,  . . . 

v ablcitcn,  so  setzt  man 

n 


«„  = '/  («i»  «a 


und  hat  eine  partielle  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung,  die  man  entwe- 
der direct  integrirt,  oder  mit  einem  In- 
tegrale des  zweiten  Systems  verbindet. 
Da  man  aber  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen nicht  sämmtliche  ersten  Diffc- 
renzialquoticnten  von  z hcrlciten  kann, 
so  sind  diese  beiden  Integrale  eben  nur 
als  simultane  unserer  Gleichung  zu  be- 
trachten, und  aus  ihnen  die  übrigen  nach 
einer  der  bei  den  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  gegebenen 
Methoden  abzulcitcn. 

In  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen 
Abschnitte  könnte  man  auch  die  Am- 


pfere’sche  Gleichung  auf  mehr  Variablen 
erweitern.  Wir  unterlassen  dies  jedoch, 
da  hierbei  sich  die  Anzahl  der  Bedin- 
gungen noch  vermehren  würde  und  selbst 
das  hier  gegebene  Verfahren  nur  in  we- 
nigen Fällen  Anwendung  findet.  Den- 
noch haben  wir  geglaubt,  da  die  Fälle, 
wo  partielle  Differenzialgleichungen  in- 
tegrirt werden  können , überhaupt  nur 
selten  sind,  diese  Erweiterung  nicht  über- 
gehen zu  dürfen. 

20)  Integration  der  partiellen 
Differenzialgleichungen  durch 
Reihen  u n d d u rch  b e s ti  mm  te  In- 
tegrale. 

Da  die  Integration  selbst  linearer  par- 
tieller Differenzialgleichungen,  wie  wir 
gesehen  haben,  durch  die  vorhin  gege- 
benen Methoden  nur  in  seltenen  Fällen 
gelingt,  so  bleiben  eben  nur  Reihenent- 
wicklungen und  bestimmte  Integrale  übrig, 
die  wir  als  nahe  verwandt  hier  gemein- 
schaftlich betrachten.  Auch  selbst  wenn 
eine  der  Methoden,  die  wir  vorhin  an- 
gegeben haben,  ausführbar  wäre,  zieht 
man  bei  der  Behandlung  bestimmter  Pro- 
bleme die  Reihenentwicklung  oft  vor,  da 
sie  es  möglich  macht,  die  willkürlichen 
Functionen  von  Anfang  an  den  gegebe- 
nen Grenzbedingungen  gemäss  zu  wäh- 
len, weil,  wie  bereits  an  einer  früheren 
Stelle  gezeigt,  im  Allgemeinen  die  Spe- 
cialisirung  derselben  eine  der  schwierig- 
sten Aufgaben  bildet. 

Zunächst  geben  wir  folgenden  allge- 
meinen Satz,  welcher  oft  gestattet,  aus 
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pftrticnlären  Integralen  allgemeine  ab*u- 
leiten. 

Sei: 

*iPi+A,  p.+  • • • + ßj=0 
eine  gegebene  Differenzialgleichung,  wo 
z die  abhängige  Variable,  p„  p,  • • • 
deren  Differcnzialquotienten  nach  den 
unabhängigen  Variablen  x„  *»•••*, 

genommen  »oratellcn,  ohne  das»  über  die 
Ordnung  derselben  etwas  festgesetlt 
wird,  auch  das  nicht,  dass  sie  etwa  alle 
von  gleicher  Ordnung  sein  sollen;  seien 
ferner  die  Coefficienten  -1 , • • • B 

nur  von  den  unabhängigen  Variablen  x,t 
x ...  abhängig.  Sind  dann  z',  . • 

Wcrthc  von  z,  welche  diese  Gleichung 
erfüllen,  also  particuläre  IntcgTale,  so 
ist  auch  » = m , s'+m,  *"  ...  ein  Inte- 
gral, WO  m,,  m,  beliebige  Constanten 
sind,  denn  offenbar  macht  das  Einsetzen 
dieses  Werthes  von  z in  unsere  Glei- 
chung dieselbe  identisch.  Enthält  das 
particuläre  Integral  *B  eine  willkürliche 

Constante  «,  so  kann  man  also  auch 

t — 2 m i 

u a (t 

setzen,  wo  sich  n in  den  einzelnen  Glie- 
dern nach  einem  beliebigen  Gesetze  än- 
dert, und  die  Coefficienten  t»f(  beliebige 

Constanten  sind.  Ferner  sind  wie  leicht 
zu  sehen.  Integrale  die  Ausdrücke: 
dt_ 


Ordnung  ist,  und  die  daher  ein  allge- 
meines Integral  mit  einer  willkürlichen 
Function  hat.  Sei  für: 

IzrO,  « = »(*)> 

so  ist  nach  dem  Maclaurin’schen  Satz: 

u = V W+,wo,+J72u'"^  ' ’ * 

wo  u„"  ...  die  Werthe  von: 

lllf  ...  für  u = 0,  andcuten. 
dl’  dp 

Vermöge  unserer  Gleichung  aber  ist: 
«.'  = ■*  '/"(*)> 

«o "=«*  v'fW 


u.  S w. 

Es  ist  nämlich: 


d*M 

äp" 


rt'u 
dl  dz 1 


d*u 

dx* 


du 


und: 


z=fiad«, 


das  letztere  in  beliebigen  Grenzen  und 
auf  beliebigem  Wege  genommen,  voraus- 
gesetzt, dass  sB  auf  letzterem  nicht  dis- 

continuirlich  wird,  welcher  Fall  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordern  würde. 

Was  die  Entwickelung  in  Reiben  an- 
betrifft,  so  bedient  man  sich  in  der  Re- 
gel der  unbestimmten  Coefficienten,  einer 
Methode,  welche  jedoch  znnächst  nur 
particuläre  Integrale  liefert , auf  welche 
dann  der  vorhergehende  Satz  anzuwen- 
den ist,  nm  sie  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  gemäss  zu  verallgemeinern. 
Zuweilen  gibt  der  Maclaurin’sche  oder 
Taylorische  Satz  das  allgemeine  Integral 
unmittelbar. 

I)  Sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung: 


also: 

o*l  ,(ilv'(x) 

ti  =</  (x)+o>  *'/”  (*)d  j-.“g 

o«  I*  qYt  (x)  | 

+ 1-2-3  T ' ' ‘ 

Diese  Reihenentwicklung  gilt  natürlich 
nur  so  lange,  als  der  gewählte  Werth 
von  v (x)  bewirkt,  dass  dieselbe  conver- 
girt,  wobei  die  allgemeinen  Principien 
der  Convergenz  der  Potenzreihen  maass- 
gebend  sind. 

Würde  man  aber  dem  Ausdruck  u 
einen  Anfangswertb  für  x = 0 geben, 
so  müsste  das  Integral  zwei  willkürliche 
Functionen  enthalten , da  die  Gleichung 
nach  X von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
Nehmen  wir  an,  es  sei  gleichzeitig: 

*=o,  «=f(0. 

nnd : 


du 


d*tt 


dl  d**’ 

eine  Gleichung,  die  nach  I hin  erster 


so  hat  man : 

«=f(i)+*F(0+i^2«."  + 

4-  X*  u . . .. 

+ 1-2-3  0 + 

wo  u„",  . . . die  Differcnzialquo- 

tienten  von  u nach  x genommen  bedeu- 
ten, wenn  man  *=0  setzt.  Nun  ist: 
d*u 1 du 

dx5  — ö*  57’ 

d>u_2 

5x*  a * dl  \dx/ ’ 
d‘u  1 d /d»u\  _1_  d3u  : _ . 

dx*  - ö*  57  \dx*/  o*  dl* 
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also : 


o. 


also: 


.»«o+.fw+jt,  r (0+1,273  f '(«)+rFFi 


+"(0+  • • • 


Um  die  Identität  beider  Reihenentwicklungen  zn  zeigen,  entwickelt  Poisson  die 
Function  f(t)  und  F(t)  nach  ganzen  Potenzen  von  I,  und  setzt: 

i+j-^  i*-!-  • • • 

F(0  = ß.+41 '+!%«’+  • • • 

Man  bat  dann: 

u = A,  + Bcx+At  j— 2+b,  i ,~2~3+  • ‘ ‘ + ,(J<*+'®i  ■*+•'*, 

+B,r¥73+ • •)+,,(>4,+iB»x+  •■•)> 

und  setzt  man  die  willkürliche  Function: 

^.  + ®.x  + ^i  j^72+Bi  f7273+'4.- 17^37^+  =»(*)> 

»o  erhalt  man  wieder  die  ment  gegebene  Keihenentwicklnng  für  h. 

Wir  wollen  jetat  die  zuerst  gegebene  Entwicklung  von  u in  ein  bestimmtes 
Integral  verwandeln. 

Man  hat: 

4-co 


Ce  a da=:\nt 
./  — x> 


und: 


+oo 


/*.— V*+,*  = 0, 

**  —CD 


+ 00 


./  —qo  2* 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  kann  man  dem  Werthe  von  u die  Form 
geben : 

v"(*)+TT27T  ’"'<*> 


d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Taylor’schen  Satzes: 

1 /»+00  , 

u=yüJ  v(x  + 2nayi)e  “ da. 


+ •••]*  0 da. 


"Diaitiz«d-by  Go 
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Eben  so  gut  hätte  man  den  mit  ungTaden  Potenzen  von  yt  multiplicirten  Glie- 
dern, welche  verschwinden,  das  negative  Vorzeichen  geben  können f und  somit 
erhalten : 


Es  ist  also  auch: 


“ = 2 ~yhf  Cr/(af  + 2fraV0+V(*-2«oV0]  e a*d". 

Diese  Form  ist  für  negatives  t die  angemessenste,  da  die  beiden  zuerst  gegebe- 
nen Ausdrücke  einen  imaginären  Theil  enthalten,  welcher  in  dem  letzten  Werthe 
von  w aber  sich  weghebt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichung : 


n) 


Sei  für  1 = 0,  u = y (z),  to  hat  man : 

s=f“u- 


also: 

u-q  1 (*)  dx+YT^ff't  (*)  ^T.Vjrf 7 W dx'  + ■ • ■ 

In  dieser  Form  ist  allerdings  zunächst  nur  eine  willkürliche  Function  vorhanden, 
indess  wird  durch  jedes  Integral  eine  neue  willkürliche  Constante,  also  deren  un- 
endlich viel,  cingeführt.  Seien  bezüglich: 

T.(*).  V i (*).  ?,(*).  <ft  (*)  • • • 

die  Werthe  von: 

?(•*).  f 7 (*)<**,  ff  (x)dv*,  fff'  (*)  <*»*1 

wenn  man  Null  als  untere  Grenze  sämmtlicher  Integrale  nimmt,  und  in  der 
Gleichung : 

»(*)=«+»■•  w 

a so  bestimmt,  da«»  <f,  (0)  = 0 wird.  Ei  ist  dann  allgemein: 

V (*)=«+  v.(*). 

f '/■  (x)  d*  = o , + a * + y t (*), 

ff  f(x)dx'  =a,+  alx+^+q,(x), 

fff  7 W Hx'  = ■.+«.*+■«  J-*  2+°  r.TT*+»»  (x' 


Man  hat  nun : 


Xt 

i=«<i+n  + 


z*  t1 


(1-2)*  (1  • 2*3)* 


■). 
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f*  i* 

+ '/*(*)  + < v •(I)+f72''*(-r)  + i.'2T3'/*^+  * ' 
,+"*  iTi+«>  fi73+  ■ • • 

+■'<“■  , . 2+  *»  l7273+‘'’  T7Tin~4  + ' ' * 


/» 


+ 1 •2**‘1.2»B+Ä*  l-2«3*4+Ä*l«2*3*4*&+  ' ' ^ 


+ 

Setzen  wir  nun : 


ö'  * + a»l-  2"*’0’  1 - 2-3+  * ‘ ‘ ~^1^’ 


* 

*'  ^72+a,  flTä"4"0*  iT2^T4+  ’ ' ~f  (0<*  = V'»( 0» 

fV,(0^= 

* o 


V'«  (0* 


eo  kommt: 

xf  X>  I»  x*  t* 

“ = a [*+p  + (l . 2)>  + (T  2^3j*+  ■ * 

+T.(*)+<y,(*)+j72  y,(*)+  . • • 

+ ^l  (0  + x V'«  (0  + p7g  0«  (0+  • • •» 

ein  Ausdruck , worin  zwei  willkürliche  Functionen  q , (x)  und  •//,  (t)  enthalten. 
Für: 


für 

für 


x = 0 und  1 = 0 wird  u = o, 
x = 0 ist  « = a + «^,(0» 


<=0,  « = « + </,(*)• 

Nach  diesen  Bedingungen  lassen  sich  die  Functionen  q , und  q>t  mittels  der  An- 
fang8zuständc  bestimmen. 

Um  diesen  Werth  von  u in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln,  bemerke 
man,  dass  man  hat: 

i M = l-2.3-.-i  fl1*—?' 

, (0  = i.273!t.7^/„  (*-«)*“  1 '►•'W*'* 

wo  y , i/.,'  die  Differcnzialquotientcn  von  »/  , und  q>t  sind.  Offenbar  gibt  näm- 
lich die  $ mal  wiederholte  theil weise  Integration: 

J* (*-«)*”  lq0'  (rr)d«  = (x-a)S~  1 7o  («)  + (*-!)  (*-«)+  • • ♦ 

+ (*— l)(s-2)  . . . 3-2  - 1 Vf_  ,(«) 

An  der  Grenze  «=  0 aber  verschwinden  alle  Functionen  q ^ («»),  und  an  der  Grenze 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  587  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


n = z alle  Glieder,  welche  mit  x—n  mnltiplicirt  sind,  d.  h.  alle  bis  aufs  letzte. — 
Dies  in  den  Werth  von  u einsetzend,  erhalt  man: 


x l 

u-°(1+p  + 


i'i' 

(l-2)!  + (l-2-3)‘+  ’ ’ ’■ 


((*-«) 

1*  + (1.2)»' 


«’(<-«)•  ■ 
(1-2)» 


Es  ist  aber,  wie  leicht  zn  verificircn: 


•]  (") dn 


d.  h.: 


/, 


. s $ , 1*3*  5 . . 

'"'Ä  = “lT2Tr 


(2»-l)  7. 

. . 2«  ‘ 2’ 


2,,  + l 


(1  • 2 • 3 . . . j)  » 1-2. 3...  2 tf  am  “*'■ 

Es  kann  also  der  erste  Theil  von  u auf  die  Form  gebracht  werden: 


y(x<)sin  * n 


\af0  (l+?TT,in,"+i2  2%‘.4,in4n+  • • )dn=\at„ [e* 

+ e-»V(*l).in  n -j  j" 

Für  die  beiden  andern  Thcile  von  w,  die  ganz  ähnliche  Werthe  annehmen,  kann 
man  die  ExponentalgrÖssen  in  trigonometrische  verwandeln,  und  erhält  schliesslich : 
n 

U-A-  r2  [ei  v(*o 1 *+  e- ■ w* o »>»  * «]  <t<> 

**  J o 

9 f n g*  ^ _______ 

H / / cos  2 V t(ß—x)  sin  * « y / 0?)  d«  d/J 


r? 


(*  f*  co»2Yn  (ß  — t)  a\n%  a (ß)  du  dß. 

•J  0*^  0 


Die  Gleichung: 


m) 


d*n  /d>u 


drückt  den  Schwingungszustand  eines  luftförmigcn  homogenen  Körpers  aus.  — 
Um  für  w einen  möglichst  bequemen  Ausdruck  abzuleiten,  ist  es  jedoch  zuvor 
nöthig,  das  Doppelintegral: 


F[/ cos  9+»  6in  ff  cos  »/>+«  sin  ff  sin  i/> j sin  ff  dff  dt/> 


in  ein  einfaches  zu  verwandeln. 

/,  m , « sind  hier  beliebige  Constanten,  F eine  ganz  willkürliche  Function. 
Wir  setzen: 
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l=k  cos  n«  = A sin  .'»'cos  <f/\  n = k «in  9'  «in i//, 

also : 

so  hat  unser  Integral  den  Werth: 

^ ff 

/ / F[Jb  cosA]  sin  5 dfrdy>, 

•/  o«'  0 

wo  : 

cos  A = cos  $ cos  .V-f-sin  # sin  .9'  cos(i/>— i//). 

Es  ist  nun  bekanntlich : sin  & d&  d>;>  das  Element  der  Oberfläche  einer  Kngel, 
welche  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  Radius  1 beschrieben  ist,  A der 
Winkel,  welchen  2 durch  & «/'»  tp*  bestimmte  grade  Linien  mit  einander  machen, 
vorausgesetzt , dass  man  unter  1 , 0,  \p  die  Folarcoordi nuten  der  Kugelfläche 
versteht. 

Da  sich  vermöge  der  Grenzbedingungen  unser  Integral  über  die  ganze  Kugel 
erstreckt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sein  Werth  von  der  Wahl  der  Axen  ganz 
unabhängig  ist,  denn  weder  das  Element  der  Kugelfläche,  noch  der  Winkel  k 
wird  durch  diese  berührt.  Man  kann  also  als  Axe  der  x die  durch  die  Winkel 
\pf  bestimmte,  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  Richtung  nch- 
men,  so  dass  man  hat: 

S'=0,  A-£, 

also : 


g%n  «2s 

/ / nk 

9 0*'  0 


cos  9)  sin  &dfr  dtp, 


ein  Ausdruck,  der  leicht  nach  integrirt  werden  kann.  Man  erhält: 


/* 

F(k  cos  &)  sin  9d,9, 

0 


oder  wenn  man : 


setzt : 


cos  9 = fA 


2»  fi)  ifi-  2n  f'+F(J,Vl*  + m»  +n’)dft. 

Kommen  wir  jetzt  anf  unsere  Gleicliung  zurück.  Dieselbe  ist  nach  jeder  der 
Variablen  zweiter  Ordnung  nnd  enthält  also  anch  zwei  willkürliche  Functionen. 
Um  dieselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  für : 

«=0,  y,  t), 


und: 


*) 


werden  mögen. 

Setzen  wir  voraus,  dass: 

«=  €«*+0*+yjr+* 

ein  particuläres  Integral  sei,  und  fuhren  diesen  Werth  in  die  Differenzialgleichung 
ein,  so  verschwinden  alle  Variablen,  und  man  erhält  die  Bedingungsgleichnng 
zwischen  den  Constantcn: 

a*=a*(ß*+y'  + d*)t 

welche  mithin  ausreichend  ist,  damit  die  gegebene  Exponcntialgrösse  wirklich  ein 
particuläres  Integral  gebe. 

Da  diese  Gleichung  quadratisch  ist,  so  gibt  cs  also  zwei  Werthe  von  u,  nnd 
ihre  Differenz,  mit  einer  Constanten  multiplicirt: 
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eßx-\-yy  + öz  e(tt—e  ttt 
« t 

ist  ebenfalls  ein  Integral,  welches  sich  auch  sshreiben  lässt : 

Mleßx+ry+*z f+'e«*t>du. 

Wenn  wir  ettt,u  statt  der  Function  F[«  Y l*  -f-m*  + ,,a]  betrachten,  so  kann 

/»+ 1 

man  das  in  den  Grenzen  f genommene  Integral  nach  dem  oben  gegebenen 

Satze  in  ein  Doppelintegral  von  den  Grenzen  0 und  rr,  0 und  2 n verwandeln,  so 
dass  man  hat : 

m = M t e px  + yy  + Jz  f * C ne  aP* 008  9 + aYl  sin‘9  C08^+a^  sin.'»  siny,  8jn  ^d9dtfif 

* * o o 

oder : 

u-fn  f'^}!  te^x  + at  cos9^Y^+atBm9  C°9,^+J^^als]n9  6m'f\inU»d,p. 
j 0 • II 

Eine  Summe  von  solchen  Ausdrücken,  in  welchen  ß,  y,  tf,  M.  sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  ändern,  muss  ebenfalls  der  partiellen  Differenzialgleichung  genügen. 
Da  man  aber  jede  Function  von  drei  Variablen  u,  v,  u>  in  eine  Reihe : 

£ Meßu  + Yv  + dw 

nach  dem  Fourrier’schen  Satze  verwandeln  kann,,  60  kann  man  setzen: 
eß  (x-j-afcos  »)4-y(y  + ö tsindcos  9)  + d (s  +•  a t sin  »sin  t/>) 

= F [x  -f-  a t cob  »,  y + a t sin  9 cos  iß,  s-f  a t sin  9 sin 

und  man  hat  mithin: 

u=  — J J <sin»rf»  dißF[x-\-at  cos  9,  y + a t sin  9 cos  xp,  s + a t sin  9 sin ^]. 

1 du 

Der  Factor  y-  hat  den  Zweck,  zu  bewirken,  dass  für  t — 0,  = F(x,  y,  t)  werde, 

/n  pin 

I sin  9 d9  d\ß  gleich 

0 J 0 

der  Oberfläche  einer  Kugel  mit  Radius  1,  also  gleich  4v  ist.  Der  gefundene 
Werth  von  u erfüllt  also  die  zweite  der  Grenzbedingungen,  während  für  1 = 0, 
u = 0 wird. 

Kann  man  nun  ein  zweites  Integral  finden,  welches  für  f = 0,  u = f(x,  y , s) 
du 

gibt,  während  — für  t = 0 verschwindet,  so  wird  die  Summe  beider  Integrale  offen- 
bar beiden  Bedingungen  genügen,  und  also  das  allgemeine  Integral  sein. 

Diese  Bemerkung,  welche  sich  überhaupt  auf  lineare  Differenzialgleichungen 
leicht  anwenden  lässt,  gestattet  gewissermaussen,  die  Grenzbedingungen  tu  theilcn 
und  so  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Anzahl  particulärer  zusammenzusetzen. 
Ein  solches  zweites  Iutegral  ist  hier  leicht  zu  finden.  Denn  wenn  irgend  ein 
Ausdruck  unserer  Differenzialgleichung  genügt,  so  muss  seine  Ableitung  nach  t 
derselben  auch  genügen,  wie  man  ersieht,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  t 
differenziirt,  und 

du 

Fi~v' 

setzt,  wodurch  man  die  ganz  gleiche  Form : 
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d*t  | /d*©  d*©  d*©\ 

dt*  ~ W*  H + 5*V 

erhalt.  Es  ist  also  ein  Integral : 

i d n’1  rtn 

m = — — f I I sin  54fr  di.'-f(x eos  y -f  at  sin  9 cos  0,  s + u / sin  .9  sin  c), 
<•  nJ  0 


wo  die  Function  F durch  f ersetzt  wurde.  Man  sieht  aber  sogleich,  dass  dieser 
Ausdruck  für  l — 0,  u=f(x,y,i)  gibt,  während  sein  Differenzialquotient  in  Bezug 
auf  t für  diesen  Werth  verschwindet.  Unsre  Gleichung  hat  also  das  allgemeine 
Integral : 


l r11 

t=z  — I I Is\n9d9  Hif’  F(x-f*afcos  9,  y -f- <i  I sin  .4  cos  0,  * + « # sin  5 sin  0) 
4n./  qJ  „ 

1 d r31  r'n 

-f-— — I f /sin  9 d9dtj>  f(x  + a I cos  9,  y + a / sin  9 cos  »'s  s-f  n 1 sin  9 sin  0). 
4*  otj  n «/  0 


Dieser  Werth  von  « erlQllt  die  vorgeschriebenen  Bedingungen,  dass  für  <=0 
wird: 

V =/•(*,  y,  t).  ^ = F (*,  y.  »). 


Dieses  Resultat  ist  von  Poisson;  es  ist  mitgetheilt  in  den  \ouveastx  memoires 
de  l'academie  des  Sciences,  tome  III. 

IV)  Eine  Methode,  welche  in  vielen  Fällen  anwendbar  ist,  geben  folgende 
Betrachtungen. 

Gehen  wir  von  der  Gleichung: 

d*u_  . d*a 

d7»-°  Hx' 

aus,  welche  ein  besonderer  Fall  der  vorigen  ist,  nnd  aus  dieser  entsteht,  wenn 
man  y und  s constant  anaimmt,  also  vorausgesetzt,  dass  die  gesuchte  Wellenbe- 
wegung nur  parallel  der  Axe  der  x stattlinde.  Es  sei  für: 

<=o,  «=/■(•»),  £j= 

Es  kommt  sunächst  darauf  an,  ein  particulftres  Integral  zu  gewinnen,  und 
dieses  ist  offenbar: 

u = cos  amt  cos  m (x— b), 
wo  m,  b willkürliche  Constanten  sind. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  einer  willkürlichen,  nur  von  den  Con- 
stantcu  abhängigen  Grüsse,  s.  B.  </(&).  so  hat  man  ebenfalls  ein  Integral,  und 
auch  das  Integral  dieser  Grösse  nach  Constanten  ist  ein  solches , w as  auch  die 
Integrationsgrenzen  seien. 

Man  kann  also  setzen: 

-fh  (b)  cos  a m l cos  m (x—b)  dm  db. 

Für  1 = 0 hat  man: 

(b)  cos  m (x—b)  dm  db, 

es  soll  aber  «=r  f(x)  für  diesen  Werth  sein. 

Nach  der  bekannten  Fourrier'schen  Formel  (vergleiche  den  Artikel:  „Quadra- 
turenM,  Abschnitt  48)  hat  man: 

1 00  y»+ao 

= f J f (b)  COS  m (x-b)  dm  db. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  von  w,  so  sind  also  —00, 
-+•  00  als  Grenzen  beider  Integrationen  zu  nehmen,  und  ausserdem  zu  setzen : 
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*(*)  = 


fW 

2i  ' 


bo  dass  man  hat: 


1 r+®  r+“ 

'2t 


/ / f(b)  cos  amt  cotm(*— b)dmdb, 

/ -.QO*/  — 00 


du 


womit  ücr  ersten  Bedingung  genügt  ist.  - wird  =0  für  w = 0. 

Nach  der  im  vorhin  behandelten  allgemeinern  Falle  angewandten  Methode  ist 

du 

nun  ein  ähnlicher  Ausdruck  zu  finden,  der  für  1 = 0 verschwindet,  und  j-^=zF(x) 
für  diesen  Fall  gibt. 

Ist  u ein  Integral  unserer  Gleichung,  so  ist,  wie  sich  unmittelbar  verificiren 


lässt,  auch 


/- 
J o 


dt  ein  solches.  Wir  könnten  daher  in  der  vorigen  Formel , in 


welcher  wir  f mit  F vertauschen,  das  Integral  nach  t nehmen,  und  selbstverständ- 
lich wird  dann  den  obigen  Bedingnngen  genügt  sein.  Es  ergibt  sich : 

1 r+°°  r + %...sm  amt 

m = - — I I r (h)  cos  m(x  — b)dmdh. 

'iiaj  _eDJ  _oo  ’ m 

und  der  allgemeine  Werth  von  u ist  also : 

1 /•+«>  xt.4-cO 

u=  — / J f(b). cos  a m t cos  m (x — b)  dm  db 

2nJ  — (XjJ  — oo 

1 ^.+oo  /•+* ’ «inaml  , ..... 

-f- — / I f(b ) cos  m(x  — b)dmdb. 

2 fi  aj  _ qq  »/  — co  m 

Da  wir  bereits  früher  ein  Integral  dieser  Gleichung  ohne  Quadraturen  gefunden 
haben,  so  muss  dies  hier  gegebeno  damit  übereinstimmen , was  leicht  zu  veri- 
ficiren ist. 

V)  Die  schon  betrachtete  Gleichung: 

dti_  f d*u 
dt~~*  dx*y 

welche  ein  völlig  bestimmtes  Integral  hat,  wenn  man  für: 

1 = 0,  * = F(*) 

setzt,  wollen  wir  nach  derselben  Methode  behandeln. 

Ein  particul&res  Integral  ist: 

si=  t~ at  co9tn(x— fc), 

und  durch  Verification  findet  man,  dass  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 
müssen : 

n = a7  m*  ; 

ein  allgemeines  IntegTal  also  ist: 

1 f f*®  /»+co 

u = — / f F(b)e  cosm(x— 6)di 

"w  — CO  — GO 


\mdb , 


und  dies  gibt  für  1 = 0: 


uz=~-  § I F (b)  COS  m (x — A)  dm  db—F  (x), 

*3  — oo  **  —oo 

nach  dem  Fourrier’schen  Satze,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Es  fragt  sich  noch, 
in  wiefern  dieser  Ausdruck  sich  vereinfachen  lässt. 

Es  ist: 
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♦ 


und  somit: 


also : 


+ 00 

/»  — n}u* 

e cos  2p  u du 

— 00 


Mn 


e 


n 


i 

* 


/ 


+co 

’ -a*m*t  \u 

e cos  m (x  — 6)  dm  — e 

— CO 


a\t 


(*-*)» 
4«*/  t 


+ oo  _ 

u=2 äV(^)J_J 


F(b)  db. 


Früher  hatten  wir  gefunden: 


1 /•+co 

u = ~-—  I [F  (*  + 2«  « VO  + F(x -2a  a VO]  da. 


Auf  diesen  Ausdruck  lässt  sich  das  obige  Resultat  leicht  zurückführen, 
man  setzt: 


also: 

Nimmt  man  das 


b = x + 2 aa  \t. 

obere  oder  untere  Zeichen,  so  erhält  man : 

u = i — / t F(x  + 2 a u VO  da, 

— oo 


w'enn 


und  die  halbe  Summe  beider  Werthe  kann  also  für  u gesetzt  werden,  was  mit 
der  angeführten  Formel  übereinstimmt. 

VI)  In  gleicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Gleichung ; 

du  j /diu  ö*u  d*u\ 
dt  a \dx*  dy * ' dz1) 

behandeln,  sie  drückt  die  Fortpflanzung  der  Wärme  in  einem  homogenen  Körper 
aus.  Die  vorhin  behandelte  Gleichung  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Körper  in 
allen  der  (y  s)  Ebene  parallelen  Richtungen  glcichmässig  erwärmt  ist. 

Sei  für: 

t = 0,  u = F(x,  y , z). 

Nehmen  wir  zunächst  das  parti culäre  Integral: 

u=  e cos«(x— £)cos/i(y  — »?)c08)'(t  — 0* 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichung : 

w»*  = a»(«>  + /9J4-y*). 

Es  ist  nun  nach  dem  Fourrier’schen  Satze : 


1 /’+ 

F(x,  y,  0 = 5—,  / 7»  C) cos «(*-$) cos /J(y-*.  co»y(i-i)dadßdyd^d^d(t 

J — oo 

wo  das  Integralzeichen  eine  sechsfache  Integration,  jede  in  den  Grenzen  — oo  und 
+ oo  anzeigt.  Man  erhält  diese  Formel,  wenn  man  erst  y,  z constant  denkt  und 
/•'(x,  y,  z)  durch  ein  doppeltes  Integral  nach  dem  Fourricr’schen  Satze  ausdrückt, 
in  diesem  Resultate  y variabel  denkt,  das  Verfahren  wiederholt,  und  endlich  mit 
s ebenso  verfährt. 

Somit  wird  der  Ausdruck: 

*_  r+°F(|,  t,,  Oe“(“,+  ^,+yJ)a,*cos«(x-{)co8/l(y-«7) 
ö"  —oo 

cos  y(i  — [)da  dß  dy  rff  drj  d£ 
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der  Grenzbedingung  genügen  und  das  allgemeine  Resultat  sein.  — Durch  dieselben 
Betrachtungen,  welche  wir  in  dem  vorigen  speciellen  Falle  angewendet  haben, 
j-cduciren  wir  dies  sechsfache  Integral  auf  ein  dreifaches.  Es  ergibt  sich: 

« = r+Xe~(-l'+fA'  + y^F{x+2alV',  y + 2 alUyi,  * + 2 ay\t)dldf,dr. 

Yn  ./  —GO 


VII)  Die  Gleichung: 


d*w  d4« 

ä7*  + a dP=0 


drückt  die  Fortpflanzung  des  Tones  in  einem  elastischen  Stabe  ans. 
Sei  für: 

«=0,  «=«*),  Jj=F(,). 


Ein  particuläres  Integral  ist: 

ii  — cos  s1  nt  cos  fr  (r — f), 

und  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen,  wie  bei  der  schwingenden  Seite,  erhält  man : 
I f F«  r +® 

u = =— / / cos  «’  at  cos  a (x—f)f(l)  d(  da, 

in->  —oo  -oo 

einen  Ausdruck,  welcher  der  ersten  Bedingung  genügt,  und  dessen  Differential  für 
1 = 0 verschwindet.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  nach  t in  den  GrenzcnO  und 
I,  in  welchem  man  F statt  f schreibt,  wird  für  ( = 0 verschwinden,  und  derDiffe- 
rcnsialquotient  davon  den  Werth  F(x)  geben.  Man  hat  also  das  allgemeine  In- 
tegral : 

1 /»-fco 

u = g—  I I cos  «*  atcos  a(x— ()f(l)dS  da 
d ‘t./  — 00“  — 00 


sin  o1  a l 
a * 


cos  a (x  — {)  F (f  ) d(  da. 


Nun  bat  man  bekanntlich: 


/ 


+ oo 

cosn*  at  cos<r(x— {)  da 
— oo 


Setzt  man  also: 

{=*+21  V(a0> 

so  nimmt  der  erste  Theil  unseres  Integrals  die  Form  an: 
^y*[si*(i»)+cos(I>)]A*+2i|/«i)  dl. 


Es  ist  dies  der  Ausdruck  für  u in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit 
du 

yj  der  Null  gleich  ist. 

VIII)  Einem  ganz  ähnlichen  Verfahren  können  wir  auch  die  Gleichung  unter- 
werfen : 


d*u  t /d*n  d*u 
dx’dy* 

deren  Grenzbedingnngen  seien: 

1=0,  «=/■(*,  y), 


Es  kommt  also  hier  nnr  auf  ein  particuläres  Integral  mit 
Fnnction  an. 

Man  erhält  als  particuläres  Integral  zunächst: 


einer  willkürlichen 
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und  durch  Einsetzen : 
also : 


u — cos m 1 at  cos  cr(x— |)  cos  ß(y—tj), 
m1  + ß*. 


1 /»+°° 

«=- — - / cos  («»  + ;}*)  at  cosu  (x— I)  cos  *i)  </£  dijdudß. 

4 n J 3Q 


Es  ist  aber 


I cos  («  * + ßa)atcos«(x  — i)cosß(y—t,)d«dß 
./  _oo 

/+ oo 

[cos n 7 alcosß * rtl  — sina*  at  sin£*  et],  cose(x  — £)cosß  (y  — ij)  datiß. 
—oo 

Integrirt  man  zunächst  nach  e,  was  mittels  der  Ausdrücke  für  diejenigen  in  den 
Grenzen  — oc  und  +x  genommenen  bestimmten  Integrale,  welche  den  Cosinus 
oder  Sinus  eines  Quadrates  der  Variablen  enthalten,  leicht  geschehen  kann,  so 
erhält  man : 


I (cos  «7  atcosß * at  — sino*  at  sin -S*  at)  cos«  (x— k)da 
'*  -00 

- = y ü.  £ cos  ßa  at  sin  ^-^-+  — sinß*  at  sin  1*^, 

wo  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  setzt: 

| = x + 2tV(aO- 

Das  Doppelintegral  erhält  also  den  Werth: 

/ . » r oo 

sin(j  + A*)  J cosß*  alcosß  (y-n)dß 

sin  f «in  ß*  at  cos ß(jy—>i)  dß. 

Man  verrichtet  die  Integrationen  in  Bezug  auf  ß ganz  in  der  obigen  Weise ; setzt 
man  also: 

t]=y-\-2fi\(at), 

so  hat  man  den  Werth: 

i [.in  (j  + i*)  ■!»  (t  + >•’)  “•*■>  (x_1)  'in  (t-1“’)] 

= a~t 

und  also  für  den  Werth  von  u : 

u = — r / sin (AJ  +,M:)f[x  + 2AV(<*0.  y+2«  V(ö0]  dl  du. 

71  •/  — m — an 


Ist : 


du 


f = F(x}  y)  für  ti  = 0, 


so  kann  man  ähnlich  wie  im  vorigen  Beispiele  verfahren.  Es  findet  aber  eine 
Reduction  des  zu  m hinzukommenden  Theiles  nicht  in  der  Weise  wie  die  des  ersten 
Theilcs  statt. 

IX)  Sei  noch  gegeben  die  Gleichung: 

du  . d*u 
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und  für: 


Setzt  man : 


f =0,  u = F (x). 

bl 


60  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 


dv 

dt' 


r tll 
dx*' 


und  die  Grenzbedingung  wird: 

1 = 0,  v = F ( x ). 

Man  hat  also  ganz  ein  bereits  angestelltes  Verfahren  zu  wiederholen  , und  ist  das 
Resultat: 

-.+  00 


1 /’+CO_  07 

= 2 Y„J  _ « ß t'?(*+2«/»V0+F(*-2«AK0]^, 


kt 


mit  t zu  Dinltipliciren,  wodurch  u gegeben  ist. 

X)  Sei  zu  integriren  die  Gleichung: 

du  /d*u  nt  w\ 

d t~a  liz*  z1  /* 

Wir  setzen  als  particuläres  Integral: 

„ aa^t 
u — Pe  , , 

wo  P nicht  Ton  t abhängig  sein  soll,  sonst  indes!  unbestimmt  ist.  Durch  Ein- 
setzen ergibt  sich: 


Dies  ist  eine  totale  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnnng,  deren  Integral  also 
zwei  Constantcn  enthält,  lässt  man  diese  nach  irgend  einem  Gesetze  variiren, 
so  ist: 

auch  ein  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung. 

Man  sieht,  dass  diese  Methode  der  ZurückfQhrung  partieller  Differenzialglei- 
chungen mit  zwei  unabhängigen  Variablen  auf  totale,  ebenfalls  von  grosser  All- 
gemeinheit ist.  Es  fragt  sich  aber,  in  wiefern  man  hierdurch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  gelangen  kann. 

Die  Gleichung: 


d‘ F p . P 


dx 

welche  mit  unserer  übereinstiramt , lässt  sich  leicht  auf  die  Riccatische  bringen, 
denn  setzt  man  P=x mw,  so  nimmt  sic  die  Gestalt  an: 

de«  + X dx~  ’ 

f+* 

welche  durch  die  Substitution  t =x  gibt: 

d'u  n 

T^•=tt,,u,  • 


wenn  man  setzt: 


2m  = 


al 


it+2’ 


'(*♦»)■ 
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Die  letzte  Differenzialgleichung  ist  aber  diejenige,  anf  welche  man  gewöhnlich  die 
Riccatische  znrürkführt.  Wendet  man  die  Integrationsmethode  der  letzteren  durch 
bestimmte  Integrale  an  (vergleiche  den  Artikel:  Zurüekführung  der  totalen  Diffe- 
renzialgleichungen auf  Quadraturen,  Abschnitt  30),  so  ergibt  sich: 


» a «»  crxeosA  • üffi— I i »i  . « i—  m r71  nxeos  l . 1 — 2m  , 
P—Ax  § e sm  kdk-\-Bx  I e sin  kdk. 

•J  o ‘*0 


Es  ist  nun  zu  nehmen : 
Man  hat  aber  bekanntlich 


u = 2Pe 


«?a5  t 


x>  _ j _^-2aa  yt  — tt*  a7  t , 
\n  = I e ’ du), 

./  —OG 


also : 


«*  fl1  t 1 C ^ — tu1  2 (luu)\l  , 

• -rJ  *’■ 

und  diesen  Werth  in  den  von  u einsetzend,  erhalten  wir: 

Yn  J —co  •'  o 


\n 


./  _oo  ./  o 


Setzt  man: 


. s 2AtX  . . 

V'W=-vj-> 

wo  wegen  der  willkürlichen  Coefficienten  A und  B,  auch  y-  und  »//  willkürliche 
Functionen  sind,  so  lmt  man: 

u — xmC  C tf  (xcos>l  -j-2  (o  a yi)  t~ w sin  *m  * kduidk 
J — co  •*  o 


+ co 

/ V'(* 

—oo  ^ o 

Dieses  Integral  enthält  zwei  willkürliche 
Functionen.  In  der  That  ist  die  par- 
tielle Differenzialgleichung  in  Bezug  auf 
x von  zweiter  Ordnung.  Da  sio  aber 
in  Bezug  auf  t von  der  ersten  ist,  muss 
es  auch  möglich  sein,  ein  allgemeines 
Integral  mit  einer  einzigen  willkürlichen 
Function  zu  bestimmen.  Wir  unterlassen 
dies,  und  die  Anpassung  der  willkür- 
lichen Functionen  an  die  Anfangszustände. 
Es  mag  dies  der  Wärmetheorie,  worin 
unsere  Gleichung  vorkommt,  überlassen 
bleiben. 

21)  Behandlung  der  partiellen 
Differenzialgleichungen,  wel- 
che der  Beschränkung  unterlie- 
gen, nur  so  lange  zu  gelten,  als 
ein  Theil  der  Variablen  oder 
gewisse  Functionen  derselben 


cos  A-f  2ioa  \l)  c w sin1  ~mkdudk. 

gegebene  Grenzen  nicht  über- 
überschreiten 

Wir  haben  in  Abschnitt  12)  gezeigt, 
dass  jede  partielle  Differenzialgleichung 
jjter  Ordnung  auch  ein  allgemeines  Inte- 
gral mit  p willkürlichen  Functionen  habe, 
deren  jede  eine  Variable  weniger  ent- 
hält, als  unabhängige  Variablen  vorhan- 
den sind. 

Es  hindert  nicht,  dass  eine  Gleichung 
in  Bezug  auf  die  Variablen  verschiede- 
ner Ordnung  sein  kann,  ihr  Integral  ent- 
hält dann  eben  mehr  oder  weniger  will- 
kürliche Functionen,  je  nach  Auswahl 
derjenigen  Variablen,  nach  welcher  man 
die  Anfangsznstände  bestimmt. 

Die  Gleichung: 
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du  d*u 

7Tra  äT* 


* “o 


*.  B.  bestimmt  die  Bewegung  der  Wärme 
in  einem  Stabe,  den  wir  uns  unendlich 
lang  denken  wollen,  t ist  die  Zeit,  x 
die  Entfernung  eines  Punktes  des  Sta- 
bes vom  Anfangspunkte. 

Bestimmt  man  den  Anfangszustand  so, 
dass  der  Wärmezustand  zu  einer  gewissen 
Zeit,  für  die  man  doch  immer  ( = 0 neh- 
men kann,  in  jedem  Punkte  des  Stabes 
gegeben  sei,  also  dass  dann  u = y(x)  sei, 
so  reicht  diese  Bedingung  vollständig 
aus,  um  den  Wärmezustand  zu  jeder 
Zeit  zu  bestimmen,  da  die  Gleichung 
in  Bezug  auf  t erster  Ordnung  ist.  In- 
dess  kann  man  die  Sache  auch  so  be- 
trachten, dass  der  Wärmezustand  in  einem 
beliebigen  Ponkte  des  Stabes , also  wo 
etwa  x = 0 ist.  zu  jeder  Zeit  gegeben 
sei,  also  dass  in  diesem  Punkte  «i  = f(t) 
sei.  Diese  Bedingung  reicht  nicht  hin, 
um  die  Aufgabe  vollständig  zu  bestim- 
men, da  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x 
2ter  Ordnung  ist.  Es  wird  noch  nöthig, 
eine  zweite  willkürliche  Function  einzu- 
führen, z.  B.  diejenige  F (<)»  welche  den 

Werth  von  ^ im  Punkte  x = 0 an  gibt. 

Aber  selbst  dies  ist  nur  so  lange  der 
Fall,  als  man  sich  x bis  ins  Unendliche 
gehend  denkt,  also  diese  Variable  belie- 
bige reelle  Werthe  — denn  um  solche 
bandelt  es  sich  doch  nur  bei  dergleichen 
Aufgaben  — geben  kann.  In  der  An- 
wendung aber  ist  es  nicht  der  Fall.  Un- 
tersucht man  z.  B.  die  Bewegung  der 
Wärme  in  einem  Stabe  von  einer  belie- 
bigen Länge,  also  von  x = 0 bis  x = a, 
so  reicht  die  Grenzbedingung,  dass  für 
f = ö,  u = y (x)  sei,  nicht  mehr  aus.  Es 
wird  nämlich  die  Gleichung  dann  nur 
für  die  Punkte  des  Stabes  gelten.  In 
der  That  haben  wir  in  Abschnitt  12) 
dergleichen  Betrachtungen  nicht  angestellt. 
Gehen  wir  also  von  den  recurrenten 
Gleichungen,  in  welche  sich  eine  partielle 
Differenzialgleichung  zerlegen  lässt,  in 
Bezug  auf  unser  Beispiel  wieder  aus, 
nehmen  aber  an,  dass  unsere  Gleichung 
nur  so  lange  gelte,  als  x zwischen  den 
Grenzwerthen  x=a  und  x = ß liegt,  wo 
a<ß  sei. 

Seien  wieder : 

«o»  «i»  «i  • • • «n 

continuirliche  Werthe  von  u,  welche  den 
continuirlichen  Werthen: 

«=0,  l = l„  t = l„  t=l,  . . . t = tn 
entsprechen.  Dann  ist : 


“i  -"i  +(*»  — *i)«1 


(Du. 

fü» 


U — u 
n n~ 


d'u 


+ (<  -/  )a» 

« »— r 


dx* 


Kennt  man  alle  Werthe  von  u0 
du0  d*u0 

-fa*  • • • welche  hierin  enthalten 

sind,  für  jedes  x,  so  bleibt  allerdings  nur 
«o  willkürlich,  und  ist  also  dafür  eine 
willkürliche  Function  von  x zu  setzen. 
Nehmen  wir  indess  an,  x sei  gleich  <r, 
so  ist: 


s 

dx* 


.(*t  <*  + y)  o)  **(*,«  — y) 


wo  man  sioh  v ins  Unendliche  abneh- 
mend denkt,  w,  , aber  den  Werth  von 
. Ui  <0 

« $ für  x = « vorstellt.  Von  den  drei 
hier  vorkommenden  Werthen  von  lie- 
gen aber  nur  die  zwei  ersten,  w,  , 

^ in  demjenigen  Raume,  für  welchen 

die  Differenzialgleichung  gilt,  nicht  aber 
M(j,  a—y)'  ^*C5e  Grosse  ist  also  völlig 

unbestimmt.  Ebenso  ist,  wenn  man  x=zß 
setzt : 


und  ß+y)  aa98Cr^a^  d®*  gegebenen 

Raumes  also  unbestimmt.  — Soll  also 
die  Function  w völlig  definirt  sein,  so 
müssen  noch  für  beliebiges  t die  Werthe 

“(.,/» +»')’  >.«-«') gcgebon  ,ein’ d- h- 
da  v unendlich  klein  ist,  es  müssen  zu 
der  Bedingung: 

< = 0,  u = v(*) 

noch  hinzntreten  die  beiden  folgenden : 

* = ».  “=f(0>  *=ß>  u = F(l). 

Die  Function  muss  an  beiden  Endpnnk- 
ten  hestimmt  sein. 

Offenbar  sind  diese  Schlüsse  nicht  von 
der  besondern  Gestalt  unserer  Differen- 
zialgleichung abhängig,  sondern  nur  von 
der  Ordnung,  die  sie  in  Bezug  auf  x 
hat.  Wäre  sie  in  Bezug  auf  diese  Va- 
riable erster  Ordnung,  so  würde  der 
Werth  u.  a nicht  Vorkommen,  also 
U»  p-ry) 
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diejenige  willkürliche  Function  von  I 
aasreichen,  welche  x=«  entspricht.  Wäre 
sie  von  dritter  Ordnung,  so  reichten  selbst 
diese  beiden  Grenxwerthc  nicht  hin,  es 
müsste  noch  etwa  der  Werth  von 
du 

jj=*(0  fQr  x—a  oder  x=ß  hinzu- 
treten. 

Nehmen  wir  an,  dass  es  sich  statt 
einer  Stange,  die  wir  uns  unendlich  dünn 
dachten,  um  einen  sich  ns^h  allen  Rich- 
tungen gleichmässig  aasdehnenden  ho- 
mogenen Körper  handelte,  und  etwa  die 
Gleichung: 

du  _ /d*u  d*u 

Tra  \ä7>  + w+ä7'r 

gegeben  sei,  welche  ebenfalls  den  Wärme- 
zu  stand  gibt. 

Da  man  sich  den  Körper,  wie  auch 
seine  Gestalt  sei,  in  unendlich  dünne 
Prismen  getheilt  denken  kann,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  der  Be- 
grenzung bis  zu  einem  andern  gehen, 
von  denen  der  erste  dem  Werthe  von  n 
im  vorigen  Beispiel,  der  zweite  dem 
Werthe  ß entspricht,  so  muss  u für  alle 
diese  a und  ß,  d.  h.  für  die  ganze  Be- 
grenzung gegeben  sein,  und  wir  haben 
also  einen  Satz , den  wir  gleich  in  sei- 
ner Allgemeinheit  hinstcllten,  da  nur  die 
Ordnung  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x, 

y,  s eine  Rolle  spielt: 

„Ist  eine  partielle  Differenzialgleichung 
von  vier  unabhängigen  Variablen  abhän- 
gig, die  wir  mit  f,  x,  y,  z bezeichnen, 
und  denken  wir  uns  der  Veranschau- 
lichung wegen  unter  x,  y,  z rechtwinklige 
oder  andere  Coordinaten,  nehmen  wir 
ferner  an,  die  Gleichung  sei  nur  inner- 
halb eines  völlig  oder  theilweise  begrenz- 
ten Raumes  gültig,  so  ist  die  Fanction 
u,  welche  durch  die  Differenzialgleichung 
ausgedrückt  wird,  nur  dann  völlig  defi- 
nirt,  wenn  man: 

1)  die  Function  u von  x , y,  z kennt, 
welche  dem  Anfangswcrthe  von  I,  also 

z.  B.  t = 0 entspricht; 

2)  die  Function  u von  x,  y,  s und  t 
kennt,  welche  auf  der  ganzen  Begren- 
zung stattfindet,  falls  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x,  y,  z zweiter  Ordnung  ist. 
Ist  sie  nur  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
diese  Variablen,  so  reicht  ein  Theil  der 
Begrenzung  bin,  ist  sie  von  höherer  Ord- 
nung, so  sind  noch  mehr  Bedingungen 
nöthig.  Diese  Function  u enthält  übri- 
gens nur  drei  Variablen,  da  zwischen 
x,  y,  s eine  Gleichung,  die  der  Oberfläche, 
stattfindet. 

Selbstverständlich  ist,  wenn  die  Glei- 


chung sich  übereinen  begrenzten  Fltchen- 
theil  erstreckt,  die  Linie,  welche  diese 
Grenze  bildet,  an  die  Stelle  der  eben 
betrachteten  Oberfläche  zu  setzen. 

Aber  die  Schwierigkeiten,  welche  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen auf  Physik  und  Mechanik 
darbieten,  sind  hiermit  noch  nicht  ganz 
erschöpft.  Es  kommt  nämlich  oft,  z B. 
in  der  Wärmelehre,  wenn  man  die  Aus- 
strahlung der  Körper  berücksichtigt,  vor, 
dass  die  der  Gleichung  genügende  Func- 
tion, welche  auf  der  Oberfläche  gegeben 
sein  muss,  nicht  direct  eingeführt  ist, 
sondern  durch  eine  andere  totale  oder 
partielle  Differenzialgleichung  bestimmt 
ist,  die  nnr  eben  auf  dieser  Oberfläche 
stattflndet. 

Diese  der  eigentlichen  Theorie  der 
partiellen  Differenzialgleichungen  aller- 
dings nicht  direct  angchörigcn  Bedin- 
gungen machen  die  Aufgabe,  selbst  wenn 
es  sich  um  lineare  und  einfache  Glei- 
chungen handelt,  zu  einer  der  complicir- 
testen  der  Analysis.  Dennoch  ist  es 
Mathematikern  wie  Fourrier,  Foisson, 
Lamd  und  Andern  gelungen,  selbst  in 
allgemeinen  Fällen  Lösungen  zu  finden. 

Wir  verweisen  hierbei  namentlich  auf 
die  Artikel:  Akustik,  Schwingungen  und 
Wärme.  Dennoch  wollen  wir,  ohne  uns 
bei  Spccicllem  zu  verweilen,  eine  allge- 
meine, von  Poisson  herrührendc  Betrach- 
tung geben,  welche  das  Verfahren  ent- 
wickelt, dessen  man  sich  namentlich  in 
allen  Fällen,  welcho  der  Wärmelehre  an- 
gehören, ausserdem  aber  in  vielen  an- 
dern mit  Glück  bedient  hat,  da  es  an- 
gemessen scheint,  diese  rein  analytische 
Betrachtung  diesem  Artikel , welcher  die 
Theorie  der  partiellen  Differenzialglei- 
chungen bis  zu  einem  gewissen  Grade 
vollständig  geben  soll,  cinzuverlciben. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  be- 
merken wir  noch , dass  die  hier  Ange- 
stellten Untersuchungen  recht  geeignet 
sind,  zu  zeigen,  welche  wichtige  Rolle 
die  Begrenzungen  und  Anfangszuständc 
in  der  Theorie  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen spielen.  Es  wird  na- 
mentlich die  Natur  der  Function,  welche 
eine  solche  definirt,  ganz  verändert,  wenn 
man  den  Raum,  über  den  sie  sich  er- 
streckt, sich  in  seiner  Begrenzung  än- 
dern lässt.  — Diese  Betrachtungen  er- 
Btrecken  sich  übrigens  nicht  bloss  auf 
lineare  Differenzialgleichungen , jedoch 
sind  die  übrigen  sehr  schwierig  selbst  in 
besondern  Fällen  zu  lösen,  w*enn  sie  von 
höherer  Ordnung  sind.  Die  Behandlung 
eines  besondern  Falles  der  bydrodyna- 
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milchen  Gleichungen,  welche  von  Di- 
richlet  gefunden,  und  aus  seinen  hinter- 
lasscnen  Papieren  von  Dcdekind  raitge- 
theilt  ist  (Grelle,  Band  58),  gehört  daher 
zu  den  schönsten  und  wichtigsten  Resul- 
taten dieser  Art. 

22)  Verfahren  bei  der  Aullö- 
sung einer  partiellen  Differen- 
zialgleichung, die  den  im  vori- 
gen Abschnitt  untersuchten  Be- 
schränkungen unterliegt,  in 
einem  besondern  Falle. 

Die  von  Poisson  behandelte  Aufgabe 
ist  rein  analytisch  dargestellt  die  fol- 
gende : 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differen- 
zialgleichung: 


c,  k1f  A,,  kt  sind  Functionen  von  x,  y, 
s.  Die  Gleichung  ist  sehr  allgemeiner 
Art.  Sic  drückt  die  Bewegung  der  Wärme 
in  einem  nicht  homogenen  Körper  aus. 
Wenn  kt,  kM  nicht  gleich  sind,  so 
ist  anzunehmen,  dass  der  Körper  nach 
den  verschiedenen  Richtungen  sich  un- 
gleich gegen  die  Erwärmung  verhalte, 
wie  dies  in  den  Cry stallen  der  Fall  ist, 
welche  nicht  dem  glcichaxigen  System 
angehören,  x,  y,  s sind  rechtwinklige 
Coordinaten. 

Der  Anfangszustand  ist  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

2)  1 = 0,  u = F(x,  y,  t), 

wo  F eine  willkürliche  Function  ist.  — 
Es  müsste  jetzt  noch  der  Wärmezustand 
des  Körpers  auf  der  ganzen  Oberflächo 
gegeben  sein,  um  die  Function  u für  den 
Körper  völlig  zu  definiren.  In  der  Na- 
tur aber  tritt  in  der  Regel  statt  dieser 
Bedingung  die  ein,  dass  von  dem  Körper 
aus  Ausstrahlung  in  eine  Gasart,  also 
z.  B.  in  die  Atmosphäre,  deren  Tempe- 
ratur man  sich  gegeben  denkt,  stattfin- 
det. Diese  Ausstrahlung  ist  bestimmt 
durch  die  Differenzialgleichung: 

du  d«  du 

3)  k^cota+k^cotß  + ky^oosy 

+p(«-()  = 0, 

eine  Gleichung,  die  sieh  nur  auf  die 
Oberfläche  ertreckt,  deren  Gleichung: 

4)  »(*,  y,  *)=0 

sei.  In  den  Anwendungen  ist  sogar 
C die  Temperatur  der 
Punkte,  welche  mit  der  Oberfläche  in 
Wärmewechsel  stehen.  Es  ist  also  im 


Allgemeinen  { eine  Function  von  x,  y, 
z und  f,  wo  die  Coordinaten  wieder  durch 
die  Gleichung  4)  verbunden  sind. 

Es  lässt  sich  aber  in  den  Anwendun- 
gen die  allgemeine  Lösung  auf  den  Fall 
zurückführen,  w’o 

{=0 

ist,  was  wir  hier  annehmen,  w,  ß,  y sind 
die  Winkel , welche  die  Normale  an  die 
Oberfläche  mit  den  Axcn  macht. 

Das  hier  zu  gebende  Verfuhren  ist 
übrigens  nicht  von  dem  Umstande  ab- 
hängig, dass  die  Gleichung  in  Bezug 
auf  I erster  Ordnung  ist,  und  schliesst 
sich,  wie  man  leicht  sehen  wird,  auch 
dem  Falle  an,  wo  statt  der  linken  Seite 
der  Gleichung  1)  gesetzt  wird : 
s = » sJ 

i c L?, 

* = 0 ’d,‘ 

wo  die  Grössen  nur  von  x,  y,  z ab- 
hängig sein  sollen. 

Der  Charakter  der  Gleichung  ist  eben 
hauptsächlich  der,  dass  sic  in  Bezug  auf 
t linear , und  in  Bezug  auf  x,  y,  & von 
der  zweiten  Ordnung  ist. 

Cm  zunächst  ein  particulftres  Integral 
der  Gleichung  1)  zu  haben,  setzen  wir: 
— l*  t 

5)  %r=i  Pe  A f, 

wo  A eine  willkürliche  Constante,  P eine 
Function  von  x , y , z ist.  Durch  Ein- 
setzen in  unsere  Gleichung  1)  erhalten 
wir  dann: 


Diese  Gleichung,  welche  nur  drei  unab- 
hängige Variable  enthält,  ist  zunächst 
aufzulösen.  Wenu  diese  Gleichung  in 
Bezug  auf  x linear  ist , so  kann  man 
das  eben  angest eilte  Verfahren  wieder- 
holen, d.  h.  setzen : 

P=e->i'xQ , 

wo  Q nur  von  y nnd  z abhängt.  Die 
resultircnde  Gleichung  würde  also  nur 
noch  zwei  unabhängige  Variable  enthal- 
ten. Ist  diese  auch  in  Bezug  auf  y li- 
near, so  ist  das  Verfahren  abermals  zu 
wiederholen  und  man  hat  eine  nur  von 
z abhängige  Function , die  einer  totalen 
Differenzialgleichung  genügt,  welche 
schliesslich  aufzulösen  ist.  Dies  Verfah- 
ren findet  immer  Anwendung,  wenn  kt> 
kt,  kt  Constante  sind,  ausserdem  aber 
in  vielen  Fällen,  wo  man  durch  Trans- 
formation der  Coordinaten  x,  y,  z zu  li- 
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nearen  Gleichungen  gelangt.  Wie  dem  aber  auch  sei,  denken  wir  uns  die  Gröase 
P durch  diese  Gleichung  bestimmt,  und  es  wird  dann  P eine  Function  der  will* 
kürlichcn  Constante  l sein,  also  — P^.  Damit  der  Werth  von  u aber  auch  der 

Gleichung  3)  genüge,  erhalten  wir  durch  Einsetzen,  und  indem  wir  £ = 0 nehmen: 
. dP  ' . dP  dP 

7)  k,^cota+k,^coiß+k,^-cozy+PP  = 0. 

Ein  Integral  unserer  Gleichung  ist  offenbar  auch  der  Ausdruck: 

8)  — * 1 D --i’  ' 


u — 2 A.  P.  e~ 
X 1 1 


wo  die  Grössen  A,  beliebige  Coeflicienten  sind,  und  diese,  sowie  1 selbst,  den 
Grenzbedingungen  2)  und  7)  gemäss  zu  bestimmen  sind.  Sei  jetzt  P ein  ande- 
rer Werth  von  /*,  welcher  also  die  Gleichung: 


9) 


— U*P  C = 
P 


4£)  4£)  45=) 


— + - 


dx  ' dt 

erfüllt. 

Wir  nmltiplicircn  diese  Gleichung  mit  P^,  und  integriren  beide  Seiten  dersel- 
ben, indem  wir  da«  Integral  über  den  ganten  Körper  ausdehnen,  für  welchen  die 
Gleichung  1)  gilt.  Es  ergibt  sich  : 

dP 

a*,-£ 

1°)  -P'JJJ  Pf  cd*  dy  dt  =fffpk  d*  dy  dz 


dP 


dP 


dk,. 


+fffpk  —£Lix'‘*dt+JTfpi  -ar1  * *■ 


Es  ist  nun: 


r-  / ap  \ r ip  i n dp..dPi 

,fPl  dx  ~ d*  = ( k'PX  if)“  [*‘  Pk~dl\~  fkl  17  17  ^ 

Die  Klammern  ^ ^ sollen  anzeigen,  dass  in  dem  darin  enthaltenen  Ausdruck 
diejenigen  Werthe  zu  setzen  sind,  die  der  obern  Grenze  von  x entsprechen,  die 
Klammern  [ ] gehen  auf  die  untere  Grenze. 

Der  geometrischen  Veranschaulichung  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Axe 
der  x vcrtical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  sei;  denken  wir  uns  einen 
verticalen  Cylinder,  welcher  die  Oberfläche  unseres  Körpers  berührt,  so  thcilt 
derselbe  den  Körper  in  zwei  Theilo,  von  denen  wir  den  obern  mit  A,  den  untern 

mit  B bezeichnen  wollen.  Alle  Punkte,  die  den  Klammern  ^ ^ angehören,  lie- 
gen dann  in  A,  und  alle  den  Klammern  []  ungehörigen  in  B. 

Es  ist  nun  ferner: 


dP  d/>  . r r 

/*•  17  17  *=(  *•  % ■&)“[».  ' 1 j]-fp 


dx 


45), 

— dx. 


Diese  Ausdrücke  sind  noch  nach  den  Variablen  dy  und  dt  zu  integriren.  Stellen  wir 
uns  aber  unter  dtc  das  Element  der  Oberfläche  vor,  so  ist  dy  di  die  Projection 
desselben  auf  die  Ebene  der  yz,  und  mithin: 

dydt  = ^r  dw  COS  er, 
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wo  das  obere  Zeichen  auf  alle  dem  Theile  A des  Körpers  angehörigen  Elemente, 
das  untere  nuf  die  dem  Theile  B angehörigen  geht,  und  er,  wie  schon  angenommen 
wurde,  der  Winkel  der  Normale  in  die  mit  der  Axe  der  x ist.  Diese  Wcrthe  in 
die  eben  gefundenen  Formeln  einsetzend,  und  nach  dy  dt  integrirend,  erhält  man 
also: 

rrr  r dp  r dpi 

fff  Pi — 

( fl) 

+JfT',-^+*+ 

Die  beiden  ersten  Integrale  rechts  vom  Gleichheitszeichen  erstrecken  sich  über 
die  ganze  Oberfläche. 

Ganz  ähnliche  Formeln  erhalten  wir  für: 

dP  dp 

— - 


fff  pi  ~ a,dy  dx  * *•  fffpi  ~dt~  * d»  *• 

und  durch  Addition  dieser  Ausdrücke  in  Verbindung  mit  Gleichung  10): 

rrr  r dpu  dpu  dp 

-P'JJJ  eAP^«*trfjr*=/  -£coiti+k,-^co,ß  + k,  -^co»y]rf» 

r api  dpi  dri 
rrr . [45)  4£)  4£)l 

+. 1.1.1  ph  & — + — SjT~  + — di — J * * *• 

Wegen  der  Gleichung  7),  welche  für  P^  und  P gilt,  verschwinden  beide  über 

die  Oberfläche  erstreckten  Integrale,  und  wegen  Gleichung  6)  nimmt  das  letzte 
Integral  rechts  die  Gestalt  an: 

-lfff,ipr'***- 

so  dass  man  hat: 

»JfJ  pi.ppcdx  d*  «-‘'fff  Pk  Pn c dx  JlJ  d>- 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  man  hat : 

l = ft, 


fff  P ^ P^cdx  dy  dz  = 0, 


oder : 

ii) 

und  die  letztere  Gleichung  findet  für  alle  Werthe  Ton  I und  ft  statt,  die  nicht 
unter  einander  gleich  sind. 

Ans  diesem  höchst  wichtigen  Resultat  ziehen  wir  folgende  Schlüsse : 

Wir  dachten  uns  die  Grössen  P durch  Gleichung  6)  bestimmt  bis  auf  die 
Constante  A,  die  Gleichung  7)  ist  dann  eine  im  Allgemeinen  transcendcnte  Glei- 
chung, welche  zur  Bestimmung  ron  A dient.  8io  wird  unendlich  viel  Wurzeln 
haben. 

Setzen  wir  nun  gemäss  der  Gleichung: 

s:AA.  P..~i‘*f 
A 

wo  wir  unter  A alle  reellen  Wurzeln  der  transccndentcn  Gleichung  7)  verstehen, 
so  ist  noch  Gleichung  2)  zu  erfüllen.  Es  muss  also  sein : 
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f Aipx=i'(*'  * •>• 


In  der  That  lassen  sich  die  Coefficicnten  A ^ immer  so  bestimmen,  dass  dieser 
Gleichung  genügt  wird. 

Multiplicircn  wir  nämlich  beide  Seiten  derselben  mit  c7*^  und  integTircn  über 
den  ganzen  Körper,  so  kommt: 

m ■ FnF(*'  y*  *) dx  Jy * - ^ 


Auf  der  rechten  Seite  aber  fallen  gemäss  der  Gleichung  11)  alle  Glieder  aus,  wo 
k und  f4  ungleich  sind.  Man  hat  daher: 


I J f cPfi  F(x< »’  fffcPh‘  dxdy di’ 


also: 

12) 


*i  = 


.///-*  F(xt  y,  »)  di  dy  di 
fff  /\  * dx  dy  di 


Es  ist  somit  die  Gleichung  1)  derart  gelöst,  dass  zugleich  den  Bedingungen  2)  und 
3)  genügt  wird. 

Gleichung  6)  gibt  nämlich  die  Wcrthe  von  P als  Functionen  von  i,  Gleichung 

7)  die  k selbst,  Gleichung  12)  die  Coefficienten  A und  8)  enthält  dann  den  all- 
gemeinen Werth  von  u. 

Wir  sagten  vorhin,  dass  nur  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  7)  zu  neh- 
men sind.  In  der  That  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Gleichung  entweder  keine 
imaginären  Wurzeln  enthält,  oder  dass  dieselben  doch  in  der  Rcihenentwickelung 

8)  nicht  Vorkommen. 

Denn  da  diese  Gleichung  7)  nur  reelle  Grössen  enthält,  so  muss  jedem  ima- 
ginären Werthc: 

Izztt+ß  i, 

ein  zweiter: 


=«-?• 

entsprechen.  Mögen  hierzu  gehören  dio  Werthe: 


Pi  = Q+n  i,  r^=Q-R  i; 

setzt  man  dieselben  in  die  Gleichung  11)  ein,  so  kommt: 
fff  C (Q*  -f  7la)  dx  dy  dz  — 0. 


Da  aber  alle  Elemente  positiv 

sind,  und  dasselbe  von  c gilt,  welcher 
Ausdruck  dio  Dichtigkeit  des  betrachte- 
ten Körpers  vorstellt,  und  daher  nicht 
negativ  wird,  so  kann  diese  Gleichung 
uicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  (>  r:  R-Q 
wird.  Es  ,sind  also  imaginäre  Werthe 
von  k von  vorn  herein  auszuachliessen. 

Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Betrach- 
tungen macht  eben  nur  der  Umstand, 
dass  dio  Convcrgcuz  der  Reihenentwick- 
lung 8)  im  Allgemeinen  fraglich  ist. 
Wenn  der  Beweis  dieser  Couvergenz 
auch  in  einzelnen  sehr  wichtigen  Fällen 
gelungen  ist,  so  ist  dies  doch  im  All- 
gemeinen bis  jetzt  nicht  der  Fall,  eine 
Lücke,  welche  den  so  rcicheu  Resultaten 


dieser  Theorie  allerdings  noch  den  Stem- 
pel der  Unfertigkeit  aufdrückt. 

23)  Beschränkung  der  Grenz- 
bcstimmungon  durch  Einfüh- 
rung von  Stetigkeitsbedin- 
gungen. 

Durch  Beschränkung  des  Umfanges, 
über  den  sich  eine  gegebene  partielle 
Differenzialgleichung  erstreckt,  w'ird  die 
Anzahl  der  Grcnzbestimmungen  oder  der 
willkürlichen  Functionen  vermehrt. 

Es  kann  dieselbe  aber  auch  vermindert 
werden,  wenn  man  gewisse  Voraussetzun- 
gen , z.  B.  über  die  Stetigkeit  der  ge- 
suchten Function  macht.  — Wir  geben 
von  diesem  Falle  ein  Beispiel,  welches 
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einen  nicht  allein  in  den  Anwendungen 
der  Mathematik  auf  Physik  höchst  wich- 
tigen Satz  enthält,  sondern  auch  in  der 
neuesten  Zeit  für  die  Analysis  eine  Be- 
deutung erhalten  hat,  welche  es  zu  einem 
Fundamcntalsatze  für  die  Theorie  der 
Functionen  macht. 

Es  bezieht  sich  dies  Beispiel  auf  die 
partielle  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung : 

d*H  v 

dx*  dy  * d **  *” 

wo  wir  uns  der  Anschaulichkeit  wegen 
unter  x,  y,  s rechtwinklige  Coordinatcn 
denken.  Es  möge  sich  die  Gleichung 
öber  einen  geschlossenen  körperlichen 
Raum  erstrecken.  Es  drückt  dieselbe 
z.  B.  den  Wärmezustand  einet  homogenen 
Körpers  aus,  welcher  sich  in  Warme- 
gleichgewicht  befindet,  wo  also  kein 
Punkt  dem  andern  Wanne  abgibt;  ausser- 
dem aber  ist  durch  sie  die  Anziehung 
bestimmt,  welche  ein  Körper  auf  einen 
nicht  in  ihm  liegenden  Punkt  nach  dem 
Ncwton’schen  Gesetze  ausübt.  Endlich, 
wenn  wir  z constant  annehmen , eine 
Annahme,  wodurch  sich  unsere  Glei- 
chung in: 


ebenfalls  nnf  der  Oberfläche,  wo  / eben- 
falls eine  willkürliche  Function,  und 

du 

■£-  der  Differcnzialquotient  von  u ist, 

genommen  in  der  Richtung  der  an  irgend 
einen  Punkt  der  Oberfläche  gezogenen 
Normale. 

Nimmt  man  aber  zu  der  Differenzial- 
gleichung die  Bedingung  hinzu,  dass  m 
in  dem  ganzen  Körperraumo  conti  uni  r- 
lich  sei,  so  fällt  die  zweite  Grenzbcdin- 
gung  weg,  und  es  bleibt  nur  die  erste 
übrig,  d.  h.  cs  findet  folgender  wichtige 
Satz  statt: 

„Eine  Function  u ist  völlig  definirt 
für  einen  gegebenen  begrenzten  Raum, 
wenn  sie:  1)  auf  der  ganzen  Begrenzung 
einen  gegebenen  continuirlichen  Werth 
u=.f(xt  y,  z)  hat,  2)  innerhalb  des  gan- 
zen Raumes  continuirlich  ist,  und  3)  da- 
selbst der  Differenzialgleichung: 


<Du 


Hx*  + dy1  + .*-•  _0 


Ar’  ' H, 

verwandelt,  so  gibt  dieselbe  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  u der  reelle  Tlieil  einer 
Function  f der  complcxcn  Grösse  x -f-  yi 
sei,  so  dass : 

gesetzt  werden  kann,  während  der  mit  i 
multiplicirtc  Thcil  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  ist: 

<)t>  du 

djr“  dy’ 
du  du 

dy"  Hx' 

In  allen  diesen  Bestimmungen  ißt  also 
nothwendig,  dass  u,  x,  y,  z reell  seien. 
Die  in  Rede  stehende  partielle  Differen- 
zialgleichung ist  in  Bezug  auf  alle  drei 
unabhängigen  Variablen  zweiter  Ordnung; 
also  zur  völligen  Definition  von  u sind 
zwei  willkürliche  Functionen  nöthig. 
Dieselben  können  z.  B.  durch  die  Be- 
dingungen bestimmt  sein,  dass  auf  der 
ganzen  Oberfläche 

« =f(*.  y.  s) 

sei , wo  f völlig  willkürlich  ist , und 
ausserdem : 

I \ 

y,  0 


genügt.“ 

Wir  geben  den  Beweis  dieses  Satzes 
nach  seinem  Erfinder  Dirichlet. 

Es  ist  nachzuweisen,  dass  es  für  jede 
beliebige  Function  [{x , y,  *),  die  auf 
der  Begrenzung  gegeben  ist,  eine  allge- 
meine u gebe,  welche  den  Bedingungen 
2)  und  3)  genügt,  und  ausserdem,  dass 
nnr  eine  solche  Fnnction  existirc. 

Zuvörderst  ist  klar,  dass  man  die 
Function  f(x%  y,  z)  auf  der  Grenze  be- 
liebig annehmen  kann,  dann,  indem  man 
die  Grössen  x,  y,  z derart  continuirlich 
ändert,  dass  die  entsprechenden  Punkte 
in  den  Körper  hineinfallen,  dass  man  die 
Function  u auch  nach  einem  beliebigen 
Gcsctzo  continuirlich  ändern  kann,  so 
dass  sie  im  ganzen  Raume  continuirlich 
bleibt  Man  erhält  auf  diese  Weise  also 
unendlich  viele  Functionen,  welche  con- 
tinuirlich aus  einander  entstehen  und  den 
Bedingungen  1)  und  2)  genügen.  Es 
fragt  sich,  welche  von  denselben  auch 
die  Bedingung  3)  erfüllen.  Zu  dem 
Ende  betrachten  wir  das  dreifache  In- 
tegral : 

/[©•+©•♦©>**-'• 
■welches  sich  über  den  ganzen  Körper 
erstrecken  soll.  Jeder  der  unendlich  vie- 
len Functionen  m entspricht  ein  F,  alle 
diese  V entstehen  continuirlich  aus  ein- 
ander. Da  aber  das  jedenfalls  reelle  und 

(dM\  i 

dz) 
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/ou\> 

tW  \^»/  wc8cnt^c^  positiv  ist,  so  kann  die  Grösse  V nicht  unter  ein 

gewisses  Minimum  sinken.  Es  ist  hierbei  indess  zunächst  der  Fall  nicht  ausge- 
schlossen, dass  mehr  und  selbst  unendlich  viele  aus  einander  entstehende  Functio- 
nen von  w dem  entsprechenden  V diesen  kleinsten  Werth  geben  Suchen  wir 
jetzt  die  Bedingung,  der  ein  solcher  dem  kleinsten  V entsprechende  Werth  von  u 
genügt. 

Zn  dem  Ende  mögen  sich  V und  u auf  das  Minimum,  Vt  und  u-f-oic  auf 
einen  beliebigen  anderen  Werth  dieser  Grössen  beziehen,  a ist  hier  eine  belie- 
bige Constantc,  tc  eine  Function  von  x , y,  z.  Man  hat  dann  offenbar; 

+-/[©'+ <£)•♦©■]*** 

Es  ist  nun  aber: 


-/•(S+S+SSW- 


In  das  erste  Integral  kann  man  cinsetzen: 

dy  dz  = COS  er  du),  dx  dz  = cos  ß du),  dy  dx  ~ cos  y dux, 
wo  du>  das  Element  der  Oberfläche,  a , ß , y die  Winkel  der  Normale  an  dieselbe 
mit  den  Axen  vorstellen;  das  erste  Integral  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 


/ /di*  du  du  \ 

»dU^co.«+3-co.j»+5;co,yJ 


und  erstreckt  sich  über  Jdie  ganze  Oberfläche, 
ist  aber  auf  derselben: 


■ cos  yj 

Der  Definition  von  u und  w wegen 


“ = /■(*.  y.  *)  ond  u-f  <np  = f(x,  y,  i), 

«Igo  tr - 0 . Es  verschwindet  somit  dieses  Oberflichcnintcgr«!,  und  man  hat: 

«-/©'+ <£)■+£)**+* 
Da  V ein  Minimumswerth  war,  so  müssen  wenigstens  für  die  u benachbarten 
Functionen  u-f<ttc  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  nicht  negativ  sein.  Indess 
kann  man  a beliebig  klein  machen,  und  es  fällt  somit  das  letzte  Glied  ausser  Be- 
tracht. Es  müsste  also  das  zweite  Glied  für  sehr  kleine  a positiv  sein.  Es  kann 

d*u  d*u 

indess  a stets  positiv  gedacht  und  «c  so  genommen  werden,  dass,  falls 
d’u 

dz’  P08*1*7  8e*n  *°N*e»  w negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  tc  positiv  ist. 
Dann  ist  dieses  Glied  aber  stets  negativ,  wenn  nicht: 

i)*U 

dx* 


: , ^ , ^=0 
> r ^ dz* 


ist.  Da  es  nun  immer  ein  dem  kleinsten  V entsprechendes  u gibt,  so  muss  we- 
nigstens eine  der  Functionen  u der  Bedingung  3)  genügen.  Es  würde  dies  auch 
selbst  dann  stattfinden , wenn  unendlich  viele  auf  einander  continuirlich  folgende 
Werthe  von  u dem  kleinsten  V entsprächen.  Es  würde  dann  beim  Ucbcrgang 
von  u zu  einem  solchen  nächsten  Werthe  der  Zuwachs  von  V verschwinden,  und 
somit  auch  die  Bedingung  3)  erfüllt  sein.  Wir  beweisen  aber  jetzt,  dass  es  nur 
ein  Minimum  von  V gebe,  und  mithin  nur  eine  Function  u den  Bedingungen  1), 
2)  und  3)  genügt.  In  der  That  seien  jetzt  w und  u-fnio  dergleichen  Minimums- 
werthe,  so  ist : 
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v‘=y+a'f(\ £)'  + (5f)’+  (57)’  *** d»  *• 

da  das  erste  Integral  verschwindet.  Es  kann  nun  entweder  V=Vt  sein,  oder 
einer  dieser  beiden  Minimamswerthe  V oder  Vt  ist  grösser  als  der  andere.  Wäre 
letzteres  der  Fall,  und  hatte  man  Vt>V,  so  müsste,  da  auch  h^m  + ait  einem 
Minimum  entspricht,  und : 

u = —a  ir 

gesetzt  werden  kann,  in  unserer  Formel  sich  vertauschen  lassen: 
a mit  — ö,  V mit  V t, 

also  : 

— imw+gn—* 

was  unmöglich  ist,  wenn  nicht  das  Inte-  Flachenstücke , so  ist  ihnen  von  beiden 
gral  verschwindet,  also  V — V x ist.  Fin-  Seiten  eine  flache  Bedeckung  zu  geben, 
det  letzteres  aber  Btatt,  so  ist:  Diese  Begrenzungen  kommen  dann  zur 

dir  dir  dir  Oberfläche  hinzu,  und  die  Function  u 

r — = = 0,  ist  also  nach  dem  Obigen  völlig  gege- 

t x oy  öz  ben  ^ wenn  man  ausser  den  drei  Bedin- 

denn  unter  andern  Umstanden  kann  das  gungen  noch  die  vierte  hinzufügt,  dass 
wesentlich  positive  Integral  nicht  ver-  sie  auch  an  diesen  neuen  Grenzstücken 
schwinden.  Es  wäre  also  ir  eine  Con-  bekannt  sei,  d.  h.  dass  man  weiss , wel- 
stantc.  w aber  war,  wie  wir  gesehen  chen  Werthen  sich  die  Function  beim 
haben , auf  der  Oberfläche  gleich  Null,  Ucbergange  an  die  Unstetigkcitsstellen 
so  dass  tr  überhaupt  verschwindet,  und  von  allen  Seiten  nähern  soll.  An  allen 
es  mithin  nur  einen  Werth  von  w gibt,  übrigen  Stellen  ist  die  Function  nämlich 
welcher  unsern  drei  Bedingungen  genügt,  nun  stetig.  Unser  Satz  heisst  also  in 
Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.  Um  seiner  ganzen  Allgemeinheit: 
demselben  eine  physikalische  Deutung  „Eine  Function  ist  innerhalb  eines 
zu  geben,  so  enthält  er  z.  B.  das  Ke-  begrenzten  Baumes  bestimmt,  wenn  sie 
sultat,  dass  ein  Körper,  welcher  sich  im  innerhalb  desselben  unserer  partiellen 
Wärmcgleichgcwicht  befindet,  seinem  Differenzialgleichung  genügt,  auf  der 
Wärmezustande  nach  völlig  gegeben  ist,  ganzen  Begrenzung  gegeben  ist,  und 
wenn  derselbe  auf  der  Oberfläche  be-  wenn  man  die  Werthe  kennt,  denen  sie 
kannt  ist.  eich  in  denjenigen  Stellen  nähert,  wo 

Allgemein  bemerken  wir  noch,  dass  sic  aufhört  stetig  zu  sein.*4 
diese  Betrachtungen  nicht  voraussetzen,  Dieser  Satz  gilt  natürlich  unverändert 
dass  der  Körper  nur  eine  einfache  Be-  für  die  Gleichung: 
grenzung  habe.  Es  könnte  derselbe  z.  B.  d*u 

auch  eine  Hohlkugel  sein , oder  sonst  4-  j — 0, 

sich  beliebig  begrenzen.  Diese  Bemer-  " 

kung  gibt  eine  höchst  wichtige  Erwei-  nur  sind  unter  den  Begrenzungen  ge- 
terung  unseres  Satzes,  die  von  Ricraann  schlossene  Linien  zu  verstehen.  Geht 
herrührt  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  man  nun  von  der  analytischen  Bedeu- 
Thcorie  der  Functionen,  Göttingen,  1851),  tung  dieser  Gleichung  aus,  wie  wir  sie 
und  welche  sich  auf  die  Fälle  erstreckt,  oben  hingestcllt  haben,  dass  sie  also  den 
wo  die  Functionen  u in  gewissen  Funk-  reellen  Thcil  einer  Jbunction  von  einer 
ten  oder  selbst  Strecken  oder  Flächen-  coinplcxcn  Variablen  darstelle,  und  ver- 
stücken  innerhalb  des  gegebenen  Bau-  binden  wir  damit  die  Gleichungen: 
meB  unstetig  wird.  Man  kann  dann  dp  du 

nämlich  diese  Unstetigkeitsstcllcn  sich  dx  ~ ~ dü* 

von  beliebig  wenig  von  ihnen  entfern-  * 

ten,  aber  völlig  geschlossenen  Oberflächen  *jp  __ 

umgeben,  und  so  aus  dem  Körper  her-  dy  ~ dx ’ 

Mitgenommen  denken.  Sind  die  Unete-  welrhc  den  imaginiircI1  Theil  definirt, 
tigkeiu. teilen  Punkt«  so  werden  d.ete  indem  wir  die  Bemerkung  m neben,  da.» 
Umgebungen  kleine  Kugelschalen  sein  8om;t . 
können,  sind  es  Strecken,  so  kann  man 
dieselben  mit  geschlossenen  Röhren  oder  . 

Kanälen  umgeben  denken,  und  sind  es 


du  , , du 
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ist,  und  v durch  Quadratur  gefunden 
werden  kann,  wenn  u bekannt  ist,  also 
nur  eine  willkürliche  Constante  enthält, 
welche  bestimmt  wird  , wenn  man  v in 
irgend  einem  Punkte  des  begrenzten 
Ebnentheils  kennt,  wo  Discontinuitäten 
jedoch  ausgeschlossen  sind,  so  kommen 
wir  auf  den  von  Riemann  in  der  ange- 
führten Abhandlung  gegebenen  Satz,  wel- 
cher in  der  Functionentbeorie  von  der 
grössten  Wichtigkeit  geworden  ist : 

„Stellt  man  sich  unter  x und  y recht- 
winklige Coordinatcn  vor,  und  will  mau 
eine  beliebige  Function  /*(*4-y»)  für 
ein  gewisses  Gebiet  untersuchen,  welches 
wir  uns  als  völlig  (einfach  oder  mehr- 
fach) begrenzt  denken,  so  braucht  des- 
halb nicht  die  Function  f für  dies  ganze 
Gebiet  in  jedem  Punkte  gegeben  zu 
sein,  vielmehr  sind  folgende  Bedingun- 
gen zu  ihrer  Bestimmung  ausreichend 
uud  nothwendig: 

1)  Der  reelle  Theil  der  Function  muss 
für  jeden  Punkt  der  ganzen  Begrenzung 
gegeben  sein,  und  es  kann  dies  auf  eine 
ganz  willkürliche,  jedoch  continuirliche 
Weise  geschehen, 

2)  der  imaginäre  Theil  mnss  für  ir- 
gend einen  Punkt  des  betrachteten  Rau- 
mes oder  seiner  Begrenzung  gegeben 
sein,  und  kann  hier  einen  willkürlichen 
Werth  haben. 

3)  E«  muss  angezeigt  sein,  in  welchen 
Punkten  die  Function  aufhöre  stetig  zu 
sein,  und  welchen  Werthcn  sie  sich  in 
diesen  Punkten  annähere.“ 

Eine  Schwierigkeit  in  der  Anwendung 
dieses  Satzes  könnte  entstehen  aus  der 
Betrachtung,  dass  ja  Functionen  auch 
mehrdeutig  sein  können ; fraglich 
werden  dann  die  Wcrthe  sein,  welche 
man  in  jedem  Punkte  zu  nehmen  hat. 
Diese  Schwierigkeit  vermeidet  Riemann, 
indem  er  sich  bei  mehrdeutigen  Functio- 
nen statt  einer  Ebene  deren  eben  so 
viel  üboreinandcrgelcgte  denkt,  als  die 
Function  Mehrdeutigkeiten  hat.  Diese 
Ebenen  oder  Blätter  werden  als  von 
einander  getrennt  gedacht  in  allen  Punk- 
ten, wo  die  entsprechenden  Werthe  der 
Function  ungleich  sind,  da  wo  dieselben 
gleich  sind,  aber  als  zusammenhängend. 
Ein  solcher  Zusammenhang  fände  also 
n 

bei  der  ndeutigen  Function  V(x+yi)  für 
den  Werth  x=y=0.  also  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinatcn  statt.  Die  mehr- 
deutige Function  ist  bei  dieser  Betrach- 
tungsweise gewissermaassen  zu  einer  ein- 
deutigen geworden,  da  jedem  Wcrthe 
derselben  für  gegebenes  .r  und  y ein 
anderes  Blatt  entspricht.  Zur  Bestim- 


mung derselben  müssen  die  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungen  also  auch  für 
alle  2 Blätter,  die  hier  betrachtet  wer- 
den, gegeben  sein.  (Vergleiche  auch: 
Theorie  der  Aberscheu  Functionen,  von 
B.  Riemann , besonders  abgedruckt  aus 
Crelle’s  Journal,  Berlin  1857;  sowie  hier 
den  Artikel : Quantität.) 

24)  Geschichtliche  Bemerkun- 
gen über  die  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen höh  ererOrd- 
n ung. 

Wir  haben  oben  einige  Worte  über 
die  Geschichte  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen gesagt.  Es  soll  dies  hier 
noch  in  Bezug  auf  die  höherer  Ordnung 
ergänzt  werden. 

Dass  die  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen überhaupt  willkürliche 
Functionen  enthalten,  hat  zuerst  d’Alem- 
bert  bei  Behandlung  der  Gleichung  der 
schwingenden  Saite: 

d*u  d*u 

äji~a  dT> 

gezeigt,  deren  Integral  wir  oben  fanden: 
u=f(x+at)+y(x-at). 

Früher  kannte  man  nor  specielle  Auf- 
lösungen dieser  Gleichung.  So  einfach 
dies  Resultat  auch  ist,  so  machte  dessen 
Behandlung  doch  wegen  der  Grcnzbe- 
stimmungen  grosse  Schwierigkeiten.  Da 
die  Saite  nämlich  begrenzt  ist,  so  geben 
die  Anfangszustände  derselben  nur  ge- 
wisse Thcilc  der  Functionen  f und  y 
als  willkürlich,  im  Uebrigen  sind  diese 
Functionen  bestimmt,  und  man  kann 
daher  nicht  in  Bezug  auf  diese  Aufgabe 
annehmen,  dass  f und  <y  für  jeden  'Werth 
der  Variable  irgend  einem  vorgeschrie- 
benen Gesetze  folgen  sollen.  Bisher 
hatte  man  angenommen,  dass  zwei  Func- 
tionen, welche  in  einem  gewissen  Raume 
Übercinstimmen,  überhaupt  identisch  sein 
müssten.  Später  hat  man  bewiesen,  dass 
sich  durch  bestimmte  Integrale,  Reihen- 
entwicklungen u.  8.  w.  leicht  2 Functio- 
nen herstellen  lassen,  die  in  gewissen 
Räumen  Ubereinstimmen,  sonst  aber  ver- 
schieden sind.  So  z.  B.  ist  der  Aus- 
druck : 

j_  mo« 

2 nij  k—z  * 

wo  das  Integral  sich  auf  eine  beliebige 
geschlossene  Linie  erstreckt,  I = w+t*, 
* = *+y*,  unter  ur,  xy  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  verstanden  werden,  innerhalb 
des  ganzen  von  dieser  Linie  begrenzten 
Raumes  =/■(!),  ausserhalb  desselben  aber 
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gleich  Null.  d’Alemberts  Lösung  ist  zu  finden  sein  wird,  wo  namentlich  die- 


enthalten  in  der  Schrift:  Ilecherchet  sur 
ies  cordes  ribrantei.  (1748.) 

Diese  Schwierigkeiten  scheinen  La- 
gr&nge  veranlasst  zu  haben,  eine  zweite 
Lösung  durch  Reihcnentwickelung  zu 
snehen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  eine 
allgemeine  Form  von  u für  jeden  Werth 
der  Variablen  zu  geben.  Es  ist  indess 
zweifelhaft,  ob  Lagrange  diese  Eigen- 
schaft seiner  Kcihcncutwickelung  bereits 
völlig  gekannt  habe.  Die  Principien,  auf 
welche  sic  sich  stützt , bind  die  in  Ab- 
schnitt 22)  gegebenen.  Es  warFonrrier 
Vorbehalten,  in  seinem  Werke:  Theorie 
analytique  de  chaleur  die  Eigenschaften 
und  die  ungemein  weit  reichende  An- 
wendbarkeit dieser  und  ähnlicher  Ent- 
wicklungen zu  zeigen.  Es  werden  da- 
her die  von  Lagrange  benutzten  Reihen, 
die  übrigens  schon  Euler  bei  anderer 
Gelegenheit  anwandtc,  gewöhnlich  nach 
Foun-ier  genannt.  Die  Resultate  Four- 
rier's  in  Bezug  auf  die  Gleichungen, 
welche  die  Verbreitung  der  Wärme  an- 
zeigen,  sind  noch  vermehrt  worden  durch 
Poisson  ( Theorie  mathematique  de  Cka~ 
teur),  Lamd  und  wenige  Andere. 

Allgemeinere  Betrachtungen  über  li- 
neare partielle  Gleichungen,  namentlich 
von  der  zweiten  Ordnung  mit  t Varia- 
blen, hat  Monge  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen geschöpft  (Application  de 
Tanalyse  ä la  geometrie).  Wir  haben 
seine  Methode , die  Eiweiterung  dersel- 
ben durch  Ampfcrc  und  die  Anwendung 
derselben  anf  Gleichungen  mit  mehr  Va- 
riablen und  von  höherer  Ordnung  hier 
aus  einer  Theorie  abgeleitet,  die  an  die 
Behandlung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  sich  an- 
scbliesst.  Auf  die  Lücken  der  Theorie 
der  partiellen  Differenzialgleichungen 
haben  wir  bereits  hingewiesen.  Für 
nicht  lineare  Gleichungen  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  ist  fast  noch 
gar  nichts  gethan.  Eben  so  erliegt  der 
Uebergang  vom  vollständigen  zum  all- 
gemeinen Integral,  den  allerdings  La- 
grange angedeutet  hat,  und  welcher  bei 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  so  wich- 
tig ist,  hier  den  grössten  Schwierigkei- 
ten. Einen  Theil  derselben  lür  spccicllc 
Fälle  zu  überwinden,  ist  nach  einem 
Berichte  der  französischen  Akademie 
Edmond  Bour  in  einer  Preisschrift  ge- 
lungen. Jedoch  ist  gerade  dieser  Theil 
der  Bour’schen  Abhandlung  noch  nicht 
veröffentlicht. 

Wir  schliessen  diesen  Artikel  mit  der 
Bemerkung,  dass  hierher  Gehöriges  in 
den  Artikeln : „Schwingung“  und  „Wärme“ 


jenigen  Betrachtungen,  zu  welchen  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen auf  bestimmte  Probleme  der 
Physik  führt,  ihre  Erledigung  tinden 
werden. 

Quadraturen  (Astronomie). 

Ein  Himmelskörper  befindet  sich  in 
den  Quadraturen,  wenn  die  von  der  Erde 
nach  ihm  gezogene  Linie  mit  der  Ver- 
bindungslinie von  Erde  und  Sonne  einen 
rechten  Winkel  macht.  — Da  die  Him- 
melskörper vermöge  der  Drehung  der 
Erde  um  ihre  Axe  im  Laufe  eines  Ster- 
nentages  den  ganzen  Himmclskreis  zu- 
rücklegcn,  so  wird  der  bezeichnctc  Stern, 
der  sich  in  den  Quadraturen  befindet, 
i Tag  oder  6 Stunden  vor  oder  nach 
der  Sonne  sich  im  Zenith  befinden.  Be- 
ziehen wir  dies  nur  auf  die  Planeten, 
welche  sich  alle  fast  in  derselben  Ebene 
der  Ekliptik  bewegen , so  heisst  in  er- 
stcrem Falle,  d.  h.  wenn  der  Planet  der 
Sonne  vorangeht,  die  Quadratur  west- 
lich, und  wenn  er  ihr  nachfolgt,  östlich, 
da  die  scheinbare  Bewegung  des  Him- 
melsgewölbes von  Osten  nach  Westen 
gerichtet  ist.  Da  sich  aber  in  der  nörd- 
lichen gemässigten  Zone  die  Sonne  im- 
mer auf  der  südlichen  Hälfte  des  Him- 
mels befindet,  und  für  den  nach  Süden 
Blickenden  die  östliche  Seite  die  linke 
ist,  so  befindet  sich  im  Falle  der  west- 
lichen Quadratur  der  Planet  rechts,  im 
Falle  der  östlichen  links  von  der  Sonne. 

Die  Erde  beschreibt  um  die  Sonne 
bekanntlich  eine  Ellipse,  die  fast  einem 
Kreise  gleich  kommt,  in  dessen  Mittel- 
punkt die  Sonne  steht.  Die  Linie,  wel- 
che Erde  und  Planet  verbindet,  muss 
also  im  Falle  der  Quadratur  eine  Tan- 
gente an  die  Erdbahn  bilden,  und  so- 
mit können  ausser  dem  Monde  nur  die 
obern  Planeten  sich  in  den  Quadraturen 
befinden,  denn  von  den  untern , welche 
■ich  innerhalb  der  Erdbahn  bewegen, 
lässt  sich  offenbar  keine  Tangente  an 
dieselbe  ziehen. 

Um  die  Zeit  der  Quadraturen  ist  bei 
den  obem  Planeten  der  sichtbare  Theil 
kleiner  als  zu  jeder  andern  Zeit,  bei 
dem  Monde  findet  dann  das  erste  oder 
das  letzte  Viertel  statt. 

Denn  möge  sich  zu  irgend  einer  Zelt 
die  Sonne  in  S (Fig.  58),  die  Erde  in 
E,  der  Planet  in  P befinden.  Dann  kann 
man  wegen  der  grossen  Entfernung  die- 
ser Weltkörper  von  einander  bekanntlich 
annehmen,  dass  die  an  den  als  kugel- 
förmig zu  denkenden  Körper  P von  S 
und  E aus  gezogene  Tangenten  alle  un- 
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Fig.  58. 


ter  sieb  parallel  sind.  Die  Berührungs- 
punkte der  Ton  S gezogenen  bilden  dann 
eine  auf  SP  senkrechte,  die  von  £ ge- 
zogene eine  auf  KP  senkrechte  Ebene. 
ab  nnd  cd  seien  bcz&glich  die  Durch- 
schnitte dieser  Ebenen  mit  SEP.  ab  aber 
schneidet  diejenige  llälfte  von  P ab, 
welche  von  der  Sonne  erleuchtet  wird, 
cd  diejenige , welche  von  der  Erde  aus 
gesehen  werden  kann,  ab  und  cd  aber 
machen  denselben  Winkel  EPS  = _u,  den 
ihre  Normalen  machen.  Sei  nochSEPni, 
SEzzq,  SP  = r.  Ist  Winkel  p — 0,  so 
ist  die  volle  Scheibe  von  der  Erde  zu 
sehen,  ist  /i  = 180,  so  ist  P unsichtbar, 
und  ist  ^u  = 90,  so  sicht  man  die  halbe 
Scheibe,  und  allgemein  sicht  man  desto 
weniger,  je  grösser  u ist.  Offenbar 
aber  ist: 


r 

Bin  Jl 


sin  p 


sin  X 
sin  fi—Q  — ~ — • 


Betrachten  wir  zunächst  den  Blond,  so 
kann  man  g — r setzen,  da  die  Sonne 
fast  gleich  weit  yon  Mond  und  Erde 
entfernt  ist,  dann  ist  ft  = X.  Zur  Zeit 
der  Conjunction  ist  nun  A = 0,  zur  Zeit 
der  Opposition  1=180,  zur  Zeit  der 
Quadratur  1 = 90;  cs  ist  also  in  der 
That  die  halbe  Scheibe  zu  sehen,  es 
findet  also  das  erste  oder  letzte  Vier- 
tel statt. 

Bei  den  obern  Planeten  dagegen  kann 
X nie  ein  spitzer  Winkel  sein,  da  sonst 
der  Planet  sich  innerhalb  der  Erdbahn 
befände,  f*  ist  also  nie  stumpf  und  am 


grössten,  wenn  1 = 90°  also  sin  P = ~r 

ist.  Dies  findet  zur  Zeit  der  Quadra- 
turen offenbar  statt. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Winkel  ft 
für  Mars  und  Jupiter  berechnen.  Um 
den  grössten  Werth  von  f*  zu  haben, 


müssen  wir  für  r die  kleinste  Entfernung 
des  Sterns  von  der  Sonne  setzen , diese 
ist  für  Mars  gleich  1.38  Erdhalbmesser, 


also  sin  fj  = = 0,73,  fi=z4T.  Dies 


ist  der  Theil  der  vollen  Scheibe  (180*), 
welcher  unsichtbar  ist , und  es  sind  da- 
her beim  Mars  immer  | der  vollen  Scheibe 
sichtbar,  d.  h.  die  Phasen  desselben  sind 
nur  gering  Jupiter  beschreibt  fast  einen 
Kreis  um  die  Sonne,  dessen  Halbmesser 
fünfmal  so  gross  als  der  der  Erdbahn 
ist.  Es  ist  also  : 


sin  u = 0,2  u = 12°, 

so  dass  H der  vollen  Scheibe  stets 
sichtbar  sind.  Jupiter  hat  also  unmerk- 
liche Phasen.  In  höherem  Maasse  ist 
dies  noch  bei  den  Planeten  dar  Fall, 
welche  sich  hinter  Jupiter  befinden. 


dnadratwirxel  (Arithmetik  ud  Al- 
gehn). 

1)  Allgemeine  Sätze. 

Quadratwurzel  aus  a , geschrieben  )'«, 
heisst  diejenige  Zahl,  welche  mit  6ich 
selbst  multiplicirt  a gibt.  Die  Gleichung: 

\a  = b 

ist  also  identisch  mit: 
a = 6*, 

und  aus  der  Vereinigung  beider  folgt: 

6 = V6*. 

Satz  A.  Ist  b eine  Quadratwurzel 
aus  <i,  so  ist  auch  —b  eine  solche. 
Denn  es  ist: 

a = b*  = (-b)\ 

also: 

— b — \a. 

D.  h.: 

Hat  eine  Zahl  wirklich  eine  Quadrat- 
wurzel, so  hat  sie  auch  eine  zweite,  die 
mit  der  ersten  gleichen  absoluten  Werth, 
aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat.  Es  ist  also  auch  : 

\b^~±b. 

Satz  B.  Keine  Zahl  kann  mehr  als 
2 Quadratwurzeln  haben. 

Denn  sei  b eine  Quadratwurzel  aus 

x7  — a 

a , so  muss  der  Ausdruck  eine 

x - 0 

ganze  Function  sein.  Gäbe  nämlich  die 
Division  den  Quotienten  x + c und  den 
Best  r,  so  wäre: 

x'-a-(x-b)  ^ + c+-^-j) 

(x-6)(x+c)  + r. 
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Setzt  man  nun  x = ä,  also  nach  der  An- 
nahme x*=a,  so  kommt  r = 0. 

Hieraus  folgt,  dass  x—b  ein  Factor 
von  x*—  n ist.  Es  kann  aber  dieser 
letztere  Ausdruck  nur  zwei  Factoren 
von  der  Form  x — b haben,  es  sind  also 
auch  nur  zwei  Quadratwurzeln  möglich. 
Also: 

Jede  Zahl  hat  entweder  keine  oder 
2 Quadratwurzeln,  die  sich  nur  durchs 
Vorzeichen  unterscheiden. 

2)  Quadratwurzeln  der  ganzen 
Zahlen. 

Denkt  man  sich  die  ganzen  Zahlen  in 
ihrer  natürlichen  Reihenfolge  in  einer 
Reihe,  und  darunter  in  einer  zweiten 
ihre  Quadrate  geschrieben,  also: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 ...  . 
1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81  ...  . 
•o  enthält  die  obere  Reihe  die  positiven 
Quadratwurzeln  der  bezüglichen  Zahlen 
der  unteren  Reihe. 

Die  letzteren  werden  Quadratzahlen 
genannt. 

„Die  Quadratzahlen  haben  die  Eigen- 
schaft , dass  ihre  Quadratwurzeln  ganze 
Zahlen  sind.“ 

Keine  andere  ganze  Zahl  hat  eine 
ganze  Quadratwurzel.  — Betrachten  wir 
z.  B.  die  Zahl  7,  die  zwischen  den  Qua- 
dratzahlen 4 und  9 liegt,  so  müsste  ihre 
Quadratwurzel  auch  zwischen  deren  Wur- 
zeln 2 und  3 liegen  , und  kann  daher 
keine  ganze  Zahl  sein. 

„Eine  Nichtquadratzahl  kann  aber  auch 
keinen  Bruch  zur  Wurzel  haben.“ 

Denn  sei  etwa: 


dass  dieselben  keine  Quadratwurzeln 
hätten.  Vielmehr  wird  durch  dieselben 
ein  neues  Element,  „die  Irrationalzahl“, 
in  die  Arithmetik  cingefdhrt. 

3)  Von  den  Irrationalzahlen. 

Satz  I.  „Es  lässt  sieh  immer  ein  Bruch 
« finden , dessen  Quadrat  sich  nur  um 
eine  beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ge- 
gebenen Nichtquadratzahl  unterscheidet.“ 

Beweis.  Sei  z.  B.  7 die  gegebene 
Zahl,  die  zwischen  den  Quadratzahlen  4 
und  9 liegt. 

Es  ist  also: 

2*  <7,  3*  >7. 

Fügt  man  also  zur  2 irgend  eine  Anzahl 
Zehntel  hinzu,  so  kann  das  Quadrat  der 
entstehenden  Zahl  entweder  kleiner  oder 
grösser  als  7 sein.  Jedenfalls  aber  muss 
cs  2 auf  einander  folgende  Zahlen,  etwa 
6 und  7 geben,  derart,  dass: 

(2,  6)*  <7,  (2,  7)*  >7 
ist. 

In  der  That  ist: 

2,6*  =6,76,  2,7*  = 7,29. 

Fügt  man  also  zu  2,6  noch  Hundertel 
hinzu,  so  wird  es  wieder  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Zahlen  geben,  hier  4 
und  5,  die  bewirken,  dass: 

2,64*  <7,  2,65*  >7 

ist,  und  es  ist  klar,  dass  man  auf  diese 
Weise  fortfahrend  und  immer  mehr  Zif- 
fern nehmend,  sich  auch  immer  mehr  an 
die  Zahl  7 annfthem  muss.  Schreite 
man  z.  B.  bis  zur  7.  Bruchstelle  vor, 
so  ist: 


wo  a und  b ganze  Zahlen  sind , und 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 
Es  lässt  sich  derselbe  nämlich,  wenn  ein 
solcher  vorhanden  sein  sollte , immer 
durch  Heben  entfernen.  Nach  der  De- 
finition der  Quadratwurzeln  wäre  dann 
auch: 

7 = — • 

1 6*  ’ 

a und  b hatten  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor,  also  eben  so  wenig: 

<**  = «•«  und  6*  = 6 *6. 

a* 

Es  kann  also  — unmöglich  gleich  einer 

ganzen  Zahl  7 sein , was  zu  beweisen 
war.  Obgleich  aber  die  Wurzeln  der 
Nichtquadratzahlen  weder  ganze  Zahlen 
noch  Brüche  sind,  darf  man  nicht  sagen, 


2,6457513*  <7. 

Will  man  den  Unterschied  dieses  Qua- 
drates von  7 wissen,  so  merke  man,  dass 
eine  Einheit  der  7ten  Stelle  hinzugefugt, 
dasselbe  schon  grösser  als  7 macht,  es 
ist  also: 

(2,6457513  + 0,0000001)*  >7, 
d.  h.: 

2,6457513*  +2  • 0,0000001  • 2,6457513 

+0,0000001*  >7. 
Die  beiden  letzten  Glieder  links  werden 
immer  kleinor,  und  können  unter  jede 
Grenze  sinken,  je  mehr  Stellen  man  dem 
ersten  Gliede  gibt,  und  somit  lässt  sich 
immer  eine  Zahl  a finden,  derart,  dass 
der  Unterschied  r = 7— o*  unter  eine  ge- 
gebene noch  so  kleine  Grenze  sinkt,  was 
zu  beweisen  war. 

Satz  II.  „Die  Quadratwurzeln  der 
Nichtquadratzahlen  können  nicht  voll- 
ständig bestimmt  werden.  Man  kann 
39 
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»ich  aber  an  dieselben  derart  annähera.  Bruches  Qoadrati.ihlen . so  erhalt  man 
das*  der  Unterschied  kleiner  al»  jede  als  Cinadratworreln  wieder  einen  Brach. 

gegebene  noch  so  kleine  Zahl  ist.** 

Beweis.  Wenn  b eine  Nicht«|uadrat- 
zahl  i*t , so  lasst  sieh  also  immer  eine 
Zahl  a finden,  derart,  dass : 


*.  B : 

G.i 

9 3 


b — t r*  = k, 

und  v beliebig  klein  ist.  Daher  hat 
man  aneb : 

re*  = b — y, 

und: 

« = } (6-r). 

Der  Ausdruck  Y(t>—  *')  aber  gebt  in  b 
über,  wenn  r immer  mehr  sinkt.  Ganz 
strenge  erfolgt  dieser  Uebergang  aller- 
dings erst  dann,  wenn  v gleich  Null  ist. 
Dies  kann  hier  allerdings  nicht  stattfin- 
den,  jedoch  mit  zanehraender  Amahl 
der  Brnch Ziffern  von  a nähert  sich  v 
der  Null  immer  mehr  und  also  « dem 
Ausdrucke  \1.  Man  kann  sich  also 
die  Wnraeln  der  Nichttjuadratzahlen  als 
Decimal-  oder  gemeine  Brüche  denken, 
deren  Zähler  und  Neuner  unendlich  viel 
Stellen  haben. 

„Grossen,  die  man  nicht  vollständig 
genau,  aber  bis  zu  einer  beliebig  kleinen 
Grenze  angeben  kann , heissen  Irratio- 
nalzahlen,“ 

Die  Wurzeln  der  Nichtquadratzahlcn 
sind  dergleichen. 


Ist  einer  von  beiden  oder  beide  eine 
Kichttiuadratzahl,  go  wird  die  Wurzel 
eine  Irrationalzahl.  Jedoch  lasst  sich 
ans  jedem  Bruche  die  Wurzel  derart 
aus/iehen,  dass  der  Nenner  eine  ganze 
Zahl  ist.  Denn  Bei  *.  B.  gegeben  der 

Bruch  rrr,  so  lässt  sich  der  Nenner 
H4 

84=:  2*  *3*7  durch  Hinzu  fügen  der  Fac- 
toren  3 • 7 in  eine  Quadratzahl  uniwan- 
deln.  Man  hat  also,  wenn  man  «len 
Bruch  mit  3-7  erweitert: 

11  _ 11-3.7  11  • 3 • 7 _ 231 

84  “ 2*  -3*  • 7*  " (2-  3 • 7)*  = 42*’ 

und  daher: 

in  Yzi i_V23l 

I 84  - ^ - 42  • 

Sonach  lägst  sich  die  Ausziehung  der 
Quadratwurzel  aus  Brüchen  immer  auf 
die  aus  ganzen  Zahlen  und  eine  Divi- 
sion zurückführen. 

5)  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzeln aus  ganzen  Zahlen  nnd 
Decimal  b rü  eben. 


4)  Quadratwurzeln  aus  Brü- 
chen. 

Satz.  „Die  Quadratwurzel  eines 
Braches  ist  gleich  <ler  Quadratwurzel 
des  Zählers  dividirt  durch  die  des  Neu- 
ners,“  d.  h.: 

* tjL  = h? 

y * \b 

In  der  Timt,  sei : 

\a  ~ n.  \b  = ß, 

so  ist: 


a — o7,  b = ß‘i, 


woran«  dann  folgt: 


oder : 


Obgleich  die  Aasziehung  der  Wurzeln 
aus  Decimalbrüchen  auf  die  aus  ganzen 
Zahlen  nach  dem  vorigen  Abschnitt  zu- 
rückgeführt werden  kann,  so  ist  das  «li- 
rectc  Verfahren  wegen  seiner  Einfach- 
heit doch  vorzuziehen.  — Wir  betrach- 
ten jedoch  zunächst  den  Fall,  wo  die  ge- 
gebene Zahl  eine  ganze  nnd  zwar  eine 
Quadratzahl  sei,  wo  sich  also  die  Wur- 
zel völlig  bestimmen  lässt. 

Fall  A).  Sei  eine  ganze  und  zwar  eine 
Qnadratzabl  gegeben. 

Sei  1.  B.  diese  Zahl  =7241481. 

Das  Verfahren  ist  folgendes: 


V7|24  14|81  = 2691 
4 


41  324' 

276 


24 

36 


52t  4814 
4761 

5381  5381 

5381 


276 
468 
__  81 
4761 


538 

1 


womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Sind  also  Zähler  und  Nenner  des 


Mau  thcilt  zunächst  die  Zahl  von  der 
ersten  Ziffer  rechts,  also  von  der  nic- 
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drigsten  an  in  Klassen  von  je  2 Ziffern. 
Ist  die  Ziffernanzahl  ungrade,  so  wird 
also  die  lotste  oder  höchste  Klasse  aus 
nur  einer  Ziffer  bestehen.  Die  Klassen 
sind  also  hier  von  der  linken  zur  rech* 
ten  gezählt  7,  24,  14,  81.  Man  sucht 
nun  diejenige  ganze  Zahl,  deren  Qnadrat 
der  ersten  Klasse  7 am  nächsten  kommt, 
jedoch  kleiner  als  dieselbe  ist.  Diese 
Zahl  2 (da  3*  schon  gleich  9,  also  grösser 
als  7 ist),  bildet  die  höchste  Stelle  der 
Wurzel.  Ihr  Quadrat  4 wird  von  der 
entsprechenden  Klasse  7 abgezogen,  und 
an  den  Rest  3 schreibt  man  rechts  die 
nächste  Klasse  24.  so  dass  man  324 
hat.  Der  doppelte  Werth  des  bis  jetzt 
vorhandenen  Theils  der  Wurzel,  also 
2*2  = 4 dividirt  in  diese  Zahl,  jedoch 
mit  Ausschluss  der  letzten  Ziffer  4.  4 
in  32  ist  8 mal  enthalten.  Jedoch  kann 
man  aus  einem  gleich  anzuführenden 
Grunde  nicht  8,  sondern  nur  G als  Quo* 
tient  nehmen ; derselbe  bildet  die  zweite 
Ziffer  der  Wurzel.  Man  bildet  nnn  das 
Quadrat  von  6.  also  3G,  und  mnltiplicirt 
den  Divisor  4 mit  6,  was  24  gibt.  Beide 
Zahlen  werden  so  unter  einander  ge- 
schrieben , wie  dies  in  unserm  Beispiele 
rechts  geschehen  ist,  die  erstcrc  3G  also 
mit  ihrer  letzten  Ziffer  eine  Stelle  nach 
rechts  gegen  die  24  ausgerückt,  und  so 
die  Summe  gebildet.  Dieselbe  276  wird 
von  324  abgezogen.  Hätte  man  statt 
der  Wurzelziffcr  6 etwa  7 genommen, 
so  wären  28  und  49  die  zu  addirenden  Zah- 
len gewesen,  und  der  Snbtrahendus,  also 
die  Summe  beider,  329,  welche  grösser  als 
der  Minucndus  324;  es  war  also  die  nächst 
kleinere  Zahl  zu  nehmen.  Zum  Rest 
48  kommt  die  nächste  Klasse  14,  nnd 
das  ganze  Verfahren  wiederholt  sich. 
Das  Doppelte  des  bis  jetzt  vorhandenen 
Wurzcltheils  26.  also  52,  dividirt  in  481. 
Der  Quotient  9 ist  die  nächste  Wurzel- 
ziffer. Man  bildet:  9 * 52  = 468 
9*  = 81. 

Die  Summe  4761 , die  man  offenbar 
auch  leicht  ohne  Weiteres  hinschreiben 
kann,  wird  von  4819  abgezogen.  Dem 
Reste  53  noch  die  Ziffern  der  letzten 
Klasse  81  hinzugefflgt.  Divisor  ist  nun : 
2 * 269  = 538.  Derselbe  in  538  dividirt 
gibt  1 und  man  bildet:  1*538  = 538 
1*  = 1. 

Die  Summe  5381  von  5381  abgezogen, 
gibt  Mull  als  Rest.  Die  Rechnung  ist 
beendet,  und  ^7241481  = 6881. 

Die  Gründe  dieses  Verfahrens  sind  die 
folgenden. 

Bezeichnen  wir  die  Ziffern  der  Wur- 
zel nach  der  Reihe  mit  er,  0, /,  cf,  so 
sind  dieselben  ihrem  wahren  Wertbe  nach. 


der  sich  aus  der  Stellung  ergibt:  1000« 
+ 1OO0+1O/  + J.  Die  Zahl  7241481, 

deren  Wurzel  wir  ausziclicn,  sei  gleich 
A\  es  wurde  nun  n*  von  der  ersten 
Klasse  von  A abgezogen.  Da  diese 
Klasse  aber  Millionen  enthält , so  ist 
die  abzuziehende  Zahl  in  der  That 

«*  . 1000000= (1000«)’*  I>cr  Rest  war : 
^-(1000«)’  =3241481. 

Dividirt  wurde  mit  2«  oder  vielmehr 
mit  2 • 1000  • er,  und  es  ergab  sieh  100;} 
als  Quotient;  wir  bildeten  dann  das 
Product : 2 • 1000  • « * 100 ß und  (100/9)*, 
und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das 
Einrücken  des  Quadrats  um  eine  Stelle 
rechts  eben  dem  Wertbe  derselben  (Zehn- 
tausende) gegen  die  des  Products,  wel- 
ches II  lindert  tausende  enthält,  entsprach. 
Nun  wurde  von  der  noch  übrigen  Zahl 
.4  — (1000«)*  abgezogen: 

2*  1000«  *100, *+(100;*)% 
nnd  der  Rest  war: 

A-(1000n)’  -2  • 1000«  • 1OO0-(1OO0)* 
= 481481. 

Divisor  ist  nun: 

2(1000«+ 1000), 

Quotiont  10/;  abgezogen  wird: 

2(1000«  + 1000)  10/ + (10y)*; 
man  erhielt: 

A - (1000  «)*  — 2 • 1000  « • 100  0 - (1000)' 1 
-2(1000 « -t- 1000)  10/-  (10 /)>  = 5381 . 
Divisor  ist  jetzt: 

2(1000«+  1000+10/), 

Quotient  cf,  Subtraliendus : 

2(1000«+ 1000+10/)  cf  4-  cf% 
der  Rest: 

.4— (1000«)*— 2 • 1000«  • 1000 

-(1000)* -2(1000«  +1000)  10/ 
- (10  /)*  - 2 (1000  « + 100  0 + 10  /)  <f 

—cf*  =0, 

also: 

4 = (1000«)*  +2*  1000«  *1000 

+ (1OO0)*+2(1OÜO«  + 1000)10/ 
(+ 10/)*  + 2 (1000«  + 100  0 + 10/)  cf  + cf  * • 
Mach  der  Formel: 

(*+y)»=**+2.ry+y* 
geben  die  drei  ersten  Glieder  rechts: 
(1000« + 1000)*; 

dies  verbunden  mit  dem  4tcn  nnd  5 ten 
Gliedc  nach  derselben  Formel : 

(1000«  + 1000+10  /)». 

39* 
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Verbindet  man  hiermit  endlich  die  bei- 
den letzten  Glieder,  so  kommt: 

A = (1000«  + 100£-fl0y  + d)3, 

also : 

\A  = 1000  « + 100  ß + 10  y + tf, 

was  zn  beweisen  war. 

Fall  B).  Sei  ein  Dccimalbrucb  gege- 
ben , dessen  Quadratwurzel  sich  jedoch 
vollständig  aasziehen  lässt. 

Wir  geben  der  Einfachheit  wegen  dem 
Decimalbruch  dieselben  Ziffern,  welche 
in  unserm  vorigen  Beispiele  die  Quadrat- 
zahl batte,  und  suchen  daher  V 724.1481 
zu  bestimmen.  Offenbar  ist  aber: 


724.1481  = 


also: 


7241481 
1U0Ü0  ’ 


Fall  C).  Sei  eine  Nichtquadratzahl  oder 
ein  beliebiger  Decimalbruch  gegeben. 

Das  Verfahren  ist  ganz  das  obige,  nur 
wird  beim  Abziehen  niemals  Null  erhal- 
ten. Man  bricht  dann  die  Rechnung  bei 
irgend  einer  Stelle  ab,  und  es  wird  dann 
der  Fehler  nie  so  gross  sein,  als  eine 
Einheit  der  letzten  Stelle  der  Wurzel,  die 
man  erhalten  hat.  Ist  die  Zahl  eine 
ganze,  so  wird,  nachdem  die  Ziffern  er- 
schöpft sind,  in  der  Wurzel  ein  Komma 
geschrieben,  und  weiter  fortgerechnet, 
indem  man  statt  der  2 Ziffern  jeder 
Klasse  dem  Reste  2 Nullen  hinznfügt. 
Bei  Deeimalbrüchen  findet  Gleiches  statt, 
wenn  die  Ziffern  des  Bruches  erschöpft 
sind. 


Beispiel  I. 


]/  724,1481 


V 7241481  2G91 


V 10000 


100 


= 26,91. 


„Die  Wurzel  aus  dem  Dccimalbruche 
wird  also  aus  der  seines  Zählers  gefun- 
den, wenn  man  das  Komma  um  halb 
so  viel  Stellen  von  rechts  an  einrückt, 
als  der  Bruch  hinter  dem  Komma  hat, 
also  hier  um  2 Stellen/* 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  die 
Anzahl  der  Bruchstellen  grade  ist.  Dies 
ist  bei  Quadratzahlen  immer  der  Fall, 
und  kann  im  Uebrigcn  stets  erreicht 
werden,  wenn  man  links  eine  Null  hin- 
zufiigt,  wodurch  sich  der  Decimalbruch 
nicht  ändert. 

Gleiches  wird  offenbar  erreicht,  wenn 
man  folgendcrmaassen , und  dies  ist  die 
gewöhnliche  Methode , verfährt.  Man 
theilt  den  Bruch  724.1481  ebenfalls  in 
Klassen  von  je  zwei  Ziffern,  aber  nicht 
von  rechts  an  nach  links,  sondern  vom 
Komma  an  nach  beiden  Seiten.  Es  ste- 
hen dann  halb  so  viel  Klassen  hinter 
dem  Komma,  als  der  Bruch  Stellen  hin- 
ter demselben  hat.  Das  Komma  der 
Wurzel  kommt  dann,  wenn  man  bei  der 
Zahl,  deren  Wurzel  gesucht  wird,  bis  da- 
hin gelangt  ist.  Auf  diese  Weise  er- 
reicht man  in  der  That,  dass  die  Wur- 
zel halb  so  viel  Stellen  hinter  dem 
Komma  als  das  Quadrat  hat,  da  in  cr- 
sterer  jeder  Klasse  eine  Stelle  entspricht. 
Das  Schema  ist  also  folgendes: 

/7|24,|14,81  = 26,91 

4 


V 7(31  = 27.037  . 
_4_ 

4|  331 
329 


54|  200 

540 1 20000 

16209 


f>406| 


379100 

378469 

631. 


Beispiel  II. 

|/7j31,j54j60  = 27,047  . . . 
4 

4]  331 
229 


54|  254 

5401  25460 

^1616_ 

5408,  384400 
378609 


4|  324 
276 

52|  4814 
4761 


538|  5381 


5791. 

Im  letzten  Beispiel  ist  der  6 rechts  eine 
Null  hinzugefögt,  da  sich  sonst  keine 
vollständige  Klasse,  die  aus  2 Ziffern 
besteht,  ergäbe. 

Die  Gründe  des  Verfahrens  sind  fol- 
gende. 

Wenn  im  letzten  Beispiel  A die  Zahl 
ist,  deren  Wurzel  man  auszicht,  so  be- 
merkt man,  dass  wenn  r der  Rest  (5791) 
ist,  offenbar:  (27,047)*  = A—r  ist,  also 
genau : 27,047  =V(A  — r). 

Offenbar  nämlich  gelten  die  oben  in 
Fall  A)  gemachten  Schlüsse  auch  für 
die  Zahl  A—r,  da,  wenn  dieselbe  an  der 
Stelle  von  A stände , die  Subtraction 
Null  geben  würde.  Die  Grösse  r ist 
aber  ihrem  wahren  Werthe  nach : 0,005791, 
denn  man  ist  in  der  Rechnung  bis  zur 
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sechsten  Stelle  uach  dem  Komma  vor- 
gerückt, und  allgemein,  wenn  man  n 
Klassen  nach  dem  Komma  noch  berück- 
sichtigt, oder  wie  hier  durch  Nullen  er- 
gänzt hat,  wird  der  Nenner  von  r sein 

10*".  Man  kann  aber  auch  leicht  eine 
Grenze  für  den  wahren  Werth  von  r 
finden.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  den 
bis  dahin  gewonnenen  Wunseltheil  mit 
a und  die  durch  die  nächste  Division  sich 

ergebende  Zahl  mit bezeichnen, 

10n+l 

wo  ß eine  ganze  Zahl  und  kleiner  als 
10  ist.  Es  wird  dann; 


also  in  der  That,  wenn  man  « um  eine 
Einheit  seiner  letzten  Stelle  vermehrt, 
so  würde  man  schon  über  \A  hinaus- 
gekommen sein,  und  mithin  ist  « dieje- 
nige Zahl,  welche  unter  allen  mit  gleich 
viel  Stellen,  welche  kleiner  als  \A  sind, 
dieser  Grosse  am  nächsten  kommt. 

Selbstverständlich  vermehrt  man  aber 
die  letzte  Ziffer  von  rr  um  eine  Einheit, 
wonn  die  nächstfolgende  grösser  als  5 
sein  würde,  wie  bei  allen  Rechnungen 
mit  Dccimalbrüchcn. 

5)  Abkürzung  des  Verfahrens 
beim  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzeln. 


10" +l  10-“+‘ 

von  r abgezogen.  Es  ist  nämlich,  da 
man  bis  zur  nten  Klasse  vorgerückt  ist, 

-i-  der  Nenner  der  letzten  Wurzelziffer 
10" 

und  — - — der  der  folgenden.  Man  hat 
10" + ' 

aber  ß so  gross  genommen,  als  dies  ge- 
schehen kann,  ohne  dass  der  Rest  ne- 
gativ wird.  Vermehrte  man  ß um  eine 

Einheit,  also  um  — — , so  würde  also 
10"  + ' 

letiteres  cintrcten,  und  cs  ist  somit: 

2«0»H-1)  Q+l)‘. 

io"+l  io-"+2’ 

für  ß nehmen  wir  seinen  grössten  Werth 
9,  also  wird  gewiss  sein: 

2a  • 10  , 10» 

io"+‘  103"+2’ 

d.  h.: 


Die  eben  gegebene  Methode  der  Wur- 
zelausziehung  hat  den  Uebelstand,  dass 
die  Divisionen  und  Subtractionen  mit 
immer  grösseren  Zahlen  geschehen,  und 
daher  desto  weitläufiger  und  schwieriger 
werden,  je  weiter  man  in  der  Bestimmung 
der  Wurzelziffern  vorrückt.  Andererseits 
aber  sieht  man  leicht,  dass  wenn  man 
es  mit  irrationalen  Wurzeln  zu  thun  hat, 
nicht  einmal  alle  Ziffern  der  Divisoren 
einen  Einfluss  auf  das  Resultat  ausühen. 
So  z.  B.  würde  im  zweiten  Beispiele  des 
vorigen  Abschnittes  dasselbe  Resultat 
27,047  erhalten  worden  sein,  wenn  man, 
nachdem  man  bis  zum  Divisor  540  ge- 
langt, mit  540  in  die  noch  übrigen  Zif- 
fern 2546  in  der  gewöhnlichen  Weise 
dividirt , ohne  den  Divisor  zn  ändern. 
In  der  That  ist; 

540  I 2546|471  . . . 

J160 

3860 

3780 

800 

und  die  Ziffern  47  des  Quotienten  stim- 
men mit  den  letzten  der  Wurzel  27,047 .. . 


2a  1 f überein. 

r “ *r  Es  fragt  sich  nun,  von  welcher  Stelle 

10"  10  " an  man  diese  Division  mit  unveränder- 


Es  war  nun  : 

ß1  = A— r, 

also : 

a*+r  =ZA, 

,,  2«  , 1 

«H 

10"  10  " 
oder  was  dasselbe  ist: 


\ 10"/ 


a+—  >\A, 
10" 


tem  Divisor  beginnen  könne.  Zuvörderst 
wollen  wir  jedoch  untersuchen,  welche 
Genauigkeit  überhaupt  bei  einer  Wur- 
zclauszichung  zu  verlangen  ist. 

Die  Zahlen,  deren  Wurzeln  man  be- 
stimmen will,  sind  hei  irgend  einer  An- 
wendung offenbar  durch  andere  Rech- 
nungen oder  durch  Messungen  gegeben. 
Ihre  Verlässlichkeit  hat  also  eine  gewisse 
Grenze,  die  man  im  Allgemeinen,  wenn 
es  Decimalbrüche  sind,  eben  durch  die 
Anzahl  Stellen  andeutet,  die  man  dem 
Decimalbrüche  gibt.  Soll  man  nun  also 
a.  B.  aus  A die  Wurzel  ausziehen , so 
ist  A eine  Zahl,  die  einen  Fehler y hat, 
wo  v kleiner  ist  als  eine  Einheit  der 
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niedrigsten  Stelle  von  A.  Die  Zahlen- 
werthe  von  \A  und  \(A-\-v)  werden  nun 
auf  eine  Anzahl  von  Stellen  ühercinstim- 
men,  dann  aber  von  einander  abwcichen, 
und  nur  bis  zu  dieser  Stelle  wird  man 
die  Wurzcluuszichung  fortsetzen , da  die 
folgenden  Stellen  eben  falsch  sind.  Su- 
chen wir  also  diese  Stelle,  d.  b.  beant- 
worten wir  die  Frage:  Wie  viel  richtige 
Stellen  kann  man  für  \A  gewinnen, 
wenn  A ein  abgekürzter  Dccimal- 
bruch  ist? 

Es  sei: 

\A  - fr,  y(A +»»)=<« +1, 
so  ist  die  höchste  Ziffer  von  k dieso 
Grenze  der  Genauigkeit.  Man  hat  aber: 

ri*  = Af  («-f  A)*  z:A  + yt 

also: 


*=2«i-fD,  2 ak<v, 

Zu 

Möge  A nun  nach  dem  Komma  n Stel- 
len haben  — sind  selbst  die  Einer  oder 
mehr  ganze  Stellen  nicht  mehr  vorhan- 
den, so  ist  n negativ  — während  die 
höchste  Ziffer  von  A 2 $ oder  2*  — 1 
Stellen  vor  dem  Komma  stehe.  (Hat 
man  cs  mit  einem  echten  Bruch  zu  thun, 
so  denkt  man  $ negativ).  Es  hat  dann 
A im  ganzen  n + 2s  oder  n+2s  — 1 rich- 
tige Dccimalstellen , und  es  ist  v<  — 

10" 

folglich : 


A . 

2a- 10" 

Was  nun  « anbetrifft,  so  entsprechen  je 
zwei  Stellen,  d.  h.  eine  Klasse  von  A 
einer  Ziffer  von  rr,  mit  Ausnahme  der 
höchsten  Klasse,  welche  auch  eine  Ziffer 
haben  kann,  und  die  höchste  Ziffer  von 
a steht  also  s Stellen  vor  dem  Komma, 
und  cs  ist: 

o<10‘+'. 


Die  Grenze  von  1 hat  rt  nur  im  Nenner ; 

setzt  man  also  IO*"*"'  für  a,  so  wird 
diese  Grenze  vergrössert,  und  mun  hat: 

k< - , 

2-10n  + ,+  1 

d.  h.  der  Fehler  jt  enthält  höchstens 
Ziffern,  die  n-^-s-j-1  Stellen  nach  dem 
Komma  stehen,  n hat  also  n-f  s rich- 
tige Bruchstellen,  wozu  noch  die  s Stel- 
len vor  dem  Komma  kommen,  so  dass 
die  Anzahl  der  richtigen  Decimal stellen 
2j  -fit  ist.  Diese  Zahl  ist  gleich  der 


der  Dccimalstellen  von  A oder  höchstens 
um  eine  Einheit  grösser.  Daraus  folgt: 

„Der  Wurzel  einer  abgekürzten  Zahl 
kann  man  soviel  richtige  Dccimalstellen 
geben  (bezüglich  eine  mehr,  wenn  die 
Ordnung  der  höchsten  Ziffer  der  Zahl 
eine  ungrade  Potenz  von  10  ist),  als  die 
Zahl  seihst  hat.“ 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  die 
Bestimmung  der  richtigen  Wurzelziffern 
mit  möglichst  weniger  Rechnung  errei- 
chen lasse.  Zu  dem  Ende  suchen  wir 
die  Wurzel  von  7934,6815,  welche  Zahl 
8 Dccimalstellen  hat. 


^79j31,|6815=  89,076820  . 

Gl 

16]  1534 
1521 

178|  1368 

1780|  136815 

121649 


17814'  121660 
' 106884 


147760 
142512 
52350  . 

35628 

168520. 

Das  eingcschlagcnc  Verfahren  ist  fol- 
gendes : 

Es  ist  in  der  gewöhnlichen  Weise 
die  Wurzel  ausgezogen  bis  zur  Errei- 
chung der  ersten  4 Ziffern:  89,07,  die 
wir,  ihrem  Werthe  nach  genommen,  mit 
p bezeichnen.  Dann  ist  aber  mit  2p 
weiter  dividirt,  und  zwar  nach  gewöhn- 
licher Art,  indem  man  immer  nach  jeder 
Thcildivision  eine  Stelle , hier  also  wo 
die  Stellen  erschöpft  sind,  eine  Null  dem 
Reste  zufQgt.  Ebensogut  hätte  die  Di- 
vision in  der  gewöhnlichen  abgekürzten 
Weise  stattfinden  können , was  hier  der 
Uebersichtlicbkcit  wegen  nicht  geschehen 
ist.  Es  fragt  sich : Wie  viel  richtige 
Ziffern  erhält  der  Quotient  noch  bei  die- 
ser Division?  Wir  wollen  diese  letzteren 
Ziffern  ihrem  wahren  Werthe  nach  ge- 
nommen durch  q bezeichnen.  Sei  A 
die  Zahl,  deren  Wurzel  man  sucht,  so 
hat  mau  zunächst  gefunden: 

wo  /u  der  Rest  12166  ist,  welcher  erhal- 
ten wird,  wenn  man  die  letzte  Ziffer  von 
p,  also  7 gewonnen  hat,  und  den  Ab- 
zug nach  der  gewöhnlichen  Art  des 
Wurzelziehens  verrichtet  hat. 

In  p wird  dann  mit  2p  dividirt,  und 
q ist  der  Quotient,  so  dass  man  hat: 

also : v - 
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A = pH  2p  9 = (p 4-  9)*  - q *, 

und  folglich: 

J>+9=V(^+f*)' 

Sei  die  höchste  Ziffer  von  A von  2s  — lter 
oder  2ster  Ordnung,  dio  von  9*  von 
h—  lter  Ordnung,  wo  » positiv  oder  ne- 
gativ ist,  je  nachdem  dieso  Ziffer  vor 
oder  nach  dem  Komma  steht.  Die  Aus- 
drücke A und  A + 9*  stimmen  also  in 
den  ersten  2 s — n bezüglich  2s— 1 — h 
Ziffern  überein,  und  sonach  werden  dies 
auch  die  beiden  Qu  ad  rat  wn  nein  \ A und 
V(^-f9")  in  den  ersten  2 s— n Ziffern 
Üborcinstimmcn , wie  wir  oben  gezeigt 
haben. 

Die  höchste  Ziffer  von  M oder 
V(A  + q *)  ist  ster  Ordnung. 

9a  war  <-i-,  also  9<--^  > 

10"  4 

10 3 


also  die  höchste  Ziffer  von  9 von  der 
Ordnung  tj  — 1,  bezüglich  — — jenach« 


dem  n grade  oder  ungrade  ist.  Man 
hatte  also,  als  man  die  abgekürzte  Di- 
vision begann,  bereites — ^ oder  , — 


Ziffern , und  da  eben  so  viel  genaue 
Ziffern  gewonnen  werden  können,  als 
deren  vorhanden  sind , in  welchen  \A 
und  \(A  + q%)  übereinstimmen,  d.  h. 
2s— n,  „so  kann  man  bei  der  abgekürz- 
ten Division  grade  so  viel  genaue 
Ziffern  der  Wurzeln  erhalten,  uIb  man 
deren  vorher  hatte“.  In  unserem  Bei- 
spiele sind  in  der  That  vier  Ziffern  auf 
die  gewöhnliche  Weise,  vier  durch  Di- 
vision gewonnen. 

„Hat  das  Quadrat  2 1 oder  2t  — 1 ge- 
naue Ziffern,  so  muss  man  also  die 
halbe  Anzahl  von  Ziffern  der  Wurzel, 
also  t auf  gewöhnliche  Art  berechnen, 
und  kann  die  andere  Hälfte  durch  das 
abgekürzte  Verfahren  finden,  wenn  man 
diese  Wurzel  so  genau  haben  will, 
s^ls  es  die  Genauigkeit  deB  Quadrates 
gestattet.“ 

Auch  selbst  die  abgekürzte  Methode 
verlangt  sehr  lange  und  zwar  an  Länge 
immer  zunehmende  Divisionen,  wenn  man 
viele  Ziffern  verlangt.  In  letztem  Falle 
würden  also  andere  Methoden  anzuwen- 
den sein,  die  aber  besser  beim  allgemei- 
nen Wurzelansziehen  mitgctheilt  werden. 
(Vergleiche  den  Artikel:  Quantität.) 

Ueber  die  Berechnung  der  Quadrat- 
wurzeln durch  Kettenbrüche  vergleiche 
man  den  Artikel:  Quadratische  Glei- 
chungen. 


6)  Imnginüre  Zahlen. 

Es  ist  somit  dargethan,  dass  jede  po- 
titive  Zahl  eine  positive  Quadratwurzel 
habe,  welche  sich  entweder  genuu  , oder 
bis  zu  einer  beliebigen  Grenze  der  Ge- 
nauigkeit bestimmen  lässt.  Zu  dieser 
Wurzel  kommt  noch  eine  zweite  nega- 
tive von  gleichem  absoluten  Betrage. 

„Was  nun  die  negativen  Zahlen  an- 
betrifft, so  können  deren  Quadratwurzeln 
weder  positiv  noch  negativ  sein.“ 

Denn  sei : 

V(-a)  = i, 

wo  h eine  positive  Zahl  ist,  so  wäre 
also : 

— a = A* ; 

das  Quadrat  einer  positiven  Znlil  kann 
aber  nicht  negativ  sein.  Auch  wenn  b 
negativ  wäre,  müsste  sein  Quadrat  po- 
sitiv sein,  also  ist  auch  hier  die  Glei- 
chung —a—b%  unmöglich. 

Der  Ausdruck  \ — A bildet  ein  neues 
Element  in  der  Arithmetik,  and  heisst 
imaginäre  Zahl , während  man  die  posi- 
tiven und  negativen  als  reelle  Zahlen 
bezeichnet. 

Da  alle  Zahlen , welche  ans  der  Ein- 
heit durch  Abziehen  und  Zuzählen,  Ver- 
vielfältigen und  Thcilcn  entstehen,  posi- 
tiv oder  negativ  sind , so*  gelangt  man 
durch  keine  dieser  Operationen  mit  reellen 
Zahlen  zu  den  imaginären.  Bei  der  An- 
wendung auf  Raum  oder  Zcitgrösscn 
entsprechen  sie  also  nie  einem  wirklichen 
Gegenstände,  da  man  immer  durch  eine 
dieser  Operationen  von  einer  Grösse  zu 
einer  anderen  gleichartigen  gelnngt.  Je- 
doch entstehen  alle  imaginären  Zahlen 
daA*h  dergleichen  Operationen  aus  einer 
einzigen  f— 1,  die  man  ftUC^  * hc- 
zeichnet ; nur  muss  dieselbe  nöthigen 
Falls  mit  einer  reellen  Zahl  verbunden 
werden.  Der  Ausdruck  a + öi,  wo  a und 
b reelle  Zahlen  sind,  ist  also  der  allge- 
meinste in  der  Analysis  verkommende. 
Was  die  Rechnung  mit  dem  Imaginären 
betrifft,  so  verfährt  man  so,  als  wenn  i 
oder  V— 1 eine  unbestimmte  reelle  Zahl 
wäre , indem  man  nur  mit  diesem  Ver- 
fahren die  Gleichung  verbindet: 

cs  ist  nämlich  nach  der  Definition : 
i»=(V-l)*  = -i. 

So  z.  B.  ist: 

V(-il)=V(iM)  = iVi4, 
womit  wenigstens  für  di#  Qnadratnur- 
7,cln  der  negativen  Zahlen  dargethan  ist, 
dass  sie  Vielfache  von  ioderV— 1 sind. 
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Ein  Mehreres  über  die  Natur  and  die 
Eigenschaften  der  imaginären  Zahlen 
gehört  nicht  in  diesen  Artikel.  (Man 
vergleiche  den  Artikel : Quantität.) 

\\  ir  bemerken  noch,  dass  wenn 

V(-l)=i 

gesetzt  wird , eine  zweite  Wurzel  von 
—1  auch  — i sein  muss,  da: 

(-i)*  = (-l)>i*=-l 
ist,  und  eben  so  gibt  es  zwei  Wurzeln 
von  einer  beliebigen  negativen  Zahl  —A, 
nämlich  +i\A  und  —i\'A. 

,,Dic  negativen  Zahlen  haben  ebenso 
wm  die  positiven  2 Quadratwurzeln.“ 

Es  entsteht  aber  jetzt  die  Frage,  wie 
man  aus  einer  imaginären  Zahl  die  Qua- 
dratwurzel linde.  Die  Beantwortung 
derselben  gehört  in  die  Theorie  der  all- 
gemeinen Wurzclausziehung  und  Potenz- 
rechnung. Jedoch  kann  einiges  Elemen- 
tare darüber  schon  hier  gegeben  werden. 
Sei: 

V(n  + 4i)  = c + di, 

wo  <i,  4 gegebene  reelle  Zahlen  sind, 
c und  d dergleichen,  welche  aber  gefun- 
den werden  sollen.  Erhebt  man  beide 
Seiten  dieser  Gleichung  ins  Quadrat,  so 
erhält  man : 

a -|-4i=(c+rf 0’  = c*+2ctfi  -M»  •*, 
oder  da: 


doch  nur  die  obem  Zeichen  der  Wur- 
zeln zu  nehmen , im  entgegengesetzten 
Falle  würden  nämlich  offenbar  c*  und 
d'  negativ,  also  c und  d imaginär  sein. 
Man  hat  also : 


c=  + 


r. 


— | 2 + 2 *’)’ 


Den  neuen  Wurzeln  ist  natürlich  das 
doppelte  Vorzeichen  zu  geben. 

Es  fragt  sich  noch,  welche  Zeichen 
von  c man  mit  denen  von  d combinircn 
müsse,  da,  wenn  man  sie  beliebig  ver- 
bände, vier  Werthe  von  /(T+M)  sich  er- 
geben w ürden,  während  dieser  Ansdruck 
doch  deren  nur  zwei  hat.  Zu  dem  Ende 
gehe  man  wieder  von  der  Formel: 
a-4-bi  = c'  — d*  + 2cdi 
aus.  Ist  h positiv,  so  muss  dies  sonach 
auch  mit  cd  der  Fall  sein,  d.  h.  cs 
müssen  beide  Wurzeln  gleiche  Zeichen 
haben;  ist  4 dagegen  negativ,  so  haben 
s:e  immer  ungleiche  Zeichen,  und  es  ist, 
wenn  jetzt  b eine  immer  positive , a 
eine  positive  oder  negative  Zahl  vor- 
stellt : 


1 + 4*) 


i*=— 1 


ist: 


«+4i  = c*  — d1  -f  2c  di. 

Da  nun  der  reelle  Theil  rechts  c’— d* 
nur  dem  reellen  Theilc  a links  gleich 
sein  kann,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in 
die  beiden  andern: 

azze'  — d',  b = 2cd, 
welche  zur  Bestimmung  von  c und  d 
dienen.  Nach  Elimination  von  d hat 
man: 

h1  Ai 

0 = e,~4c>’  d’  h‘  = 

woraus  folgt: 

e,  = J±|v(«'+4»). 

In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich: 


K«— »s)=±[|/“  + ly(F+Fi 


T 


also: 


d*  + nd>  = ^- 
6 


‘^1  = -£±5F(«,  + i,)• 


2-2 

Da  c und  d reell  sein  sollen , sind  je- 


+»»)]> 

wo  alle  Wurzeln  rechts  mit  dem  positi- 
ven Zc:chcn  zu  denken  sind. 

Beispiel.  Sei  gesucht: 

F(5±12i),  n = 5,  4=12,  V(a*+4> 
also:  = V169  = 13, 

V(5+12i)  = + [|/5+Ü  + i |/5E+F| 

d.  h.t  =±(V9  + iH), 

1^(5+121)=  + (3+ 2i), 
V(5-12i)=+  (8— 2i). 

7)  Quadratwurzeln  aus  Buch- 
st a be  n a us  drü  ck  en,  namentlich 
aus  Po  t enzrei  hen. 

Irgend  ein  Buchstabenausdruck  ist  ein 
vollständiges  Quadrat,  wenn  er  aus  einem 
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ähnlichen  durch  Erhebung  ins  Quadrat 
gewonnen  ist;  so  z.  B.  ist  <** + 2<i6  + A* 
ein  vollständiges  Quadrat  und  0 + 6 die 
Wurzel  davon. 

Ist  ein  Buchstabenausdruck  nicht  auf 
diese  Weise  gewonnen,  so  kann  auch 
seine  Wurzel  durch  keine  Ähnliche  For- 
mel dargestellt  werden.  So  z.  B.  ist 
y(a*-f&1)  nicht  in  solcher  Weise  dar- 
stellbar. Der  Ausdruck  }'*  gibt  eben 
den  WeflT  der  gesuchten  Wurzel  an, 
und  kann  mit  ihm  in  gewöhnlicher  Weise 
gerechnet  werden.  Es  gibt  aber  auch 
Darstellungen  von  Quadratwurzeln  un- 
vollständiger Quadrate  in  der  Gestalt 
unendlicher  Reihen,  die  jedoch  nur  so 

« ß y 

K16*4— 24**  — 7**  + 12*+4  = 4*> -3*-2 
16  x4 

8**|  -24**-7*»  + 12*+4 
-24*» +9*» 

8**  — 6*  -16  **+12* + 4 

— 16**  +12*  + 4. 

Man  sucht  zunächst  die  Wurzel  des  höchsten  Gliedes  16*4,  also  4**  = «,  da 
(**)*=  *4  ist,  zieht  das  Quadrat  16*4  von  der  ganzen  zu  untersuchenden  Qua- 
dratzahl ab ; in  das  erste  Glied  der  Differenz  wird  mit  2«  dividirt  und  der  Quotient 
— 3*  sei  ß ; man  bildet  2 rtß+ß1  und  zieht  wieder  ab,  in  das  erste  Glied  der 
Differenz  —16**  dividirt  man  mit  2(«  + /5)  und  der  Quotient  —2  sei  gleich  y;  es 
wird  dann  2(«+£)y+y*  abgezogen.  Die  Differenz  ist  Null.  In  der  That  hat 
man  also : 

A — n1—  2 aß— ß7  — 2(o+£)y— y1  =0, 

d.  h.: 

A — («+-/?— J-  y)*  =0,  j4=(«+£  + y)», 

und: 


lange  ihre  Bedeutung  und  überhaupt 
einen  Sinn  behalten,  als  sie  convergiren, 
d.  h.  einer  bestimmten  Grenze  sich  an- 
nähem. 

Wir  geben  zunächst  die  Art,  wie  man 
die  Quadratwurzel  aus  einem  Buchsta- 
benausdrucke, der  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist,  berechnet.  Die  Methode  ist 
genau  die  bei  Zahlcnausdrückon  ange- 
wandte. — 8ei  gesucht  die  Quadratwur- 
zel aus : 

A- 16*4  -f  4— 7*?  -24*'  + 12*. 

Die  Zahl  ist  zunächst  nach  absteigenden 
oder  aufsteigenden  Potenzen  einer  Grösse 
zu  ordnen,  also; 


«+£+y=V'A 

was  in  beweisen  war. 

Bei  dreigliedrigen  Ausdrücken  kann  man  einfacher  nach  der  Formel : 
a+4=V(rt*  + 2aö  + 6*) 

verfahren,  d.  h.  die  Grösse  ist  ein  vollständiges  Quadrat,  wenn  iwei  Glieder  voll- 
ständige Quadrate  mit  positivem  Zeichen,  das  dritte  aber  das  doppelte  Product 
beider  ist,  die  Summe,  bezüglich  Differenz  der  Wurzeln  beider  Qnedrate  ist  die 
gesuchte  Wurzel  der  Grössen. 

Beispiel. 

y(9x‘  ±12ax,+ia*z‘=3x’±2ax. 

E«  ist  nlmlich  9**  das  Quadrat  von  3*’,  4a1  x*  daa  von  2«x,  12ax*  aber 
das  doppelte  Prodnct  von  2ax  nnd  3xV 

Geben  wir  noch  ein  Beispiel  der  Entwicklung  einer  Quadratwurzel  einer  nicht 
quadratischen  Grösse  in  eine  unendliche  Bcihe. 
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^9x*-4jr*  = 3z-^-  - 2y--  4y 

3 3*  27z*  243z*  ‘ 

9x* 

6x|  — 4y’ 

-4y’  + ^ 
y ^ 9z' 


fe-£-|  -2L 


3r 


4y* 

9z’ 


_t*l  I 

9z  * 81z1 


«#• 


. 4y •_ 
729z 


4jf*_  4,M 
3z  27z>! 


_ V_ 

81x*  729x*‘ 

Das  Verfahren  ist  ganz  das  obige,  nur  dass  der  Rest  nie  Null  bleibt. 

Das  Gesetz  der  unendlichen  Reihe  rechts  ist  leicht  zu  erkennen.  Offenbar 
ist  dieselbe  gleich; 

Die  Identität  dieses  Ausdruckes  mit  V(axa— 4y*)  findet  aber  nur  so  lange  statt, 
als  diese  Reihe  convergirt,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Different,  welche  beim  fort- 
gesetzten Dividiren  und  Abziehen  entsteht,  sich  der  Null  nähert.  Es  ist  dies 
beiläufig  gesagt  so  lange  der  Fall,  als  2y<3x  ist  Siche  ein  Mehrcres  unter  dem 
Artikel:  Reihen. 

8)  Einigo  Formeln  und  Sätze  über  Quadratwurzeln. 

„Die  Wurzel  aus  einem  Product  ist  gleich  dem  Productc  der  Wurzeln  der 
Factoren.“ 

V(aic  ..  .)  = Vo  V6  Ve  . .. 

Offenbar  ist  nämlich: 

(V<I  \b  }'«•)*  = ya*  yb*  \c%  = aic, 
also  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzeln  bildet: 
ya \b  }'c=y(a b c). 

,,Dio  Wurzel  eines  Quotienten  ist  gleich  der  Wurzel  des  Dividcndus,  dividirt 
durch  die  des  Divisors.“ 

i/I  = Ya. 

1 » V4 

Wir  haben  diesen  Satz  schon  oben  bewiesen,  indem  wir  — als  Bruch  bezeichncten. 

b 

„Die  Wurzel  einer  graden  Potenz  wird  erhalten,  wenn  man  den  Exponenten 
durch  2 dividirt.“ 


Offenbar  ist: 


y ln  n 

1 a 


/ n\t  *n 

(<*  )’=  <*  . 


also  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  auszieht: 

n y 2fi 
a = ’ a . 

Beispiele. 

Es  sei  zu  vereinfachen  der  Ausdruck  : 

V'<ä+V,7w-yTrä-y'28. 

Man  zerlegt  die  einzelnen  Zahlen  unter  dem  Wurzelzeichen  wo  möglich  in  Facto- 
ren, deren  einer  quadratisch  ist;  dies  gibt; 

YT- 8*  + > 7^10» -V'^5'-V,7^2>'  = 3 V7  + 10  K7 - 5 K7 -2  V7  = (3+ 10-5-2)  V7 

= 6 47. 
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y(D.'f  + I8.'frj-M.  |/(^  + 0)  +3,.* 

Man  erhält  durch  Zerlegung  der  Factorcn  und  Vereinigung  der  Nenner: 

\!<)aH'  («+2l,)-2bc  j/— ab  | 4<;’(°+2*)_3nt  ^(^26) 


-*£ /(«+»*)  + 


Habe 


Y(a+2b)=3ab  V(a+2b) 


-ab  \\a  + 2 b)  +66 c V/(«+26)  = (2a6+66e)  Y(a+2b)=2b(a+3c)  V(a+  26). 

Schliesslich  geben  wir  noch  die  Lösung  folgender  Aufgabe : 

„Es  soll  K*±Vy).  «Iso  ein  Ausdruck,  der  unter  dem  Wurzelzeichen  noch 
eine  zweite  Wurzel  hat,  in  eine  Summe,  bezüglich  Differenz  von  zwei  Wurzeln 
verwandelt  werden.“ 

Auflösung.  Wirsetzen: 

n*±Vy)=V“±R 

und  erhalten,  wenn  wir  ins  Quadrat  erheben: 

x \y  = w + u+  V(“f)- 

Da  u und  r nur  durch  eine  Gleichung  bestimmt  sind,  so  können  sic  noch  eiucr 
zweiten  willkürlichen  Bedingung  unterliegen.  Wir  setzen  daher: 

x = ii  + t>, 

und  erhalten  dann: 


Vy  = 2y/(ur),  d.  h:  y — \uv. 


Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  u und  r völlig.  Es  ist: 


also: 

und: 


x-  =u*+2ui;+pa, 
y = 4 m r, 


x*'—  y = ii*—  2uu  + v:  = (»1— ®)*, 


Diese  Gleichung  zu 
addirt,  gibt: 
und  davon  subtrahirt : 
also : 


u-v  = Y(x*-y). 
u+v  = x 

M=j[x-f  V(x»-y)], 
u = j[x-V(xa-y)], 


V*±n=  |/ f+V(|l  ,.ri  + y ~ 

Beispiel. 

Sei  zu  bestimmen: 

V8+V«j. 

Es  ist  dann: 

x = 8,  y =60,  V(x*-y)  = V4  = 2, 

also: 


y) 
— • 


V'8+V'60=y^+j/?3=V5+V3. 
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0)  Tafel  <ler  Quadratwurzeln  dercrstcn  1000  ganzen  Zahlen. 


0 

ioo 

200  1 

300  1 

400 

500 

600 

700 

800 

900 


1 

2 

3 

4 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

ÜL 

i<> 

17 

18 

19 

20 
2t 
22 

23 

24 

25 
20 

27 

28 

29 

30 


1.0000  10,0499  14,1774  17,3494  20,0250  223830  24,5153  26,4764  28,3019,30,0107 
1,4142  10,0995  14.2127  17.3781  20.0499  22,4054  24  5367,20,4953. 28, 3196.30, 0833 
1 .7321  10.1489  11.2478  17,4069  20.0749  22.4277  24.5561(26  5141  28,3373  30.0f.00 

2.0000  10,1980  14.2829  17,4356  20,0998  22,4499  24  5704  20  5330  28,8549  30,0660 
2.2361  10.2470  1 4.3178  17.4042  20.1240  22.4722  24.5967  26,5518  28.3725  30,0832 
2.4495  102950  14  5527  17.1929  2h  1 194  22.4944  24.6171  26,5707  28.3901  30,0998 
2.0458  10.3411  1 1 3875  17.5214  20.1742  22.5167  24  6374  20.5895,28,4077  30,1164 
2.8284  10  3923  14.4222  17.5499  20,1990,22  5389  24.6677  26, 0083  28, 42.53  30,13:10 
3(000  10,4403  1 14508  17,5784  20.2237  22.561024,6779  26,6271  28,1429  30,1496 
3,1623  10,4881  14,4914  17,6068  20.2185i22.f>832  24,6982  26.0458  28, 4605 '30.1662 
0166  10,5367  14  5258  17.63fi2  20,2731  22,6053  24,7184  26.6646  28,4781,30.1828 
3.4611  10,5830  14  5602  17.6635  20  2978  22.6274  24.7386(26,6838  28,4956  30.1993 
3,6056  10.0301  14.5945  17,6918  20,3224  22,6495  24.7588  26.7021  28,5132  30.2159 
3.7417  10,6771,14.6287  17,7200  20,3470  22.6716  24,7790'26.7206  28.5:107  30.2324 
3.8730  10.72381 14.6629  17.7482  20.3715  22  6936  24.7992l26.7395  28.5482(30. 2490 


4, (KUX) 
4,1231 
4,2426 

1,X,89 
I 4721 


10,7703 

10,8167 

10,8628 

10.9087 

10.9545 


14,6969 
14.7309 
14.7648 
14.7986 
14  8324 


17.7704  20,3901  22.7150 
17.8045  20,4206  22,7376 
17.8326  20.4150  22.7596 
17.8606  20.4695  22.7816 
17.888f>!20.4939  22,8035 


24,8193  26.7582 
243395.26,7769 
24  8590  26,7955 
24.8797  26.8142 
24,8998  26,8328 


28.5657|30,2655 
28,5832 i .‘10,2820 
28.6007  30,2985 
28.6182  30,3150 
28.6356  30.3315 


4 ,5826  11,0000  14.8661  17.916,5  20  5183  22  8254  24.9199  20.8514  28.6531(303480 
4.6904  11,0454  14  8997  17.9444  205426  22, 8473'24,9399  26.8701 128  6705  30.3645 
4 7958 'l  1,0905  14  9332  17,9722  20,5670  22.8692  24,9600  26.8887  28.6880l30.3809 
4.8990  11,1356  14.9666  18.00tKJ  20,6913  22.8910  24  980O|26.9O72|28,70f»4;.'«i.3974 
5,0000  1 1,1803116,0000  18  0278  20,6155  22,9129  25.0000|26,9258l28.7228l30,4138 
5, 0990111.2250,15, 0333118.0655:20, 6398.22, 9347125, 020026, 9444128.7402  30,4302 
5,1962  11,2694  15.0665  18.0831  20.6640  22. 9f>65  25.0-100  26,9629  28  7576  30,4467 
5.2915  11.3137  15.0997 '18, 1108  20.6882  22.9783  25, 0f>!»9  26.9815  28,775030,4631 
5,3852  1 1,3578  15,1327  18.1384  20,7123  23,0000  25,0799  27,0000  28,7924  30,4795 
5.1772  1 1 .40181 15.1658  18.1669  20.7364  23,0217  25.0998  27,0185  28.8097! 30,4959 


23,0434125,1197  27,0370128,8271  (305123 
23,0651l25,1396  27,0555  28,8444  305287 
23.0868  25.1595  27,0740  28.8617  30,5450 
211,1084  25,1794  27,0924,28,8791  30.5614 
23,1301  25.1992  27,1109128,8964305778 
23,1517  25.2190  27,1293  28,9187(805941 
23.1733  25.2389  27,1477  28,9310  30,6105 
23,1948  25.2587  27.1662  28,9482  30,6868 
23.2164  25.2784  27,1846  28,965.6  30,6431 
23  2379  25,2982  27.2029  28,9828  30,6594 


31 

32 

33 
3-4 
35 


36 

37 

38 

39 
40_ 

41 

42 

43 

44 
45_ 

46 

47 

48 

49 

50 


5678  11,4455  15,1987 
6569  1 1,4891 1 15.2315 
7446  115326  15.2643 
8310  11,5758  15.2971 
9161111,6190  15.3297 
15,3623 
15,3948 
15,4272 
15.4596 
15,4919 
15.5242 
16,5563 
155886 
15,6205 
15.6525 


,0000  11,6619 
,0828  11,7047 
164411,7478 
,2450  11,7898, 
,3246  11,8322 
,4031111,8743 
,4807  11,9164 
,5574.11.9583 
1.6332  12.0000 
7082[  12,04 16 


18,1934  20,7605 
18.2209  20,7846 
18,2483  20,8087 
18,2757  20.8327 
18,3030  20.8567 
18,3303(20.8806 
18,8576  20,9045 
18,3848  20,9284 
18,412020.9523 
18.4391  20,9762 
18,4662 
18,4932 
18,5203 
18.5472 


21.01X10  23,2594  25.3180(27.2213 
21.0288  23.2809  25.3377  27.2397 
21 .0476  23,3024 j 25.357 4 27.2580 
21.0713,23.3238  25.3772  27.2764 


18,5742  21.0950,23,3452(25.3969  27.2947 


29,0000130,6757 
29.0172  30,6920 
29,0345  30,7083 
29,0617  30.7246 
29.0689130, 7409 


I 6,7823  12,0830  15,6844'18,6011  21.1187, 23, 3666(25, 4165,27 ,3i;X) 29, 0861|30, 7571 
6.8557  12.1244  15,7162’  18,6279  21.1424  23.3880  25.4362  27.3313  29,1033  30.7734 
6,9282  12,1655  15,7480  18,6548  21.1660  23.4094  25,4558  27.3496  29  1204  30,7896 
7,0000,12  2066  15,7797  18,6815  21,1896,23,4307  25.4755  27.3679  29,1376.30,8058 
7,0711112,2474  15,8114  18,7083  2 1,2 1.32  23, 4521  25, 495ll27,3861i29, 1548:30,8221 


Quadratwurzel. 


621 


Quadratwurzel. 


0 

100 

200 

300 

400 

500  ! 

600 

700 

800 

900 


51  7.1414  12.2882  15.8430  18,7360  21,2368  23,4734  25,5147  27,4044  29.1719  30,8383 

52  7.21 1 1 12.3288  15  8745  1S.7617  21,2603  23.4947  25.5343  27.4226  29,1890  30,8545 
5.3  7,2801' 12.3693  15.9060‘18,7883  21,2838  23  5160  25,5539'27.4408  29,2062l30.8707 
54  7.3485  12.4097  15.9374  18,8149  21,8073  23,5372  25,5734  27  4591  29.2233  :)0,8869 

1162  12,4499  15,9687  18,8414|21  8307  235584  25.5930127  177:;  29,2404!30!m:;i 
561  7,4833112,4900 16,0000  18.8680  21, 3~>42  23,5797125.6125  27.4953jW.2575  30.9192 

58  7.5498  12  5300  16  0312  18  8944  21.3776  23.6008  25  0,320  27  5136  29.2746  30.9354 
68  7 6158  12.5698  16,0624  18.9209  21,4009  23.6220  25,6516  27.531829  2916  80,9516 

59  7,6811  12,6095  16,0935  18  9473  21.4243  23, 6432j25.6710  27.550(829.3087|30.9677 
601  7,7460, 12,6491  16, 1245  18  9737  21.4476  23.6643125 (5905)27.5681 129, 3258|30.9839 

61  7.8102  12.68>ii  16  1 555 JIM  NM  m 21,4709  23  685-1  25  7099  27  .>62  29  3I2S  .II.uViTi 

62  7,8740  12.7279  16,1864019,0263  21.4942  23,7» H55  25.7294  27,6013  29,3598  31,0161 

63  7,937312,7071  10,217319,0520  21,5174  23.727025,7488,27,0225  29,3769  31.0322 

64  8,0000.12.8062  16,2481  19.0788  21,5407,23.7487  25.7682,27,6405  29.3939  31.0483 

65  8,0623|  12,8452)  16,2788)19, 1050  21.5639l23.7697  25,7876|27.0586  29  4109!31.0644 


66 

67 

68 

69 

70 


8,1240;  12.8841  16.3095  19.131 1 21,5870  23,7908  25,8070  27,6767  29,4279  31,0805 
8,1854  12.9228  16.3401  19.1672  21.6102  23.8118  25,8263  27.6948  29,4449  31.0966 
8,2462  12.9615,16,3707  19,1833  21,63153  23,8328  25.8457  27.7128  29, 4618  31, 1127 
8,3066  13,0000;  16,4012,19.2094  21,6664  23.8537  25  8650,27,7308,29,4788  31,1288 
8,366(5  13  0384;  16.4317 , 19.2354)21, 6795  23.8747  25.8844)27,7489  29.4958;31, 1448 


71  8,4261  13,0767  16,4621  19.2614  21 
1149  16,4924  19.2873  21 
1529  16  5227,19,313221 


72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 


8.4853  13, 
8,5440  13, 
8.(5023  13 
8, 6603t  13, 


7025,23,8956  25.9037  27 
7256  23.9165  25.9230  27 
7486  23,9374  25,9422  27 
1909  16.5529  19,3391  21,7715  23,9583  25,9615  27 
,2288  16,5831  |l9,3649|21,7945  23,9792  25.9808  27 


.7669  29,5127131,1609 
.7849  29,5296  31,1769 
8029  29  >16(5  31,1929 
8209  29, 5635131. 2090 
8388  29.5804  31.2250 


8,7178  13,2665  16,6132  19.3907,21 
8.7750  13,3041l16.643319  4165  21 
8.85)18  13,3417  16.6733  19,4421  21. 
8,8882)13.3791  1(5. 7033  19.4679  21. 
8,9443  13.41(5-1 16,7332  19.493(5  21. 


.817424,0000  26,0000  27 
,8403  24.0208  26,0192  27 
8632  24,0416  26,0384  27. 
,8861  24.062-1  26.057(5  27. 
,9089  21,0832  26,0768  27 


.8568  29,5973  31,2410 
.8747  29,6142  31,2570 
.8927,29,631 1 31  2730 
9106  29,6479  31,2890 
9285  29,6618  31,3050 


81 

82 

83 

84 

85 


19.5192,21,9317)24,1039  26  0960127,9464  29, 
19,5448  21,9546  24,1247  26, 1151l27.9643  29, 
19,5704  21.9773  24,145-1  26.1343  27  9821  29 


9,0000  13,4536  16,7(531 
9.0554  13,4907,16.7929 
9,1104;  13.5277  16,8226 
9,1652  13,5(547  16.8523 
9,2195  13.6015  16,8819  19, 6214)22, 022  7 24,1868  26.1725!28.0179  29, 


i 19, 5959)22.0000  24, 1661)26, 1534)28.(KK50  29, 


,6816131,3209 
,8985  31,3369 
7153  31,3528 
7321  31,3688 
7489  31.3847 


86 

87 

88 

89 

90 


9,2736 

9.3274 

9,3808, 

9,4340; 

9,48(581 


13,6382,16,9115  19,(54(59  22,0454  24.2074,26, 191(5,28, 0357129, 7658;31, 4006 
13,6748, 16.941 1 19,6723  22,0681  24,2281)26.2127  28.0536'29, 7825  31,4166 
13.71 13  1(5,9706  19.6977  22,0007  24  2487  26,2298  28.0713  29,7993  31.4325 
13, 7477 1 1 7,0000  19,7231 , 22, 1133  24,2693  26.2488)28,0891  29,8161)31,4484 
13,7840117,0294  19.7484)22,1359  24,2899  26,2679  28,1069  29,8329131.4643 


9,5394  13,8203  17,0587  19.7737  22.11 
9,5917  13,85(54  17.0S.HO  19.7990  22,181 1 24,331 1 26.:t059l2S, , |-j;,  29..S064 
9,6437113,8924  17,1 172  19,8242  22,2036  24.3516  26,3249  28,1603  29,8831 
9, 6954,13, 9284l17, 1464  19.8494  22,2261  24,3721  26,3439  28.1780  29,8998 
9, 74(581 13.9(542  17,175(5  19,8746  22.248(5  24,3926  26.3629128.1957,29.9166 
.20-47  19,8997122,2711,24, 

.2337  1 9,9249  22,2935  24 
262719.9499  22,3159  24, 

,2916  19,9760  22,3383)24, 

3205,20,0000)22,3607  24, 


310512(5.28(59128, 1247|29,8496j31, 4802 
31,4960 
31,5119 
31,5278 
31,5436 


96  9,7980  14,0000;17 

97  9,8489  14.0357  17 

98  9,8995  14,0712,17 

99  9,9499  14.1067  17 
100  10,000014,1421117 


28.2135  29.9333 
29,9500 
29,9666 
29,9833 


31,5595 
31,5763 
31.5911 
31,6070 
30,0000  31,6228 


1,4131,26,3818 
5,4336)26.4008  28,2312 
5, 46401 26, 4197 (28^2189 
•6.4386' 28.266(5 
5,4949)26,4575)28,2843 
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Quantität. 


Quadratzahl. 

So  wird  eine  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  genannt,  welche  eine  rationale  Qua- 
dratwurzel hat.  Vergleiche  die  Artikel: 
Quadrat  und  Quadratwurzel. 

üuadriren. 

Ins  Quadrat  erheben. 

Quantität  (allgemeine). 

Die  Quantität  oder  Grösse  bildet  den 
Gegenstand  der  Mathematik,  sowohl  der 
reinen  als  der  angewandten.  Wie  alle 
Begriffe  ist  auch  der  der  Quantität  von 
den  Dingen  der  Aussenwclt  ahstrahirt, 
und  ist  darunter  deren  Eigenschaft  ver- 
standen , dass  andere  gleichartige  Dinge 
mit  ihnen  vereinigt,  oder  von  ihnen  hin- 
weggenommen werden  können,  oder  mit 
andern  Worten: 

„Quantität  ist  die  Eigenschaft  der 
Dinge,  dass  sie  vermehrt  oder  vermin- 
dert werden  können.“ 

Der  Quantität  gegenüber  setzt  man 
die  Qualität,  sie  umfasst  diejenigen  Eigen- 
schaften, durch  die  sich  irgend  ein  Ding 
von  andern  nicht  als  gleichartig  gedach- 
ten unterscheidet.  Es  können  also  die 
Qualitäten  unendlich  verschieden  sein, 
während  die  Quantität  nur  ein  Begriff 
ist.  Dabei  ist  zu  merken , dass  die 
Gleichartigkeit  oder  Nichtgleichartigkeit 
der  Dinge  eben  etwas  nur  dem  Denken, 
nichts  der  Anssenwelt  Entsprechendes 
ist.  Wir  können  Gegenstände  als  gleich- 
artig betrachten,  wenn  wir  gewisse  Qua- 
litäten, welche  sie  von  einander  unter- 
scheiden, unberücksichtigt  lassen,  und 
dann  haben  sic  nur  einen  quantitativen 
Unterschied  von  einander,  sind  also  der 
Mathematik  zugänglich.  Wenn  man  z. 
B.  von  der  Bevölkerungsmenge  eines 
Staates  oder  Landes  spricht,  und  deren 
Berechnung  gewissen  mathematischen 
Betrachtungen  unterwirft,  so  bestehen 
die  gleichartigen  Dinge , die  man  ver- 
bindet, in  den  einzelnen  Bewohnern. 
Man  sieht  also  von  der  vielfachen  qua- 
litativen Verschiedenheit  derselben,  z.  B. 
ob  sie  männlichen  oder  weiblichen  Ge- 
schlechtes seien  u.  s.  w.,  ganz  ab. 

Strenge  genommen  findet  dieser  Ab- 
stractionsprozcss  bei  jeder  Anwendung 
der  Mathematik , selbst  bei  Geometrie 
und  Mechanik  statt.  Linien  z B.  sind 
insofern  von  einander  qualitativ  unter- 
schieden, als  jede  einen  andern  Raum 
cinnimmt.  Misst  man  sie  nun,  d.h.  ver- 
gleicht man  sie,  so  sieht  man  von  die- 
sem Baume,  den  sie  gerade  cinnehmen, 
ganz  ab. 


Da  die  mathematischen  Wissenschaften 
nur  die  Quantität  betrachten,  die  letztere 
aber  eine  einheitliche  ist , so  fragt  sich, 
wie  noch  ein  Unterschied  in  diesen 
Wissenschaften  selbst,  z.  B.  zwischen 
Zahlenlehre  und  Geometrie  oder  Mecha- 
nik stattfinden  könne. 

Diese  Frage  ist  folgendermaassen  zu 
beantworten. 

Die  Zahlenlchre  ist  die  Lehre  von  den 
Grössen  oder  Quantitäten  an  sich.  Sie 
nimmt  keinerlei  qualitative  Bestimmun- 
gen auf,  alle  andern  mathematischen 
Wissenschaften  aber  thun  dies , wenn 
auch  nur  in  dem  Sinne,  dass  sie  zwei 
oder  mehrere  verschiedene  Begriffe  vor- 
aussclxen,  welche  nicht  durch  Vermehren 
oder  Vermindern  aus  einander  entstehen 
können.  So  z.  B.  in  der  Geometrie  be- 
wirken die  drei  Ausdehnungen  des  Rau- 
mes, dass  man  verschiedene  Begriffe  ein- 
führen muss , deren  jede  für  sich  als 
Quantität  betrachtet  werden  kann,  die 
aber  unter  einander  qualitativ  verschie- 
den sind,  wie  z.  B.  Linien  und  Winkel. 
Kein  Winkel  entsteht  aus  einer  Linie 
durch  Vermehren  oder  Vermindern,  und 
umgekehrt,  obgleich  beides  Raumgrössen 
sind. 

In  der  Mechanik  braucht  man  ausser 
den  Raumgrössen,  welche  die  Geometrie 
kennt,  noch  die  Zeitgrösseu,  und  zur 
Bestimmung  der  Bewegung  eines  Punk- 
tes z.  B.  sind  immer  drei  qualitativ  ver- 
schiedene Raumgrössen  nöthig,  welche 
den  drei  Dimensionen  entsprechen.  Seien 
dies  nun  drei  verschieden  gerichtete  Co- 
ordinaten,  welche  eben  wegen  ihrer  ver- 
schiedenen Richtung  von  einander  völlig 
zu  trennen  sind,  und  nicht  durch  Ver- 
mehrung oder  Verminderung  aus  einan- 
der hervorgehen  können , oder  (bei  wel- 
cher Bestimmung  sich  der  qualitative 
Unterschied  noch  schärfer  ausprägt)  eine 
Linie,  ein  Linicnwinkel  und  ein  Ebenen- 
winkel; zugleich  aber  muss  eine  Zeitbe- 
stimmung gegeben  sein. 

Wenn  sich  in  der  Astronomie,  in  der 
mathematischen  Physik  u.  s.  w.  Rech- 
nungen ergeben,  so  beziehen  sich  die- 
selben immer  auf  mechanische  Vorstellun- 
gen. Von  der  reinen  Mechanik  aber 
unterscheiden  diese  Wissenschaften  sich 
dadurch,  dass  über  die  qualitative  Natur 
der  bewegten  Punkte  oder  Körper  ge- 
wisse Voraussetzungen  gemacht  werden, 
z.  B.  dass  sie  einander  Anziehen  oder 
nbstossen,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
dies  geschieht,  dass  sie  in  irgend  einer 
Art  miteinander  verbunden  seien  u.  s.  w. 

Die  Zahlenlehre  ist  also  die  reine 
Quantitätslehre  in  ihrem  weitesten  Um- 
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fange,  sie  geht  eben  nur  von  einem 
völlig  bestimmungslosen  Dinge,  Einheit 
genannt,  aus;  je  mehr  Eigenschaften 
oder  Qualitäten  man  dagegen  diesem 
als  Einheit  betrachteten  Dinge  gibt,  je 
mehr  entfernt  man  sich  von  mathema- 
tischen Vorstellungen.  So  ist  die  Me- 
chanik eine  reiner  mathematische  Wissen- 
schaft als  die  Astronomie,  aus  dem  an- 
geführten Grunde,  diese  mehr  als  die 
Statistik , deren  Einheit  der  einzelne 
Mensch  ist,  ein  höchst  complicirtes  Ding, 
von  dessen  Eigenschaften  dabei  nicht 
gänzlich  abgesehen  werden  kann. 

Die  reine  Quantitäts-  oder  Znhlcnlchre 
hat  cs  mit  allen  möglichen  Operationen  zu 
thun,  die  mit  der  Einheit  oder  der  aus  ihr 
entstehenden  Zahlungrösse  vorgenommen 
werden  können,  ohne  zu  fragen,  inwieweit 
diese  Operationen  in  der  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung  kommen,  also  in 
derUehertragung  auf  die  Begriffe,  von  wel- 
chen die  Einheit  ahstrahirt  ist,  auch  wirk- 
lichen Dingen  entsprechen.  In  der  That 
kann  die  Qualität  eines  Dinges  auch  da- 
rin bestehen,  dass  bei  ihm  gewisse  Eigen- 
schaften nicht  real  werden,  die  der  Zahl 
im  Allgemeinen  anhaften. 

Man  kennt  z.  B.  in  der  Zahlenlehre 
die  Operation  der  Theilung  der  Einheit. 
Spricht  man  nun  z.  B.  von  Bevölke- 
rungsmengen , deren  Einheit  das  Indi- 
viduum ist,  so  ist  hier  eine  Theilung 
unmöglich,  weil  die  Qualität  eines  In- 
dividuums eben  zum  Theil  in  der  Un- 
teilbarkeit besteht. 

Andere  Grössen  sind  wieder  der  Ver- 
vielfältigung unzugänglich  ; z.  B.  in  der 
Wahrscheinlichkeitslehre  ist  die  Einheit 
der  Ausdruck  für  die  Gewissheit,  nnd 
jeder  Theil  der  Einheit  entspricht  einer 
bestimmten  Wahrscheinlichkeit  (vergleiche 
den  Artikel:  Wahrscheinlichkeit),  cs  ist 
also  ein  Vervielfältigen  der  Einheit  un- 
möglich, da  eine  Wahrscheinlichkeit 
doch  nie  die  Gewissheit  übertreffen  kann. 

Die  Zahlenlehre  setzt  ferner  der  posi- 
tiven Zahl  die  negative  gegenüber.  Ne- 
gative Grössen  einer  gewissen  Art  kom- 
men oft  zur  wirklichen  Erscheinung,  .z. 
B.  bei  Zcitgrössen,  wo  man  von  einer 
bestimmten  Zeit  ausgeht,  z.  B.  von  der 
Geburt  Christi  in  der  Chronologie;  die 
Jahre  nach  Christi  Geburt  sind  positive 
Grössen,  die  vorhergehenden  negative. 
Dies  tritt  überall  ein,  wo  der  Anfangs- 
punkt oder  Nullpunkt  der  Rechnung  ein 
willkürlicher  ist,  und  die  Grösse  sich 
nach  zwei  Richtungen  von  ihm  aus  ins 
Unendliche  erstreckt.  In  der  Geometrie 
handelt  es  sich  auch  bekanntlich  in  ge- 
wissem Sinne  um  negative  Grössen,  je- 


doch ist  dies  in  andern  geometrischen 
Betrachtnngcn  wieder  nicht  der  Fall. 
Die  Untersuchung,  in  wiefern  und  antcr 
welchen  Voraussetzungen  Raumgrössen 
negativ  werden,  wird  jedoch  erst  später 
gegeben  werden  können. 

Bei  andern  Grössen,  man  denke  z.  B. 
an  die  Statistik  , kommt  überhaupt  das 
Negative  nicht  zum  Erscheinen.  Man 
nitfRs  aber  hierbei  nicht  in  den  Irrthum 
verfallen  . dass , wenn  z.  B.  die  Mathe- 
matik auf  letztere  Wissenschaft  angewen- 
det wird,  dos  Negative  und  der  Bruch 
gar  nicht  angewendet  werden  dürfe. 
Denn  so  lange  man  in  rein  mathema- 
tischen Betrachtungen  verweilt,  »st  dies 
sehr  wohl  möglich,  nur  das  letzte  Re- 
sultat der  Rechnung,  womit  man  wieder 
in  die  betrachtete  Disciplin  zurücktritt, 
schliesst  natürlich  solche  Quantitäten  aus, 
die  derselben  abgehen.  Man  kann  Be- 
völkcrnngsmcngen  . wenn  sie  einmal  in 
Rechnung  gebracht  sind,  natürlich  thei- 
Icn,  andere  von  ihnen  abziehen,  d.  h. 
Negatives  damit  vereinen  und  so  fort, 
aber  das  Resultat  soll  schliesslich  kein 
Bruch,  und  auch  nicht  negativ  sein.  Im 
entgegengesetzten  Falle  würde  cs  auf 
etwas  Unmögliches  hindeuten. 

Ein  höchst  wichtiger  Theil  der  reinen 
Zuhlcnlchrc,  die  Theorio  des  Imaginären, 
kommt  sogar  in  keiner  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung.  Diese  Theorie 
vermittelt  aber  nichts  destoweniger  die 
gegebenen  Daten  mit  dem  Resultat. 

Das  Imaginäre  kann  sich  w’ährend 
der  Rechnung  oinstellcn,  und  nm  Schluss 
muss  es  wieder  verschwinden,  wenn  nicht 
eben  durch  dessen  Verbleiben  ange- 
deutet  wird,  dass  das  Resultat  ein  un- 
mögliches oder  nicht  vorhandenes  sei. 

Wir  geben  hier  die  Zahlenlehre  oder  die 
Lehre  von  den  reinen  Quantitäten  in  ihren 
einfachsten  Elementen.  Die  Anwendun- 
gen auf  Geometrie  and  Mechanik  sind  in 
vden  entsprechenden  Artikeln  zu  suchen. 

daantittt  (reine  oder  Zahl). 

1)  Einheit,  Null,  ganze  Zahl, 
Ad  di  ti  on. 

Die  Zahlenlehre  geht  von  dem  Begriffe 
der  Einheit  aus.  Dieselbe  wird  definirt, 
als  irgend  ein  Ding,  von  dessen  Eigen- 
schaften man  vollständig  ahstrahirt.  8ie 
ist  also  gänzlich  hestimmungslos,  und 
jeder  Begriff  ist  unter  dem  der  Einheit 
enthalten,  mithin  selbstverständlich  auch 
diejenigen , auf  welche  man  im  Verlauf 
unserer  Betrachtungen  gelangen  wird. 

Die  Einheit  bezeichnen  wir  durch  das 
Zeichen  1,  und  wir  können  von  ihr  zu- 
nächst weiter  nichts  aussagen , als  dass 
sie  ontweder  vorhanden  ist  oder  nicht. 
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Das  Nichtvorhandensein  der  Einheit 
wird  durch  das  Zeichen  0 (Null)  ange- 
deutet. Auf  irgend  eine  Weise  wird  die 
Einheit  eutstchcn , oder  aus  der  Null 
hervorgehen ; sie  ist  mithin,  und  dies  ist 
ja  das  Wesen  eines  jeden  Begriffes,  das 
Resultat  einer  Thätigkeit.  Auch  diese 
Thätigkeit  wird  völlig  bestimmnngslos 
sein,  da  ja  ihr  Resultat  ein  bestiinmungs- 
loses  ist;  wir  bezeichnen  sie  durch  den 
Ausdruck:  addiren,  und  durch  das  Zei- 
chen + (plus).  Die  Formel: 

0 + 1 = 1 

deutet  also  an,  dass  durch  die  Thätig- 
keit  des  Addirens  die  Eins  aus  der  Null 
entsteht. 

Es  kann  nun  aber  diese  Thätigkeit 
wiederholt  werden,  d.  h.  man  kann  bil- 
den 1 + 1,  einen  Ausdruck,  für  dessen 
Resultat  wir  das  Zeichen  2 nehmen. 
Man  hat  also  1 + 1=2,  und  wenn  man 
so  fortfährt: 

2+1=3,  8 + 1 = 4,  4+1  = 5 . . . 

Hier  sagt  man,  man  habe  1 bezüglich 
zu  2,  3,  4 addirt. 

Dieser  Prozess  des  Addirens  in  der 
Gedankenthätigkcit  kann  unendlich  oft 
wiederholt  werden.  Er  würde  nur  dann 
eine  Grenze  haben , wenn  man  statt  der 
bestimmungsloscn  Einheit  von  irgend 
einem  näher  definirten  Begriffe  ausgeht, 
also  in  gewissen  Anwendungen. 

Wir  erhalten  also  unendlich  viel  neue 
Formen,  die  wir  als  ganze  positive  Zah- 
len, oder  kurz  als  Zahlen  bezeichnen. 

1)  „Ganze  positive  Zahlen  entstehen 
aus  der  Addition  oder' Zusanmienfügung 
von  Einheiten.“ 

Die  Addition  wird  nämlich  gewöhnlich 
als  ein  Zusammenfügen  aufgefasst,  und 
man  kann  dies  thun,  wenn  man  erst  die 
Einheit  entstehen  lässt,  dann  diesen  Pro- 
zess wiederholt  u.  8.  f. ; es  sind  dann 
die  Einheiten  zusammengefügt  oder  zu 
einander  addirt.  Indessen  ist  die  zuerst 
gegebene  Definition  der  Addition,  wie 
wir  gleich  sehen  werden,  die  allge- 
meinere : 

„Man  kann  jetzt  auch  beliebige  Zah- 
len addiren,  denn  da  nach  dem  Obigen 
jede  Zahl  als  Einheit  aufgefasst  wird, 
so  kann  man  jede  derselben  auch  aus 
der  Null  entstehen  lassen.“ 

Es  ist  also  z.  B.  5 ■+■  3 definirt  durch 
die  Thätigkciten: 

5+1  = 6,  6+l  = 5 + l + l = 7, 

7+l  = 5+l  + l + l=8. 

Ebenso  können  mehrere  Zahlen  addirt 
werden,  indem  man  erst  zwei  zusammen- 


fügt, dann  die  dritte  damit  Terbindet 
u.  s.  f. 

„Zahlen,  welche  addirt  werden,  heissen 
Glieder  oder  Posten,  das  Resultat  der 
Addition  bezeichnet  man  als  Summe.“ 

Jedes  der  Glieder  besteht  aus  einer 
Zusnmmenfügung  oder  Anzahl  von  Ein- 
heiten , und  die  Gesammtzahl  der  Ein- 
heiten aller  Posten  bestimmt  den  Aus- 
druck der  Summe.  Es  ist  also  z.  B. : 

5+3  = l+l  + l + l + l + l + l + l=8, 

und : 

3+5  = 1+1  + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1=8. 

Es  kommt  also  auf  die  Ordnung,  in  der 
die  Einheiten  entstanden,  nicht  an,  und 
man  hat  den  Hauptsatz  der  Addition: 

I.  „Man  kann  beim  Addiren  die 
Ordnung  der  Glieder  beliebig  ver- 
tauschen.“ 

rt  + ü + c=  a + c+6  = 6 + c+a  . .. 

Hier  bedeuten  a,  6,  c beliebige  Zahlen. 

Wie  immer  in  der  Zahlenlehre  bedie- 
nen wir  uns  der  Buchstaben,  um  diese 
Willkürlichkcit  auszudrücken.  Diese 
Ausdrucksweise  ist  sehr  wichtig  für  diese 
Wissenschaft,  weil  sie  gestattet,  zufällige, 
also  einzelnen  Zahlen  ungehörige,  und 
allgemeine  Eigenschaften  aus  einander 
zu  halten,  und  dies  in  aller  Kürze  an- 
zudeuten. 

Es  ist  ausserdem  in  dem  Obigen  noch 
eine  zweite  Bezeichnung  enthalten.  Be- 
trachten wir  den  Ausdruck: 

5+3  = 8, 

so  bedeutet  das  Gleichheitszeichen  =, 
dass  die  rechts  und  links  geschriebenen 
Formen  identisch  sind.  Als  wir  nämlich 
die  Bezeichnung  2 für  1 + 1»  3 für  2+1 
cinführten,  gelangten  wir  bereits  dazu, 
für  dasselbe  Resultat  zwei  verschiedene 
Formen  zu  haben. 

„Die  Verbindung  von  solchen  Formen 
mit  der  Andeutung  ihrer  Identität  durch 
das  Gleichheitszeichen  nennen  wir  Glei- 
chung,“ 

und  wir  haben  für  die  Gleichungen  be- 
reits den  wichtigen  und  selbstverständ- 
lichen Satz: 

II.  „Wenn  man  mit  beiden  (iden- 
tischen) Seiten  einer  Gleichung  dasselbe 
vornimmt,  so  erhält  man  wieder  Iden- 
tisches auf  beiden  Seiten.“ 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Addition, 
da  sich  auf  diese  allein  jetzt  unsere 
Kenntniss  beschränkt. 

Es  sei: 

a + 6 = c, 

so  ist  auch: 
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a+6+x=c+x. 

Man  hat  nämlich  Gleiches,  nämlich  x, 
auf  beiden  Seiten  addirt. 

Noch  ist  ein  Begriff  zu  definiren,  der 
von  hoher  Wichtigkeit  ist,  der  des 
Grössem  und  Kleinern.  Es  kann  dies 
jedoch  nur  in  beschränkter  Weise  für 
die  uns  bis  jetzt  bekannten  Zahlen  ge- 
schehen. 

„Eine  ganze  positive  Zahl  a heisst 
grösser  als  eine  andere  6,  wenn  zu  b 
eine  Anzahl  Einheiten  addirt  werden 
muss,  um  a zu  bilden,  dagegen  kleiner 
als  6,  wenn  zu  a Einheiten  zugezählt 
werden  müssen,  um  b zn  bilden.** 

Es  folgt  hieraus  unmittelbar  : 

„Null  ist  kleiner  als  jede  ganze  posi- 
tive Zahl.** 

Denn  nach  der  Definition  des  Addi- 
rens  ist: 

0+a=«. 

Es  müssen  also  zu  0 noch  Einheiten 
hinzugeffigt  werden. 

2)  Multipliciren,  Potenz iren, 
Bedeutung  der  Klammern. 

,J)ie  Wiederholung  irgend  einer  Tba- 
tigkeit  hat  nach  dem  Obigen  ihren  Zmh- 
lenausdruck.“ 

Möge  irgend  eine  Thätigkeit  nicht  zu 
der  bestimmungslosen  Einheit , sondern 
zu  irgend  einem  Ausdrucke  « führen, 
so  kann  man  diese  Thätigkeit  wieder- 
holen, d.  h.  a + a bilden,  und  wir  setzen 
s+a  = 2xs  oder  = 2«  fl, 
2xa+lXfl  = 3 • a 
n.  s.  w.  Es  ist  also  auch  : 

lxa  = a,  0«a=0, 

denn  hier  ist  die  Thätigkeit  gar  nicht 
vorgenommen. 

In  nXa  zeigt  also  n an,  dass  wenn 
man  für  a die  Einheit  setzt,  aus  dieser 
Operation  die  Zahl  n hervorgehen  wurde, 
oder: 

„Irgend  eine  Thätigkeit  wird  nmal 
wiederholt,  wenn  das  Resultat  dieser 
Wiederholung  dann  zur  Zahl  n führen 
würde,  wenn  die  ursprüngliche  Thätig- 
keit, wie  man  dies  ja  immer  annehmen 
kann,  diejenige  ist,  welche  zur  Einheit 
führt.“ 

„Ist  namentlich  a eine  ganze  Zahl,  so 
ist  also  nXa  diejenige  Zahl,  welche  ent- 
steht, wenn  man  a nmal  (zur  Null) 
addirt.  Man  nennt  dies  a mit  n multi- 
pliciren.“ 

Das  Multipliciren  ist  also  eine  Wie- 
derholung der  Thätigkeit  des  Addirens. 

„Es  heisst  hierbei  a Multiplicandus, 


n Multlplicator , das  Resultat  der  Multi- 
plication wird  Product  genannt.“ 

Das  Zeichen  der  Multiplication,  ein 
liegendes  Krcnz  oder  ein  Punkt,  kann 
auch  weggelassen  werden,  wenn  einer 
der  beiden  Grössen,  welche  man  multi- 
plicirt,  ein  Buchstabe  ist.  Also:  ab-c% 
gleichbedeutend  mit  flx£  = c,  ebenso: 
3xa  = 3a,  aber  3x7  = 21. 

„Es  ist  ersichtlich , dass  das  Pro- 
duct zweier  ganzen  Zahlen  wieder  eine 
solche  ist.“ 

Z.  B.:  2-3  = 3+3  = 6. 

Ehe  wir  die  beiden  Hauptsätze  der 
Multiplication  ableiten,  musB  auf  die 
Bedeutung  der  Klammern  eingegangen 
werden. 

Da  wir  jetzt  zwei  Operationen,  Addi- 
ren  und  Multipliciren  kennen,  so  wird 
es  auch  möglich,  die  Resultate  einer 
Operation,  also  der  Form  nach  zusam- 
mengesetzte Ausdrücke,  weiteren  Ope- 
rationen zu  unterziehen. 

Soll  z.  B.  3+7  oder  a + b mit  5 mul- 
tiplicirt  werden,  so  ist  cs  hierbei  nöthig, 
auf  irgend  eine  Art  anzudeuten,  dass 
3+7  und  n + 6 als  eine  Grösse  gefasst 
und  als  solche  der  folgenden  Operation 
unterworfen  wird.  Dies  geschieht,  in- 
dem man  diese  Summen  in  Klammern 
einschlicsst.  Es  heisst  also : 

(3+7)x5  = 50,  oder  (a+&)5  = c, 
man  soll  zuerst  die  Summe  3+7  = 10 
oder  a+6  bilden  und  mit  dieser  die  Zahl 
5 multipliciren,  wodurch  man  50  oder  c 
erhält.  Bliebe  die  Klammer  weg,  so 
hätte  man: 

3 + 7x5, 

d.  h.  es  soll  3 zu  7x5  = 35  addirt  wer- 
den, welches  38  gibt. 

Multipliciren  wir  jetzt  eine  Summe  mit 
irgend  einer  Zahl: 

4 - (3+7+5). 

Nach  der  Erklärung  der  Multiplication 
muss  3 + 7+5  viermal  addirt  werden. 
Man  erhält: 

3 + 7+5+3+7+543+7+5+3+7+5, 
oder  da  es  beim  Addiren  auf  die  Ord- 
nung der  Glieder  nicht  ankommt: 
3+3+3+3+7+7+7+7+Ö+5+5+5 
= 4-  3+4  -7+4  • 5, 

oder  allgemein: 

n(a+4+c)  = n»+«  b+nc, 

I.  „Eine  Summe  wird  mit  einer  Zalil 
multiplicirt , wenn  man  jedes  Glied  ein- 
zeln mit  derselben  mnltiplicirt,  und  alle 
Productc  addirt.“ 
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Aas  diesem  Satze  folgt  leicht  der  fol- 
gende nicht  weniger  wichtige: 

II.  „Wenn  zwei  Zahlen  mit  einander 
multiplicirt  werden,  so  kanu  man  Multi- 
plicator  und  Multiplicandus  vertauschen, 
ohne  dass  sich  das  Product  ändert.“ 

Also : 

a • b~  b‘(t,  oder  4*  3 = 3*  4=12. 

Es  ist  nämlich: 

4-8=4.  (l+l+D. 

und  indem  man  den  vorigen  Satz  an- 
wendet: 

4 *3=44-4+4=3  »4. 

Man  kann  aber  auch  mehr  als  zwei  Zah- 
len mit  einander  multipliciren.  Man  ver- 
steht nämlich  z.  B.  unter  dem  Producte: 
4*3*7  den  Ausdruck  4 mit  3*7  oder 
21  multiplicirt,  also  4*3*7  = 84.  Nach 
dem  vorigen  Satze  ist  hiernach: 

4 • 3 • 7 = 4 • 7 • 3. 

Es  ist  aber  auch: 

4*3*  7 = 3*4*  7. 

Denn : 

4*3*7  = 4(74-7 + 7)  = 4*7+4*74-4*7 
= 3*4*  7. 

Man  kann  auch  fQr  beliebig  viel  zu  xnul- 
tiplicircndc  Zahlen  leicht  dasselbe  zeigen, 
und  hat  also  den  Satz: 

III.  „Beim  Multipliciren  kommt  cs 
auf  die  Ordnung  der  zu  multiplicircnden 
Zahlen  nicht  an.  “ 

Die  letzteren,  welche  sich  also  in  Be- 
zug auf  das  Product  ganz  gleich  verhal- 
ten, werden  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Namen  Factoren  benannt. 

Seien  jetzt  zwei  mehrgliedrige  Aus- 
drücke mit  einander  zu  multipliciren, 
also  : 

(«4*  &4~c)  (d+e+f). 

Durch  Anwendung  des  Satzes  I.  erhält 
man : 

(<i  4- & + c)  cf  4- (a  4*  6 4- c)  e 

+ («4-*4-c)/‘4-  ...» 

und  wenn  man  Satz  II.  anwendet,  also 
beide  Factoren  vertauscht,  ergibt  sich: 

rf(«  4- 6 4- e)  4- «(«  4- Ä 4- cJ+ZXa  + 6 4- c), 
und  mit  abermaliger  Anwendung  des 
Satzes  L : 

(a  + &4-c)  («/+«+/*)  = da  + db+dc 

4-  ca  + eb  4-  ec + fa + ß 4-  fe, 

d.  h.: 

„ Ein  mehrgliedriger  Ausdruck  wird 
mit  einem  ebensolchen  multiplicirt,  in- 


dem man  jede«  Glied  des  einen  Factors 
mit  jedem  des  andern  multiplicirt,  und 
alle  Theilproductc  addirt.“ 

Mit  Bezug  auf  die  Sätze  1)  und  2) 
machen  wir  noch  eine  für  die  Methode, 
deren  sich  die  Mathematik  bedient,  wich- 
tige Bemerkung.  — Das  Resultat  dieser 
Sätze  lässt  sich  als  Gleichung  angeben, 
und  da  eine  solche  in  einer  völligen  Iden- 
tität der  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten 
des  Gleichheitszeichens  besteht,  so  lassen 
sich  nicht  allein  solche  Anwendungen 
machen,  wo  die  linke  Seite  in  die  rechte 
verwandelt  wird,  sondern  auch  umge- 
kehrt. Sei  z.  B.  gegeben  der  Ausdruck : 
4a  *64-2(1  • c+6a  • d, 
so  sind , wenn  man  4 a = 2 • a • 2, 
G*a  = 2a*3  schreibt,  sämmtliche  Glieder 
mit  2a  multiplicirt,  und  mit  Anwendung 
des  Satzes  I.  kann  man  dafür  schreiben : 
2a(2A+c4-Sd). 

In  der  That  würde  man  durch  Anwen- 
dung dieses  Satzes  von  dem  letzteren 
Ausdrucke  wieder  zu  dem  ursprünglich 
gegebenen  gelangen. 

Man  hat  hier  also  eine  Summe  von 
Theilproductcn  in  das  Product  eincrSumme 
und  einer  Zahl  verwandelt,  indem  man 
crstcre  innerhalb  eiuer  Klammer  schreibt. 
Mun  pflegt  die«  «o  auszu  d rücke  n : „der 
Ausdruck  2 a «ei  aus  einer  Klammer 
herausgezogen  worden.“ 

Wie  aus  der  Addition  die  Multipli- 
cation, so  entsteht  aus  dem  Multipliciren 
das  Potcnziren.  Es  sei  nämlich: 
l*a  = a = al,  1 • a • a = af,  l*a*  a*a  = a* 
u.  s.  w. 

Die  oben  geschriebene  Zahl  1,  2,  3 
deutet  an,  wio  oft  a mit  sich  selbst,  oder 
genauer  genommen  mit  der  Einheit  mul- 
tiplicirt sei.  Die  Zahlen  a1,  a*,  a*  . . . 

an  heissen  1,  2,  3 . . . nte  Potenz  von 
a;  also: 

„Eine  Zahl  a zur  nten  Potenz  erhe- 
ben, heisst,  sic  nm&l  mit  der  Einheit 
multipliciren.“ 

Die  Zahl  w,  welche  die  Wiederholung 
der  Thfttigkcit  des  Multipliciren«  anzeigt, 
wird  Exponent  genannt,  die  zu  poten- 
zirende  Zahl  a heisst  Basis , da«  Resul- 
tat de«  Potcnziren«,  also  an,  wird  Po- 
tenz genannt.  Man  sieht  sogleich  , dass 
die  Potenz  immer  eine  ganze  Zahl  sein 
wird , wenn  a und  n ganze  Zahlen  sind. 
Auch  ist  die  Bedeutung  deB  Zeichen«  a* 

klar,  denn  da  an  anzeigt,  dass  1 nmal 
mit  a multiplicirt  ist,  so  wird  a°  sageu, 
dass  1 gar  nicht  mit  einer  andern  Zahl 
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multiplicirt  sei,  also  unverändert  bleibt; 
es  ist  also  a°  = l,  was  auch  a sei. 

Wird  die  Einheit  nmal,  dann  pmal 
u.  s.  w.  mit  a multiplicirt,  so  hat  man 
sie  im  Ganzen  n + p mal  multiplicirt;  d.  h. 
in  einer  Formel: 

„n.np ...  =."+»'+•■• 

oder  in  Worten: 

V.  „Potenzen  derselben  Basis  werden 
multiplicirt,  indem  man  die  Exponenten 
addirt.“ 

Geht  man  von  der  Formel: 

a"+f  + » = .V«’ 

aus.  und  setzt  nnprry,  so  hat  man  links 
a'1n,  rechts  an • «*,  d.  h.  die  dritte 

Potenz  von  an  oder  («*)•,  wo  die  Klam- 
mer ihrer  allgemeinen  Bedeutung  nach 

anzeigt,  dass  erst  «n  berechnet,  und 
dann  hiervon  wieder  die  dritte  Potenz 
gebildet  werden  soll.  Man  hat  also: 


oder  da  die  Zahl  3 ganz  willkürlich  ge- 
wählt war  und  von  jeder  dasselbe  gilt: 

(«")P=„pn, 

d.  h.  in  Worten: 

VI.  „Eine  Potenz  wird  zu  einer  an- 
dern Potenz  erhoben,  indem  man  beide 
Exponenten  mit  einander  multiplicirt.“ 

Seien  jetzt  gleiche  Exponenten,  aber 
ungleiche  Basen  gegeben. 

(i abc )•  = abc  abc  abc , 

oder  da  die  Ordnung  der  Factoren  will- 
kürlich ist: 

(abc)3  = aaa  bbb  ccc  = o*  6*  c*. 

Die  Anzahl  der  Factoren  abc  und  der 
Exponent  3 ist  willkürlich  gegeben,  also: 

(«6e  ...)  —a  b c ...» 
d.  h.  in  Worten: 

VH.  „Ein  Product  wird  zu  einer  Po- 
tenz erhoben,  indem  man  jeden  Factor 
zu  derselben  Potenz  erhebt,  und  das 
Product  dieser  Potenzen  bildet.“ 

Addiren,  Multipliciren,  Potenziren  nennt 
man  auch  „directe  Operationen“. 

Man  sieht,  keine  derselben  bringt  an 
sich  eine  andere  Form  als  die  ganze 
positive  Zahl  hervor.  Auch  könnte  man, 
indem  man  das  Potenziren  wiederholt, 
eine  neue  und  immer  neue  Operationen 
entstehen  lassen.  Wie  leicht  zu  sehen, 
würde  dies  jedoch  keinen  sonderlichen 
Kutzen  gewahren ; auch  wäre  die  Bedeu- 


tung der  neuen  Operationen  nicht  ganz 
die  der  gegebenen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich 
nämlich  beim  Potenziren  gegen  das  Ad- 
diren und  Multipliciren  herans.  Wäh- 
rend nämlich  bei  diesen  beiden  Opera- 
tionen mit  Posten  und  Factoren  operirt 
wnrde,  Grössen,  welche  sich  nach  gege- 
benen Sätzen  beliebig  mit  einander  ver- 
tauschen lassen , wird  beim  Potenziren 
mit  der  Basis  und  dem  Exponenten  ope- 
rirt, Grössen,  die  durchaus  nicht  ver- 
tauscht werden  können,  ohne  das  Resul- 
tat zu  ändern.  Diese  Eigenschaft  der 
Potenzen  namentlich  ist  die  Ursache,  dass 
man  bei  der  Wiederholung  des  Poten- 
zirens  nicht  etwas  ähnliches  wie  n gleiche 
Posten  oder  « gleiche  Factoren  hat. 
Man  begnügt  sich  daher  mit  diesen  drei 
directcn  Operationen  und  schliesst  an 
dieselben  die  indirecten  an,  welche  zu 
neuen  Zahlformen  führen. 

3)  Bedeutung  der  indirecten 
Operationen.  Vom  Subtrahiren 
nnd  von  den  nega ti von  Zahl c n. 

Einer  jeden  Thätigkeit,  die  von  irgend 
einem  Ausgangspunkte  zu  einem  Resul- 
tate führt,  können  wir  entgcgenstollen 
die  entgegengesetzte  odor  „negative“ 
Thätigkeit,  welche  von  diesem  Resultate 
zum  Ausgangspunkt  wieder  zurückffihrt. 
D.  h. : Wird  eine  Zahl  a irgend  einer 
Thätigkeit  unterworfen,  welche  zu  einer 
andern  Zahl  b fuhrt,  und  man  unter- 
wirft diese  der  entsprechenden  negativen 
Thätigkeit,  so  muss  dieso  zu  a zurück- 
führen. 

Dem  Addiren  stellen  wir  entgegen  die 
negative  Thätigkeit  des  Snbtrahirens  oder 
Abziehens.  Also  da  4+5  = 9 ist,  so 
muss  4 von  9 abgezogen  wieder  5 geben 
nach  der  Erklärung. 

Das  Zeichen  der  ßubtraction  ist  — 
(gelesen  minus),  und  wir  schreiben: 

9-4=5. 

Allgemein : 

„Ist  o+6  = c,  so  ist  auch  c— 6=0.“ 

Es  folgt  aber  aus  dem  blossen  Begriffe 
der  negativen  Operation,  „dass  Addiren 
nnd  Subtrahiren  sich  aufbeben“. 

Z.  B.: 

5 + 4— 4 = 5, 

aber  auch: 

5— 4+4=5, 

da  in  beiden  Fällen  von  der  5 zu  einer 
andern  Zahl  fibergegangen , von  dieser 
aber  zur  5 zurück  gegangen  ist. 

Es  ist  also  auch: 

40* 
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a—a  — O, 

denn  a entsteht  nus  0 durch  Ilinzufügen 
von  rt  Einheiten. 

Die  Zahl,  von  der  abgezogen  wird, 
nennen  wir  Minucndns,  die  abgezogene 
Zahl  den  Snbtrahendus,  das  Resultat  der 
Subtraciion  Differenz  oder  Rest. 

Dos  Subtrahircn  bezeichnen  wir  dem 
Addiren  gegenüber  auch  als  indirectc 
Operation. 

Eine  Zahl,  z.  B.  4,  kann  von  jeder 
andern  abgezogen  werden,  vorausgesetzt, 
dass  dieselbe  mehr  als  4 Einheiten  ent- 
hält; also  knnn  man  diese  4 auch  als 
abgezogene  Einheiten  für  sich  betrachten, 
indem  man  mit  dieser  Bezeichnung  Zah- 
len versteht,  die  der  Thätigkcit  des  8ub- 
trahirenB  unterworfen  werden  sollen. 
Dergleichen  Zahlen  wollen  wir  negative 
nennen. 

Absoluten  Werth  einer  negativen  Zahl, 
z.  B.  — 5,  nennen  wir  die  Anzahl  der 
negativen  Einheiten,  also  hier  5,  die  sie 
enthält. 

Wir  erhalten  über  negative  Zahlen 
sogleich  unmittelbar  aus  ihrer  Definition 
mehrere  Sätze. 

Zunächst  kann  eine  negative  Zahl  zu 
einer  andern  addirt  werden,  denn  abge- 
zogene Einheiten  hinzufügen,  heisst  ja 
eben,  sic  abziehen.  Es  ist  also: 

4+  —3=4— 3=1, 
und  allgemein: 

rt-| — b — a — b. 

D.  h. : 

I.  „Eine  negative  Zahl  wird  zu  einer 
andern  Zahl  addirt,  indem  man  ihren 
absoluten  Werth  ubzieht.“ 

Werden  gewisse  Einheiten  abgezogen, 
z.  B.  5 , und  dann  eine  andere  Anzahl 
9,  so  hat  man  im  Ganzen  5+9  Einhei- 
ten abgezogen.  Es  ist  also: 

-5-1 — 9 oder  —6—9—  —(5+9)  = —14, 
oder  allgemein: 

— a — b = — (rt  + &). 

II.  „ Zwei  negative  Zahlen  werden 
addirt,  indem  man  die  Summe  ihrer  ab- 
soluten Wcrthe  negativ  nimmt.“ 

Man  kann  auch  eine  negative  Zahl  von 
einer  andern  positiven  oder  negativen 
abziehen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass 
—(  — fl)  die  dem  Zusetzen  oder  Addiren 
von  —«  entgegengesetzte  Thätigkcit, 
welche  naeh  dem  Vorigen  also  mit  dem 
Setzen  von  a oder  +a  Einheiten  iden- 
tisch ist.  Hieraus  erhält  man: 

-(-fl)  = + a. 


HI.  „Zwei  negative  Zeichen  geben  ein 
positives.“ 

Es  folgt  hieraus  leicht: 

U.  8.  W. 

An  diesen  Satz  lasst  sich  folgende 
Betrachtung  knüpfen. 

Wird  z.  B.  5 zu  irgend  einer  Zahl 
addirt  und  7 abgezogen,  wo  also  die  ab- 
gezogenen Einheiten  die  grössere  Zahl 
bilden,  so  ist  dies  somit  dasselbe,  als 
wenn  man  —5  abzöge  und  —7  addirte, 
es  sind  also  7 negative  Einheiten  hin- 
zugefügt und  5 negative  Einheiten  ab- 
gezogen, d.  h: 

6 — 7=— (7— 5)=— 2, 

oder: 

«-*=-(*-«). 

Da  im  Ucbrigen  7— 5 = 2 ist,  so  bat  man 
folgenden  Satz: 

„ Ist  irgend  eine  Zahl  v#n  einer  an- 
dern abzuziehen,  gleichviel  ob  die  letztere 
die  kleinere  sei,  so  zieht  man  den  absoluten 
Werth  der  kleinern  von  dem  der  grössern 
ab,  und  gibt  dem  Rest  das  Zeichen 
oder  — der  grössern.“ 

Dieser  Satz  und  Satz  II.  enthalten  die 
Addition  und  Subtraction  negativer 
Zahlen. 

Da  das  Subtrahiren  auf  das  Addiren 
negativer  Zahlen  zurückgeführt  ist,  so 
kann  man  von  den  erstem  Operationen 
ganz  absehen,  wenn  man  an  ihrer  Stelle 
das  Addiren  negatizer  Zahlen  cinführt. 
Die  früher  gefundenen,  durch  Addition 
nus  der  Null  entstandenen  Zahlen  wollen 
wir  den  negativen  gegenüber  jetzt  immer 
als  positive  bezeichnen  und  ihnen  das 
Zeichen  + geben;  aber  Addiren  und 
Subtrahiren  positiver  und  negativer  Zah- 
len haben  wir  jetzt  folgende  Regeln,  die 
sich  aus  den  Sätzen  I.,  II.,  IH.  und  IV. 
ergeben. 

V.  „Jede  2 Zahlen  werden  addirt, 

a)  wenn  Ihre  Vorzeichen  gleich  sind, 
durch  Zusammcnzählen , indem  man  der 
Summe  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
lässt.  (Dies  ist  für  positive  Zahlen 
selbstverständlich,  und  folgt  für  nega- 
tive aus  Satz  H.) 

b)  wenn  ihre  Vorzeichen  ungleich  sind, 
indem  man  die  kleinere  von  der  grösse- 
ren abzieht  und  dem  Rest  das  Zeichen 
der  letzteren  gibt  (es  ist  dies  in  Satz 
IV.  ausgesprochen).“ 

VI.  „Eine  Zahl  wird  von  einer  andern 
abgezogen,  indem  man  ihr  Vorzeichen 
ändert  (minus  in  plus,  plus  in  minus 
verwandelt)  nnd  dann  addirt , also  nach 
Regel  V.  verfährt.“ 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


629 


Quantität. 


Es  folgt  dies  daraus,  dass  Subtrahircn 
und  Addiren  von  Negativen  identisch 
ist,  wenn  der  Subtrahendus  positiv  ist; 
ist  derselbe  negativ , also  gegeben : 
a—(—b)y  so  ist  dies  nach  Satz  III.  mit 
a+6  identisch. 

Im  Wesen  der  Subtraction  liegt  cs 
noch  begründet,  dass,  wenn  eine  Zahl 
zu  einer  andern  addirt  und  eine  andere 
dann  abgezogen  werden  soll  t z.  B. 
5+7—3,  auch  zuerst  3 von  5 abgezogen 
und  dann  7 addirt  werden  kann.  Denn 
man  hat  ja : 

5+7— 3 =5+4 + 3—3= 5-f- 4, 

und: 

5— 3+7  = 5— 3 + 3+4  = 5+4, 

also : 

VII.  „Sind  beliebig  viel  Zahlen  zu 
addiren  und  zu  subtrahiren , so  kommt 
es  nicht  auf  die  Ordnung  an,  in  der  dies 
geschieht.“ 

Wir  haben  in  dem  Früheren  schon 
den  Gebrauch  der  Klammer  definirt.  Es 
ist  sonach  leicht  einzuschcn,  was  eine 
Klammer  mit  negativem  Vorzeichen  be- 
deutet. Offenbar  soll  in: 

— (a— ö + c— d) 

jedes  in  der  Klammer  enthaltene  Glied 
von  irgend  einer  Zahl  abgezogen,  also 
mit  negativem  Zeichen  genommen  wer- 
den. Man  hat  also: 
-a-(-i)-(+c)-(-d)=  -fl+&-c+d. 

VIII.  „Eine  negative  Klammer  wird 
aufgelöst,  indem  man  das  Vorzeichen  je- 
des Gliedes  derselben  ändert.“ 

Und  umgekehrt: 

„Eine  Summe  oder  Differenz  wird  in 
eine  negative  Klammer  eingeschlossen, 
wenn  man  innerhalb  derselben  das  Vor- 
zeichen jedes  Gliedes  ändert.“ 

Also  z.  B.: 

a—b—c+dzz  — (— a+A+c— d). 

Es  ist  jetzt  noch  eine  Bemerkung  über 
die  negativen  Zahlen  zu  machen. 

Wir  haben  dieselben  lediglich  als  ab- 
zuziehende oder  abgezogene  Einheiten 
aufgefasst*,  ihre  Realität  besteht  also  le- 
diglich in  einer  Thätigkcit , die  aller- 
dings immer  zu  einem  Resultate  führen 
muss,  wenn  das  Abziehen  möglich  ist. 
Beim  Abziehen  aber  gingen  wir  zunächst 
nur  von  der  Betrachtung  aus,  dass  die 
abgezogene  Zahl  kleiner  sei,  als  die,  von 
welcher  man  sie  abzieht,  weil  dies  allein 
zu  den  uns  bis  jetzt  bekannten  positiven 
Zahlen  führt.  So  lange  man  also  das 
Abziehen  an  sich  betrachtet,  kann  man 
mit  negativen  Zahlen  rechnen. 


Verschieden  von  diesen  Betrachtungen 
ist  aber  die  Frage,  ob  negative  Zahlen 
an  sich  zur  Erscheinung  kommen,  d.  h.  : 
Kann  ebenso,  wie  die  positive  Zahl  aus 
der  Wiederholung  einer  Thätigkeit  ent- 
stand, die,  weil  sie  bcstimmungslos  war, 
immer  zu  einem  Begriffe  führte , dem 
man  beliebige  Bestimmungen  oder  Qua- 
litäten ertheilen  kann,  anch  das  Setzen 
von  negativen  Einheiten  an  sich , ohne 
dass  man  sie  von  grössem  Zahlen  ab- 
zicht,  zu  Resultaten  führen?  Die  Be- 
antwortung dieser  Frage  ist  allerdings 
für  die  Zahlenlehrc  völlig  unerheblich, 
da  es  sich  hierbei  um  Anwendung  auf 
bestimmt  qualifleirte  Begriffe  nicht  han- 
delt. Um  so  wichtiger  aber  ist  diese 
Frage  eben  für  die  Anwendungen,  Me- 
chanik, Geometrie  u.  s.  w.  Zu  dem  Ende 
bemerken  wir : Die  negative  Einheit  ist 
offenbar  diejenige,  welche  durch  Addition 
mit  der  positiven  zur  Null  führt.  Die  ne- 
gative Einheit,  und  mithin  die  negative  Zahl 
kömmt  also  dann  zur  Erscheinung,  wenn 
die  Null  aus  irgend  einer  gegebenen 
Grösse  durch  dieselbe  Thätigkeit  (Addi- 
tion) entstehen  kann , wie  die  Eins  aus 
der  Null  selbst,  und  diese  erstere  Grösse 
ist  dann  eben  —1.  Es  ist  dies  also 
dann  der  Fall,  wenn  die  Null  nicht  den 
absoluten  Anfangspunkt  der  Thätigkei- 
ten  bildet,  mit  denen  wir  operiren,  son- 
dern einer  vom  Unendlichen  aus  bis  ins 
Unendliche  sich  erstreckenden  Reihe  an- 
gehört. Es  ist  dies  z.  B.  bei  Bewegun- 
gen der  Fall,  also  wenn  man  für  die 
Einheit  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
nimmt.  Der  Null  entspricht  daun  die 
Ruhe.  Jede  Geschwindigkeit  kann  dann 
aus  der  Null  auf  irgend  eine  Art  ent- 
stehen und  bis  ins  Unendliche  dem  Be- 
griffe nach  zunehmen.  Eben  so  aber 
kann  die  Ruhe  aus  einer  Geschwindig- 
keit entstehen,  indem  man  die  entgegen- 
gesetzte, aber  im  Uebrigen  gleiche  Ge- 
schwindigkeit hinzufügt.  Die  Geschwin- 
digkeiten erstrecken  sich  also  nach  zwei 
Richtungen  ins  Unendliche,  und  haben 
keinen  eigentlichen  Anfangspunkt. 

Setzen  wir  aber  z.  B.  für  die  Einheit 
ein  Individuum,  so  gibt  es  zu  der  Entste- 
hung desselben  zwar  eine  entgegenge- 
setzte Operation,  das  Verschwinden  oder 
Vergehen  desselben.  Diese  letztere  aber 
setzt  eben  das  Individuum  voraus , und 
keinenfalls  gibt  es  ein  Verfahren,  wel- 
ches durch  Setzen  von  Individuen  zur 
Null  führt.  Die  Reihe  der  Tätigkeiten 
erstreckt  sich  also  nur  in  einer  Rich- 
tung von  der  Null,  hier  dem  natürlichen 
Anfangspunkte,  ins  Unendlicho. 

Da  indess  die  Zahlcnlchro  cs  mit  allen 
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möglichen  Operationen  zu  tliun  hat,  die  Zeichen  gibt,  je  nachdem  beide  Zahlen 
von  der  bcstimmungslosen  Einheit  aus-  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vonteichen 
gehen,  so  kann  man  in  ihr  immer  als  haben.“ 

Schlussrcsultat  tu  negativen  Zahlen  ge-  Auch  ergibt  sich,  da  cs,  abgesehen 
langen.  Gleiches  ist  z,  B.  in  der  Me-  vom  Zeichen,  nur  auf  das  Product  der 
ebanik  der  Fall,  da  dieselben  hier  wirk-  absoluten  Wcrthe  nnkommt,  die  Ansdeh- 
lich  vorhanden  sind.  Dagegen  wird  etwa  nung  des  Sattes  III.  Abschnitt  2)  auf 
bei  einer  statistischen  Rechnung  aller-  negative  Zahlen.  Dasselbe  gilt  von  den 
dings  mit  negativen  Zahlen  gerechnet  Satten  I.  und  IV.  des  nämlichen  Ab- 
werden können.  Das  Schlussresultat,  Schnittes. 


falls  die  Frago  einer  Antwort  überhaupt 
fähig  ist,  wird  aber  eine  positive  Zahl 
sein,  da  nur  solche  Zahlen  innerhalb  die- 
ser Wissenschaft  überhaupt  eine  Bedeu- 
tung haben. 

Der  Begriff  der  negativen  Zahl  muss 
jetzt  auch  mit  dem  des  Multiplicirens 
verbunden  werden. 

Augenblicklich  ist  ersichtlich,  dass  eine 
negative  Zahl  mit  einer  positiven  multi- 
plicirt  werden  kann. 

Wir  fassten  das  Multiplieircn  nämlich 
als  eine  Wiederholung  des  Addirens  auf. 
Es  ist  also  z.  B. : 

3x(— o)=  — <H «+  — a=  — (o+a+a) 

= —3«. 

„Eine  negative  Zahl  wird  mit  einem 
positiven  Multiplicator  mnltiplicirt,  wenn 
man  das  Product  der  absoluten  Werthc 
negativ  nimmt.“ 

Es  fragt  sich  aber  nach  der  Bedeutung 
des  Multiplicirens  mit  negativem  Multi- 
plicator. 

Es  ist  dieselbe  durch  den  Begriff  der 
negativen  Operation  gegeben. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  das 
von  den  Zahlen  Gesagte  allgemein  gül- 
tig auf  die  Thäligkeit  des  Rechnens 
selbst  Überträgen  werden  kann.  Da  also 
i.  B.  5-f  (— 5)=0  ist,  so  bedeutet  das 
5 und  dus  —5  mal  Nehmen  einer  Zahl 
soviel  als  das  gar  nicht  Nehmen  dersel- 
ben, und  es  ist  also : 

5.a+(_5).o=0  oder:  (-B)-a=-5a 
Verbindet  man  dieso  Betrachtung  mit 
der  vorigen,  so  kann  man  auch  zwei 
negative  Zahlen  multipliciren.  Es  ist 
nämlich  nach  der  letztem  Betrachtung: 
(_5)-(-a)=-(5.(-o)), 
und  da  nach  der  erstem: 

5 • (—«)=— 5 • a 
isti 

(—5)  • (— a)=  — (— 5«)=5n. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  der  allgemeine: 

IX.  „Zwei  Zahlen,  positive  oder  ne- 
gative, werden  multiplicirt,  indem  man 
ihre  absoluten  Wcrthe  multiplicirt , und 
dem  Product  das  positive  oder  negative 


Man  hat  nämlich  z.  B. : 

3(n— 6+c— (f)  = a—  4+  e—  d 
-| -a  — 6+  c—  d 
+a—  4+  c—  d 
3a— 34+3c— 3 d 

und : 

-3(a-4+e-d)=-(3a-34+3c-3d) 

= — 3o+34-  3c+3d, 

d.  h.  Summen  oder  Differenzen  werden 
mit  negativen  oder  positiven  Zahlen  mul- 
tiplicirt, indem  man  jedes  Glied  mit  Be- 
rücksichtigung seines  Vorzeichens  mit 
dem  Multiplicator  multiplicirt,  und  die 
Theilproductc  addirt.  Satz  IV.  des  Ab- 
schnitts 2)  ist  hiervon  die  unmittelbare 
Folge. 

4)  Vom  Dividiren  und  von  den 
Brüchen. 

Wie  dem  Addiren  als  indircctc  Ope- 
ration das  Subtrahircn,  so  wird  dem 
Multipliciren  das  Dividiren  cutgegen- 
ges  teilt. 

Da  also  z.  B.  von  5 zur  20  durch 
Multiplicatiou  mit  4 übergegangen  wird, 
so  können  wir  von  der  20  zur  5 durch 
Division  mit  4 zurückgehen,  oder  : 

„20  durch  4 dividiren,  heisst  diejenige 
Zahl  finden,  welche  mit  4 multiplicirt 
20  gibt.“ 

Das  Zeichen  der  Division  ist  ein  Quer- 
strich oder  2 Punkte,  also: 

4-^-B,  oder:  4-(20:4)=5, 

4 

allgemein : 

a • — = 6.  Aber  auch : - — - = b. 
a a 

Denn  in  welcher  Ordnung  man  die  Di- 
vision und  Multipli cation  verrichtet,  immer 
kommt  man  zu  b zurück.  Die  zu  divi- 
dirende  Zahl  b wird  Dividendus  oder 
Zähler,  die  dividirende  Zahl  Divisor  oder 
Nenner,  endlich  das  Resultat  Quotient 
oder  Bruch  genannt. 

Eine  Zahl.  z.  B.  50,  welche  eine  an- 
dere 5 als  Factor  enthält,  heisst  Viel- 
faches derselben.  Dividirt  man  das  Viel- 
fache 5*10  durch  den  Factor  5,  so 
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erhält  man  eine  ganze  Zahl  10;  es  ist 
aber  leicht  zu  sehen , dass  sieh  nur  bei 
solchen  Divisionen  ganze  Zahlen  ergeben. 
Dennoch  hat  in  der  Rechnung , worin 

ein  Bruch  4-  vorkommt,  dessen  Zähler 
b 

also  etwa  1 ist,  immer  einen  Sinn.  Denn 
da  der  Einheit  beliebige  Bestimmungen 
gegeben  werden  können,  so  kann  ihr  in 
irgend  einem  Falle  diejenige  gegeben 
werden,  ein  Vielfaches  von  b zu  sein. 

An  sich  kommt  dem  Bruche  was 

auch  b sei,  dann  eine  Realität  zu,  wenn 
die  Grössen,  mit  welchen  man  rechnet, 
einer  neuen  Bestimmung  der  Theilung 
bis  ins  Unendliche  oder  der  Continuität 
theilhaftig  sind.  Ist  nämlich  die  Einheit 
nichtB  Bestimmtes,  sich  von  selbst  Dar- 
bietendes , sondern  lässt  sich  die  Art 
ihrer  Entstehung  als  Wiederholung  eines 
andern  Prozesses  auffassen,  so  dass  man 
eine  andere  Einheit  wählen  kann,  von 
der  sie  ein  Vielfaches  bildet,  so  wird 

diese  neue  Einheit  natürlich  mit  -r-  bc- 

b 

zeichnet  werden,  wenn  die  alte  das  b fache 

davon  ist,  und  4~  ist  ein  Thcil  der  Ein- 
b 

heit  6.4*=1.  Lässt  sich  diese  Thci- 

lung  ins  Unendliche  verfolgen,  so  schrei- 
ben wir  eben  der  behandelten  Art  der 
Grösse  Continuität  zu.  Raum-  und  Zeit- 
grössen  sind  eontinuirlich , Volksmengen 
z.  B.  nicht,  da  hier  die  Einheit  untheil- 
bar  ist. 

Der  Ausdruck  -y  ist  definirt  durch 
die  Gleichung  : 


8atz,  dass:  n(a-f A-f  . . .)  = wa  + it6-|-  . . . 
sei,  ist  noch  dann  richtig,  wenn  o,  b . . . 
Brüche,  n aber  eine  ganze  Zahl  ist,  da 
die  oben  gemachten  Schlüsse  hier  noch 
anwendbar  sind.  Hieraus  ergibt  sich 

auch  leicht  der  Werth  von  a*-p. 

b 

Sei  z.  B. : 


so  ist: 


« = 3, 


b ~ b + 


4 + 4' 


Dieser  Ausdruck  b mal  genommen,  gibt: 

I 


b • *4+  b • 4"+  b 
b b 


• = 3 oder  a, 


es  ist  also: 


b • 


(1)  = '• 


Wie  man  — den  Aten  Theil  von  1 
b 

nannte , so  kann  man  4-  den  b ten  Thcil 

0 

von  a nennen.  Dabei  kann  dieser  Aus- 
druck wieder  eine  ganze  Zahl  geben,  z.B. 
20 

— = 4,  oder  einen  wir  klicken  Bruch, 

5 

als  welchen  wir  jedes  nicht  ganze  Viel- 
fache von  ~,  Wo  b eine  ganze  Zahl 
b 

ist,  verstehen,  n heisst  Zähler,  b Nen- 
ner. Summen  von  Brüchen  bedürfen 
keiner  Definition,  da  man  die  Grössen 

— . . . immer  vereinen  kann.  Der 

6 o 


und  also  nach  der  Definition  a • — mit 

b 

~ identisch. 
b 

Der  Zähler  eines  Bruches  kann  auch 
negativ  sein , denn  auch  die  negative 
Einheit  kann  ja  getheilt  werden.  Offen- 
bar aber  ist : 

(t  + x) ‘=‘-,,=0’ 

also  auch : t 

t + ~r=0’ 

da  aber  a »4 — a • 4"  gleich  Null  ist, 
b b 

nach  der  Erklärung  der  Multiplication 
mit  negativen  Zahlen,  so  hat  man  : 

-a__  l_ 
b ~ *'  b ' 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  leicht 

die  Addition  der  Brüche,  welche  gleiche 

Nenner  haben. 

~ « 1 
Da  nämlich  — = a • — und  — = b • — 
c c c c 

ist,  so  kann  man  sich  — als  Einheit  von 

c 

a und  b denken , wie  dies  die  Multipli- 
cation erfordert,  und  setzen : 

— — -(a-rb)  1 — a — 

I.  „Brüche  mit  gleichem  Nenner  wer- 
den addirt  oder  subtrahirt,  indem  man 
ihre  Zähler  addirt,  bezüglich  subtrahirt, 
und  das  Resultat  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Nenner  verbindet.“ 
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also: 


xc—yc  und  X—y,  oder: 


Hieraus  ergibt  sich  auch  leicht  der 
Begriff  des  negativen  Bruches.  Da 
nämlich: 

Ji  + ^f  = 1=0 

b + b 6 

ist,  und  dasselbe  Resultat  Null  auch 

durch  die  Subtraction  — r"  = 0 ge- 

b b 

funden  wird , so  ist  — und  — iden- 

o b 

tisch. 

Wir  kommen  jetzt  auf  die  Multipli- 
cation und  Division  der  Brüche.  Setzen 
wir  dieselben  zunächst  als  positiv  voraus. 

Wir  haben  aber  folgenden  Satz: 

II.  ,.Ein  Bruch  bleibt  ungeändert,  wenn 
man  Zähler  und  Nenner  mit  derselben 
Zahl  multiplicirt.“ 

Offenbar  ist,  wenn  man  -y-  = * setzt, 

b 

nach  der  Erklärung  der  Division  n = bx, 
also  auch  an  = bnx,  und  folglich: 

an  a 

Tn~X~Y‘ 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  umgc-  und  da  auch: 
kehrt,  d.  h. : 

„ Sind  Zähler  und  Nenner  Vielfache 
von  n,  so  kann  man  beide  durch  n di- 
vidiren.“ 

Wie  ein  Bruch  mit  einer  ganzen  Zahl 
multiplicirt  wird,  ergibt  uns  die  Formel: 


a 

T 


a 

Vc' 


d.  h. : 

IV.  „Ein  Bruch  wird  durch  eine  ganze 
Zahl  dividirt,  indem  man  den  Nenner 
multiplicirt.“ 

Es  kommt  jetzt  auf  die  Bedeutung 
derjenigen  Multiplicationcn  an,  deren 
Multiplicator  ein  Bruch  ist.  Wir  erhal- 
ten dieselbe , indem  wir  die  Entstehung 
des  Bruches  aus  der  Einheit  auf  die 
Th&tigkeit  der  Multiplication  übertragen. 

Da  — • b gleich  Eins  ist , so  kann 
man  sagen: 

„Die  Thätigkeit,  eine  Zahl  — mal  zu 

b 

nehmen,  6 mal  wiederholt,  gibt  die  Zahl 
einmal.“ 

Es  ist  also: 

. 1 

b • — • a — a, 
b 


, a 
b ' — — a 
b 

1 . ft 

ist,  so  ist  -r-  • a mit  — identisch , und 
b b 


a 1 

T = a’V 

cs  ist  sonach  auch: 

b 1 ab 

a • — — — ab  • — = — . 
c ec 

III.  „Ein  Bruch  wird  mit  einer  gan- 
zen Zahl  multiplicirt,  indem  man  seinen 
Zähler  multiplicirt  “ 

Sei  jetzt  ein  Bruch  mit  einer  ganzen 
Zahl  zu  dividiren.  Sei: 


es  heisst  a mit  — multipliciren  nichts 
b 

anderes,  als  a durch  b dividiren. 

Sei  jetzt  dor  Multiplicator  ein  Bruch 
mit  beliebigem  Zähler.  Es  ist: 

1 


a 

— — “ fl  • 

b b' 


also: 


« 1 c ac 

T'c~  rt ' T * c “ “ ‘ T ~T' 


a 

~b 


und  ebenso : 
a c 


ab 


-x. 


so  ist: 


Sei  ferner: 


so  ist: 


a 

~r  — x c. 
b 


1 c _ c 

T * ~d~a'  ~b  ‘~d~a  " Td  bd 

V.  „Zwei  Brüche  werden  multiplicirt, 
wenn  man  die  Zähler  und  die  Nenner 
multiplicirt. 

Tritt  an  die  Stelle  eines  Bruches  eine 
ganze  Zahl,  so  ist  ihr  der  Nenner  Eins 
zu  geben. 


a 

b • c=* 

Die  allgemeine  Regel  des  Dividirens 
mit  Brüchen  folgt  aus  der  Definition  des 
Dividirens  selbst.  Es  ist  nach  derselben  : 

ac  a 

= T=yc’ 

/ a c \ c a 

\b  : ~d)  ~d  ~ T 
Andererseits  aber  auch : 
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ad  e _ ade  _ a 
he  d ~ bed  b ' 

(Sau  II)  alio : 

ad  _ a c 
Zc  ~ ~b  ''  ~d' 

d.  h. : 

VI.  „Soll  ein  Bruch  durch  einen  an- 
dern dividirt  werden,  so  vertauscht  man 
im  Divisor  Z&hlcr  und  Nenner,  und  ver- 
führt dann  wie  beim  Multipliciren.“ 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  in  Satz  I. 
gegebene  Regel  der  Addition  und  Sub- 
traction  der  Brüche  zu  vervollständigen, 
wenn  dieselben  nicht  gleiche  Nenner 
haben. 

Nach  Satz  II.  kann  man  aber  belie- 
bige Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringen, 
i ft  c e 

a 80  b ’ d'  f'  in<3em  man  Je<Jem  Nen- 
ner d die  Factoren  der  andern  b und  f 
hinzufügt,  welche  er  nicht  enthält,  mit 
✓ diesen  Factoren  aber  auch  den  Zähler 
multiplicirt,  so  dass  dann  die  Brüche 
ihrem  Werthe  nach  ungeändert  bleiben; 
da  sic  nun  denselben  Nenner  (General- 
nenner) haben,  so  ist  Satz  L ohne  Wei- 
teres anwendbar.  - 

Was  das  Multipliciren  der  Brüche  an- 
betrifft, von  denen  einer  oder  beide  ne- 
gative Zeichen  haben,  so  ist  natürlich 
die  allgemeine  Regel  hierbei  anzuwen- 
den , dass  gleiche  Zeichen  ein  positives, 
ungleiche  ein  negatives  Product  geben, 
denn  die  bei  derselben  gemachten  Schlüsse 
behalten  ihre  volle  Gültigkeit. 

Wir  haben  aber  noch  die  Divisionen 
zu  erwägen,  wo  der  Nenner  negativ  ist. 
Es  ist  nach  der  Definition,  wenn  die 
Zähler  oder  Nenner  ganze  Zahlen  oder 
Brüche  sind: 

rr<-4)=fl* 

aber  auch: 

a, 

also  : 

fl  n 

—b  “ r 

Es  war  ferner: 

— a fl 

b -“P 

und  endlich  ist: 


aber  auch: 


Diese  Sätze  vereinigen  sich  in  dem 
einen  folgenden: 

VII.  „Haben  Divisor  und  Dividendus 
gleiche  Vorzeichen,  so  ist  der  Quotient 
positiv,  haben  sie  ungleiche  Vorzeichen, 
so  ist  er  negativ.“ 

Wir  fügen  zum  Schlüsse  dieses  Ab- 
schnittes noch  hinzu,  dass  die  Sätze  I. 
und  II.  des  Abschnittes  2)  und  die  sich 
unmittelbar  aus  ihnen  ergebenden  Sätze 
III.  und  IV.  desselben  Abschnittes  auch 
für  Brüche  gelten. 

Offenbar  ist  nämlich : 

fl  c __  c a _ fle 
b d'b~  bd' 

„Es  kfmnen  also  Multiplicator  und  Mul- 
tiplicandus  mit  einander  vertauscht 
werden.“ 

Es  ist  ferner: 

(a  , c e\  j _ / adf  + bef  ±ebd\  g 
\b±d±f)k~\  bdf  /* 
ad  fq  befg  ebda 

~ bdfk  ~ bdfk  ~ Hdfk 

_ £5  , 

~ bk— dk-  fk' 
d.  h. : Jedes  Glied  des  Multiplicandns 
kenn  mit  dem  Multiplicator  verbunden 
werden. 

Wir  kommen  jetzt  zum  Schlüsse  die- 
ser flüchtigen  Skizze  der  Grnndopera- 
tionen  auf  das  Potcnziren  und  die  ihm 
entsprechenden  indirecten  Operationen, 
um  noch  die  Entstehung  der  irrationalen 
und  imaginären  Quantitäten  zu  ver- 
folgen. 

5)  Negativo  und  gebrochene 
Potenzen.  Wu rzelau  s z ie hu ng. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  von  solchen 
Potenzen  gesprochen,  deren  Basis  und 
Exponent  ganze  positive  Zahlen  waren. 
Die  Sätze,  welche  wir  von  denselben  fan- 
den, waren  die  folgenden : 

I.  „Potenzen  derselben  Basis  werden 
mit  einander  mnltiplicirt,  wenn  man  die 
Exponenten  addirt.“ 

In  Zeichen: 

„P  = o"+P. 

II.  „Eine  Potcna  wird  zu  einer  Po- 
tenz erhoben,  wenn  man  die  Exponen- 
ten mnltiplicirt.“ 
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(a*)P  = anP. 

III.  „ Das  Prodnct  von  Zahlen  wird 
zn  einer  Potenz  erhoben,  wenn  man  jede 
zu  der  entsprechenden  Potenz  erhebt, 
und  diese  Potenzen  multiplicirt.“ 

/ l \n  Hkn  n 

(abc  . . .)  =ra  b c ... 

Es  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  drei 
Sitze  ihre  volle  Gültigkeit  behalten, 
wenn  die  Basis  negativ  oder  ein  Bruch 
werden  sollte.  Denn  da  das  Potcnziren 
ein  wiederholtes  Mnhipliciren  ist,  so  be- 
hält dasselbe  seine  volle  Bedeutung,  ab- 
gesehen von  dem  Wcrthe  der  Basis, 
denn  was  dies  auch  für  eine  Zahl  sei, 
so  ist  sie  nach  dem  Vorigen  der  Ope- 
ration des  Multiplicirens  zugänglich,  und 
die  Schlüsse,  welche  zu  diesen  drei 
Sätzen  führten,  behalten  ihre  Kraft. 

Dem  ersten  Satze  stellen  wir  nun  eine 
zweite  gegenüber,  welche  sich  auf  die 
Division  der  Potenzen  bezieht. 

Soll  eine  Zahl  zur  (n-p)ten  Potenz 
erhoben,  also  die  Einheit  (n—p) mal  mit 
a multiplicirt  werden,  so  kann  dies  zu- 
nächst nmal  geschehen,  und  dann  p 
Facto ren  a weggeschafft  werden,  was 
offenbar  geschieht,  wenn  man  das  Re- 
sultat durch  ihr  Product,  d.  h.  durch  die 
p te  Potenz  von  a dividirt.  Man  hat 
also: 


dessen  Zähler  die  Einheit,  dessen  Nen- 
ner die  positive  Potenz  bildet. (( 

Dieser  Satz  bildet  die  Definition  der 
negativen  Potenzen.  Man  sieht  leicht, 
dnss  für  solche  alle  bisher  entwickelten 
Sätze  gelten.  Denn  es  ist: 


womit  Satz  I.  bewiesen  ist;  ebenso  folgt 
Satz  IV. 


Satz  II.  ist  selbstverständlich,  wenn 
der  erste  Exponent  negativ  ist,  denn: 


(« 


=«-r 

Ist  der  erste  positiv  and  der  zweite  ne- 
gativ, so  bat  man : 

(.V*= = 

(«V  a”P 

aber  auch: 


<.-V -'=■ 


np 

= « » 


(•- y 

so  dass  Satz  II.  für  alte  Fälle  gilt. 

Satz  IIL  erhalten  wir  eben  so  leicht,  da : 


d h.: 

IV.  „Eine  Potenz  wird  durch  eine  an- 
dere derselben  Basis  dividirt,  wenn  man 
die  Exponenten  derselben  subtrahirt.“ 

In  ist  nun  n—p  so  lange  po- 

sitiv, als  p kleiner  als  n ist.  Indess  be- 
hält der  Ausdruck  an  P noch  einen 
Sinn,  wenn  auch  n kleiner  als  p , also 
n—p  negativ  ist.  Denn  übertragen  wir 
die  Thätigkeit,  welche  zum  Subtrahiren 
und  somit  zum  Begriff  der  negativen 
Zahl  führte,  auf  den  Begriff  des  Poten- 
zirens,  immer  steht  der  Thätigkeit  des 
Hinzuhigcns  von  Factoren  a zur  Ein- 
heit die  des  Wegschaffens  von  Factoren, 
d.  h.  des  Dividircnt  derselben  entgegen, 

und  cs  bedeutet  somit  a n nichts  an- 
deres, als  dass  die  Einheit  durch  n Fac- 
toren a dividirt  werden  soll.  Somit  ist: 

—i*  1 

a — —• 

„Eine  negative  Potenz  ist  ein  Brach, 


ist.  Wir  verbinden  aber  mit  diesem 
Satze  jetzt  noch  einen  andern,  der  sich 
auf  den  Fall  bezieht,  wo  die  Basis  ein 
Brach  ist. 

Man  hat  dann  z.  B. : 

(n\*_  a • a • a _ o* 

T/  ~ b . “ Ji' 

nnd: 

_ 1 _ A1  a 

a ■ a • a~  o*  ~ j — .t 
b-b  - b 

V.  „Ein  Bruch  wird  zu  einer  Potenz 
erhoben , indem  man  die  enteprochendc 
Potenz  des  Zahler«  durch  die  des  Nen- 
ners dividirt.“ 

Die  negativen  Potenzen  entstehen  aus 
der  Betrachtung,  dass  dem  üinzuffigen 
von  Factoren  ein  Wegnehmen  entgegen- 
steht.  Man  kann  aber  auch  nach  der 
Operation  fragen,  welche  dem  Potenziren 
selbst  so  entgegensteht,  wie  das  Subtra- 
hiren dem  Addircn.  Sei: 
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so  ist  durch  Potenzircn  mit  n von  a zu 
6 übergegangen  worden.  Geht  man  auf 
demselben  Wege  von  6 nach  n zurück, 
d.  h.  mittels  der  Operation,  die  von  b 
zu  a führt,  so  nenut  man  dieselbe  Aus- 
ziehen der  n ten  Wurzel.  Es  ist  also  a 
die  nte  Wurzel  aus  b , und: 

„Aus  einer  Zahl  6 die  nte  Wurzel 
ausziehen,  heisst  diejenige  a finden,  welche 
zur  aten  Potenz  erhoben  b gibt.“ 
n 

Es  ist  somit,  wenn  man  mit  \ die  nte 
Wurzel  bezeichnet,  immer  wenn: 


a=6 

ist,  auch: 

n 

yb=a, 

und : 

n 

b=(yb)H 

b heisst  hier  Radicand , n Wurzelexpo- 

n 

nent,  und  a — \b  Wurzel. 

Wurzeln  führen  immer  zu  schon  be- 
kannten Zahlen,  positiven  oder  negativen, 
ganzen  oder  Brüchen,  wenn  b wirklich 
die  »te  Poteuz  einer  gegebenen  a ist. 
Immer  aber  lässt  sieh  zeigen,  dsss  wenn 
b positiv  ist,  ein  Ausdruck  gefunden 
werden  kann,  der  sich  mit  beliebig  klei- 

«i 

ner  Abweichung  dem  Werthe  von  \b 
ann&hert. 

Man  sehe  hierüber  den  Artikel:  Qua- 
dratwurzel, da  die  dort  angestcllten  Be- 
trachtungen sich  auf  gleiche  Weise  auf 
höhere  Wurzeln  erstrecken. 

Continuirlichkeit  der  Grössen,  mit  de- 
nen man  operirt,  vorausgesetzt,  fuhren 
also  die  Wurzeln  der  positiven  Zahlen 
auf  etwas  wirklich  Vorhandenes,  denn 
wenn  das  Gebiet,  mit  dem  man  sich  be- 
schäftigt, die  Eigenschaft  der  Theilbar- 
keit  bis  ins  Unendliche  besitzt,  so  knnn 
n 

man  \b,  obgleich  man  den  wahren  Werth 
davon  nie  völlig  erreicht,  doch  als  in 
diesem  Gebiete  vorhanden  annebmen. 
Dies  fuhrt  zu  dem  Begriffe  der  Irratio- 
nalzahlen, oder  der  Zahlen,  denen  man 
sich  nur  annähern  kann,  wo  dies  aber 
mit  beliebiger  Genauigkeit  geschieht. 

Alles,  was  von  Brüchen  gilt,  gilt  je- 
doch auch  von  Irrationalzahlen.  Man 
setzt  nämlich  für  dieselben  die  Brüche, 
welche  ihnen  auf  ein  beliebig  Kleines 
nahe  kommen,  nnd  Alles,  was  sich  aus 


den  Rechnungen  mit  denselben  ergibt, 
kann  als  dem  Rechnen  mit  den  irratio- 
nalen Zahlen  selbst  ungehörig  betrachtet 
werden. 

Das  Rechnen  mit  Wurzeln  führt  aber 
auch  noch  auf  zwei  andere  höchst  wich- 
tige Begriffe;  zunächst  auf  ein©  neue 
Zahlenart,  di©  imaginären  Zahlen,  von 
denen  nachher  die  Rede  sein  soll,  und 
die  sich  schon  beim  Ausziehen  der  Qua- 
dratwurzeln ergeben.  Das  ander©  aber 
ist  der  Begriff  der  mehrdeutigen  Ope- 
ration. 

Im  Artikel  Quadratwurzel  ist  gezeigt, 
dass  \a  sowohl  positiv  als  negativ  sein 
kann,  also  zwei  Werthe  hat.  Au6  der 
Betrachtung,  dass  jede  Gleichung  nten 
Grades  n Wurzeln  hat,  also  auch  die 

n " 

Gleichung  x = o,  d.  h. : x = y<*n  Werthe, 
folgt,  dass  jede  nte  Wurzel  n Werthe 
hat,  also  n deutig  ist,  wobei  jedoch  auch 
imaginäre  Werthe  hinzukommen.  Es 
kann  jedoch  bei  diesen  Gegenständen 
hier,  wo  wir  nur  die  Entstehung  der 
Quantitäten  aus  den  Grundoperationen 
verfolgen,  nicht  verweilt  werden. 

Wir  kehren  also  zum  Begriff  der  Wur- 
zel zurück,  und  schliesscn  an  denselben 
den  der  Potenz  mit  gebrochenem  Expo- 
nenten an. 

Zunächst  gibt  es  über  die  Wurzeln, 
Sätze,  die  den  mit  II.,  III.  und  V.  be- 
zcichneten  dieses  Abschnittes  entsprechen. 
Es  ist  nach  der  Definition: 

(v«i)"  = ai, 

Xugleich  aber: 

n n \ n n 

yayb)n  nach  Sa«  IU.  = y«"y4"=«4, 
also: 

n n n 

y<th = ya  yb, 

oder: 

VI.  „Aus  einem  Producte  wird  eine 
Wurzel  ausgezogen , indem  man  sio  aus 
jedem  Factor  auszieht,  und  diese  Wur- 
zelgrössen  multiplidrt.“ 

Eben  so  hat  man: 

aber  auch  nach  Sata  V.: 
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also: 


Offenbar  nämlich  ist  nach  dem  Vo 
rigen : 

7«”n=v(i")mal.o:  }'an 

Namentlich  ist  auch: 


VII.  „Ans  einem  Bruche  wird  eine 
Wurzel  ausgezogen,  indem  man  die  ent- 
sprechende Wurzel  des  Zählers  durch  die 
des  Nenners  dividirt.“ 

Für  die  Operationen  des  Wurzelaus- 
ziehens  und  des  Potenzirens,  wenn  sie 
nach  einander  mit  derselben  Zahl  ver- 
richtet werden,  merke  man  noch  den 
Satz : 

VIII.  „Potenziren  und  Wurzclauszio- 
bung  kann  in  beliebiger  Ordnung  ver- 
richtet werden.“ 

In  Zeichen  heisst  dieser  Satz: 

(y»)',=y('A 

Offenbar  ist  nämlich: 

Y(aP)n=«P 

und  auch : 

somit  also  diese  beiden  Ausdrücke  mit 

« 

\aP  und  also  einander  gleich. 

Mit  diesem  Satze  verbinden  wir  fol- 
genden, der  auf  wiederholtes  Wurzclaus- 
ziehen geht  und  sich  dem  Satze  II.  über 
Potenzen  anschlicsst. 

Es  ist  offenbar: 


und  also: 

cs  ist  also  der  Definition  gemäss: 


oder: 

IX.  „Eine  Wurzel  wird  aus  einer 
Wurzel  ausgezogen,  indem  man  die  Wur- 
zelexponenten multiplicirt.“ 

Ergänzt  wird  dieser  Satz  durch  den 
folgenden,  der  sich  wieder  auf  Poten- 
ziren und  Wurzelausziehen  bezieht. 

X.  „Haben  eine  Wurzel  und  ein  Po- 
tenzexponent derselben  Grösse  einen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  kann  der- 
selbe wcggelassen,  gehoben,  werden.“ 

D.  h.  in  Zeichen: 


\amP  =«P. 

Es  ist  dies  die  Anwendung  des  letz- 
ten Satzes  auf  den  Fall,  wo  der  Wur- 
zelexponent ein  Factor  de»  Potenzexpo- 
nenten ist.  In  gleicher  Weise  hat  man 
aber  auch,  wenn  das  Umgekehrte  statt- 
findet : 


mp 

\a 


m 


Schreibt  man  in  der  Formel: 


YamP , *np  = q, 

so  erhält  man : 


9 


Hier  steht  im  Potenzexponenten  ein 

q 

Bruch  — , der  jedoch  nur  der  Form  nach 


ein  solcher  ist,  da  -~~=pt  also  gleich 

einer  ganzen  Zahl  ist.  Untersuchen  wir, 
ob  Potenzen  mit  einem  wirklichen  Bruch 
als  Exponenten  noch  eiue  Bedeutung 
haben. 


Wir  wollen  demnach  in  der  Erklärung 

des  Bruches  -i,  wonach  dies  diejenige 

m 

Zahl  ist,  die  mmal  genommen  die  Ein- 
heit gibt,  dem  Begriffe  der  Einheit,  wie 
wir  Aehnliches  schon  Öfter  gethan,  die 
Thätigkeit  des  Potenzirens  substituiren. 

Da  nun  a nichts  anders  ist  als  die  Ein- 
heit wiederholt,  und  zwar  «mal  mit  a 

1 


multiplicirt,  so  heisst  die  Potenz  am  =a 
bilden  nichts  anders,  als  die  Einheit  mit 
einer  Zahl  multipliciren,  welche  so  be- 
schaffen ist,  dass  wenn  dies  Verfahren 
mmal  wiederholt  wird,  die  Einheit  ein- 
mal mit  « multiplicirt  ist.  Es  ist  also: 


«”*=«,  oder:  (am)m  = a, 


und  da  y(a)w  ebenfalls  gleich  ist,  so 

ist  am  nichts  anders  als  die  mte  Wur- 
zel aus  a. 
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„Eine  Potenz  mit  gebrochenem  Ex- 
ponenten, dessen  Zähler  1 ist,  bedeutet 
nichts  anders  als  diejenige  Wurzel,  welche 
der  Nenner  anzeigt.“ 

Sei  jetzt  der  Zähler  beliebig,  also 

P_ 

nm  die  gesuchte  Potenz.  Da  man  hat 

— = p • — , so  ist  das  Erheben  zur  Po- 
nt r m 

tenz  — nichts  anders,  als  die  Erhebung 

ffl 

zur  Potenz  — »mal  wiederholt,  d.h.: 
m 


p 


n 


m 


„Eine  Potenz  mit  beliebigen  gebroche- 
nen Exponenten  gibt  diejenige  Wurzel 
an,  welche  der  Nenner,  und  diejenige 
Potenz,  welche  der  Zähler  anzeigt.“ 

Dass  sich  in  den  Bruchpotenzen  Zäh- 
ler und  Nenner  heben  lassen,  folgt  schon 
aus  Satz  X.  Indcss  ist  hierbei  noch 
eine  Bemerkung  zu  machen.  Jede  Wur- 
zel hat,  wie  oben  bemerkt,  so  viel  Werthe 
als  ihr  Exponent  anzeigt.  Beim  Heben 
wird  nun  die  Anzahl  dieser  Werthe  klei- 
ner, und  daher  ist  die  Identität  zwischen 
mp  v 

V(«m  ” ) und  \an  nur  derart  vorhanden, 
dass  jeder  Werth  der  letztem  Grosse 
einem  Werthe  der  erstem  gleich  ist, 
nicht  aber  umgekehrt. 

So  ist  z.  B.  die  Gleichung: 


die  Exponenten  Brüche  sind.  Man  hat 
nämlich  offenbar,  mit  Anwendung  frü- 
herer Sätze : 


p_  n q nq  nq 

«”  i i~äFn 


nq nq  mg  . f pn 

= y . apn = y a'n(* +rnzza  n? 


— + iL 


also : 


m 


n 

a n 


?-  ” . JL 


was  der  Satz  I.  in  Bezug  auf  Bruch- 
potenzen ist,  und  ebenso: 


V«*  = a* 

« 

zu  verstehen.  Es  kann  y<i4  =a*  und  gleich 
— a*  sein,  während  der  Ausdruck  a* 
rechts  eindeutig  ist. 

Die  Bedeutung  von  Bruchpotenzen  mit 
negativem  Exponenten  erliegt  keiner 
Schwierigkeit,  da  hier  nur  beide  Defi- 
nitionen der  negativen  und  der  Bruch- 
potenz zu  combiniren  sind.  Immer  ist: 


Die  Allgemeingültigkeit  der  mit  II.,  III. 
und  V.  bezeichnten  Sätze  auch  für 
Bruchpotenzen  folgt  unmittelbar  aus  den 
für  Wurzeln  gegebenen  Sätzen  VI.  bis 
X.,  und  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck 
für  dieselben. 

Was  die  Sätze  I.  und  IV.  anbetrifft, 
so  haben  wir  für  sie  keine  Analogie  in 
Bezug  auf  Wurzeln  gegeben.  Indcss  sind 
diese  Sätze  vollständig  gültig,  wenn  auch 


was  mit  Satz  IV.  übereinstimmt. 

Mit  Hülfe  der  Definitionen  der  nega- 
tiven und  Bruch-Potenzen  kann  nun  der 
Begriff  der  Wurzel  ganz  durch  den  der 
Brucbpotenz  ersetzt  werden,  und  die 
Theorie  derselben  ist  in  den  Sätzen  I. 
bis  V.  völlig  enthalten. 

Dem  Potenziren  steht  nicht,  wie  dem 
Addiren  und  Multiplicircn , nur  eine  in- 
dirccte  Operation,  sondern  deren  zwei, 
nebst  dem  Wurzelausziehen  noch  das 
Auffinden  der  Logarithmen  entgegen. 
Da  diese  Ucbersicht  aber  hauptsächlich 
den  Zweck  hat,  die  Zahlformen  aufzu- 
finden , die  sich  bei  den  verschiedenen 
Rechnungen  ergeben,  so  übergehen  wir 
diese  Operation  hier,  da  sie  nicht  zu 
neuen  Zahlformen  führt,  indem  wir  das 
auf  die  Logarithmen  Bezügliche  dem  ent- 
sprechenden Artikel  überlassen. 

Der  Erörterung  der  imaginären  Quan- 
titäten aber  wollen  wir  einen  eigenen 
Artikel  widmen,  da  die  genauere  Unter- 
suchung dieser  Grössen  weiter  in  das 
Gebiet  der  Analysis  bineinfübrt,  als  wir 
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bei  den  Betrachtungen,  welche  diesem 
Artikel  zu  Grunde  liegen,  zu  schreiten 
im  Staude  sind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  die  Begriffe 
der  negativen  und  irrationalen  Zahl  schon 
den  Griechon  bekannt  war,  welche  na- 
mentlich durch  geometrische  Betrachtun- 
gen auf  sic  geführt  wurden.  Die  Theo- 
rie der  Potenzen,  namentlich  der  ge- 
brochenen und  negativen  gehört  dagegen 
in  ihren  Anfängen  den  Arabern,  in  ihrer 
Vollendung  erst  der  neueren  Zeit,  bis 
hinein  in  das  vorige  Jahrhundert,  an. 
Namentlich  hat  das  Verfolgen  der  Viel- 
deutigkeit der  Wurzeln  und  gebrochenen 
Potenzen  lange  Zeit  die  Mathematiker 
auf  Irrwege  geführt. 

Quantität  (imaginäre). 

1)  Entstehung  der  imaginären 
Zahlen. 

Indem  wir  an  den  vorigen  Artikel  hier 
zunächst  anknüpfen  wollen,  erinnern  wir 
daran,  dass  wir  von  der  Einheit  in  dem- 
selben ausgehend,  und  dieselben  ver- 
schiedenen Rechnungs  - Operationen  un- 
terwerfend , nach  und  nach  zu  allen 
übrigen  reellen  Zahlen  gelangten.  Ein 
Nachweis  ihrer  Realität,  dass  Bie  also 
wirklich  zur  Erscheinung  kommen,  ist 
darum  unnöthig,  weil  alle  diese  Zahlen 
sich  dem  gänzlich  bestiramungslosen  Be- 
griffe der  Einheit  selbst  jedenfalls  un- 
terordnen lassen.  Auf  diesem  Wege 
fortschreitend,  wird  hier  das  Imaginäre 
entwickelt. 

Indess  ist,  wie  doch  vorläufig  bemerkt 
werden  muss,  noch  ein  zweiter  Weg 
möglich.  Man  kann,  statt  bloss  die 
Einheit  vorauszusetzen,  von  continuir- 
lichen  Grössen  ausgehen.  Dann  sind 
Brüche  und  Irrationalzahlen , wenn  man 
die  Continuität  sich  nach  beiden  Rich- 
tungen ins  Unendliche  fortgesetzt  denkt, 
auch  die  negativen  Zahlen  gegeben. 
Wie  durch  Erweiterung  dieser  Betrach- 
tung zu  dem  Imaginären  ebenfalls  ge- 
langt werden  kann,  soll  der  Verfolg  die- 
ses Artikels  zeigen. 

Das  Imaginäre  verdankt  seine  Ein- 
führung in  die  Analysis  zunächst  der 
Auflösung  der  Gleichungen,  und  zwar 
kann  cs  auf  die  quadratischen  Gleichun- 
gen allein  zurückgeführt  werden.  Schon 
die  Auflösung  der  Gleichung: 

*•+ a*  =0 
fuhrt  auf  die  Form: 

x*  = V(— a*),  oder:  x—a\— 1, 

und  man  siebt  leicht,  wenn  man  einen 
dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Glei- 


chung einfiihrt,  die  darin  vorkommenden 
Quadratwurzel  gemäss  der  Definition  so 
behandelt,  dass  ()/— <**)*  = — a*,  und 
(V  — 1)*  = — 1 gesetzt  wird,  die  Glei- 
chung identisch  wird.  Eben  so  führt  die 
Auflösung  der  quadratischen  Gieichung: 

z*+2ax  4-6=0 
zu  der  Wurzel: 

x = — a + V(a*  — Ä), 

und  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenu 
b positiv  und  grösser  als  a 7 , also  etwa 
a1—  &=— a*  ist,  man  immer  einen  Aus- 
druck erhält: 

x—— fl  i a\  — 1 =— V(— «?), 

welcher  in  die  Gleichung  eingesetzt,  und 
nach  den  gewöhnlichen  Regeln  des  Rech- 
nens mit  der  Maassgabe  behandelt,  dass 
F(~  = 1 ins  Quadrat  erhoben 

— rt*  gibt,  diese  Gleichung  identisch 
macht. 

Wir  defmiren  daher  eine  imaginäre 
Grösse  als  die  Wurzel  einer  negativen 
Zahl.  Eine  solche  lässt  sich  immer  zu- 
rückfübren  auf  den  Ausdruck  — 1, 

worin  n positiv  oder  negativ  ist.  Eine 
solche  Grösse  nennen  wir  jetzt  im  Ge- 
gensatz zu  den  imaginären  reelle  Grössen. 
Den  Ausdruck  a-f-«  1,  der  sich  beim 

Auflösen  der  allgemeinen  quadratischen 
Gleichungen  ergibt,  nennen  wir  complexe 
Grösse.  Er  besteht  aus  einer  reellen  und 
imaginären  Grösse,  dio  durch  das  Addi- 
tions-  (oder  Subtractions-)  Zeichen  ver- 
bunden sind.  Bezeichnen  wir  noch  den 
Ausdruck  \ — 1 durch  i,  so  ist  n*  der 
Ausdruck  für  eine  imaginäre,  <r-f  ßi  für 
eine  complexe  Grösse,  und  der  Defini- 
tion gemäss  ist  »*  = —1. 

Die  Nothwcndigkeit , mit  Imaginärem 
zu  rechnen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
schieht, sieht  man  ohne  Weiteres  ein. 
Ist  z.  B.  eine  quadratische  Gleichung 
mit  Buchstaben-Coefficicnten,  über  deren 
numerische  Wcrthe  und  Vorzeichen  man 
mithin  keine  weitere  Kenntniss  hat,  ge- 
geben, so  kann  die  Nothwcndigkeit  vor- 
handen sein,  dieselbe  aufzulösen,  und 
zwar  in  ihrer  Allgemeinheit,  während 
die  Werthc  erst  gelegentlich  specialisirt 
werden  sollen.  Man  verfährt  dann  so, 
dass  man  nur  diejenigen  Sätze  anwen- 
det, welche  sowohl  für  positiv  als  nega- 
tiv ganze  oder  gebrochene  Zahlen  gleich- 
massig  gelten;  also  z.  B.  dass  man  die 
Factorcn  eines  Products  vertauschen 
kann,  oder  einen  gleichen  Factor  in  Zäh- 
ler und  Nenner  wechselt. 

Alle  diese  Sätze  kann  man  anwenden 
und  hat  sic  bereits  angewandt,  wenn 
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eine  Specialisirang  der  Aufgabe  zeigt, 
dass  deren  Auflösung  eine  imaginäre 
Zahl  gibt  Hieraus  folgt: 

I.  „Das  Rechnen  mit  imaginären  und 
complexen  Zahlen  geschieht  derart,  dass 
man  in  dem  Ausdrucke  rt-f/St  * behan- 
delt wie  eine  reelle  and  unbestimmte 
Buchstabengrösse,  aber  der  Definition 
und  der  Rechnungsregel  gemäss: 

setzt,  also  immer,  wo  sich  das  Quadrat 
von  t cinstellt , dies  mit  der  negativen 
Einheit  vertauscht.“ 

Es  ist  also  sonach  x.  B. , indem  man 
i sich  als  willkürlich  denkt  und  einen 
Satz  vom  Multipliciren  anwendet: 

(y-f  Ji)  — "y  + (ßy-\-  "tyi+ßJi* 
= rty—ßd  -f-  (ßy  + ad)i. 

Es  ist  aber  bereits  in  dem  Artikel  „Qua- 
dratwurzel“ gezeigt  worden,  dass  eine 
negative  Zahl  weder  eine  positive  noch 
eine  negative  Quadratwurzel  haben  kann. 
Da  nun  alle  Zahlen,  welche  durch  Ver- 
mehren oder  Vermindern  aus  der  Ein- 
heit entstehen,  entweder  negativ  oder 
positiv  (ganz  oder  gebrochen)  sind,  so 
steht  der  Ausdruck  V(  — 1)  oder  V(  — ft') 
in  keiner  Grössenbeziehung  zur  Einheit ; 
er  kann  nicht  im  eigentlichen  Sinne  als 
Grösse  oder  Quantität  bezeichnet  wer- 
den. Wesentlich  unterscheidet  sich  hier- 
durch das  Imaginäre  von  allen  den  Aus- 
drücken, negativen  Zahlen,  Brüchen,  Irra- 
tionalzahlen, welche  sich  beim  indirecten 
Opcriren  ergeben.  Wahrend  nämlich 
bei  gewissen  Anwendungen  diesen 
Grössen  möglicherweise  die  Realität  nicht 
zukommt,  so  ist  dies  doch  (siche  den 
▼origen  Artikel)  bei  gewissen  andern  An- 
wendungen jedesmal  der  Fall,  und  na- 
mentlich in  der  allgemeinen  Grössen- 
oder Zahlenlehre  kommt  ihnen  diese 
Realität  zu,  indem  sie  immer  eine  an 
sich  einen  Sinn  habende  Operation  an- 
zeigen,  z.  B.  die  negative  Zahl  die  des 
Abziehens , der  Bruch  die  des  Theilens. 
Beim  Imaginären  ist  dies  nie  der  Fall. 
Es  kann  keine  Grösse  geben,  welche 
durch  Ausziehen  der  Wurzel  aus  —1 
entstände.  Sprechen  wir  daher  von  ima- 
ginären Grössen  oder  Quantitäten,  so 
ist  dies  ein  uneigentlicher  Ausdruck,  den 
wir  eben  nur  des  Gebrauchs  wegen  an- 
nehmen. Der  Ausdruck  imaginäre  Zahl 
ist  richtiger,  weil  wir  bei  dem  Worte 
Zahl  in  seiner  allgemeinen  Bedeutung 
eben  nur  an  die  Resultate  von  Rech- 
nungsoperationen, gleichviel,  ob  diesel- 
ben auf  reelle  Grössen  führen  oder  nicht, 
zu  denken  veranlasst  sind. 


Es  scheint  sonach,  wenn  man  nur 
das  eben  Gesagte  berücksichtigt,  das 
Rechnen  mit  dem  Imaginären  nur  die 
Bedeutung  zu  haben,  dass  wenn  ein 
Resultat  einer  Aufgabe  auf  solche  oder 
complexe  Zahlen  führt,  damit  angedcutct 
ist,  dass  die  Aufgabe  des  Resultates  ent- 
behre, dass  derselben  aber  an  sich  nichts 
Widersinniges  zu  Grunde  liege,  sondern 
dass  nur  die  gewählten  GrÖssenverhält- 
nisse  so  getroffen  sind , dass  sie  keine 
Lösung  zulassen.  Z.  B.  sollte  man  den 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  berechnen, 
dessen  Seiten  9,  5 und  2 Fuss  sind,  so 
würde  die  Lösung  auf  einen  imaginären 
Ausdruck  fuhren,  welcher  nndeutet,  dass 
zwar  aus  drei  Seiten  eines  Dreieckes 
sich  der  Flächeninhalt  desselben  ergebe, 
dass  aber  ein  solches  Dreieck  unmöglich 
sei  bei  den  gewählten  Maassverhält- 
nissen,  da  in  keinem  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiteu  kleiner  als  dio  dritte  sein 
kann. 

Aber  schon  diese  beschränkte  Auf- 
fassung des  Rechnens  mit  imaginären 
Grössen  als  blosser  Nachweis,  dass  eino 
Aufgabe  unmöglich  sei , zeigt  die  Noth- 
wendigkeit,  sich  mit  diesen  GrÖ9sen  zu 
beschäftigen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
schehen muss,  nämlich  der  gegebenen 
Regel  I.  gemäss.  Namentlich  aber  muss 
man  wissen,  wann  durch  Verbindung 
imaginärer  Ausdrücke  sich  ein  reelles 
Resultat  ergibt,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  in  welchem  Falle  dann  die  Auf- 
gabe einer  Lösung  zugänglich  ist.  Es 
kommt  daher  darauf  an,  mit  Benutzung 
der  Regel  I.  die  Resultate  der  Rech- 
nung mit  complexen  und  imaginären 
Zahlen  auf  ihre  einfachsten  Formen  zu- 
rückzuführen, und  ist  dabei  ein  Erwägen 
der  Bedeutung  der  einzelnen  Operationen 
in  Bezug  auf  das  Imaginäre  nöthig. 
Das  Resultat  dieser  Erwägung  ist  dann 
in  dem  sogleich  zu  begründenden,  höchst 
wichtigen  Satze  enthalten: 

II.  „Alles  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen  von  der  Form  «+/J»  führt  immer 
auf  eine  ähnliche  Form  zurück.“ 

Aber  noch  von  einem  andern  Gesichts- 
punkte aus  zeigt  sich  die  Nothwendig- 
keit  des  Operircns  mit  complexen  Zah- 
len, wenngleich  dieser  Gesichtspunkt  sich 
nicht  a priori  ergibt,  sondern  erst  mit 
dem  Fortschreiten  der  mathematischen 
Wissenschaften  gefunden  werden  konnte. 
Es  finden  nämlich  zwischen  verschiede- 
nen Functionen  und  Grössen,  auf  dio 
man  von  ganz  verschiedenen  Betrachtun- 
gen aus  gekommen  ist,  Beziehungen 
statt,  welche  erst  durch  den  Gebrauch 
des  Imaginären  vermittelt  und  aufgefun- 
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den  werden  kann.  Als  Beispiel  diene 
die  Beziehung  zwischen  den  Exponen- 
tial-Qrösscn  und  den  trigonometrischen, 
welche  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

ni  ... 

e = cos  «+» 8in  «. 


der  gewöhnlichen  Rechnungsgesetze  diese 
Gleichung  die  Form  annchmen: 

« =—ßh 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  ins 
Quadrat  erhebt: 


Ferner  lassen  sich  gewisse  Sätze  erst 
bequem  aussprechen,  wenn  man  das  Ima- 
ginäre einführt,  z.  B.  der  Satz,  dass  jede 
Gleichung  nten  Grades  auch  n Wurzeln 
habe,  die  Beziehung  zwischen  quadra- 
tischen Factoren  eines  Pölynoms  und 
den  Wurzeln  einer  Gleichung  (siehe  den 
Artikel:  quadratischer  Factor)  würde  aber 
ganz  Wegfällen,  wenn  das  Imaginäre  nicht 
in  Betracht  käme.  Dass  dieser  Gesichts- 
punkt von  Wichtigkeit  ist,  zeigt  der  Um- 
stand, dass  er  auch  in  anderer  Weise  sich 
bewährt  hat.  Ganz  ähnlichen  Betrachtun- 
gen, auf  Congruenzen  angewendet,  ver- 
danken das  Galois’sehe  Imaginäre  in  der 
Zahlenlehre  und  die  Kummer’schen  idea- 
len Zahlen  ihre  Entstehung,  von  denen 
namentlich  die  letzteren  so  wichtig  ge- 
worden sind.  — Endlich,  und  dieser  Ge- 
sichtspunkt ist  namentlich  in  der  neuesten 
Zeit  eröffnet  worden , sind  gewisse  Ge- 
setze der  Functionen  nur  zu  finden,  wenn 
man  neben  dem  Reellen  auch  das  Ima- 
ginäre berücksichtigt.  Die  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale  hat  nur  bei  dessen 
Gebrauch  einen  Sinn.  Die  Grenzen  der 
Convergenz  einer  Potenzreihe  kann  nur 
gefunden  werden , wenn  man  neben  den 
reellen  Werthcn  der  Variablen  auch  die 
complcxen  in  Betracht  zieht  u.  s.  f. 

Es  ist  somit  nothwendig,  die  Zahl 
i = V— 1 als  neues  Element  in  die  Rech- 
nung einzufuhren,  ohne  sich  um  die  Be- 
deutung dieses  Ausdruckes  zu  kümmern. 
Der  mit  I.  bezeichnete  Satz  gewährt  die 
Möglichkeit  des  Rechnens  mit  t. 

Es  bleibt  noch  fibrig,  den  Sinn  und 
die  Bedeutung  der  verschiedenen  Ope- 
rationen mit  Bezug  auf  complexo  Zah- 
len zu  prüfen,  und  den  mit  II.  bezeich- 
neten  Satz  zu  beweisen. 

2)  Die  Operationen  mit  com- 
plexen  Zahlen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Glei- 
chung: 

a -f*  ß t sss  0 

nur  die  Bedeutung  haben  kann,  dass 
sowohl  o als  ß einzeln  gleich  Null  sind, 
oder : 

I.  „Eine  complexo  Zahl  kann  nur 
dann  der  Null  gleich  sein,  wenn  dies 
mit  dem  reellen  und  dem  imaginären 
Theile  einzeln  stattfindet.“ 

In  der  That  würde  bei  Anwendung 


i*  —-ß*. 

Es  würde  also,  da  «*  und  ß"1  nicht  ne- 
gativ sind,  diese  Gleichung  auf  den  Wi- 
dersinn führen,  dass  eine  positive  Zahl 
einer  negativen  identisch  ist,  und  diesem 
ist  nur  zu  entgehen,  wenn  man  a-ß- 0 
setzt. 

„Wir  können  also  jede  Gleichung  von 
der  Form  «+/?»  = 0 lediglich  als  ein 
Symbol  fassen,  welches  unter  einer  ge- 
meinschaftlichen Form  die  beiden  Glei- 
chungen : 

o = 0,  ß — 0 

umfasst.“ 

Die  Anwendung  der  Additions-  und 
Subtractionsregcl  auf  complexe  Zahlen 
macht  keine  Schwierigkeit.  Denken  wir 
uns  nach  Satz  I.  des  vorigen  Abschnittes 
zunächst  » als  eine  willkürliche  Grösse, 
so  ist : 

« -f  ß i + (y  + di)  = a + y-f(/J  + d)i, 

und  somit  hat  man  immer  folgenden 
Satz , der  die  Summen  und  Differenzen 
complcxcr  Zahlen  so  finden  lehrt,  dass 
sich  Satz  II.  des  vorigen  Abschnittes 
dabei  bestätigt. 

II.  „ Zwei  complexe  Zahlen  werden 
addirt  und  subtrahirt,  wenn  man  im 
ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle 
die  Differenz  des  reellen  und  des  mit  • 
multiplicirtcn  Theils  einzeln  bildet.“ 

Es  folgt  hieraus  auch,  dass  man  die 
Gleichung: 

«+ßiz=y  + di 
auf  die  Form: 


(«— y)+(ß— <f)*=0 

bringen  kann,  woraus  sich  nach  Satz  I. 
ergibt : 

a = y,  ß=d, 

d.  h. : 

„Zwei  complexe  Zahlen  können  nur 
dann  gleich  sein,  wenn  die  reellen  und 
imaginären  Theile  einzeln  gleich  sind.“ 
Seien  jetzt  die  Ausdrücke  o-f/9»  und 
y+di  zu  multipliciren. 

Denkt  man  wieder  zunächst  i allge- 
gemein,  so  hat  man: 

(«4-/9i)*(y-}-<fi)  = ay-i-»0Jy + ntf)  f 
und  wenn  man: 


setzt: 


•»  = -! 
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(« -f  ß*)  (y + <J»)  = «y — ß<t + * (ßy + «<0. 

Dies  gibt  folgenden  Satz,  der  allerdings  besser  durch  die  eben  hingeschriebene 
Formel  als  durch  Worte  ausgedrückt  wird: 

III.  „Das  Product  zweier  complexen  Zahlen  ist  gleich  einer  andern  com- 
plexcn  Zahl , deren  reeller  Theil  aus  der  Differenz  der  Producte  der  reellen  und 
imaginären  Theile,  und  dessen  imaginärer  Theil  aus  der  Summe  der  Producte  der 
imaginären  Theile  jedes  Factors  in  die  reellen  des  andern  Factors  besteht.“ 
Namentlich  ist  hiernach : 

»*  = -»,  i*  = -fl,  t*  = *,  *•  = — 1... 

Auch  hier  findet  also  Satz  II.  des  vorigen  Abschnittes  statt.  Ebenso  bei  der  Di- 

vision.  Denn  es  kann  — wenn  wir  i allgemein  denken  und  den  Satz  an- 

y+y» 

wenden,  dass  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches  beide  mit  derselben,  aber  ganz 
beliebigen  Zahl  multiplicirt  werden  können,  auf  die  Form  gebracht  werden: 

tt+fti  _ (<r-f  fti)  (y— cfi) 

Y+di  ~ (y  + dt) (y— cfi)' 
und  dies  gibt  nach  vorigem  Satze: 

' (ay  + ßd)+ (ßy—ad)i 

y*  + (f» 

d.  h.: 

IV  c + _ «y+ttt T ßy-aJ 

y+di  y*  + cf*  y*  + <f* 

Durch  diese  Formel  ist  das  Dividiren  mit  complexen  Zahlen  völlig  definirt. 

Grössere  Schwierigkeiten  macht  die  Definition  des  Potenzirens,  des  Wurzel- 
ausziehens  und  des  Berechnens  der  Logarithmen  von  imaginären  Zahlen.  Da- 
gegen führen  aber  auch  diese  Rechnungen  zu  den  wichtigsten  Resultaten. 

Wir  werden  zunächst  mit  Zuhülfenahme  des  Satzes  I.  des  vorigen  Abschnittes 
diese  Operationen  definiren. 

Es  sind  dazu  jedoch  einige  Ilülfsbctrachtungen  nöthig. 


2)  Ueber  Exponentia  lgrös s cn  mit  reellen  und  imaginären 
Exponent  e n. 

Entwickeln  wir  die  Grösse  nach  dem  Binomialsatze , indem  wir 

▼oraussetzen,  n sei  eine  positive  ganze  Zahl.  Es  ergibt  sich: 


(!_I)  (i_i)  (l  — — ) 


1-2-3 


x*-f  . . . 


(‘4)  (»4)  • • • (-*4) . 


1-2  ...  4 


X + 


. +x". 


Mit  wachsendem  n wächst  die  Gliederanzahl  dieser  Reihe.  Es  wird  behauptet, 
dass  sie  sich  trotzdem  einer  gewissen,  von  n unabhängigen  Grenze  nähert,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Reihe  convergire,  wenn  n = oo  wird. 

Eine  bekannte  Regel  für  die  Convcrgenz  ist  die,  dass  der  Quotient  eines  Glie- 
des dividirt  durch  das  Vorhergehende  sich  einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  1 
ist,  wenn  die  Ordnung  dieses  Gliedes  wächst  (siehe  den  Artikel:  Reihen). 

Es  ist  nnn,  wenn  wir  mit  A das  ste  Glied  bezeichnen : 


AS+  1 

(*4)(‘4) 

!•••{ 

i -« 

t n 

)(»- 

t) 

)xt+{  1-2 

» • • 

A* 

1-2  . 

. • • («+!)  ( 

4M 

»4 

)■ 

)* 

d.  h.: 
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»+  t 


»“ 

« + 1 1 


, lin,(1+7)”=lim(1+l'),X 


In  (liefern  Aufdrucke  ist  immer  s klei- 
ner als  «,  also  1 — — ein  echter  Bruch 

n 

f + 1 wachst  über  jede  Grenze,  so  dass 

A j 

sich  — der  Null  nähert,  was  auch  \yjr  getzen  nun: 


w z 1 

— = i,  — = — , m = *J% 

x m s 

wo  x positiv  aber  beliebig  und  * unend- 
lich gross  ist.  Also: 


= [lim(1+T)']X- 


x sei. 

Man  hat  also: 


im  (l  + i)*  = *• 


(z\b  x"1  I1 

1+ä)  =1+* +r2+r2^8+‘ 
„ 1 2 

indem  man  die  Grossen  — , — . . . vei 


lim 

wo  e eine  bestimmte  Irrationalaahl  ist, 
deren  Werth  sieh  aus  Gleichung  I)  er- 
gibt, wenn  man  daselbst  x = l setzt, 
und  man  hat : 


II) 


e-l  + l + j 2+ j 2 3 


nachl&ssigt,  da  dieselben  gegen  1 vor 
schwinden,  so  lange  s gegen  n unendlich  4.  1 . 

klein  ist,  die  Glieder  aber,  wo  dies  nicht  1 • 2-3-  4 

der  Fall  ist,  nach  dem  obeu  Gesagten  0(jer  (]urc:h  numerische  Berechnung: 
anf  die  Summe  der  lteihe  keinen  Ein-  aoiuoainoniiw» 

fluss  aasüben.  Da  der  Werth  von  e _ 2,71828182»««  . . . 

lim  ( 1+— nnabhkngig  ist  von  1«,  vor-  in)  lim  ( 1+— ) =«  . 

ansgesetzt,  dass  man  diese  GrOsse  posi-  a]sQ  mit  Benntlnng  von  Formel  I.s 
tiv  ganz  und  ins  Unendliche  wachsend 
sich  vorstellt,  so  Ist  unter  dieser  Bcdin-  jjj  a ,•*  _ j 4 _ 
gung  offenbar: 


' 1-2  + l-2-3+" 


lim  (l+~" )*  = 1‘m  ( 1 + “)"*  • 

Ist  jetit  * = — ein  beliebiger  positi- 


Sei  jetzt  x eine  beliebige  negative  Zahl, 
so  ist,  wenn  man  *=— j setzt: 


t . ...  , Der  Werth  für  den  Ausdruck  rechts  er- 

tiver  Bruch,  so  gibt  es  immer  unendlich  fjcj1  au8  j?ormei  j.f  wenn  man  in 

viel  Zahlen  m,  die  so  beschaffen  sind, 


dass  — = 


einer  ganzen  Zahl  gleich 


derselben  x mit 


vertauscht , wo* 


„ . . ..  durch,  wenn  n wächst,  alle  Glieder  bis 

ist,  man  braucht  eben  nur  »»  als  theil-  ftuj.  jag  ergt0  verschwinden,  und  man  hat 
bar  durch  w anzunehmen.  Lasst  man 


daher: 


nun  in  x=  —Zähler  und  Nenner  wachsen, 
v 

so  kann  man  sich  diesen  Bruch  immer 
als  bis  auf  eine  beliebige  Grenze  mit  j j,t. 
einer  gegebenen  Irrationalzahl  zusammen- 
fallend  denken,  da  eine  solche  ja  immer  um  / I—  * ^srlim 
die  Form  eines  Bruches  mit  wachsendem  \ n / 

Zähler  und  Nenner  annimmt.  Immer 
dann  aber  kann  m so  gewählt  werden, 

dass  der  Ausdruck  --  sich  nur  um  eine 

beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ganzen  oder: 

Zahl  unterscheidet,  jedoch  muss  die 
ganze  Zahl  tn,  welche  den  Factor  u ent- 
hält, aus  diesem  Grunde  im  Wachsen 
sein.  Wie  dem  auch  sei,  es  lässt  sich  Damit  sind  die  Formeln  III.  und  lila, 
also  setzen : auch  erwiesen,  wenn  x negativ  ist.  Die- 


(>+:-)■ 

K)-". 


: lim  I 


lim 


('-*)"= 
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selben  gelten  also  für  jeden  reellen  Werth 
von  x.  lieber  die  Formel  III  a.  ist  aber 
eine  wichtige  Bemerkung  zu  machen. 
Bruchpotenzen  sind,  wie  wir  im  vorigen 
Artikel  gesehen  haben,  mehrdeutige 
Grössen,  und  Potenzen  mit  irrationalen 
Exponenten  sogar  unendlich  vieldeutig, 
da  der  Nenner  des  Exponenten  unend- 
lich gross  zu  denken  ist.  Definirt  man 

dagegen  die  Grösse  eX  immer  durch  For- 
mel III , so  ist  ex  eindeutig,  da  n eine 
ganze  Zahl  ist  und  daher  nur  einen  Werth 

gibt.  Gleiches  folgt,  wenn  man  ex  durch 
Reihe  III  a.  definirt. 

„Der  Ausdruck  ex  wird  also  immer 
als  eine  eindeutige  Function  von  x auf- 
gefasst, welchen  reellen  Werth  auch  x 
habe,  und  ist  durch  Formel  III  a.  völlig 

bestimmt.  Dieser  Werth  von  ex  ist  aber 
immer  positiv,  so  lange  x reell  bleibt.“ 

In  der  That  sind:  lfan^l+^V>  und 

lim  ^1— — )W  beide  positiv,  wenn  man 

n wachsend  und  positiv  denkt.  Da  nun 
jede  Wurzel  nur  höchstens  einen  reellen 
und  positiven  Wcith  hat,  so  ist,  falls  x 
ein  Bruch  ist,  leicht  aus  der  Reihe  der 

Wcrthe  von  eX , welche  man  bei  einer 
andern  Definition  dieser  Grösse  erhalten 
würde,  der  zu  bestimmen,  welcher  der 
jetzigen  Definition  entspricht. 

Um  nun  die  Definition  von  eX  auf 
imaginäres  x auszudehnen , bemerken 

wir,  dass  zunächst  der  Ausdruck  («+/*•)  * 
immer  eine  Bedeutung  hat,  wenn  t eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  denn  in  diesem 
{'alle  hat  man  es  ja  mit  einem  wieder- 
holten Multipliciren  zu  thun,  und  kann 
die  Regel  III.  des  vorigen  Abschnittes 
an  wenden.  Auch  kann  $ eine  negative 
ganze  Zahl  sein ; man  setzt  dann : 

(«+jK)-’  = — — 

(«4 ■#>* 

und  die  Sätze  III.  und  IV.  des  vorigen 
Abschnittes  geben  das  NOtbige,  so  dass 
in  diesen  Fällen 

(a+fli)*  oder  (a+ßi)  5 
sich  immer  wieder  auf  complexc  Grössen 
n-f  6i  zurückführen  lassen. 

Diese  Betrachtungen  machen  es  mög- 
lich, die  Grösse  ex  für  complexes  x zu 

definiren,  indem  wir  sagen : ,,dass  tx  für 
beliebiges  x durch  die  Formel  III.  oder 


III  a.  gegeben  sein  soll.“  Da  die  For- 
mel III  a.  nur  Potenzen  von  x enthält,  so 
gibt  sie  nach  dem  Obigen  wieder  eine 
complexe  Grösse.  Die  Identität  beider 
Definitionen  ergibt  sich  daraus,  dass  die 

Entwicklung  von  ^1 nach  dem  Bi- 
nomischen Satze  richtig  bleibt,  wenn  auch 
x imaginär  ist.  Denn  wenn  man  n als 
ganze  Zahl  denkt,  so  drückt  ja  der  Bi- 
nomische Satz  nur  die  Regel  für  ein  wie- 
derholtes Multipliciren  von  1-f  — mit 

sich  selbst  ans,  welche  Regel  ihre  volle 
Anwendung  auch  für  imaginäres  x nach 
dem  Obigen  findet. 

Es  ist  jedoch  noch  zu  zeigen,  dass  die 

Entwicklung  von  tx  in  III  a.  noch  einen 
bestimmten  Werth  gebe,  also  convergire, 
wenn  x imaginär  wird.  Dieser  Beweis 
lässt  sich  so  führen: 

Setzt  man  in  lila,  für  x a-f  bi,  so 
ergibt  sich: 

a-f-6i  t a-\-b'\  (a  + At)* 

* =i+-r+-12 

, («+*«)*  . 

+ 1 • 2 • 8 

Haben  a und  b die  absoluten  Wcrthe 
n und  ß , so  dass  a nnd  ß positive 
Grössen  sind,  so  ist  offenbar  sowohl  der 
reelle  als  der  imaginäre  Theil  von 

(a-fM)  , abgesehen  vom  Vorzeichen, 

kleiner  als  («+/})*.  Denn  die  einzelnen 
Glieder  des  erstem  Ausdruckes,  wie  sie 
der  Binomische  Satz  ergibt,  unterschei- 
den sich  von  den  entsprechenden  des 
letztem  nur  durch  das  Zeichen  oder  durch 
den  Umstand , dass  sie  noch  mit  i mul- 
tiplicirt  sind.  Diese  letzteren  Glieder 
bleiben  im  reellen  Thcilc  ganz  weg. 
Denkt  man  sic  also  positiv  genommen 
zu  demselben  hinzugefügt,  so  wird  der- 
iclbe  vergrössert,  und  dasselbe  geschieht, 
wenn  man  die  negativen  Glieder  mit 
verändertem  Zeichen  nimmt.  Im  ima- 
ginären Theil  dagegen,  wo  die  nicht  mit 
i multiplicirten  Glieder  wcgblciben,  wer- 
den diese  hinzugefügt  und  ebenfalls  alle 
Glieder  positiv  genommen.  Setzen  wir 
also: 

(a+to)*  = p-f  q'h 

so  ist: 

p<(« +ß)*  and  q<{a+ß) 

also  wenn  man  setzt : 

ea+bi  = P+Qi , 

41* 
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bo  ist  auch  : 

r<i+.+r+!t±|£  + fr>®8+  ' ' • 

Da  nun  die  Reihen  rechts  convcrgiren,  so  müssen  auch  die  für  P und  Q convcr- 
giren.  Denn  dio  Convergcnz  einer  Reihe  besteht  ja  darin  (siehe  den  Artikel : 
Reihen),  dass  die  Summe  aller  Glieder  von  einem,  dem  sten,  an  mit  wachsendem 
s verschwindet,  und  dies  wird  natürlich  noch  der  Fall  sein,  wenn  der  absolute 

Werth  aller  dieser  Glieder  verringert  wird.  Nachdem  also  der  Ausdruck  ex  für 
complcxcs  X vollständig  definirt  ist,  bleibt  cs  noch  übrig,  die  Kegeln  des  Po- 
tenzirens  für  diesen  Ausdruck  tu  beweisen;  denn  da  die  Entstehung  desselben  eine 
andere  als  bei  reellen  Zahlen  ist,  fragt  cs  sich,  welche  Sätzo  von  Potenten  für 
solche  Ausdrücke  noch  gelten.  Während  bei  den  vier  ersten  Operationen  die  Gül- 
tigkeit der  allgemeinen  Gcscttc  für  reelle  Zahlen  auch  für  die  complexen  einfach 
aus  der  Definition  folgt.  Die  Gleichungen,  welche  diese  Sitte  ausdrücken,  sind 
immer  richtig,  wenn  man  i als  beliebige  reelle  Zahl  denkt;  es  findet  also  auch 
Gleichheit  twischen  den  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  i stau,  und  diese 
wird  nicht  aufgehoben,  wenn  man  i1  mit  — 1,  also  i*  mit  — s,  i*  mit  -pl  u.  s.  w. 
vertauscht. 

Für  die  Potenzen  beweisen  wir  zunächst  die  Sätze: 

*-=  «*“», 

für  complcxc  x und  y.  Man  hat: 

- ('^Ki+ J«) " ■ ■1'^' 

n 

Diese  Gleichung  gilt  Tür  complcxcs  x und  y auch.  Man  sieht  aber  leicht , wenn 
man  den  Ausdruckt 

*y 

(i  ■ — _*y  _ y»-f»+«+ y 

\ n(it-f-a:+y)/ 

nach  dem  Satze  lila,  entwickelt,  alle  Glieder,  bis  auf  das  erste,  welches  gleich 
der  Einheit  ist,  Tür  wachsendes  n verschwinden.  Es  ist  somit : 

e*e»=  ex+y. 

* 

Was  den  Ausdruck  — anbetrifft,  so  bemerkon  wir,  dass  die  Betrachtungen,  welche 
e» 

die  Formel  (l  — v-  «der  ey=  — ergaben,  auch  für  imaginäres 

1 .1  (1+z).  ^ 

y gültig  sind,  und  somit  hat  man: 

x 

e x —v 

j-' ' ’ 

nach  dem  vorigen  Satze: 

«*e-»=e*-», 

so  dass  beide  Formeln  erwiesen  sind. 
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Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Formeln : 

5 x 

, x.s  sx  t/  X s 
(e  ) = e , y e = e , 

wo  s zunächst  eine  reelle  ganze  Zahl,  x beliebig  sein  soll. 
Es  ist: 


Da  n auch  eine  ganze  Zahl  ist,  so  stellt  die  Formel,  was  auch  x sei,  nur  ein  wie- 
derholtes Multipliciren  vor , und  .da  die  Sätze  über  diese  Rechnung  allgemein 
gelten : 


sx 

e 


s 


Was  den  Ausdruck 


anbetrifft,  so  ist  er  defmirt  durch  die  Gleichung : 


Offenbar  aber  ist 


dem  Obigen  = e —e  , also: 
s x 


x 

Es  ist  aber  wohl  zu  bemerken,  dass  es  eine  eindeutige  Function  ist,  und  daher 

s 

von  den  s Wurzeln,  welche  Y ez  haben  kann,  nur  eine  ganz  bestimmt  durch 
diese  Gleichung  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  j = - ein  positiver  reeller  Bruch,  für  den  auch  eine  Irrationalzahl 
gesetzt  werden  kann,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  zunehmen  lässt. 

£ 

Immer  ist  der  Ausdruck:  (ex)  ^ zu  defmiren  durch  die  Gleichung: 

P 

[(e*)*]*=(e*)P=e^, 

■Pf 

und  da  auch:  (e  ^ = e^)X  ist,  so  hat  man: 

p px 

(e*)*=e*, 

also  den  obigen  Satz  auch  für  diesen  Fall  bewiesen. 

Da  wir  den  Begriff  der  Wurzeln  mit  gebrochenen  Exponenten  nicht  einge- 
fübrt  haben  und  derselbe  mittels  der  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  immer 

5 x 

umgangen  werden  kann,  so  ist  der  Formel : \ ex  = es  keine  Allgcmoingültigkeit 
beizulegen. 

Sei  nun  — s immer  eine  beliebige  negative  Zahl,  so  ist  noch  immer  ( e* ) 
zu  definiren  durch  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

*v-f  1 
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und  da: 

1 _ 1 -xs 

, Xx  » ~ IJ~ 

(t  ) c 

ist,  so  ist  unsere  Formel  für  jeden  reellen  Werth  von  % bewiesen. 

Sei  jetzt  s imaginär,  so  verlieren  alle  diese  Definitionen  von  (e  ) ihre  Be- 
deutung. Es  steht  uns  daher  frei , diesen  Ausdruck  neu  zu  definiren  durch  die 
Gleichung: 

Die  völlig  bestimmte,  in  convergircnder  Reihe  zu  entwickelnde  Grösse  rechts  be- 
stätigt dann  die  Gleichung  ( eT)*=zesx  auch  für  diesen  Fall. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Potenzen  betrachtet,  wo  entweder  der  Exponent 
reell,  oder  der  Exponent  eine  beliebige  complcxe  Zahl,  die  Basis  aber  gleich  der 
gegebenen  Zahl  e ist.  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  den  Uebergang  auf  eine  belie- 
bige Potenz  aT  zu  machen,  wo  a und  * complexe  Zahlen  sind.  Ehe  wir  dies  je- 
doch thun,  sind  die  Potenzen  von  e etwas  genauer  zu  untersuchen.  — Sei  zu- 
nächst in : 

x „ x * x* 

e _ l + *+lT2+  J 2 3+  • • • 

x reell  und  positiv,  so  sind  alle  Glieder  der  Reihe  rechts  ebenfalls  positiv,  und  neh- 
men mit  wachsendem  x zu.  e‘r  wird  also  immer  grösser  werden,  wenn  x wächst: 

für  x = 0 ist  ex=l,  für  x=  x , cX  = co. 

Also: 

„Für  positives  x wächst  der  Ausdruck  ex  gleichzeitig  mit  x,  und  zwar  von 
Null  bis  unendlich.“ 

Sei  jetzt  x——y  negativ,  so  ist: 

~ ,y~  i+,+jl+  r^73+  • • • 


Da  der  Nenner  positiv  ist,  wird  aueh  e & positiv  sein,  für  y = 0 den  Werth  1, 
für  y — oc  den  Worth  Null  haben,  und  je  grösser  der  absolute  Werth  von  y wird, 

desto  kleiner  wird  e~ ^ werden,  also: 

„Für  negatives  x fällt  ex  von  1 bis  0,  bleibt  somit  immer  positiv.“ 

Und  allgemein : 

„Durchschreitet  x alle  Worthc  von  — co  bis  -fco,  so  wird  eX  alle  positiven 
Werthc  von  0 bis  co  annchmcn,  jeden  nur  einmal,  und  immer  im  Wachsen 
bleiben,  wenn  x algebraisch  genommen  zunimmt.“ 


4)  Einführung  der  trigonometrischen  Functionen  in  die 
A naly  si  s. 

Sei  jetzt  x=:ni  eine  rein  imaginäre  Zahl,  so  hat  man: 


«»  . . . 
e — 1 -f  ca 


«** 


1 • 2 1'2*3  + 1'2'3’4  + 1 -2«3-4-5 


Die  Reihe  rechts  zerfällt  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil.  Den  erste- 
reu bezeichnet  man  mit  dem  Ausdrucke  Cosinus  von  <*  (cosn),  den  letztem  mit 
dem  Ausdrucke  Sinus  von  « (sin  n).  Diese  Bezeichnungen  sind  mit  denen,  welche 
in  der  Trigonometrie  Vorkommen,  identisch.  Jedoch  ist  diese  Identität  in  letzterer 
Wissenschaft  zu  beweisen,  nicht  hier,  wo  es  uns  auf  die  geometrische  Bedeutung 
der  definirten  Functionen  nicht  ankommt.  Es  ist  nun: 


n i 
e 


— cos  re-f  i sin  n, 


IV. 
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IV«. 


CO«  (1  = 1 — 


1^2 


+ 


(t4 

1-2-34 


«• 

l-2-S-4-5-6+  • • - 


IV  b. 


1-2-3  1-2-3-4-5- 


Die  Anedrücke  für  cosn  und  sina  convcrgiren  immer.  Sie  6elbst  genügen  ver- 
schiedenen Gleichungen.  Zunächst  wird  «ich  der  Werth  von  e~ nur  von  da- 
durch unterscheiden , dass  die  mit  t mnltiplicirteo  Glieder  negativ  «ind.  E«  ist 
also: 


— r i > . 

. e =C08«-iiin«, 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  in  IV.,  so  kommt: 

c< ‘ ' » - (co6  u-)-i sin  a)  (cos  a — » sinn), 

oder : 

VI.  1 = cos  «5  -t-sin  a1. 

Es  ist  ferner: 

t“  - t'“  ^ ' = cos(«-|-/9)-f-isin(o+/l), 

und  gleichzeitig: 

e" 1 eP ' = (cos  n -f  i sin  n)  (cos  ß + i sin  ß)  = cos  o cos  ß— sin  n sin  ß + i (sin  o cos  ß 

-t-cosnsin/l), 

woraus  sich  die  beiden  Grundformeln  der  Trigonometrie  ergeben  • 

VII.  cos(n-f-/t)  = cosacos/9~>inasin  ß, 

VII  a.  sin  (o  + /J)  = sino  cos/J+coaa  ein  ß. 

Da  man  ferner  der  Definition  gemäss  auch  setzen  kann: 

e n ' = cos(— n)+ i sin  (— o), 
so  hat  man  wegen  Formel  V.: 

VIII.  cos(— o)  = cosn,  sin  (— o)  = —sin  «. 

Die  Formel  VI.  gibt  uns  zunächst  das  Ucsultat,  dass  von  den  Grossen  cos«  und 
sin  «,  so  lange  « reell  bleibt,  keine  grösser  als  -f  1 werden  kann,  und  keine  un- 
ter — 1 sinken  wird.  D.  h.: 

„Cosinus  und  Sinus  reeller  Zahlen  sind  immer  echte  positive  oder  negative 
Brüche.“ 

Kennt  man  von  beiden  Functionen  die  eine,  so  ist  die  andere  bis  auf  das 
Vorzeichen  gegeben  durch  die  Formel  VI. 

Was  nun  die  Acnderung  dieser  Functionen,  wenn  « seinen  Werth  ändert,  an- 
betrifft, so  bemerken  wir  zunächst,  dass  nach  den  Formeln  IV  a.  und  IV  b. : 
cos(0)=l,  sin(0)  = 0 

sich  ergibt,  und  man  für  kleine  Warthe  von  « = v setzen  kann: 

cos  (a)  = 1,  sin  (ft)  = 

indem  man  alle  Potenzen,  die  höher  als  die  erste  sind,  gegen  1,  bezüglich  y,  ver- 
nachlässigt. 

Bekannt  ist  ferner  der  Satz,  dass  jede  Beihc  : 

S = Al—A,  + A,-At-{-Al—  . . ., 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  nnd  wo  immer  das  nächste 
Glied  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  den  Bedingungen  genügt: 

S>d,-/ll+  . . . 8<Al-A,-i-  . . . 

<lenn  offenbar  ist  der  ersten  beihe  rechts  noch  zuzuzäblcn,  um  & zu  erhalten: 

^2«+l  — + — ^»is+d-^  * ‘ ’’ 

wovon  alle  Glieder  in  den  Klammem  positiv  sind,  wahrend  von  der  zweiten  Reihe 
rechts  abzuziehen  ist  die  Reibe  mit  ebenfalls  positiven  Gliedern: 
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(yl2*+2~  A2n+^^~^A2n+i  i42»+5^+  • * * 

X)icB  angewandt  auf  die  Reihe  IV  b.  zeigt,  dass  deren  Werth  wenigstens  so  lange 
positiv  ist,  als  « positiv  und  kleiner  als  2 ist.  Offenbar  nämlich  kann  man  setzen : 

. er  ©'  ft)'  . 

Die  Nenner  dieser  Glieder  sind  alle  grösser  als  1,  die  Zähler  bilden  die  Reihe : 


6).  ft)1.  ft)‘.  ft)-. 


wo  kleiner  als  1 ist;  sie  nehmen  also  ab,  und  somit  ist,  wenn  man  in  den 
Grenzwcrthen  für  S,  S=  4 sin  er,  s=t  setzt: 

« , . « 

|sin«<g  und  4®*n«>2 


d.  h.: 

a* 

sin«<«  und  iina>a— = — 5—5, 

1 • J • o 

und  da  a nach  der  Annahme  positiv  ist,  so  wird  dies  auch  mit  sin«  der  Fall 

«* 

sein.  Es  ist  nämlich  für  « = 2,  «— = — ö~ö  = 2— 4 noch  P08*6v. 

1 • 6 • d ' . 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Cosinus  von  «,  und  vergleichen  wir  zwei  Werthe 
cos«  und  cos(«-f*»,)i  wo  « und  v positiv,  also  «-f-»'>K»  deiner  dieser  Werthe 
aber  grösser  als  2 ist. 

Man  bat: 

cos  («+ y)  — cos  « cos  v — sin  « 6in  v. 

Der  Ausdruck  sin « sin  v ist  nach  dem  Obigen  immer  positiv,  also : 

cos  (a-f-  *r)<cos  « cos  y. 

cos  v wird  nie  grösser  als  1 sein,  und  sich  übrigens  mit  abnehmendem  v bis  auf 
jede  Grenze  der  Einheit  nähern,  woraus  dann  folgt,  dass  man  hat,  wenn  v eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitet: 

cos  (a+»')<cos«,  cos(«+2*')<cos«-j-  v . . ., 

es  wird  also  mit  zunehmendem  « der  Ausdruck  cos«  immer  kleiner  im  analy- 
tischen Sinne,  und  dies  wird  wenigstens  so  lange  dauern,  als  « den  Werth  2 
nicht  überschreitet. 

Es  ist  nun,  wie  wir  gesehen  haben: 

008 (0)  — 1, 

also  für  « = 0 ist  der  Cosinus  positiv.  Dies  findet  für  jeden  Werth  zwischen  Null 
und  Eins  statt,  da  die  Glieder  der  Reihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind 
und  abnebmen.  Somit  hat  man: 


cos«>l 


a‘ 


was  für  « = 1 noch  gibt: 

Setzt  man  nun  aber  « = 2,  so  ist: 

1 2>  , 2* 

COSa  = l rr~  -f 


1-2’ 

COS  «>4. 

2* 


+ • • • 


2 1 . 2*3«4  1*2*3*4*6*6 

o*  0»  04 

= ~1+l-2*3-4^~5^6  + l-2-3-4+  * * 
Die  Reihe  in  der  Klammer  besteht  offenbar  aus  abnehmenden  Gliedern; 
also: 


•). 


es  ist 
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Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  gleich  — J,  also  negativ.  Da  nun  cos  a «wischen 
«-1  und  a=2  mit  zunehmendem  « immer  abnimmt,  an  der  einen  Grenze  aber 
positiv,  an  der  andern  negativ  ist,  so  folgt  hieraus: 

„Es  muss  einen  Werth  von  a,  und  «war  nur  einen  geben,  welcher  zwischen 
1 und  2 liegt,  für  den  der  Cosinus  gleich  0 ist.1* 

Wir  bezeichnen  diesen  Werth  von  a dem  einmal  cingcführtcn  Gebrauche  ge- 

ro&ss  mit  Wir  haben  also : 


rx. 


n 

co,2=0- 


Hieraus  folgt  unmittelbar  wegen  Gleichung  IV.: 


‘in(f),  = 1- 


und  da  der  Sinus  von  2 positiv  sein  muss,  da  - <9  ist : 

IX  a.  tin^  = l, 

ferner : 

n i 

IX  b.  e2=i. 

Ist  nnn  s eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  hat  man  : 
n 

n A“+* 

_e(2.+  l)ai_its+l__ii 

» AtS  + l 


( J •)"=.' 
{y)‘ 
(r) 

(r) 


n ,\3 


(y)-. 


oder  allgemein : 


s *(>*+«) 

=1,  i,  -1,  -i, 


wo  der  erste,  zweite,  dritte  oder  vierte  Werth  gilt,  je  nachdem  «=0,  1,  2 oder 
3 ist. 

Durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  hat  man  noch : 


Xe. 


coa|(4s+«)=l,  0,  -1,  0, 


Xb.  aing(4.+«)=0,  1,  0,  -1, 

wo  ebenfalls  « = 0,  1,  2,  3 in  setzen  ist.  Hieraus  folgen  aber  auch  die  höchst 
wichtigen  Formeln,  die  sich  aus  Gleichung: 

ergeben,  wenn  man  für  y ein  Vielfaches  von  ~ setit: 

e*+(ss+ l)ni_ 
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/+<**+,)2-i=je,e,+(..  + 3)22i=_j<« 

und  wenn  man  in  diesen  Formel  x mit  xi  vertauscht,  und  das  Reelle  vom  Ima- 
ginären trennt: 

XII.  C08(x-f  2«  7?)  = C06  X,  cos(x-f(2s  + l)n)=  — C08X, 

cos(x-}-(4i-f  1)^)  = — sinx,  cos(x+  (4s-f  3)^)  = sinx. 

XII  a.  sin  (x+2*  n)  = sinx,  sin  (x  -f-  (2i+l)n)  = — sinx, 


sin  (x  -f  (45  + 1)^)  = cosx,  sin(x-f-(4*+3)^)=  -cosx. 

In  diesen  Formeln  stecken  wichtige  wo  x reell  ist,  oder  was  dasselbe  ist  in 
Eigenschaften  der  Exponentiälgrössen  Bezug  auf  die  beiden  Functionen  cosx 
und  der  trigonometrischen  Functionen.  und  sinx,  und  zwar  ohne  diejenigen  geo- 
Unter  einer  periodischen  Function  f(x)  metrischen  Betrachtungen,  welche  man 
versteht  man  eine  solche,  welche  die  in  der  Trigonometrie  anlängt.  Wir 
Eigenschaft  hat,  dass  sie  für  jeden  Werth  wissen  bereits,  dass  beide  Ausdrucke  im- 
von  x die  Gleichung:  mer  zwischen  —1  und  +1  liegen. 


cos  (ft)  war  = -fl, 


n 

cos  - = 0. 


f(x  + «)=f(x) 

erfüllt,  wo  « eine  gegebene  Coustantc 
ist.  Aus  dieser  Formel  folgt  leicht,  dass  Zwischen  diesen  beiden  Werthen  0 und 
jede  periodische  Function  auch  die  Glei-  n 


chung: 


9 Wftr 


der  Cosinus  immer  im  Fallen. 


/“(X + *«)  = /“(*) 

verificirt,  wo  » eine  beliebige  ganze  po- 
sitive oder  negative  Zahl  ist.  Die  Zahl 
« heisst  „Periode  der  Function.“  — Die 
erste  Formel  XI.  zeigt  nun,  dass  die  Ex- 

ponentialgrösse  e eine  periodische  Func- 
tion ist  und  die  Periode  2 nt  hat.  Die 
letztere  ist  also  imaginär.  Dagegen  zei- 
gen die  ersten  Formeln  XII.  und  XII  a., 
dass  die  Functionen  cosx  und  sinx  die 
reelle  Periode  2i  haben. 


Ist  nun  x grösser  als  ^ aber  kleiner  als 

7t,  also  x-n-y , wo  y kleiner  als  - 

ist,  so  gibt  die  zweite  Formel  XII.,  wenn 
man  5 = 0 und  x~  — y setzt: 

cos  (n  — y)  = — cos  ( — </)=  — co 8 y, 
da  nach  Formel  VIII.: 

cos  (— y)  = cosy 

war.  Es  wird  also,  wenn  x zwischen 


Führt  man  noch  analog  den  trigono-  * un^  ^ liegt,  der  Cosinus  immer  noch 
metrischen  Betrachtungen  ein  die  hunc-  2 

tion  Tangens  von  x (tgx)  durch  die  abnehmen,  also  negativ  werden;  fürx  = ?r 
Gleichung : also  y-  0,  erhalt  man : 


»g(*)  = 


sin  x 
cosx* 


so  hat  man,  wenn  man  in  der  zweiten 
Formel  XII.  und  XII  a,  5 = 0 setzt: 


tg(x  + 7T)  = 


sin(x-f-n)  sinx 
cos(x-f-r>)  cosx’ 


also: 


tg(x-M)  = tg(x). 


Die  Function  tg(x)  hat  also  n zur  Pe- 
riode, d.  h.  die  Hälfte  der  Periode  von 
sinx  und  cosx. 

Im  vorigen  Abschnitte  hatten  wir  den 

Gang  der  Function  cx  untersucht  für  je- 
den reellen  Werth  von  x.  Diese  Betrach- 
tungen setzen  uns  in  den  Stand,  Gleiches 

in  Bezug  auf  die  Function  ex  1 zu  thun, 


cos  n — — 1. 

Liegt  x zwischen  n und  2 n,  ist  also 
x = 7f-{-y,  und  y kleiner  als  rr,  so  gibt 
die  zweite  Formel  XI.,  wenn  man  * = 0 
setzt : 

cos(7i+y)=  — cosy. 

Der  Cosinus  durchläuft  also  die  oben 
durchschriebene  Wcrthrcihe  mit  umge- 
kehrtem Vorzeichen,  er  wird  also  wachsen 
von  cos7i  = — 1 bis  zu  cos2/r  = — cos  rr 
= -j-l.  Hier  ist  die  Periode  2n  einge- 
treten, und  die  Werthc  des  Cosinus  wer- 
den sich  also  einfach  wiederholen. 

Ist  x negativ,  so  hat  man  die  Formel: 
cos  (— x)  = cosx, 

also  die  Cosinus  von  negativen  Varia- 
blen haben  dieselben  Werthc  als  die 
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entsprechenden  positiven.  Was  den  Si- 
nus anbetrifft,  so  gibt  z.  B.  die  dritte 
Formel  XII.,  wenn  man  * = 0 setzt,  das 
Nöthige;  es  ist: 


1 sein.  Sei  jetzt  x~n—y,  und  y klei- 
ner als  nlso  x kleiner  als  ff,  so  hat 
z 

man : 


also : 


cos  + = — sinx, 

sinx  r —cos  ^x  -f 


also : 


sin  (ri  — x) 

tg  (ff  — x)  = 7 7 = ■ 

' cos  (ff— x) 

tg(ff-x)=-tgx. 

ff 


sin  x 
cosx’ 


d.  h. : Der  Sinns  wächst  von  0 bis 

von  den  Werthen  sin(0)  = 0,  sin^=l, 

sinkt  von  -j  bis  n bis  auf  0,  von  n bis 
z 

^ sinkt  er  weiter  bis  —1,  von  bis 

2ff  steigt  er  bis  Null,  und  wegen  der 
eingetretenen  Periode  wiederholen  sich 
diese  Werthe,  wenn  x grösser  als  2ff 
ist.  Für  negative  Variablen  gibt  die 
Formel : 

sin(— x)~  — sinx 
das  Nöthigc. 

Untersuchen  wir  noch  die  Function 
tg  x — 8>P  X-  in  derselben  Weise. 


cosx 
Man  hat: 


tg(0)  = 0, 
ff 


da  zwischen  0 und  ^ der  Zähler  von 

tg (x)  immer  grösser,  der  Nenner  aber 
kleiner  wird,  so  wird  in  diesen  Grenzen 
t.g(x)  immer  wachsen,  und  wenn  x sich 

der  Grenze  ^ nähert , da  dann  cos  (x) 
z 

sich  der  Null  nähert,  positiv  unendlich 
werden.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn 
man  in  die  dritte  Formel  XII.  setzt, 

xi— 1 i = 0;  man  erhält: 

4 


C08 


also : 


und  daher : 


ff  . ff 

cos  -7  — sin  T, 

4 4 


ff  - 

*4=1» 


also  unterhalb  T wird  die  Tangente  klci- 
4 

ner,  zwischen  ~ und  ^ aber  grösser  als 
4 l 


Die  Tangente  wird  von  — bis  —ff  ne- 
gativ sein,  und  von  — co  bis  0 wach- 
sen, wobei : 

3 ff  . 

,gT=-1 

wird.  Da  n die  Periode  ist,  wiederholen 
sich  diese  Werthe.  — ■ Es  lolgt  hieraus 
Folgendes : 

„Jede  reelle  Zahl  kann  einem  Werthe 
und  nur  einem  von  tg(x)  gleicbgesetzt 
werden,  wo  x zwischen  0 und  n liegt. 
Ist  die  gegebene  Zahl  positiv  , so  liegt 

x zwischen  0 und  8*c  kleiner  als 

1 zwischen  0 und  g,  sonst  zwischen  ^ 

und  — . Ist  die  gegebene  Zahl  negativ, 

2 

so  liegt  x zwischen  ^ und  ff,  und  zwar 
ff  3.1  3 ff 

zwischen  r-  und  oder  zwischen 

und  ff,  je  nachdem  die  Zahl  zwischen  0 
und  —1  und  zwischen  —1  und  — oo 
liegt.“ 

Für  die  Grösse  ext  folgt,  dass  die- 
selbe immer  gleich  einem  Ausdruck 
A+Bi  ist,  wo  A und  B zwischen  +1 
und  —1  liegen,  und  die  Gleichung: 

A’  + ß>  = 1 
erfüllen.  Es  ist  nämlich: 

A — cos  rt,  B = sin  « 

Leicht  einzusehen  ist  auch,  dass,  wenn 
zwei  Zahlen  A und  B diese  beiden  Be- 
dingungen erfüllen,  man  immer  setzen 
kann : 

A + Bi=  ex  \ 

wo  x einen  ganz  bestimmten , zwischen 
0 und  2 « liegenden  Werth  hat,  und  nur 
einen  solchen  haben  kann. 

5)  Von  den  Logari  thmen  reel- 
ler und  complexer  Grössen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung : 
x 

c —y, 
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so  kann  man  sich  x als  abhängig  von 
y,  also  als  Function  dieser  Grösse  den- 
ken. Man  nennt  x den  natürlichen  Lo- 
garithmus von  y oder  kurz  den  Loga- 
rithmus dieser  Grösse.  Es  ist  also: 

x — lg  y oder  e ^ ^ = y. 

In  der  Analysis  kommen  nämlich  in  der 
Regel  keine  andern  als  die  natürlichen 
Logarithmen  vor,  während  beim  prak- 
tischen Rechnen  die  künstlichen  Loga- 
rithmen herrschend  sind.*) 

Ueber  die  Logarithmen  lassen  sich 
nun  folgende  Betrachtungen  ansteilen: 
„Ist  y reell  und  positiv,  sohatx  = lgy 
immer  einen  und  nur  einen  reellen 
Werth,  welcher  positiv  ist,  wenn  y grösser 
als  1,  negativ,  wenn  y kleiner  als  1 ist. 
Wir  haben  nämlich  zu  Schluss  des  Ab- 
schnittes 3)  gezeigt,  dass  der  Ausdruck 

eT=zy  von  0 bis  -fco  geht,  während 
x von  —oo  bis  -f  oo  sich  ändert,  und 
jeder  dieser  Werthe  von  y nnr  einmal 
berührt  wird.“ 

Sei  jetzt  x=«-f  ß*  eine  beliebige  reelle 
(positive  oder  negative),  imaginäre  oder 
complexe  Zahl , Fälle , welche  alle  in 
diesem  Werthe  enthalten  sind,  wenn  man 
die,  wo  et  oder  ß gleich  Null  sind,  mit 
cinschliesst.  Man  kann  dann  immer 
setzen : 

ea+ßi-A  + Bi, 
und  cs  ist  dann : 

o-(-^i  = lg(-^  + Ä»)- 

Wir  behaupten  nun : „dass  jedem  reellen 
Werthe  von  A und  B ein  Werthpaar, 
und  «war  nur  eins  « und  ß entspricht, 
welche  beide  reell  sind,  und  wo  ß «wi- 
schen 0 und  2n.  oder  wenn  man  will 
«wischen  —n  nnd  +n  liegt.“  (Es  ist 


•)  Die  Formeln: 

* 

«*«*=.*+*  -=**->, 

’ e» 

5 X 

(«')'=««,  f?=.T, 

gestaltet  man  dann  leicht  in  die  bekann- 
ten Formeln  um: 

lg(ur)  = lgu-flgr,  lg~  = lg«  — lgr, 

ig(“‘)=*lKu-  lg(v'x)  ~rIg“’ 

wenn  man  tx—  u,  e^  = © setzt. 


nämlich  e und  somit 

entspricht  jedem  negativen  Werthe  des 
Exponenten,  der  zwischen  0 und  — n 
liegt,  einer  zwischen  n und  2.i.) 

Man  hat  nämlich  : 

e((+ß*=  c*  (cos  £ + • sin  £), 

es  ist  also,  wenn  man  noch  e =r  setzt: 
A = r cos  ßj  B = r sin  /?, 
wo  r positiv  ist  und  jeden  Werth  von 
0 bis  co  annehmen  kann , and  ß immer 
als  zwischen  0 und  2*  liegend  betrach- 
tet werden  kann. 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  ins 
Quudrat  und  addirt  sie , so  erhält  man : 
A*  + Ä*  = r». 

Durch  diese  Formel  ist  r völlig  bestimmt, 
nnd  was  auch  A und  B seien,  immer 
lässt  sich  ein  und  nur  ein  entsprechen- 
der positiver  Werth  von  r finden,  so 

dass  mittels  der  Gleichung  ea  = r,  sich 
ein  reeller  Werth  von  «,  und  zwar  eben- 
falls nur  ein  einziger,  ergibt.  Was  nun 
ß anbetrifft,  so  hat  man: 

bin  ß - — , cos  ß — — . 
r r r 

Diese  Ausdrücke  sind  immer  echte  Brüche, 
da  r grösser  als  A nnd  B ist.  Das  Zei- 
chen der  Ausdrücke  rechts  kann  belie- 
big sein,  da  A und  B positiv  und  ne- 
gativ sein  können,  r immer  positiv  ist. 
Ferner  realisiren  die  Ausdrücke  rechts 
die  Gleichung: 

, A*  + B*  , 

sin/9*-f  cos/?*  = — — — = 1. 

Die  Bedingungen,  dass  sich  ein  zwischen 
0 und  2 ff  (oder  zwischen  — n und  n) 
liegender  Werth  von  ß ergebe , wie  sie 
am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes 
gegeben  wurden,  sind  also  erfüllt. 

„Für  jede  Zahl  y lässt  sich  also  ein 
complcxer  Werth  von: 

lg  (*)=«+/*» 

finden,  und  zwar  ist  in  demselben: 

A)  /9  = 0,  wenn  y reell  nnd  positiv  ist, 

B)  «=0,  wenn  y = A+Bi  ist  nnd  A 
und  B beide  echte  Brüche  sind , welche 
die  Gleichung  A*-{-  B*  — l erfüllen.  In 
jedem  Falle  6ind  « und  ß völlig  bestimmt, 
wenn  man  die  Bedingung  hinzufügt,  dass 
ß nicht  kleiner  als  —n  und  nicht  grösser 
als  -fff  sein  soll.“ 

Nnr  wenn  — y eine  reelle  nnd  nega- 
tive Zahl  ist,  hat  man,  wegen  der  Formel: 
e*+(*i  + !)*•__  e* 
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also  wenn  ist: 

e*+(*»+l)**  = 

also  wenn  s = 0 nnd  tzz  — 1 gesetzt  wird  : 
x + ni  jc  — ni 

• = «■  - -y. 

d.  h.: 

,g(-y)=ar  + 

nnd : 

1«  (— y)=rjr— 7»i ; 

cs  sind  also  hier  zwei  Logarithmen  von 
— y gegeben,  welche  nn  dem  Endpunkte 
des  bezeiehnctcn  Gebietes  liegen.  Ura 
diesen  Fall  aber  nicht  ouszuschliessen, 
sagen  wir:  C)  a und  ß sind  immer  völlig 
bestimmt,  wenn  man  annimmt,  dass  beide 
reell,  und  ß grösser  als  — n und  nicht 
grösser  als  -f  n sei. 

Nach  diesen  Betrachtungen  können 

wir  jetzt  dem  Ausdruck:  a , wo  a und 
s beliebige  reelle,  imaginäre  oder  com- 
plexe  Zahlen  sind,  immer  einen  ganz  be- 
stimmten Sinn  unterlegen.  Wir  haben 
nämlich  immer: 


s 

a i-  | 

— — a 
t 
a 

(«')P=(',]«‘y='‘p'ga, 

also : 

und  wenn  man  für  p — setzt: 

P 

1 * 


Ferner: 

(aA)*=(.lga«,gV  = e*  C«  “+■«*), 

also : 

(ui)'  = «V, 

und  ebenso: 

(r)'= 

also: 


und  lg  a hat  in  jedem  Falle  wenigstens 
einen  genau  zu  bestimmenden  Werth. 
Also: 


a'=(e,8V=«'lg“ 


Da  nun  der  Ausdruck  ez  immer  einen 

Sinn  hat,  so  hat  auch  a’  = «**ga  einen 
solchen,  und  zwar  ist: 

-,=lim(l+i^)n, 

oder: 


a =l  + »lga  + * + 


J*(lg  «)* 
1-2  T 1-2-3 


+ ... 


und  somit  sind  die  Potenzen  mit  belie- 
biger Basis  und  beliebigem  Exponenten 

immer  auf  die  Grösse  ex  zurückgeführt. 
Alle  darüber  ausgesagten  Sätze  gelten 
auch  hier.  Namentlich  ist: 


a*a‘=e‘Ig“«,lg‘,=  .<,+0 Ig0, 
also:  • 

a a =a‘+  *. 
u " e *g  ° 

also: 


Indcss  ist  die  Theorie  der  Exponential- 
grössen  und  der  Logarithmen  hiermit 
ans  dem  Grunde  noch  nicht  erschöpft, 
weil  in  der  Bedingung,  dass  der  imagi- 
näre Theil  von  lg  (A -{-!?•)  innerhalb 
gewisser  Grenzen  liegen  solle,  eine  nicht 
nothwendige  Beschränkung  gegeben  ist. 
In  der  That  hat  der  Logarithmus  einer 
Zahl  unendlich  viel  Werthe,  und  somit 
wenigstens  im  Allgemeinen  auch  die  Ex- 
ponentialgrössc : 


Wir  kommen  hierauf  sogleich  zurück, 
bemerken  jedoch  noch  Folgendes. 

Wir  haben  gesehen,  dass  »ich  jede 
complexe  Grösse  A und  Bi  auf  die  Form 
bringen  liege : 

A + Bi  = re*\ 

wo  r und  >/  reell,  r positiv  ist,  <f  gr&sser 
als  —7i  und  nicht  grosser  als  n war. 
Diese  Verwandlung  kommt  oft  vor,  man 
nennt  r den  Modul  der  imaginären  Grosse, 
<f  das  Argument  derselben. 

r und  r;  sind  gegeben  dnreh  die  Glei- 
chungen : 

A . B 
r1  =A‘+B*,  cos?=— , sinv=— . 

Die  letzteren  beiden  lassen  »ich  auch 
ersetzen  durch  die  eine: 
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B 

*'  = *■ 

In  dieser  Formel  ist  aber  nicht  angege- 
ben , ob  7 negativ  oder  positiv  sei  j da 
tg ( — tg(n  — o)  ist,  also  sich  für  je- 
des negative  Argument,  welches  hier  in 
Betracht  kommt,  ein  positives  finden 
lasst  welches  dieselbe  Tangente  hat. 

. . . B 

IndesB  weiss  man,  dass  ln  sin  7=  — 

an  negativem  B auch  negatives  7 gehört. 

„Es  wird  sich  also  das  Vorzeichen 
von  7 immer  nach  dem  von  B richten.1' 
Das  Auffimlen  von  7 kann  im  Uebri- 


gen  mittels  einer  trigonometrischen  Tafel 
geschehen,  und  bedient  man  sich  in  die- 
sem Falle  lieber  der  Formeln: 

tg,  - * r_  A _ B 

* A ’ cos ,/  sin  7 ’ 

Beispiel.  Es  sei  in  der  angegebe- 
nen Weise  darzustcllen : 

x = 7,491236+t  5,123847, 

und : 

x = 6,210099-i  3,277161. 

Indem  wir  beide  Rechnungen  vereinen, 
ist: 


im  ersten : 


zweiten  Falle : 


lg  ß = 0,7095961 
lg  A-  0,8745536 
lg  tg 7 =9.8350426—10 
7 = 34-22'  16",  68 
cos  7 = 9,9176956- 10 
lg  r = 0,9568579 
r= 9,054363 


0,5154977 
<W168460_ 
9,7986517-10 
-32»  IO'  U",84 
9.9276129-10 


0,7892331 

6,155071. 


Da  die  Werthe  von  7.  in  Winkeln  gegeben  sind,  so  müssen  sie  auf  Theile  von 
71  reducirt  werden.  Man  hat: 


34-  =0,5934119 
22'  =0,0063995 
16" =0.0000776 
0",  68  = 0.0000033 
7 =0,5998928 


32-  =0.5585064 
10*  =0,0029089 
11" =0,0000533 
0".  84  = 0.0000041 
-0,5614717, 


also  im  ersten  Falle: 


und  im  zweiten : 


x= 9,054363  c0’5998923', 
* = 6,156071  e-°.5614717i 


6)  Mehr  den  tig  keit  der  Wurzeln. 

Sei  zunächst  a eine  reelle  und  positive  Zahl,  so  hat  immer  die  Grösse 


\a  auch  einen  positiven  Werth,  den  wir  mit  n bezeichnen  wollen.  Es  ist  dann 


u — a.  Da  nun  e~ 


= 1 ist,  welchen  ganzen  Werth  auch  s habe,  »o  ist  auch: 


(2*  nun 

n I « 2*ni 

ne  / =«  e =f 


und  mithin  jeder  Ausdruck  ein  Werth  von  y«,  welcher  die  Form  hat: 

2s  ni 


Obgleich  hierin  s jeden  beliebigen  ganzen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  doch 

n 

leicht  ersichtlich,  dass  sich  nur  n verschiedene  Werthe  von  \a  hieraus  ergeben, 
welche  den  Werthen  von  s = 0,  1 . . . ft— 1 entsprechen,  denn  wäre  i>n— 1 
oder  t negativ,  so  könnte  man  immer  setzen:  t = nk+*\  wo  t einen  der  gegebenen 
Werthe  hat  und  k eine  negatize  oder  positive  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann  : 
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' ikni + 


2/i  • «'  ‘2  nit* 


Also  nur  n Wcrthe  von  s geben  ein 
verschiedenes  Resultat. 

Sei  jetzt  a eine  negative,  imaginäre 
oder  complexe  Zahl,  so  kann  man  immer 
setzen : 

a = r ef  , 

wo  r positiv,  q grosser  als  — 71  und 
nicht  grösser  als  rj  ist.  Man  hat  also 
jedenfalls: 

1 qi 
n — — 
n n 

Va  = r t , 

1 

wo  r n immer  als  positiv  gedacht  wer- 
den kann,  und  das  Argument  stets 

grösser  als  — und  nicht  grösser  als  ein  Werth  von  \a  ebenfalls  =1,  also 
— ist.  Ganz  wie  vorhin  ergibt  sich  dann 


Es  kann  aber  ein  Ausdruck  «ten  Gra- 
des wie  xH  — a nicht  mehr  als  n einfache 
Factoren  haben.  Es  ist  somit  in  dem 
Gesagten  die  Theorie  der  Wurzelaus- 
zichung  aus  reellen  und  complexen  Zah- 
len erschöpft. 

Eb  wäre  an  dieser  Stelle  noch  der 
Beweis  za  fuhren,  dass  jede  Gleichung 
nten  Grades  auch  n complexe  Wurzeln 
habe. 

Wegen  dieses  Beweises  verweisen  wir 
auf  den  Artikel:  „Quadratische  Factoren“, 
namentlich  auf  den  ersten  elementaren 
Beweis. 

Was,  um  nochmals  auf  die  Wurzeln 
zurOckzukommcn,  die  Darstellung  der- 
selben anbetrifft,  so  ist,  wenn  <*  = 1 ist. 


der  allgemeine  Ausdruck  von  VI  wird 
sein : 


der  allgemeine  Werth  von  y<i : 
1 (r/  + 2*/l)i 


d.  h.: 

„Jede  Zahl  bat  « verschiedene  Wur- 
zeln nter  Ordnung,  welche  die  Form 
«4-W  haben.“ 

Es  können  aber  auch  nicht  mehr  als 
n Wurzeln  vorhanden  sein.  Denn  sei 
x eine  derselben,  so  realisirt  sie  die 
Gleichung : 

n A 

Ist  nun  « ein  Werth  von  x,  so  muss 

xn  — a durch  x—a  theilbar  sein.  — Der 
n__ 

Quotient  hat  nämlich  jedenfalls 

x — a 

die  Form : 

s-l,  , n— 2 «—3 

x + Ax  +Bx  4-  . . . 

4"  Cx+D-\ , 

x—n 

wo  die  Coefßcienten  auch  complex  sein 
können.  Es  ist  also: 

xw— a = (x— o)  (xn  l+Axn  ’+  . . . 

-f-  C x -f-  O)  4*  Ä, 

und  es  muss  für  x = « auch  xn=a  sein, 
was  unmöglich  ist,  wenn  E nicht  gleich 
Null  wird. 


Vl  = e n , 

und  aus  diesem  Ausdruck,  multiplicirt 
mit  einem  Wcrthe  der  nten  Wurzel  aus 
a,  besteht  der  allgemeine  Werth  dieser 
Wurzel. 

Der  Ausdruck: 

2 sni  2sn  2#7i 

n n , . . n 

e — cos  4- »sin 

ist  offenbar  gegeben,  wenn  man  den 
ganzen  Kreis  in  n Theile  theilt,  und  die 
Darstellung  der  «ten  Wurzeln  und  die 
Theilung  des  Kreises  bilden  daher  das- 
selbe Problem.  Namentlich  wird  die 
nto  Wurzel  der  Einheit  immer  durch  Auf- 
lösung von  quadratischen  Gleichungen 
erfolgen,  wenn  der  Kreis  auf  geometri- 
schem Wege,  d.  h.  mittels  der  graden 
Linie  und  des  Kreises  in  n Theile  ge- 
theilt  werden  kann,  und  umgekehrt.  Was 
dies  Problem  anbetrifft,  so  vergleiche 
den  Artikel:  Kreistheilung.  Für  die 
Darstellung  der  nten  Wurzeln  der  Ein- 
heit in  den  einfacheren  Fällen  bedient 
man  sich  derjenigen  Formeln,  welche  aus 
VII.  und  VII  a.  des  Abschnitts  4)  wie 
in  der  Trigonometrie  abgeleitet  werden, 
z.  B.: 

cos 2a  — cos  a*  — sin  o'  -2  cos  cc* — 1 

= 1— 2sin  «*, 
sin  2«  = 2 sin  a cos  er, 
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-!=]/ 


1— cos  a 


cos 


H 


l + cos« 

2 * 


A)  Sei  n=2,  so  ist  cos n = — 1,  sinn  = 0,  also  ent=— 1, 

Vl=l  and  =—1,  \a  = a oder  = — <r, 

wo  unter  n diejenige  Wurzel  verstanden  ist,  welche  der  Bedeutung  genUgt,  dass 
ihr  imaginirer  Theil  zwischen  — n und  +n  liegt  (also  auch  Null  sein  kann,  was 
eintritt,  wenn  a positiv  ist). 

B)  Sei  n = 3,  so  ist  nach  Formel  VII,  Abschnitt  4): 

sin  2n  = sin  § rr  cos  $rr  — cos  Jn  sin  |rr. 

Setzt  man  also  }n=4r,  so  ergibt  sich: 

0 = sin  z cos  2z  + cos  z sin  2z, 

oder: 

sin  x (1  —2  sin  z*)  + 2 sin  x cos  z*  = 0, 

1—2  sin  z*  +2(1  — sin  z*)  = 0, 

3 = 4sinx*, 

also: 

8in|7i  = |y3, 
cos  } n = — ^, 

(nach  der  Formel  cos  x* -f  sinz*  = 1 ist  das  negative  Zeichen  zu  nehmen,  weil  \n 
zwischen  ^ und  n liegt). 

e»ni=-|(l-iy3), 

**=  (e»  ni)»  = i (-2-2i  y3)  =-*(!+»  V3), 
y«=~(i-iy3),  -|-(i+iy3),  «. 


also: 


C)  Sei  n = 4. 


n A 
cos  -2=0, 


. n i 
««.■2=1, 


n . ?n  . 3 n . 

— • — * — i 

2.2  - 2 

e =*,  e =— 1,  e = — *. 

fa  = «,  «i,  —er,  — ««. 


D)  Sei  w=5. 


sin  * = 0 = sin  | n cos  $ n -}-  cos  J n sin  £ n, 
also  wenn  man  x = Jn  setzt: 

0 = sin  2z  cos  3z + cos  2z  sin  3z, 
sin  3z  = sin  2z  cos  z+ cos  2z  sinz, 

0 = sin  2z  cos  3z  + sin  2z  cos  2z  cos  z + (1 —sin  2z*)  sin  z, 
cos  3z  = cos  2z cos  z— sin 2z sinz, 

0 = 2sin2zcos2zcosz— 2 sin  2z*  sin  z+ sinz, 
sin 2z  = 2 sinz  cosx, 

also  wenn  man  mit  sinz  hebt: 

0 = 4 cosz*  co8  2x— 8 sinz*  cosz*+l, 

oder  da: 

cos2x  = 2cos  x*— 1 

ist : 
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4co«x*  (2co«x'— 1)—  8cou'  (1— C09x*)+1  =0, 

16cos  x* — 12cosx*  + 1=0. 

Es  ergibt  sich  hieraus : 

4cosx*  = | + j ys. 

Was  das  Zeichen  an  betrifft,  so  morkc  man,  dass  cos  --  = yj , also  cos  y+ 
4 cos  >2  ist,  mithin  das  obere  Zeichen  genommen  werden  muss.  Es  ist  also: 
cos£=iy(j+iy5), 


• n ,/  , n 

sin  -=-  = 1/  1 — cos  — • 
5 f & 


worans  sich  ergibt: 

.*  / n , • ■ »\*  ( n . ■ ■ n V ( * , . , »V 

y«  = er,  n ^cos  — + • sin  J , n^cos  g-  + * sin  y-J  , n ^cos  -jr-  + »sin  jr)  , 

«(cos|+i.in|)*, 

Ausdrücke,  deren  Berechnung  wir  hier  sparen.  Zugleich  ergibt  sich: 

i/®  ( n ..  n \$ 

Va-a,  «r  ^cosy+isin-g-j  , 

wo  s die  Werthe  1 bis  9 annimmt. 

E)  Sei  n = 15,  so  hat  man: 

2/r  [n  n\  7i  n , . n . n 
ro8B=C0’V3- 57=C08  T'09  5-+“‘n3' 8,n  T’ 

and  da: 


n /l  + cosjn 
008  3"  = y 2 =1’ 

siny=y(l-*)=iyj 


bekannt  sind,  ebenso  wie  cos  -=-  und  sin-=-,  so  sind  auch  die  15ten  Wurzeln  der 
ö 5 

Einheit  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  zu  finden.  Wegen  der  For- 
meln, welche  cos  und  sin  geben,  wenn  cos  a und  sin  a bekannt  sind,  kann 


man  jede  2nte  Wurzel  auf  diese  Weise  bestimmen,  wenn  die  nte  bekannt  ist.  Zu 
merken  ist  noch,  dass  auch  die  17 tc  Wurzel  der  Einheit  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  gefunden  werden  kann.  (Siche  den  Artikel:  „Krcisthcilung“.) 
Bei  wirklicher  numerischer  Berechnung  von  Wurzeln  bedient  man  sich  jedoch 
immer  der  trigonometrischen  Tafeln. 


7)  Mehrdeutigkeit  der  L og&rithmen. 

Wir  wollen  mit  /(«)  denjenigen  Logarithmus  von  a bezeichnen,  von  dessen 
Vorhandensein  wir  uns  in  jedem  Falle  Überzeugt  haben,  und  dessen  imaginärer 
Thcil  grosser  als  —n  und  nicht  grösser  als  n ist,  während  Iga  jeden  Ausdruck 

x bezeichnen  soll,  welcher  die  Gleichung  cx=a  verifleirt.  Offenbar  ist  dann: 


l(d) 

e v '=ra 


und  da  e 


n»_ 


= 1 ist: 


* e/(«)+a*nl_0j 


and  folglich: 


42 
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lgö  = /(«)+2s  ni, 

wo  s eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  Null  inbegriffen,  vorstellt. 

„Jede  complexe  Grösse  hat  also  unendlich  viel  Logarithmen,  welche  sich  aus 
einem  derselben  ergeben,  wenn  man  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2 ni  hinzuzahlt. 
Namentlich  ist:  • 

c°  = l,  l(l)  = 0, 

also : 

lgl=2<;ii; 

ferner: 

eni=-l,  ni  = l(- 1), 

also: 

lg(-l)  = (2s+l)ni; 

rr 

« =«»  “g" * = • (*)> 

ilsq: 

lg»  = (4*  + l)  ~i', 
n . 


lg(-i)  = (4*-l)|-i  = (4*+3)-£i. 

„Alle  positiven  Zahlen  haben  Logarithmen;  deren  imaginärer  Theil  stets  ein 
grades  Vielfaches  von  ni  sein  muss  “ 

und  wegen  der  Formel  lg(— a)  = lga-f-lg(— 1): 

„Alle  negativen  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil 
ein  ungradcB  Vielfaches  von  n ist.“ 

„Alle  rein  imaginären  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer 

Theil  ein  ungrades  Vielfaches  von  — ist,  und  zwar  wenn  sie  mit  -f*  multipli- 

cirt  sind,  ein  Vielfaches  von  der  Form  4*4-1,  wenn  sie  mit  — * multiplicirt  sind, 
von  der  Form  4s +3.“ 

Aus  der  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen  ergibt  sich  die  der  Exponentiai- 
grössen.  Welchen  Werth  des  Logarithmus  man  auch  nimmt,  immer  ist: 


d.  h. : 


also: 


«*=.**“=  Ilm 


X_1  L 1 ,Jf*(Igfl)*  . X*  (Igo)*  , 

a _l-fxlgo+  1#2  + 1.2*3  ******’ 


«X=l+x(/(a)+2sni)+^(/(o)4-2sni)t+f:^(/(a)+2sni)*+... 


eine  Reihe,  die  im  Allgemeinen  unendlich  viel  Werthe  hat.  Da  jedoch  « ein- 
deutig ist,  wenn  z eine  ganze  Zahl  ist  und  nur  k Werthe  hat,  wenn  z ein  Bruch 
mit  dem  Nenner  k ist,  so  wird  sich  auch  der  Ausdruck  rechts  Im  ersten  Falle 
auf  einen,  im  letztem  auf  k Werthe  rcducircn,  und  diese  Reihe  nur  dann  unend- 
lich viel  Werthe  behalten,  wenn  x eine  irrationale  oder  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

8)  Berechnung  der  Logarithmen  reeller  und  complexer  Zahlen. 

Wir  haben  bisher  nur  die  Möglichkeit  der  Berechnung  der  Logarithmen  be- 
wiesen, und  wollen  jetzt  dieselben  wirklich  darstcllen. 
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Gehen  wir  von  der  Formel  am: 


, = e,gT  = lim(l+!e)", 


so  erhalten  wir: 


lim  [n(xn  — l)]  = lgx. 


Wir  setzen  x = l-fyj  und  berechnen  den  Ausdruck  (1-f-y)"  nach  dem  Binomi- 
schen Satze  für  gebrochene  Zahlen.  Da  derselbe  aber  nur  dann  eine  convergente 
Keihenentwickelung  gibt,  wenn  der  Modul  von  y kleiner  als  1 ist  (vergleiche  den 
Artikel:  „Reihen“),  so  ist  von  vorn  herein  ersichtlich,  dass  unsere  Entwickelung 
höchstens  in  diesem  Umfange  gültig  sein  wird.  Es  ist: 


(l+y)=l+-^y- 


*(«-*) 

r+- 


1-2 


1-2. 3 


woraus  sich  ergibt : 


»(*  + 


«4.> 4)(-J) 


1-2-3 


Um  die  Grenzen  der  Convergenz  dieser  Reihe  zu  bestimmen,  untersuchen  wir  den 
Quotienten  des  s -fiten  durch  das  ste  Glied: 


• (Hr)1-*-®- 

. (.-1-4)  1-2-3 

. .*(*+!)  y* 


_ *y  y_ 

"s-fl  II  (•+!)* 


und  cs  ist  klar,  dass  mit  wachsendem  s das  letztere  Glied  verschwindet,  das 
erstere  sich  der  Grenze  y nähert.  Diese  Reihe  convcrgirt  also  in  der  That,  wenn 
y ^kleiner  als  1 ist,  falls  y reell  ist;  Bollte  y imaginär  sein,  so  setzt  man 

y — r e* \ und  der  Modul  r wird  dann  kleiner  als  1 sein  müssen.  Denn  da  alle 
Potenten  von  y,  nlso  y Grössen  von  der  Gestalt  re'*'  ergeben,  nnd  diese  in 
einen  reellen  nnd  imaginären  Thcil  zerfallen,  r*  cos  i» , ir*  sin  ktf,  die  beide  klei- 


ner als  r sind,  so  werden  die  entsprechenden  Beihen  convergiren,  wenn  die- 
jenige convcrgirt,  welche  entsteht,  wenn  mau  y = r setzt,  was  der  Fall  ist,  wenn 
r kleiner  als  1 ist.  Lasst  man  nun  in  unserer  Entwickelung  n wachsen,  so  ver- 


schwinden die  Ansdrücke  — , nnd  man  hat: 


l)  ig(l+y)=y— {y’+iy*  -iy*+  . • - 

Man  kann  jedoch  mittels  dieser  Beihe  unmittelbar  nnr  die  Logarithmen  derjenigen 
reellen  Zahlen  berechnen,  welche  zwischen  0 nnd  2 liegen,  da  diese  nur  sich  anf 
eine  Form  1+y  bringen  lassen,  wo  y zwischen  —1  nnd  +1  liegt.  Ebenso  er- 
geben sich  daraus  nur  die  Logarithmen  der  imaginären  Zahlen  von  der  Form 

1 + re'f,  wo  r kleiner  als  1 ist.  Setzt  man: 
so  muss  sein: 

a = l+rcosy',  b=nintf,  («— 1)’+ 4*  =*■’• 

Es  ist  also  die  Bedingung  zn  erfüllen: 

(«-1)*  + »’<1,  oder 
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welche  Bedingung  man  auch  schreiben  kann: 

2a<  — 4*,  oder  2«— «’>&*. 

Indes»  lassen  sieh  ßeihen  für  lg(l+y)  finden,  welche  immer  convergiren.  Neh- 
men wir  zunächst  an,  x wäre  reell  und  positiv,  so  dass  z immer  einen  reellen 
Logarithmus  hat,  so  ist : 


lgjc 

e6  =x, 


— lg* 


= y*. 


",  i i» 

wo  wir  unter  \x  immer  die  positive  Wurzel  verstehen.  Es  ist  also  — lg  * = lg  y x, 

und  die  Bedeutung  dieser  uns  schon  bekannten  Formeln  ist  hier  so  beschränkt, 
n n 

dass  Igx  und  lg  \x  die  reellen  Wcrthe  / (x)  und  l(V*)  dieser  Grossen  bedeuten 
Formel  1)  gibt  dann : 


/(V*)=V*-l-i(K*-l)*+HV*-l)*-  • • 

also : 


2)  /(*)=»(?* 

Welche  positive  Zahl  auch  x sei,  immer  lässt  sich  eine  nte  Wurzel  aus  x finden, 
welche  um  ein  beliebig  Kleines  von  der  Einheit  abweicht,  und  somit  lasst  sich 
etwa  durch  wiederholtes  QuAdratwurzelauszichen  aus  x immer  ein  Werth  von  n 
bestimmen,  welcher  der  Bcihc  sogar  einen  beliebigen  Grad  der  Convergenz  gibt. 
Für  wachsendes  n kann  also  die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  beschränkt  werden, 

t 


wo  sic  dann  mit  dem  oben  für  logx  gegebenen  Werth  lim  n (x  Ä — I)  zusammen- 
fällt.  Dass  übrigens  die  Reihe  keinen  andern  Werth  von  Igx  als  / (x)  gibt,  wenn 

n 

\x  reell  und  positiv  ist,  folgt  daraus,  dass  beide  Ausdrücke  links  und  rechts  reell 
sind,  und  dies  bei  keinem  andern  Werth  von  lg(x)  stattfindet.  Was  die  Loga- 
rithmen der  negativen  oder  rein  imaginären  Zahlen  anbetrifft,  so  ergeben  dieselben 
sich  aus  der  Reihe  2)  ebenfalls  mittels  der  Formeln: 

f(-x)=/(x)-M», 

/(•x)  = J(x)+yi, 

/(-•*> =/(*)—<. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Berechnung  der  Logarithmen  complexer  Zahlen 
Ei  sei: 

e«  + ß'=a+/)ii 

also: 

o + jJi=lg(ii-f  U), 

so  lässt  sich  u immer  noch  durch  die  Beihenentwiokelung  2)  bestimmen.  Es  ist 
nämlich : 

* a—ßi  ,. 

r r =a—t  i, 

also  indem  man  beide  Formeln  multiplicirt: 

e*“  = a’-i-4*,  2a  = /(««  + 6’), 

«=£  oder  =/(y'a»+A»), 

also  « ist  der  reelle  Logarithmus  einer  positiven  Zahl.  Es  kommt  also  nur  au 
die  Bestimmung  von  ß au.  Wir  haben: 
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wo: 


A — — , R - — und  r = W«1  + b!) 
r r 

ist.  Es  ist  also  immer  /t*  + ß*  = l. 

Da  die  Entwickelung  nach  Reihe  1)  möglich  war,  wenn  (A — 1)*<1  — Äa 
war,  so  ist  hier  (A—1)*<A'  die  Bedingung.  Sic  wird  erfüllt,  wenn  A,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  grösser  als  ^ ist. 

Aus  der  Formel  c^—A+Bi  ergibt  sich: 

y|  = co8/J,  Bzzb  inß. 

Nun  ist  cos  = i.  In  Abschnitt  G)  wurde  nämlich  berechnet : cos  § n = — 1,  also  ist : 

cos  £ = cos  (* - J rt)  - + f 

Ferner  nimmt  der  Cosinus  zwischen  0 und  n immer  ab,  also  ist  die  Reihe  1)  zu 
gebrauchen,  so  lange  ß = l(A  -f  Bi)  kleiner  als  ist.  Da  diese  Entwicklung, 

ü 

welche  wegen  des  complexcn  Ausdruckes  nach  dessen  Potenzen  geschieht, 
nicht  sehr  bequem  ist,  so  bedient  man  sich  in  der  Regel  einer  anderen.  Sei 
wieder: 

c”7  ^*=«4-6»,  also  cn~  bi. 

Die  Division  beider  Formeln  gibt: 

1+—  * 

n ßi  _ a -f  Ai  _ a 


t ' = 


a — bi 


1-— i’ 
a 


also  wenn  — , ein  Ausdruck , der  jeden  reellen  Werth  annebraen  kann,  gleich  u 
gesetzt  wird: 

8 ^ = lg  T=^r lg  a +“0-ig  a -«*  o, 

also  wenn  man  beide  Logarithmen  nach  Formel  1)  entwickelt,  so  ergibt  sich: 
lg(l-f  — J m*  *— 1m4+5«*  »—  • • 


also : 

3) 


lg(l— m)=s— ui +£ «*  + }«<* i— |ti4— |m*  •+  . . 

/3  = u-iuJ  + iu*-}u», 
b 

u = — . 


Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchen  Grenzen  diese  Reihe  convergirt.  Die  Bcdin- 
gungsglcichung  gibt:  u*  <1,  also  6<n,  abgesehen  vom  Vorzeichen.  Da  übrigens: 


A = cos  ß — —~  und 
r r 


B = s\nß=  — 


war,  so  muss  auch  sin/S<cos/9,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  sein.  Da  nun  der 
Sinus  zwischen  0 und  wächst,  der  Cosinus  in  dieselben  Grenzen  fällt,  aber: 

cos -^  = cos  (-£-!)  = sin ; 
ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Entwickelung  so  lange  statt  hat,  als  ß zwischen 
— ~ und  liegt.  Aendert  nämlich  u sein  Vorzeichen,  so  geschieht  dies  offenbar 
auch  mit  ß}  ohne  dass  diese  Grösse  ihren  absoluten  Werth  ändert,  also  jedem  ß 
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zwischen  0 und  -j-  entspricht  ein  ß zwischen  0 und  — -j-.  Der  Gebrauch  dieser 

Gleichung  gilt  noch  für  die  Grenzen  und  —-—selbst.  Es  ist  nämlich  dort  — 

4 4 a 


= =1,  und  u = 


= — 1.  Die  Glieder  der  Reihe  nehmen  fürw=l 


ab,  und  haben  abwechselnde  Zeichen,  und  solche  Reihen  convcrgircn  immer. 
(Siehe  den  Artikel:  „Reihen.“)  Man  hat  also: 

Die  bekannte  Leibnitz’sche  Reihe,  welche  zur  Bestimmung  von  n dient.  Da  diese 
Reihe  jedoch  nur  äusserst  langsam  convergirt,  so  bedient  man  6ich  anderer  Ent- 
wickelungen zur  Bestimmung  von  n.  (Siehe  über  diesen  Gegenstand  den  Artikel: 
„Quadratur  (geometrische)“.) 

Wir  batten  allgemein : 

et,+fii=a+bi, 

also: 

«+/)i  = lg  (o+M). 

Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  welchen  Logarithmus  unsere  Reihenentwickelung  vor- 
stcllt.  Es  ist  nämlich  in  allen  Logarithmen,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ß ver- 
schieden. — Offenbar  sind  die  Darstellungen  von  lg(l  + u»)  und  lg  (1  — ui)  conti- 
nuirliche  Functionen  von  w,  so  lange  die  Reihen  convcrgircn,  welche  für  w=0 
verschwinden.  Für  diesen  Werth  stellen  sic  also  /(1-f*«»)  und  f(l— ui)  vor.  Sie 
können  aber  für  keinen  Werth  von  u einen  andern  Logarithmus  vorstellen.  Denn 
wäre  etwa  die  erste  Reihencntwickclung  von  i*=0  bis  w = «r,  gleich  /(1  + ui)  und 
für  w = «4-r  gleich  /(l+w»)d-2f n».  Da  dies  ja  der  allgemeine  Ausdruck  ist,  so 
könnte  dieser  Ausdruck  nur  aus  dem  erstem  hervorgehen,  wenn  man  eine  endliche 
Zahl  2s ni  zuzählt,  würde  also  nicht  continuirlich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  imaginären  Theile  beider  Reihen  der  eine  zwrischcn 
0 und  TT,  der  andere  zwischen  —n  und  0 liegt  (sie  haben  nämlich  ungleiche  Vor- 
zeichen). Es  wird  also: 

2£i  = /(l+*»)-/(l-i«) 

zwischen  2n»  und  — 2ni,  d.  h.  ß zwischen  — n und  + 7i  liegen.  Es  wird  also 
auf  diese  Weise  immer  / (a-f-6i)  gefunden.  Diese  Betrachtung  ist  bei  Bestimmung 

der  Grenzen  der  Convergenz  von  ß und  der  Reihenentwickclung  für  — bereits 

anticipirt. 

Noch  ist  ß zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  6>sr,  ß> ~ ist.  Es  ist  dann 
noch  immer: 

2ß%_  a + 6kt 


also: 


7ßi a—b  i 


a-f  b i 


also  wenu  mun  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  i multiplicirt: 

— 2 ßi  __  b -j-  ai 
— b+ai' 


oder  wenn  man  mit  e 


=r— 1 multiplicirt: 


6-fo » 
b—  ai' 


1+-- 


1~Ti 
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und  wenn  man  = p setzt: 

O 


n 1 , 1 + e« 

2 /,_2i8i-r*‘ 


Die  Entwickelung  aber  gibt  ganz  wie  oben: 


-£--0  = ©-J  ©*  + $©*- J r>  + ... 


r = 


b ’ 


eine  Reihe,  welche  convergirt,  wenn  ©’cl,  also  a,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
kleiner  als  b,  oder  wenn  -g—ß  zwischen  — • — und  also  zwischen  Jn  und 
$ n liegt.  In  diesem  Falle  hat  man  also : 


4) 


/?  = — + . . . 


V = 


b ’ 


Immer  wird  eine  der  Reihen  3)  oder  4)  den  Werth  von  ß geben.  Wir  haben 
nämlich  die  Fälle,  in  welchen  beide  convergiren,  noch  nicht  völlig  erschöpft.  Die 
Reihe  3)  convcrgirte,  so  lange  sin/S<cos£  war,  abgesehen  vom  Vorzeichen.  Dies 

ist  nicht  allein  in  den  Grenzen  — ~ und  der  Fall,  sondern  auch  in  den 

4 4 

Grenzen  fr»  und  n,  denn  eine  Grösse  in  diesen  Grenzen  ist  gleich  n— «,  wo  « 
zwischen  0 und  $ n liegt,  aber: 

sin(n  — n)  = sin«,  und  cos(n— «)=  — cos  «. 

Gleiches  gilt  in  den  Grenzen  — {n  und  — rr,  denn: 

sin  (—<*)= —sin«,  und  cos  (—«)=:  cos  «. 

Der  Umstand,  dass  der  Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  hat  also  auf  unsere  Schlösse 
keinen  Einfluss.  Die  Convergenz  der  Reihe  4)  findet  aus  diesem  Grunde  auch  in 
den  Grenzen  — |n  und  — js  statt,  wie  sich  auch  von  selbst  ergibt,  da  die  Reihe 

für  — — ß in  diesen  Grenzen  nur  ihr  Zeichen  ändert. 

St 

Man  hat  also  allgemein : 

l(a  + bi)  = a+  ßi, 

wo  a=z l (]/«*  + 6*)  immer  durch  die  Formel  2)  zu  bestimmen  ist,  und  ß sich  durch 
Formel  3)  ergibt,  wenn  b kleiner  als  a,  dagegen  durch  Formel  4),  wenn  a kleiner 
als  b ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  man  wie  in  der  Trigonometrie  setzt: 

y = arcsinx,  wenn  x = siny, 
y — arc  cos  x,  wenn  x = cos  y, 
y-  arctgx,  wenn  x = tgy. 


Da  man  nun  hat: 


also : 


ßi  , . 2/Ji  l+itg/9 

■■  =cos/J+isin/9,  e p — ^ 


e,arcsm«=y(1_of)+ßii 

eiarccos«=_a+iy(l_^)j 

2 »arc  tg  o 1+*  « 

e — ; : , 

1— »« 


so  ist: 
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arc  sin  « = -r-  lg  [V(l  — «*)+«»], 

arc cos  o = 4-  lg  [o+i  V(1 — « *)]t 

1 . 1+» n 
arctg«=2-.lgi— 

und  diese  drei  Functionen  sind  also  eben- 
falls Ausdrücke,  denen  unendlich  viel 
Werthe  zukommen. 

9)  Betrachtungen  überdieNa- 
tur  des  Imaginären. 

Wir  haben  in  den  vorigen  Betrachtun- 
gen dem  Imaginären  eine  rein  formelle 
Bedeutung  gegeben,  die  sich  etwa  auch 
so  fassen  lässt,  dass  jede  Gleichung  von 
der  Form  a+ßi  = y + di  eben  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Gleichungen 
« = }',  ß = d sei.  Dass  aber  mit  den 
Ausdrücken  rechts  und  links  in  dieser 
Gleichung  nach  den  gewöhnlichen,  für 
reelle  Zahlen  gültigen  Regeln  gerechnet 
werden  könne,  also  anch  andere  Glei- 
chungen gebildet  werden  dürfen,  wenn 
man  damit  die  Gleichung  i*  = — 1 ver- 
bindet, also  rein  formell  immer  »*  mit 
— 1 vertauscht.  Das  Resultat  jeder  sol- 
chen Rechnung  ist  dann  immer  wieder 
ein  Ausdruck  von  der  Form  o + 4»,  und 
es  ist  dies  die  wichtigste  Eigenschaft 
imaginärer  Ausdrücke,  dass  man  eben 
zu  keinen  neuen  Formen,  weder  durch 
directe,  noch  durch  indirecte  Operationen 
geführt  wird. 

Ueberlegt  man , welche  Annahmen 
nöthig  sind,  um  sämmtlichc  einfachen  Ope- 
rationen mit  imaginären  Grössen  voll- 
führen  zu  können,  so  kommt  man  auf 
folgende  wenigen  Regeln: 

A)  Beim  Addiren. 

Zwei  Ausdrücke  von  der  Form  o + 4i 
werden  addirt,  wenn  man  die  reellen  und  die 
mit  i multiplicirtenTbeile  für  sich  addirt. 

Dieselbe  Regel  gilt  auch  für  die  Sub- 
traction , die  ja  eine  Addition  von  zwei 
Zahlen  ist,  deren  eine  negativ  genom- 
men wird. 

B)  Bei  der  Multiplication. 

Der  Ausdruck  <*  -f-  4»  kann  mit  jeder 
ganzen  Zahl  m durch  die  Formel  am  + 4mi 
multiplicirt  werden,  welches  sich  aus  A 
ergibt,  da  das  Multipliciren  nur  ein  wie- 
derholtes Addiren  ist. 

Das  Multipliciren  mit  reellen  Brüchen 
macht  auch  keine  neuen  Betrachtungen 
nöthig.  Denn  cs  ist  der  Ausdruck 

-^-(o  -f4»)  = «+/?*  defmirt  durch  die  Glei- 
chung c(o+6»)  = d («  + £»).  Da  nun 


c c 

auf  die  angegebene  Weise 

mit  d multiplicirt,  co  + c4i=  c(a+ W) 
gibt,  so  stellt  obiger  Ausdruck  das  ver- 
langte Product  vor,  auch  kann  der  Mul- 
tiplicator  eine  Irrationalzahl  sein,  die 
man  sich  als  Grenze  eines  Bruches  denkt. 
— Dagegen  verlangt  das  Multipliciren 
mit  complexem  Multiplicator  eine  neue 
Definition.  Sic  ist  gegeben  durch  die 
Sätze : 

I.  Ein  Ausdruck  o + 4i  wird  mit  c+rfi 
multiplicirt,  wenn  man  ihn  erst  mit  c 
ued  dann  mit  di  multiplicirt,  und  die  Pro- 
ducte  addirt.  — Die  Multiplication  mit 
c ist  nach  dem  Obigen  ausführbar;  was 
die  mit  di  aubetriflt,  so  geben  wir  die 
Regel : 

II.  o + 4»  wird  mit  di  multiplicirt, 
wenn  man  erst  mit  d multiplicirt  und 
das  Product  abermals  mit  t multiplicirt. 
Die  erste  Multiplication  ist  ausführbar 
und  führt  zu  einem  Ausdrucke  von  der- 
selben Form.  Es  bleibt  nur  die  Multi- 
plication mit  i übrig. 

III.  <x  + 4»  wird  mit  i multiplicirt,  wenn 
man  erst  a und  dann  6»  mit  i multipli- 
cirt., und  die  Theilproductc  addirt.  — 
Dem  Product  oi  lässt  man  seine  for- 
melle Bedeutung.  Das  Product  4ii  = 4i* 
wird  defmirt,  eben  mittels  der  Gleichung 

*»=— 1. 

Die  Division  führt  zu  keiner  neuen 
Annahme,  denn  der  Quotient : 

« + 4i  . „• 

c+o»  r 

ist  definirt  durch  die  Gleichung: 
o + 4»  = («+/?»)  (e+tfi), 
und  da  hieraus  sich  : 

(o+4i)  (c— </«)  = («+/?»)  (c’  + d1) 

mittels  der  Multiplications  - Sätze  ergibt 
so  hat  man  auch: 

. 

"+!>'-  t,+d. 

ae+4d+(c4— ad)i 
~ c*+d*  ’ 

die  Formel,  welche  wir  oben  fanden. 

C)  Was  das  Potcnziren  anbetrifft,  so 
ist  bloss  die  Definition  nöthig: 

und  nach  der  Definition  der  Logarith- 
men und  dem  Nachweise,  dass  alle  Lo- 
garithmen complexc  Zahlen  6ind: 

(u  + 4i)a  + e^'+ß*)  !g(a  + 4i) 

Wenn  somit  die  Gesetze  des  Rechnens 
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mit  Imaginärem  vollständig  präcisirt  sind, 
so  lässt  sich  nicht  leugnen , dass  dem 
Begriffo  des  Imaginären  selbst  eine  ge- 
wisse Dunkelheit  anzukleben  scheint,  die 
darin  beruht,  dass  die  Ausdrücke,  welche 
in  diesen  Rechnungen  Vorkommen,  an 
sich  nie  zur  Geltung  in  irgend  einer  An- 
wendung kommen,  sondern  immer  nur 
die  Resultate,  insofern  sie  reelle  Zahlen 
mit  einander  vergleichen.  Man  hat  sich 
daher  wicdcrhulentlich  bemüht,  diesen 
Rechnungen  gewisserroaassen  eine  Dar- 
stellung zu  geben,  d.  h.  den  Ausdrücken 
a + Ai  eine  nicht  bloss  formelle  Bedeu- 
tung zu  verleihen.  Gauss  sagt  unter 
Andcrm  über  diesen  Gegenstand  (Göttin- 
ger gelehrte  Anzeigen,  Stück  64,  Jahr- 
gang 1831):  „Positive  und  negative  Zah- 
len können  nur  da  eine  Anwendung  fin- 
den , wo  das  Gezählte  ein  Entgegenge- 
setztes hat , was  mit  ihm  vereinigt  ge- 
dacht, der  Vernichtung  gleich  zu  stellen 
ist.  Genau  besehen  findet  diese  Voraus- 
setzung nur  da  statt,  wo  nicht  Substan- 
zen (für  sich  denkbare  Gegenstände), 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Ge- 
genständen das  Gezählte  sind.  Postulirt 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf 
eine  bestimmte  Art  in  eine  Reihe  geord- 
net sind,  z.  B.  A.  B,  C,  D . . .,  und 
dass  die  Relation  dc9  A und  B als  der 
Relation  des  B zu  C . . . gleich  be- 
trachtet werden  kann.  Hier  gehört  nun 
zu  dem  Begriff  der  Entgegensetzung 
nichts  weiter,  als  der  Umtausch  der  Glie- 
der der  Relation , so  dass  wenn  die  Re- 
lation, oder  der  Uebergang  von  A zu  B 
als  -f  1 gilt,  die  Relution  von  B zu  A 
als  —1  dargcstellt  werden  muss.  Inso- 
fern also  eine  solche  Reihe  auf  beiden 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede 
reelle  ganze  Zahl  die  Relation  eines  be- 
liebig als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu 
einem  bestimmten  Gliedc  der  Reihe.  — 
Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher 
Art,  dass  sic  nicht  in  eine,  wenn  gleich 
unbegrenzte  Reihe  geordnet  werden  kön- 
nen, sondern  sich  nur  in  Reihen  von 
Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe 
ist,  bilden  s;e  eine  Mannigfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen,  verhält  es  sich  dann 
mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu  einer 
andern,  oder  den  Uebcrgängen  aus  einer 
in  die  andere  auf  eine  ähnliche  Weise, 
wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von 
einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  an- 
dern Gliedc  derselben  Reihe,  so  bedarf 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  Ueber- 
ganges  von  einem  Gliede  des  Systems 
zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Ein- 
heiten -fl  und  —1  noch  zweier  andern 
unter  sich  auch  entgegengesetzten  -f» 


und  — ».  Offenbar  mus9  aber  dabei 

postulirt  werden,  dass  die  Einheit  i alle- 
mal den  Uebergang  von  einem  gegebenen 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestimmten 
Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
Reibe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird 
also  das  System  auf  eine  doppelte  Art 
in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
können.  — Der  Mathematiker  ubstrahirt 
gänzlich  von  der  Beschaffenheit  der  Ge- 
genstände und  dem  Inhalt  ihrer  Relatio- 
nen; er  hat  es  blos  mit  der  Abzählung 
und  Vergleichung  der  Relationen  unter 
sich  zu  tlmn ; insofern  ist  er  ebenso  wie 
er  den  durch  +1  und  —1  bezcichneten 
Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleich- 
artigkeit beilegt,  solche  auf  alle  vier  Ele- 
mente -fl,  —1,  -fi  und  — » zu  er- 
strecken befugt.“ 

Wie  leicht  zu  sehen,  kommt  also  diese 
Betrachtung  darauf  hinaus,  dass  man 
von  einem  Gebiete,  worin  sich  alle  Zah- 
lenvcrhältnisse,  reelle  und  imaginäre,  be- 
reits vorfinden,  ausgeht.  — Nur  in  geo- 
metrischen Vorstellungen,  und  zwar  in 
der  Ebene,  ist  ein  Bild  dieses  Gebietes 
zu  suchen;  in  geometrischen  Vorstellun- 
gen darum,  weil  nur  dieselben  zwei  Di- 
mensionen darbieten , in  der  Ebene 
darum , weil  der  Uebergang  von  einem 
Gliede  zum  andern,  also  z.  B.  von  a 
zu  »«  und  von  «-f/9»  zu  n(rt-f/J»)  immer 
in  gleicher  Weise  geschehen  muss,  und 
dies  nur  in  der  Ebene  durch  Vermitte- 
lung der  graden  Linie  geschehen  kann. 

Diese  Betrachtungen  führen  also  in 
ihrem  Verfolge  dahin,  ein  Bild  des  Com- 
plexen  in  der  Ebene  zu  suchen.  An- 
dere Mathematiker  sind  so  weit  gegan- 
gen, diese  räumlichen  Vorstellungen  nicht 
allein  zur  Vcrsinnlichung  des  Imaginären 
zu  benutzen,  sondern  sie  mit  demselben 
völlig  za  identificiren,  und  wir  werden 
die  Grundzüge  einer  solchen  Theorie  in 
dem  nächsten  Abschnitte  geben. 

10)  Geometrische  Auffassung 
der  complexcn  Zahlen. 

Es  sind  diese  Betrachtungen  einer  Ab- 
handlung von  Canchy  ( Memoire  sur  tes 
quantites  gJomctriques  in  den  Exercice s 
d' Analyse  et  de  physique  mathematique , 
Tome  IV)  entnommen.  Die  imaginäre 
Grösse  wird  hierbei  ganz  durch  die  geo- 
metrische ersetzt. 

A)  Defi  ui  tion. 

Von  einem  Punkt  0 in  der  Ebene, 
der  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
betrachtet  wird,  ziehe  man  eine  feste 
Grade  Ox.  Sei  r der  Abstand  von  () 
und  einem  beliebigen  Punkte  A in  der 
Ebene,  y der  Winkel  zwischen  den  Rieh- 
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tungen  r und  Ox,  wie  er  durch  die  Dre- 
hung y>  der  Linie  0.r  in  einem  oder 
dem  andern  Sinne  bestimmt  wird.  Den 
Radius  Vcctor  r^=.OA  nennen  wir 

„geometrische  Grösse“.  Es  sind  also  in 
einer  solchen  als  Elemente  enthalten 
der  numerische  Werth  der  Länge  r,  auch 
Modul  von  r genannt,  und  der  Winkel 

7 . welchen  wir  Argument  der  geome- 
trischen Grösse  nennen.  Gleich  werden 
zwei  geometrische  Grössen  genannt,  wenn 
ihre  Modulen  und  ihro  Argumente  über- 
oinstimmen,  also  Länge  und  Richtung 
dieselbe  ist.  Es  muss  also  sein : 

R = r,  *l>  = t/+2n7i, 

damit  die  geometrischen  Grössen  R^t 

und  gleich  sind , wo  n eine  ganze 

Zahl,  n die  bekannte  Ludolpli’sche  Zahl 
ist.  Die  Grösse  r0  liegt  also  auf  der 
Axc  Ox  selbst  in  einer  Richtung,  die 
als  die  anfängliche  zu  betrachten  ist, 
die  Grösse  r auf  derselben  Linie,  über 

in  entgegengesetzter  Richtung  (r  ist  also 

einer  negativen  Grösse  identisch  zu 
setzen).  — Statt  vom  Punkte  0 kann 
man  auch  von  einem  beliebigen  Punkte 
ausgehen,  und  ist  dann  in  r für  r die 

y> 

Länge  des  Abstandes  zweier  Punkte, 
für  y.  der  Winkel  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  Richtung  Ox  zu  setzen.  — Be- 
trachtot man  noch  Ox  als  Axc  der  x, 
und  nimmt  senkrecht  darauf  Axc  Oy 
an,  so  sind  x = r cosy.,  y — r sin»/,  die 
Projectionen  der  geometrischen  Grösse  r 
parallel  den  beiden  Axcn.  ^ 

B)  Directe  Operationen  mit 
geometrischen  Grössen. 
Geometrische  Grössen  r , rf  , , r"  „ 

u.  s.  w.  werden  in  folgender  Weise  ad- 
dirt.  Aus  dem  Endpunkt  B der  Strecke 
AB,  welche  in  Bezug  auf  Richtung  und 
Abstand  von  A durch  die  Grösse  r 

y> 

definirt  ist,  ziehe  man  Linie  BC , welche 
in  Bezug  auf  Richtung  und  Abstand  von 
B durch  r definirt  ist,  durch  C Linie 

CD=r”^„,  wo  r"  wieder  die  Länge, 

y"  die  Richtung  anzcigt  u.  s.  w.  Ist 
a der  letzte  Punkt,  welcher  auf  diese 
Weise  entsteht,  und  verbindet  man  A 
mit  A , so  erhält  man  ein  geschlossenes 
Polygon,  und  die  letzte  Seite  desselben 
AK  hcis6t  Summe  der  übrigen  (Fig.  59). 

Ist  R die  Länge  von  AK,  p der  Win- 
kel mit  OX , so  setzt  man : 

R=r  -f-rf  ,+r ,r  „+  . . 

P 7 y,  T 


Fig.  59. 
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oder: 

„Um  die  Summe  mehrerer  geometrischen 
Grössen  zu  linden,  geht  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  aus  und  trägt  jede  der 
Grössen  ihrer  Länge  und  Richtung  nach 
an  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  an. 
Diejenige  Linie,  welche  das  Polygon  voll- 
endet, stellt  dann  die  Summe  vor.“ 
Bildet  man  die  Projectionen  des  Viel- 
ecks, so  wird  die  der  letzten  Seite  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  übrigen 
sein,  also: 

R cos  p = r cos  y + r'  cosy/  -f  r"cos »/."  -I- . 
R sin  p = r sin  y .+»•' s in  y/ -f-  r"  sin  •//' -f  . . 
oder: 

A'  = x-f-x'-f-x"-f  •• .,  Y — y+y’ +>/'+  ... 

und  X,  x,  x/  . • Y,  y,  yr  . . . sind 
die  entsprechenden  Projectionen. 

Die  Summe  zweier  geometrischen 
Grössen  bildet  mit  denselben  ein  Drei- 
eck , dessen  Seiten  die  Moduln  sind. 
Hieraus  folgt  offenbar  der  Satz : 

,,  Der  Modul  einer  Summe  zweier 
Grössen  liegt  zwischen  der  Summe  und 
Differenz  der  Moduln.“ 

und  für  beliebig  viele  Grössen,  die  also 
ein  Vieleck  bilden : 

„Der  Modul  einer  Summe  ist  nie 
grösser  als  die  Summe  der  Moduln.“ 
Das  Product  von  geometrischen  Grössen 
wird  definirt  durch  die  Gleichung: 

r r ' , rft  „ = (r-r'-  r")  , , 

7 y.  y ' 7+7+  T 

„Ein  solches  Product  ist  also  eine  geo- 
metrische Grösse,  deren  Modul  das  al- 
gebraische Product  der  Moduln,  dessen 
Argument  die  Summe  der  Argumente  ist.“ 
Algebraische  (positive  oder  negative) 
Summen  werden,  wie  wir  wissen,  mit 
einer  algebraischen  Grösse  multiplicirt, 
wenn  man  jodes  Glied  damit  multiplicirt, 
und  cs  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  Glei- 
ches für  die  geometrische  Grössen  gilt. 
Sei  nämlich  gegeben: 

R =r  -4-r/  r+r"  .,4-  , . . 

P 7 y.  y 

Soll  jeder  der  Ausdrücke  rechts  und 
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links  mit  einer  Grösse  multiplicirt  werden,  und  ist  Modul  p gleich  der  Ein* 

heit,  so  braucht  man  nur  alle  Argumente  um  & zu  vermehren.  Diese  Vermehrung 
entspricht  aber  einer  Drehung  jedes  Radius  li , r,  r\  r"  . . . um  diesen  Win- 
kel; es  wird  also  das  ganze  Polygon,  dessen  Seiten  H,  r,  r\  rn  . . . um  die- 
sen Winkel  gedreht  werden,  wobei  sich  natürlich  die  Form  des  Polygons  nicht 
ändert,  und  es  ist  daher  auch: 


R 


P+!>~  ry  -M+rV+  *+r'  y"+»  1 • ’ * 

Man  kann  aber  auch,  ohne  die  Richtung  der  Seiten  des  Polygons  zu  ändern,  dem- 
selben ein  ähnliches  substituiren,  dessen  Seiten  das  q fache  des  gegebenen  be- 
tragen, und  man  hat  dann: 


oder: 


d.  h. 


V»=  V?»+rV?»+'V'?»+  • •• 


„Man  findet  das  Product  einer  Summe  geometrischer  Grössen  und  einer  an- 
dern geometrischen  Grösse,  wenn  man  jedes  Glied  einzeln  mit  der  letztem  mul- 
tiplicirt.“ 

Daraus  folgt  dann  die  Art,  wie  Summe  mit  Summen  multiplicirt  werden,  ganz 
wie  bei  algebraischen  Grössen. 

Eine  ganze  Potenz  geometrischer  Grössen  definiren  wir  als  das  Product 
gleicher  Factoren.  Es  ist  somit: 

m / m\ 

*V“V  )'»'/' 

Hieraus  folgen  ganz  wie  bei  algebraischen  Grössen  die  Sätze: 


rTr1  = (r  p+», 

i -/  V i) 


und : 


(#= 


.VI 


aus  welchen  man  leicht  den  Binomischen  Satz  für  ganze  und  positive  Exponenten 
ableiten  kann. 

Man  nennt  zwei  geometrische  Grössen  entgegengesetzt,  wenn  ihre  Summe  Null 
gibt,  und  es  ist  sonach  r,^n  oder  — r die  entgegengesetzte  Grösse  von  r^,  da 

die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  dessen  Seiten  r und  — r sind,  offenbar  Null  be- 

V y 

trägt.  — Der  umgekehrte  Werth  einer  geometrischen  Grösse  soll  derjenige  sein, 
welcher  mit  ihr  das  Product  1 bildet. 

Die  obigen  Formeln  benutzt  man,  um  negative  Potenzen  zu  definiren.  Es 
ist  also: 


— m / —m\ 

V \ )~ 


nuf,' 


also: 


rmr  m —( rm'|  (r  =(r°)0  = 1. 


Die  Grösse  = 
m 


— in 


Mtf 


ist  also  nichts  Anderes  als  der  umgekehrte  Werth 


von  r 


y- 

Es  ist  ferner: 


rHr°k=1’ 


Man  kann  analog  der  Bezeichnung  algebraischer  Grössen  auch  die  geometrischen 
immer  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnen. 
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C)  Indirccte  Operationen. 

Die  Definition  derselben  ergibt  sich  jedesmal,  wie  bei  den  algebraischen 
Functionen , als  die  dem  Addircn,  Multiplicircn  und  Potenzircn  entgegengesetzte 
Operation,  also  durch  die  Formeln: 

a (n  \n 

(a—b)+b  = ay  — • b-a,  \V<j/  r a. 

Hieraus  folgt: 

„Um  eine  geometrische  Grösse  abzuziehen,  braucht  man  nur  die  entgegen- 
gesetzte zu  addiren.“ 

„Um  durch  eine  solche  zu  dividiren,  muss  man  sic  mit  ihrem  umgekehrten 
Werthc  multipliciren.** 

Sei  jetzt  q die  nie  Wurzel  von  p , also: 


eine  Gleichung,  aus  welcher  nach  unserer  Definition  folgt: 


wo  k eine  ganze  Zahl  ist. 


Q*  = r,  = 2Frr, 

Daraus  folgt  dann : 

I 

n „ _ V . 2 k * 

p=p  tP=T+-^> 


H'n)± 


3kn< 


also: 

„Jede  geometrische  Grüssc  hat  n Wurzeln  vom  Uten  Grade,  zu  denen  allen 
jedoch  derselbe  Modul  gehört.4* 

Ist  j>  = 0 und  r = l,  so  hat  man  als  »tc  Wurzeln  von  1,  die  Werthe 
+ 

n n 

Es  ist  auch  klar,  dass,  obgleich  k jede  ganze  Zahl  sein  kann,  sich  doch  nur 
n Werthe  für  die  «te  Wurzel  ergeben. 

D)  Uebergang  zum  Ansdrucke  i = V—l.  Potenzen,  deren  Expo- 
nenten geometrische  Grössen  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Grössen  a9  und«^=—  <*#,  welche  auf  der  Abscissenaxe 

liegen,  mit  den  algebraischen  Grössen  a und  — a identificiren,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  da  die  Längen  dieser  Linien  beide  gleich  a und  sic  offenbar  entgegenge- 
setzt sind. 

Da  nun  jede  Länge  r ^ und  ihre  Projcctionen  auf  die  x und  y Axe  ein  Dreieck 
bilden,  so  hat  man  nach  unserer  Definition  des  Addirens: 


r7=rcoty+(r  siay)^, 


da : 


r = rcosy— (rsin'/)  , 

— y 9 v *'n 


(r  sin  y)  n = (rsinV)  ^ s -(rsivy)^ 
— — n -f  — — 


ist;  oder  wenn  man  setat: 


rcosy=x,  rsmy=y, 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


669 


Quantität. 


r rrx  + V , r =x  — y 
ff  ' y n ' ff  * n 


Es  ist  aber: 


■i  2 

nach  der  Erklärung  der  Multiplication,  und: 

1 -1  = (l)  =-l0  = -l, 

n n ' ’n  9 


d.  h. : 


Cr)- 


= -i,  l„=V-l. 


also  wenn  wir  den  völlig  definirten  Ausdruck  \ — 1 mit  * bezeichnen,  so  ist 


Es  ist  aber,  obgleich  —1  zwei  Wurzeln  hat,  1 ^ und  1 n =— 1 , die  geo- 

•-*  ••  *2 

metrische  Grösse  i völlig  bestimmt,  und  zwar  ist  i die  auf  der  Ordinatenaxe  ira 
Sinne  der  anfänglichen  Drehung  abgetragene  Einheitslängc. 

Man  hat  also: 

y=x+y'’  r-,f.-x-y^ 

x — r co 8 y,  y = rs in  7. 

Mit  Einführung  der  geometrischen  Grösse  i kann  man  nun  dem  Ausdrucke  r 
noch  eine  andere  Form  geben. 

Es  ist: 

vr*v  v=1  r‘-r’ 


tf  - ^ 
« • — — 


also: 


aber: 


-i'Jf 


r — 
7 


1 7 , . . 7 

1 = cos  - -f » sin 

ff>  h n 


Man  hat  also: 


r 

7 


= r (cos  y - + i sin  y ) = r (cos  8*“  ) 


Ist  n sehr  gross,  also  — sehr  klein,  so  kann  man  der  Grösse  1 leicht  einen 

« y> 

n 

einfacheren  Ausdruck  geben.  Sei  (Fig.  60)  OA  der 
Länge  nach  der  Einheit  gleich,  und  mache  mit  OX  den 

Winkel  — : ist  A X dann  das  von  A auf  OX  gefällte 
n 

Loth,  so  ist: 

1 = O.Y+  (A X) n -OX  + AXi. 

IT  = T 


Fig.  60. 
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Ist  aber  - sehr  klein,  so  kann  man  statt  XX  den  Kreisbogen  nehmen,  dessen 

(— | da  offenbar: 

-Ji’ 


Radius  OA  ist,  und  man  hat  dann:  1 = 1,4- 


wird,  also  auch: 


und: 


xo=o.r,  xx=^ 


l =14-—  *» 


V=(‘+V)’  v'(‘+V)" 


Pefinirt  man  nun  die  Exponentialgrossc  e ”,  wo  eine  geometrische  Grosso 
ist,  durch  die  Formel: 


so  lassen  sich  an  diesen  Ausdruck  ganz  ähnliche  Betrachtungen  anknüpfen,  wie 
dies  in  Abschnitt  3)  ond  den  folgenden  geschehen  ist,  und  sich  damit  die  Theorie 
der  geometrischen  Grossen  in  ihrer  Anwendung  auf  Exponentialgrösscn  ergänzen. 
Namentlich  lässt  sich,  wenn  «9  = 0 ist,  immer  eine  algebraische  GrOsse  finden, 

welche  die  Gleichung  r — e*  realisirt.  Man  hat  somit: 


a fl  i — J »«  i 
a = e • 1 = < e *1 
7 7 | 7 


aber  nach  der  Definition  ist: 


= l+- 


und  man  hat: 


wie  sich  aus  der  rorigen  Figur  ergibt,  wenn  man  0.4  = 1 4-—  denkt  und  «sehr 
cross  annimmt.  Also  da: 

«+JM 

X+-+^  = « " 


ist : 

Hieraus  folgt: 

also: 

nnd : 


<»4-'/i  44-»>_  a b _ , «4-4, 

-%*$-(•  >v+r 

a+fib-\-9i_  ea4-44-(»4-»)»> 


(ea+7')"=  „«(<»  + </•')_ 
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Aus  diesen  Grundformcln  lassen  sich 
dann  mit  Zuhülfenahme  des  Begriffes 
des  Logarithmus  die  übrigen  ableiten, 
ganz  wie  dies  oben  geschehen  ist,  da 
die  Verschiedenheit  der  Grundbestim- 
gen  im  Uebrigcn  keinen  Einfluss  auBÜbt. 

Aber  auch  die  imaginären  Wurzeln 
der  Gleichungen  lasseu  sich  leicht  auf 
geometrische  Grossen  zurückführen. 
Cauchy  stellt  folgende  Betrachtungen  in 
Bezug  hierauf  an. 

Sei: 

Z=r  a + bi  -f-  . . . 1 + 

wo  b,  c . . . g,  h geometrische  GrGsscn 
sind,  ebenso  wie  Z.  Man  hat  dann 
auch : 

Z = s"(*+s*-,+  . . . +Cs~"'M 

+6z  -f  az  ). 

Wenn  n gleich  Null  ist,  so  wird  Z — a. 
In  jedem  andern  Falle  ist  Z mit  » ver- 
änderlich, und  der  Modul  von  Z wird 
unendlich,  wenn  der  von  » unendlich 
ist.  Denn  sei: 


•ei  rj  der  Modul  von  k und  möge  r 
wachsen,  so  werden  die  Moduln  von 

2 , J . , . abnehmen,  es  wird  also 

Z sich  nfthem  der  Grenze  znk,  und  sein 

Modul  R der  Grenze  17  rn , also  unend- 
lich gross  werden.  D.  h. : 

„Einem  endlichen  Wcrthc  von  R kann 
nur  ein  endlicher  Werth  von  r ent- 
sprechen/1 

Gebe  man  jetzt  der  Grösse  2 den  Zu- 
wachs: 

£*=eA, 

wo  Modul  p sehr  klein  ist.  Sei  dann 
AZ  der  Zuwachs  von  s.  Um  diesen 
Zuwachs  zu  erhalten,  ersetzt  man  s durch 
z+  As,  und  erhält  nach  dem  Binomischen 
Satze  eine  nach  Potenzen  von  As  ge- 
ordnete Reihe , welche  höchstens  vom 
Grade  n ist,  für  Z+AZ;  also  wenn 
man  Z abzieht,  so  wird  diese  Reihe 
durch  As  theilbar  sein.  Sei: 

As=C, 

und  Cm  die  kleinste  Potenz  von  C,  welche 
in  dieser  Entwickelung  noch  vorkommt. 
Man  hat  dann: 


and: 

Py  soll  hier  diejenige  ganze  Function 
sein,  welche  entsteht,  wenn  man  A Z 

durch  Cm  dividirt.  Sie  wird  sich  für  f 
gleich  O einer  Constantc  nähern,  die 
endlich  und  ungleich  Null  ist.  Sei  Ga 
diese  Grenze.  Es  wird  dann  a die 
Grenze  sein,  der  sich  \p  nähert.  — Seien 
(Fig.  61)  A und  B jetzt  die  Endpunkte 
zweier  von  O aus  gezogenen  Linien,  die 


Fig.  61. 


den  geometrischen  Grössen  Z und 
Z-f-AZ  entsprechen,  so  wird  die  Länge 
AB  gleich  AZ  sein,  und  ihre  Länge 

durch  Pq*  gemessen  werden,  und  zwar 
wird  diese  Linie  in  der  Richtung  liegen, 
welche  durch  den  Winkel  7 + wA  gege- 
ben wird.  Setzt  man  p anfänglich  gleich 
Null , und  lässt  diese  Grösse  dann 
wachsen,  so  wird  Punkt  B , welcher  an- 
fänglich in  A fällt,  einen  Curvenbogen 
beschreiben,  dessen  Sehne  AB  ist,  und 
die  Tangente  AK , welche  an  diesen  Bo- 
gen in  Punkt  A gezogen  wird,  bildet  mit 
OX  einen  Winkel,  welcher  dem  Grenx- 
werthe  von  i/*-f»»A,  also  rr-f  mA  gleich 
ist.  — Denkt  man  sich  nun  mit  Radius 
0.4  einen  Kreis  beschrieben,  so  wird 
Lunge  OB  klcinor  als  OA  sein,  wenn 
B innerhalb  dieses  Kreises  fällt.  Für 
sehr  kleine  Wcrthe  von  p wird  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt  sein,  wenn  Tan- 
gente AK  mit  der  Verlängerung  von 
OA  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  d.  h. 
wenn : 

& — n+tn  l—tp 

einen  negativen  Cosinus  hat.  Hat  man 
nun  willkürlich  für  & einen  Winkel  ge- 
nommen, der  dieser  Bedingung  genügt, 
so  kann  man  durch  passende  Wahl  von 
A immer  der  letzten  Gleichung  genügen. 
Also  wenn  dor  Modul  R von  Z,  welcher 
einem  endlichen  Werthe  von  z entspricht, 
nicht  Null  ist,  so  kann  man  immer  durch 
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das  bezeichnet  Verfahren  den  Werth 
von  fi  vermindern,  und  somit  muss  der 
kleinste  Werth  von  II  der  Null  gleich 
sein,  woraus  dann  Z = 0 folgt.  D.  h.: 

..Jede  ganze  Function  der  geometri- 
schen Grösse  i muss  wenigstens  für 
einen  Werth  von  z der  Null  gleich 
werden.“ 

Bekanntlich  nennt  man  solchen  Werth 
von  z eine  Wurzel  der  Gleichung: 

Z.=  0. 

Hieraus  folgt  dann  leicht,  dass  jede 
Gleichung  n Wurzeln  habe,  welche  geo- 
metrische Grössen  sind.  Dieser  Beweis 
gilt  noch  dann,  wenn  z eine  conver- 
girende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  z ist. 

Einige  Betrachtungen  über 
diese  Methode. 

Die  Substitution  der  geometrischen 
Grösse  an  die  Stelle  der  complcxcn  Zahl 
führt  natürlich  zu  völlig  richtigen  Schlüs- 
sen. Sehr  wichtig  wird  sie  dadurch,  dass 
,-sie  bei  allen  Betrachtungen,  welche  über 
complcxe  Grössen  angcstellt  werden , zu 
Veranschaulichungen  führt,  die  sich  in 
keiner  anderen  Weise  geben  lassen.  Je- 
dem Wcrthe  der  complexcn  Zahl  a-\-bi 
entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  Ay  wel- 
cher zur  Abscissc  die  Grösse  <*,  zur  Or- 
dinate die  Grösse  6 hat;  ferner  ist  der 

Modul  r von  a 4-  bi  — re^  ' gleich  dem  Ab- 
stand zwischen  A und  dem  Anfangspunkt 
0 der  Coordinaten,  das  Argument  y* 
gleich  dem  Winkel  zwischen  OA  und  der 
Abscisscnaxc. 

Indess  lässt  sich  nicht  leugnen , dass 
eine  solche  Veranschaulichung  nicht 
durchaus  die  obige  Theorie , also  das 
Identificiren  der  imaginären  Grössen  mit 
geometrischen  Begriffen  verlangt.  Im 
Sinne  von  Gauss  sollen  die  geometrischen 
Betrachtungen  auch  nur  eine  Veranschau- 
lichung. die  einzig  mögliche  freilich,  ge- 
währen für  Reihen,  die  sich  continuirlich 
und  glcichmässig  nach  zwei  Ausdehnun- 
gen hin  ins  Unendliche  erstrecken. 

So  vorzüglich  und  fruchtbar  also  auch 
die  geometrische  Vorstellung  ist,  wenn 
es  sich  um  Versinnlichung  continuirlichcr 
Begriffe  handelt,  so  möchte  sich  zur  Be- 
gründung des  Imaginären  doch  neben 
ihr  noch  eine  andere  Theorie  empfehlen, 
deren  Schöpfer  ebenfalls  Cauchy  ist,  und 
die  wir  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegen- 
standes ebenfalls  hier  kurz  wiedergeben 
wollen.  Auch  sie  ist  den  Exercices 
<T Analyse  et  de  Physique  mathematique, 
tome  IV  entnommen. 


11)  Ersetzung  des  Begriffs  des 
Imaginären  durch  die  algebrai- 
sche Congruenz. 

Die  Cauchy’sehe  Theorie  scheint  uns 
allerdings  geeignet,  jede  Dunkelheit,  die 
dem  Imaginären  anklebt,  gewissermaassen 
mit  einem  Schlage  zu  beseitigen.  — Um 
das  Folgende  völlig  aufzufassen,  wieder- 
holen wir,  dass  der  Begriff  des  Imagi- 
nären sich  zuerst  bei  der  Gleichung: 

x»  +1=0 

cinstcllt,  welche  keine  reelle  Wurzel  hat. 
Die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 

x7+2ax+ 6 = 0, 

welche  auch  die  Form  annimmt: 

(x+a)»-+6-«*=0, 

/ x-fa'  \* 

\V(6-rt*)/  +1— °» 

bei  welcher  wir  annehmen,  dass  o*  klei- 
ner als  6 ist,  läsBt  ebenfalls  keine  reelle 
Wurzel  zu,  indess  lässt  sie  sich  durch 
eine  lineare  Substitution : 

X-f-rt 

YW-^y  ~y' 

ganz  auf  die  Form  der  ersten  Gleichung 
bringen.  Höhere  Gleichungen , insofern 
sie  keine,  oder  nicht  lauter  reelle  Wur- 
zeln haben,  nehmen  durch  ähnliche  Sub- 
stitutionen einen  Factor  von  der  Form 
y*  + l an,  wie  sich  leicht  darthun  lässt. 
Diese  Betrachtungen  führen  auf  den  Ge- 
danken, den  imaginären  Grössen  als  sol- 
chen ganz  zu  entsagen,  nnd  dafür  zu 
untersuchen,  welche  Ausdrücke  durch 
solche  von  der  Form  y*+l  theilbar  sind. 
Auf  diese  Betrachtungen,  wo  lediglich 
mit  reellen  Zahlen  gerechnet,  der  Be- 
griff der  Gleichheit  aber  durch  den  all- 
gemeinem der  Congruenz  ersetzt  wird, 
gründet  Cauchy  seine  eben  so  cinfuchc 
als  sinnreiche  Theorie,  die  wir  liier  geben. 

A)  Begriff  der  algebraischen 
Congruenz. 

Zwei  ganze  Functionen  y (x)  und  y»  (x)* 
deren  Differenz  y (x)  — y,(x)  durch  eine 
dritte  j(x)  theilbar  ist,  nennt  man  con- 
gruent  in  Bezug  auf  *(x).  Die  alge- 
braische Congruenz  entspricht  also  genau 
der  arithmetischen.  Wir  wollen  auf  die 
erstcre  also  auch  die  Gauss’schc  Bezeich- 
nung anwenden: 

7 (x)  ==  (x)  mod  % (x), 

in  Worten : 

y(x)  congrucnt  y.(x)  nach  Modul  *(x). 
Die  Erwähnung  und  das  Ilinschreiben 
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des  Modal  kann  unterlassen  werden,  wenn  dcrsclbo  bereits  bekannt  ist.  — Leicht 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

„Mehrere  Congrucnzen  in  Bezug  auf  denselben  Modul  geben  addirt,  subtrahirt 
und  multiplicirt  wieder  eine  Congruenz.“ 

Sei  also : ' 

</(*)=*(*).  7i(x)=*i(x)>  7*  (*)=*»(*)> 

so  ist  auch: 

7 (x)  ± v i (x)  ± 7 a (x) = x (*)  ± / 1 (*)  ± Xi  (x)> 

7 (*)  * 7 1 (x)  * 7»  (x)  =*  (x)  * Xi  (x)  • (x)> 

denn  ist  ^>(x)  der  gemeinschaftliche  Modul,  so  hat  man: 

7 (x) =/(x)  + « V'  (x)>  7 , (x)  =/ 1 (x) + « » 7 (x)i  7 > (x)  =*1  (*)+*«  »/'  (x)  • • •* 
wo  «,  fr,,  er,  ganze  Functionen  von  * sind,  also: 

7 tx)  +7 1 (x) + T«  (x)  -*  (x)  “/ 1 (x)  (x)  = («+ * i +««)  7 (x)> 

7 (x)  7 1 (x)  7 a (x  ) “/  (x)  / 1 (x)  * * (x)  = ß 7 (x). 
wo  ß ebenfalls  eine  ganze  Function  von  x ist.  Es  sind  also  die  Differenzen  links 
durch  i f (x)  theilbar. 

Hieraus  folgt  auch,  wenn  in  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

7 (*)  = *(»)  • 

Jedo  Congruenz  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

7 (x) “7  0)^0. 

oder : 

f(*)  = o. 

Ist  der  Modul  0(x)  eine  Function  nten  Grades,  so  kann  f(x)  durch  *p(x)  divi- 
dirt  nur  einen  liest  von  der  Form  lassen: 

c0  + c,  z+cix',+  . . . +cn_lx,,—  \ 

- Ist  nun  f(x)  = 0,  so  muss  sein: 

<?0  + ci  x+CjXa+  . . . +.cn_t  xM—  1 =0, 

was  auch  x sei.  Man  hat  also,  indem  man  x = 0 setzt: 

co=0, 

und  indem  man  durch  x dividirt  und  dann  x = 0 setzt: 

c,=0, 

indem  man  also  so  fortfährt: 

C0=C»  = CS=  • • • =Crt_|=0' 

„Ist  der  Modul  vom  nten  Grade,  so  lassen  sich  aus  jeder  Congruenz  f(x)=0 
n Gleichungen  bilden,  indem  man  in  dem  Best  von  f\x)  alle  Coefficienten  der 
Null  gleich  setzt.“ 

Es  ist  z.  B. : 

xmn-l=0mod(xtt-l),  . , 

wenn  m und  n beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.  Hieraus  folgt: 

m n _ , 

x = 1.  ... 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  x*,  so  kommt: 

und  wenn  man  für  l jede  der  Zahlen  1,  2,  3 . . . n— 1 setzt:  . 

m n -f  1 mn-f 2 , mn+n-t_  n— l : 

Setzt  man  nun : . 

43 
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r(*)-a,+«,  *+«,*’+  • ••  +«„T"+  • • • +«„**"+  • • * 

so  hat  man: 

n*  n + /—  / 

m n-f  * mn-f  I 

also: 

/■(x) . . . + («,+  »,+  , + <**,+  ,+  • • •)* 

+ (*.+aB  + 3 + «..B  + 2+ 

' ' •)*"“,n>od(*"-l). 

Man  hat  hier  unmittelbar  den  Rest  von  f(x ) nach  Modul  rn — 1.  Hier  kann  selbst 
f (t)  unendlich  viel  Glieder  haben,  also  eine  convergirende  Reihe  vorstellen. 

Sei  jetzt  der  Modul  xn  + l gegeben,  so  winl  immer: 

A 8/« 

x -(-1) 

durch  denselben  theilbar  sein;  also  wenn  m ungerade  ist: 

x”"+l  = 0, 

■1(01 

dagegen  wenn  m grade  iit: 

jm"_l  = 0,  **"  =+1, 

also : 

xmm  + ,=x‘. 

Versteht  man  unter  f(x)  wieder  die  obige  Function,  so  erhalt  man  ganz  auf  dem 
obigen  Wege: 

• • • +(«*-“„+ i+,Wi~  • • ■)* 

+<°*-%+*+01.M-*-  • ‘ ■>**+  • • • 

+(«„_, mod(x"+D- 


B)  Anwendung  auf  die  imaginftren  Grossen. 

Unter  i wird  jetzt  nicht  mehr  der  symbolische  Ausdruck  V— 1 verstanden, 
sondern  eine  reelle  aber  unbestimmte  Grösse.  Dagegen  ersetzt  man  jede  imagi- 
näre Gleichung  durch  eine  Congruenz  nach  Modul  «*4-1.  Da  dieser  Modul  jetzt 
immer  derselbe  bleibt,  so  werden  wir  ihn  nicht  weiter  hinschreiben.  Der  Begriff 
des  Imaginftren  wird  also  ganz  ausgeschlossen,  dagegen  soll  eine  imaginäre  Glei- 
chung fortan  nur  ein  Symbol  für  die  entsprechende  Congruenz  sein. 

Offenbar  ist  immer: 

»Sm — ( — 1)"*=0^ 

oder: 

i”*  = (-l)", 

also  auch  wenn  man  mit  i multipürirt : 

i‘" + '=(_!)«  i. 

Setzt  man  also  für  m erst  2 n und  dann  2a +1,  so  kommt: 

1)  = i'm  + '=i,  i*m+5  = -l,  i«"+3  = _«. 

8ei  jetzt : 

/'(0  = ».+«i«+o,i,+o,i,+  . . 
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so  ist  also : 

2)  f (*)  = •. -«,+«,-",+  ■ ■ • +(«,-«s+n,-o,+  . . .)», 

fine  Formel,  dio  sich  aorh  anf  den  Fall  besieht,  wo  f(i)  eine  unendliche  conver- 
girendc  Keihe  vorstellt.  Wenn  man  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  das  Congruenz- 
tcichen  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzte,  so  würde  man  diejenigen  Sätze  haben, 
welche  lehren,  die  Function  f (i)  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  a+ßi  aus* 
sudrücken.  Man  hat : 

(«+/!•)  (y+  Ji)  = «y+(nd  + ßy)i  + ßdi', 
also  wenn  man  diesen  Ausdeurk  in  Gleichung  2)  für  f(t)  setzt:  • 

3)  («  + MCy + </»)  = «>'— ß<f+(.*<t+ßy)i- 

Setzt  man  : 

y-a,  d=—ß, 

so  kommt: 

4)  (n+ßi)(a—ßi)Btt,  +flt- 
Ersetzt  man  in  8)  i durch  — i,  so  erhält  man: 

(a-fli)(y~ifi)  = ay-ßS-(af+ßy)  s. 

Da  beide  Glieder  ron  i unabhängig  sind,  so  fallen  sie  mit  ihren  Besten  zusammen. 
Man  kann  also  das  Congruenzzcichen  mit  dem  Gleichheitszeichen  vertauschen: 


5)  (a'+ß‘)(y*  + d*)  = (nß- yd)* +(ad + ßy)' . 


„Das  Product  zweier  Quadratsuramen  ist  wieder  eine  solche.“ 

Dies  Verfahren  gilt  allgemein,  d.  h.:  Bind  beide  Glieder  der  Congruenz 
lineare  Functionen  von  i,  so  sind  sie  zugleich  die  Reste  nach  Modnl  i* -fl  und 
folglich  gleich. 

„Bei  linearen  Functionen  ron  • kann  das  Zeichen  2=  durch  a ersetzt  werden.“ 
Ist  also: 

f(  0=o, 

und: 


so  ist: 


e, +Ci*  der  Best, 


e.  = Ci=0. 


„Jede  Congruenz,  welche  eine  imaginäre  Gleichung  ersetzt,  führt  auf  zwei 
reelle  Gleichungen.“ 


Durch  diese  Sätze  ist  das  Addircn,  Subtrahircn,  Multipliciren  und  Dividiren 
mit  imaginären  Grüssen  entbehrlich.  Was  namentlich  das  Dividiren  anbetrifft,  so 
ersetzt  man  die  Gleichung: 


• +bi  ... 

T+Ä  = e+f,< 


oder  die  gleichbedeutende: 
durch  die  Congruenz: 
oder : 

Et  ist  also: 
d.  h.: 

/ i • 


(« +«)  = (e+fi)(e+<«), 

a+ti=(e+fi)  (c+di), 

a+bi  = ec— fd+(fe  + ed)i. 

a=tc—fd,  4=/e+etf, 

ac  + bd  r_ac—ad 
*“c*+i f»’  '_c’+<f*' 
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C)  Anwendung  der  Theorie  der  Congruenzen  auf  die  F.xpo- 
nential-  nnd  die  t rigon  om  etriich  en  Grössen. 

Die  Formel  3)  de«  rorigen  Abschnitte»  gibt,  wenn  man  : 
a ~ cos  j*,  ,3  — bin  x, 

y — cos  y,  if  — siny 

setit,  und  darunter  die  an«  der  Trigonometrie  bekannten  Grössen  versteht: 

(cos  x+i  sinx)  (cosy-f-i  siny)^cos  x cos y— sin*  siny-j-i  (sin*  cosy  + cos x sin y), 
d.  h.: 

1)  (cos  x+ « sin  x)  (cos  y +» sin  y)  = cos  (x + y) + i «in  (x  +y). 

Indem  man  so  fortfahrt,  erhält  man : 

(cos  x+isin x)(cosy-t-«siny)(cos  s+isins)  . . . Hcos(x  + y + t 4-  . . .) 

-f  isin(x+y  + s+  . . .) 

Also  wenn  man  x=y=»=  . . . setst,  wenn  is  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

2)  (co»x+i  sinx)"~cos nx+isinx, 
d.  h.: 


„Die  fite  Potenz  des  Binoms  cosx-)-isinx  dnreh  i*  +1  dividirt,  gibt 
cosnx-pisinnx  als  Rest.“ 

Dieser  Satz  tritt  für  den  von  Moivre  in  dieser  Theorie  ein. 

Sei  jetzt  wieder: 

/=lim(l+±)", 

oder: 


3) 


=1+*+: 


2 + l> 


2-3 


also : 

4) 


e,r=1+Ti+r2i,+I^r3i,+  • • - 


und  somit  nach  Satz  2)  der  Abtheilung  B : 
ix 


5) 


-1  l-2+l-2-3-4 


(f-rr.+  ••) 


Andererseits  hat  man: 

6) 


cosx-1  1>2 +1.2.3- 4 ' 


■■',DX=T-r¥3+ 


Diese  Gleichungen  kann  man  auch  als  Definition  der  Functionen  Cosinus  und 
Sinns  benutzen , und  so  die  der  Trigonometrie  entnommenen  Betrachtungen  ganz 
vermeiden.  Man  hat  also: 


7)  e,x- cos  x+i  sinx. 

Aus  den  Formeln  2)  nnd  7)  lassen  »ich  alle  Schlüsse  ziehen,  welche  man  aus 
den  entsprechenden  Gleichungen  in  der  Theorie  der  imaginären  Grössen  xicht. 
Seien  z.  B.  cosnx  nnd  sinnx  zu  berechnen,  so  ist: 


. , « n— I,.  »(»— 1)  u— 2 , . 

( a+bt ) =n  -fna  bt- ( — k — — xa  4*  t*  + . . ., 

1 ' ä 

also: 

o\  » n(n— 1)  n— 2..  , ...  «—1. 

8)  (a+4 •)  = a > ^ a 4*-f-  . . . +t(»o  b 

"(*- ')("->)  , 

1- 2 - 3 + • 


und  also  wegen  Formel  2): 
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«x  . . . _ n n(n— 1)  m— 2 . , , 

9)  co8«x+«sin  nx  -cos  x j ~ cos  x . . . 

+ »(f»C08x  sinx -1— - — ~~ — -cosx  8inx*-f  • . .) 

1*2*0 


Hier  können  nach  dem  oben  bewiesenen  Satzo  die  von  i freien  und  die  mit  * 
multiplicirten  Glieder  gleich  gesetzt  werden,  was  die  bekannten  Formeln  für 
cos  nx  und  sinnx  gibt. 

D)  Ucber  die  Moduln  der  Binome  von  dor  Form  «+/3i. 

Offenbar  ist  immer  zu  setzen: 

«+/Ji  = r (cos  t -t-i  sin  t). 

Denn  die  Gleichungen: 

a = r cos  t , ß — r sin  t 

sind  ja  immer  zu  erfüllen,  wenn  man: 

r = («»+/J’)*, 

und: 


also 


sin  ( = 


ß 


r 


setzt,  wo  r positiv  sein  soll.  Wie  früher  nennen  wir  die  Grösse  r Modul  des 
Binom  n + ßi,  t das  Argument. 

Ist  der  Modul  von  a + ßi  gleich  Null,  so  hat  man: 

aa  + ß*  =0,  also:  o = 0,  ß — 0. 

„Damit  beide  Glieder  des  Binom  a+ßi  verschwinden,  muss  der  Modul  gleich 
Null  sein,  und  umgekehrt.“ 

Seien  r,  v*  die  Moduln  bezüglich  von  «+/?»  und  y-h cf*,  also: 

r = («’+£*)*,  r/=(y,+  <f*)^, 

so  ist  der  Modul  von : 


a i Y + (ß  + ß •)» 

d.  h.  von  der  Summe  bezüglich  der  Differenz  beider  Binome: 

C=  [(« ± r)*  + (ß  ± = [r*  +«■'*  +2 (ay+ßj)]*. 

Mittels  der  Formel  5)  der  Abtheilung  B),  wenn  man  daselbst  — cf  für  <f  setzt, 
erhalt  man:  v 


("y+ßW  <(«*+/»'*) 


d.  h. : 


(«y+/9d)*<rJ  r'*, 

also  ist  der  numerische  Werth  von  ay+ßJ  immer  kleiner  als  r,  r\ 
von  0*  + cf)i  liegen  also  in  den  Grenzen: 


Die  Module 


• (r*-2rr/+r/*)^  = ±(r-r0, 

und : 

(r*  ■+■  2r  r'  + r'*)^  = r+r'. 

I.  „Summe  und  Differenz  zweier  Binome  von  der  Form  n-f  0»  haben  Mo- 
duln, welche  zwischen  der  Summe  und  Differenz  der  Moduln  beider  Binomo 
liegen.“ 

Zahlt  man  zu  einer  Summe  noch  ein  Binom  zu  und  fahrt  so  fort,  so  gibt 
dies  den  Satz: 

II.  „Die  Summe  mehrerer  Binome  hat  einen  Modul,  welcher  kleiner  als  die 
Summe  der  Moduln  ist.  Ist  unter  allen  Binomen  eins,  dessen  Modul  r grösser 
ist  als  die  Summe  der  Moduln  s aller  Übrigen,  so  ist  der  Modul  der  Summo  aller 
grösser  als  r— 

Wir  nennen  jetzt  Modul  und  Argument  irgend  einer  ganzen  Function  von 
i denjenigen  Modul  und  das  Argument,  welche  dem  Rest  dieser  Function  nach 
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entsprechen.  Dio  eben  bewiesenen  beiden  Satze  gelten  dann  für  alle  sulche 
Functionen. 

Es  war: 

(tt  + ßi)  (y+tfi)  = nß~y<t+ («cf +ßy)  i, 

Und: 

(«*+ß')b',+'t,)=(«ß-r*),+  («<t+ßr)*> 

also  wenn  r,  r’  wieder  die  Moduln  bezüglich  von  a+ßi  und  y-\-di  sind,  und  g 
der  Modul  beider,  so  ist: 

r*  r'*  = p,)  also:  r«/c=p. 

III.  „Der  Modul  eines  Products  ist  gleich  dem  Froduct  der  Moduln.“ 

Auch  kann  man  setzen : 

cos  f+t  sin  l = e’*, 

«-i-^iHre**. 

Hieraus  folgt  sogleich,  da: 

r<i,.r',i,'.r«.i'"=rr'r"  . . . ei(<+‘'+‘"+  • • > 
ist,  der  zuletzt  bewiesene  Sau  und  zugleich  der  folgende: 

IV.  „Das  Product  mehrerer  ganzen  Functionen  von  i hat  als  Argument  die 
Summe  ihrer  Argumente.“ 

Auch  hat  man: 

(r«“)"=rV"‘, 

also: 

V.  „Die  ntc  Potenz  einer  ganzen  Function  von  > hat  als  Modul  die  »te  Po- 
tenz des  Moduls  derselben,  und  als  Argument  ihr  nfaches  Argument.“ 

Sei  jcUt: 

x = a+ßi, 

r der  Modul,  ( das  Argument  dieses  Binoms,  also: 

x=re“. 

Sei  ferner: 


((.*)-».**+»  i*“  *+  • • . + «„_,*+%■ 


und  mögen: 


die  numerischen  Werthe  der  Cocfficienten : 

sein,  so  werden  diese  Grössen  auch  die  Moduln  von  a„,  o,  . . . sein,  nnd  cs 
haben  daher  die  einzelnen  Glieder  von  f(x)  zu  Moduln  die  Grössen : 

n •—  1 

n„r  , r 

d.  h.  die  Producte  der  Grössen: 


multiplidrt  mit  r".  Andererseits  hat  man: 

f(x)  =f(a+ßi)  = R (cos  T -f-  i sin  T), 

wo  Ä der  Modul  und  T das  Argument  von  f{x)  ist.  — Für  sehr  grosse  Wcrtho 
von  r werden  die  Glieder  der  Reihe ; 
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bia  auf  das  erst«  sich  der  Moll  nähern.  Es  wird  also  o,  rn  mit  zunehmendem  r 
die  Summe  aller  übrigen  Grossen: 


a,f 


überschreiten.  Hieraus  folgt  mit  Bezug  auf  Satz  II.,  dass  der  Modul  A von 
f(x)  kleiner  sein  wird  als  die  Summe: 


* , it— 1 , 
«,r  +s,r  + 

und  grosser  als  die  Differenz : 

r"-l  + 

also: 


+“«-tr+V 

+ «n-lr+an>< 


A >r"(<r,— — — — j — 
• r rJ 


wenn  r hinreichend  wächst.  Die  Beihe  in  der  Klammer  nähert  sich  aber  der 
Grenze  also: 

VI.  „Der  Modul  einer  ganzen  Function  von  a+/Si  wird  unendlich  gross, 
gleichseitig  mit  dem  Modul  von  a+ßi  selbst.“ 

E)  Substitution  der  Wurzeln  der  Congruenzen  an  die  Stelle 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Sei  wieder  gegeben : 

f(x)  = *,xH  + al 

so  gibt  es  entweder  reelle  Werthe  von  x,  welche  die  Gleichung: 

m= o 

erfüllen  oder  nicht.  Im  erstcren  Falle  kann  die  Anzahl  dieser  Werthe  nicht 
grosser  als  n sein,  nnd  sie  ist  wenigstens  1.  wenn  n ungrade  ist.  Das  erstere 
folgt  daraus,  dass,  wenn  x — a ein  solcher  Werth  ist,  f(x)  durch  x—a  theilbar 
sein  muss  (siehe  den  Artikel:  „Quadratische  Factoren“),  das  letztere  daraus,  dass 

f{x)  eine  continuirliche  Grosse  ist,  die  fflr  x=+p  sich  der  Grenze  rr0  pM,  und  für 

x=—  f sich  der  Grenze  — napn  nähert,  wenn  p wächst,  also  zwischen  -fao  und 
—ao  wenigstens  einmal  durch  Null  gegangen  sein  muss.  — Dagegen  hat  die  Con- 
gruenz : 

A*)E  0 

immer  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt  immer  Werthe: 

x-ct+ßi, 

weiche  sie  erfüllen.  Die  Theorie  der  Wurzeln  solcher  Congruenzen  ergibt  sich 
dann  aus  den  Sätzen: 

I.  „Jede  Congruenz  von  der  Form:  * 

/■(*)20 

hat  immer  n Wurzeln,  und  nie  mehr.“ 

n.  „Bezeichnen  wir  diese  Wurzeln  mit  x,  xL  . . . x*,  so  ist  immer t 

/■(*)  = o.(x-*,)(x-*,)  . . . (*-*„)• 

Diese  beiden  S&txe  lassen  sich  ganz  eben  so  beweisen,  wie  dies  in  dem  Artikel: 
„Quadratische  Factoren“  in  Bezug  auf  die  Formeln: 

/■(*)= o,  /■(*)=«.  (*-*,)(*-*>)  • • • (*-**) 
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geschehen  ist,  wenn  man  dem  Begriff  der 
Gleichheit  den  der  Congmenx  substituirt, 
und  i willkürlich  »ein  lässt. 

Berechnet  man  das  Prodnct  rechts  in 
der  Formel : 

/(*)  = (*-*, )(*-*,)  . . . (*-*,), 

wo  man  den  ersten  Coefficienten  a9  gleich 
1 setzt,  so  erhält  man  links  und  rechts 
Polynome  ntcr  Ordnung  von  x , und  da 
x willkürlich  ist,  müssen  die  Coefficien- 
ten der  gleichen  Potenzen  von  x unter 
sich  congruent,  also  ihre  lleste  gleich 
werden.  Es  ist  also: 

fli  = 3‘l+Ii+  • • . +*n, 

-(*»*,+*!*,+  . . . 


wenn  man  die  AasdrScke  gleich  and 
Gleichung  mit  congruent  und  Congraenz 
vertauscht,  und  als  den  Modul  der  Con- 
gruenzen (nicht  za  verwechseln  mit  dem. 
was  hier  als  Modul  einer  Function  fix} 
bezeichnet  wurde)  •*— 1 annimmt.  Denn 
wie  bei  der  in  den  Abschnitten  1 bis  9 
gegebenen  Theorie,  werden  die  Aus- 
drücke a + ti  ganz  nach  den  Kegeln  dea 
Rechnens,  deren  man  sich  bei  reellen 
Grössen  bedient,  behandelt. 

Oer  Satz,  dass  Congntenxen  mit  ein- 
ander addirt,  mnltiplicirt , von  einander 
snbtrahirt,  wieder  Congruenzen  geben, 
gestattet,  sic  wie  Gleichungen  zu  behan- 
deln, und  die  Reste  der  zwei  Seiten  einer 
Congruenx , welche  dann  eine  wirkliche 
Gleichung  (oder  zwei  Gleichungen)  bil- 
den, werden  gefunden,  wenn  man  i*  mit 
— 1 vertauscht. 


wodurch  der  bekannte  Sau  über  die 
Wurzeln  der  Gleiehnngcn  ersetzt  wird. 
Hat  die  Congrncnz: 

/•(*)= 0 

eine  Wurzel,  die  von  i unabhängig  ist, 
so  ist: 

/(“)  =o, 

also: 

Hl.  „ Alle  Wurzeln  der  Congraenz 
( (r)  ~ 0,  die  von  i unabhängig  sind,  wer- 
den W'urzcln  der  Gleichung : 

/(*)= 0 


Man  hat  somit  jeut  einen  deutlichen 
Begriff  von  denjenigen  Ausdrücken  und 
Gleichungen,  welche  die  imaginären  er- 
setzen. 

Unter  /(«+/•)  versteht  man  immer 
den  Best  dieser  Grösse  nach  •*  -f-1  ge- 
nommen , wenn  f entweder  eine  ganze 
Function  von  a+ßit  oder  eine  nach  gan- 
zen Potenzen  fortschreitende  coovergi- 
rende  Reihe  ist.  Sollte  dagegen  fiir 
reelles  x,  yz:/*(x)  keine  ganze  Function 
sein,  so  kann  sie  doch  immer  durch  Auf- 
lösung einer  Gleichung  y (x,  y)=0  er- 
langt werden,  wo  nur  ganz»  Functionen 
oder  Potenzreihen  nach  x Vorkommen. 
Ks  ist  dann  unter  y=f(a+ßi)  die  Wur- 
zel der  Congrucnz: 


sein.“ 

Da  ferner  der  Ausdruck  ««-fl  sieh 
nicht  lindert,  wenn  man  i mit  — i ver- 
tauscht, so  wird,  falls  auch  die  Coeffi- 
cienten von  f(x)  i nicht  enthalten,  jeder 
Wurzel  der  Congrncnz  f (x)  = 0 von  der 
Form  a+ßi  eine  andere  a — ßi  ent- 
sprechen, weil  die  letztere  ans  der  erste- 
ren  entsteht , wenn  man  i mit  , ver- 
tauscht. Nennt  man  aiso  zwei  Ausdrücke 
von  der  Form  a+ßi  nnd  a-ßi  conju- 
girt,  so  gilt  der  Satz: 

IV.  „Wenn  die  Coefficienten  der  Con- 
grncnz von  t unabhängig  sinn,  so  sind 
die  von  i ubhüngigen  Wurzeln  in  grader 
Anzahl  vorhanden,  und  je  zwei  einander 
conjugirt.“ 

Ist  /(x)  endlich  eino  transcendentc 
* unction,  so  gelten  noch  immer  ähnliche 
Betrachtnngcn. 

Durch  das  hier  Gesagte  ist,  wie  ange- 
zcigt,  also  der  Begriff  des  Imaginären 
völlig  climinirt,  alle  Satze  aber,  und 
selbst  die  Beweise  derselben  gelten  noch, 


7 («+/S  . i)  = 0 

zn  verstehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
der  Gleichung: 

?(«+/».  y)=0, 

wenn  man  für  die  Function  «.  ihren  Rest 
setzt. 

Hierin  ist  der  Satz  enthalten: 
„Identificirt  man  alle  ganzen  Functio- 
nen von  nß'ßi  mit  ihren  Resten  nach 
*’+l>  so  hat  man  cs  nicht  mehr  mit 
Congruenzen,  sondern  mit  Functionen 
und  Gleichungen  zu  thun,  die  nach  den 
in  Abschnitt  1 bis  9 gegebenen  Regeln 
behandelt  werden.“ 

Z.  B.  Es  sei  zu  bestimmen: 

rl 

y = \a-yßi. 

H 

Die  Function  Jör  ist  gegeben  durch  die 
Gleichung : 

n 

y =*. 

»Iso  in  unserm  Falle  ist  die  Congraenz: 
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w_  ... 

y =n+ßi 

zu  lösen.  Setzt  mau: 

a = r cosy,  /j  = r8iny, 
so  bat  man: 


oder  auch,  da: 

cos  2*  sin2«^=0 

ist : 

J_  0/  + 2 S7l)i 
y=rn  e * 

Ucbcrall  aber  kann  statt  des  Congrucnz- 
zcichcns  hier  das  Gleichheitszeichen  ste- 
hen, wenn  man,  wie  wir  jetzt  thun,  statt 

der  Werthe  von  y und  yM  immer  ihre 
Reste  denkt. 

Quantitäten  — complexe  — in  ihrer 
Anwendung  auf  die  Functionenrechnung. 

1)  Ei n lei  tun g. 

Es  ist  nothwendig,  Ausdrücke  von  der 
allgemeinen  Form  f(a  + ßi)  zu  unter- 
suchen und  die  Gesetze  ihrer  Veränder- 
lichkeit, also  der  Bildung  ihrer  Differen- 
ziale und  Integrale  festzustellen.  Nur 
indem  man  das  Veränderliche  sich  com- 
plex  denkt,  ergeben  sich  die  Gesetze 
der  Functionenrechnung  in  einfachster 
und  allgemeinster  Weise. 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  hier 
anzustellen  haben,  ersetzen  also  die  Ele- 
mente der  höheren  Analysis,  d.  h.  die 
Differenzialrechnung,  die  man  früher 
hauptsächlich  nur  auf  reelle  Zahlen  er- 
streckte; 6ie  werden  6ieh  ferner  auf  Rei- 
henentwicklung der  Functionen,  Eindeu- 
tigkeit und  Mehrdeutigkeit  derselben  er- 
strecken müssen. 

Wir  werden  dabei  das  im  vorigen  Ar- 
tikel Gegebene  zu  Grunde  legen,  und  in 
Bezug  auf  die  der  Integralrechnung  ent- 
nommenen Betrachtungen  auf  den  Ar- 
tikel: „Quadraturen  (analytische)“  ver- 
weisen. 

Nachdem  im  vorigen  Artikel  der  Be- 
griff des  Imaginären  in  verschiedener 
Weise  erörtert  ist,  brauchen  wir  keine 
bestimmte  dieser  Theorien  zu  Grunde 
zu  legen.  Immer  aber  werden  wir  uns 
geometrischer  Veranschaulichungen  der- 
art bedienen,  dass  wir  in  der  complexen 

Grösse  s = x -f- v*  = re ' uns  x und  y als 
rechtwinklige  Coordinaten,  r als  Radius- 
Vector  und  y>  als  Winkel  desselben  mit 
der  Axe  der  x vorstcllcn. 


Legt  man  die  in  Abschnitt  1 bis  9 
des  vorigen  Artikels  abgchandeltc  Theorie 
des  Imaginären  zu  Grunde,  so  ist  diese 
Betrachtung  nur  die  Versinnlichung  der 
Thatsacho , dass  die  Grösse  z=x-|-y» 
sich  gleichzeitig  mit  x und  y ändert, 
also  eine  Veränderlichkeit  nach  zwei  Di- 
mensionen eintreten  kann.  Jedem  Wertho 
von  s entspricht  dann  ein  Funkt  in  der 
Ebene  A. 

Gleiches  gilt,  wenn  man  die  Theorie 
der  Congruenzen  (Abschnitt  11  des  vo- 
rigen Artikels)  dem  Imaginären  substi- 
tuirt,  und  ist  dabei  immer  anzunehmen, 
dass  jede  Grösse  mit  ihrem  Rest  nach 
i*-f- 1 vertauscht  wird  (siehe  Endo  des 
Abschnittes  11).  Dagegen  sind  bei  Zu- 
grundelegung der  Theorie  der  geome- 
trischen Grössen  (Abschnitt  10)  dieso 
geometrischen  Betrachtungen  der  Theorie 
unmittelbar  entnommen,  und  die  Funkte 
und  Linien,  welche  dabei  Vorkommen, 
stellen  die  geometrischen  Grössen  wirk- 
lich dar. 

2)  Allgemeiner  Begriff  einer 
Function  mit  einer  complexen 
V a ria  b le  n. 

Unter  einer  Function  von  s: 

«=/•(>)> 

wo: 

* = x+yi 

eine  complexe  Grösse  ist,  verstehen  wir 
zunächst  eine  Grösse  von  de/Form 
wo  p und  q reelle  Werthe  sind,  die  sich 
nach  irgend  einem  Gesetze  gleichzeitig 
mit  x und  y ändern.  Im  Allgemeinen 
wird  also  zu  jedem  Punkto  A der  Ebene, 
welche  durch  irgend  einen  Werth  von 
x und  y bestimmt  wird  (wir  drücken  dies 
in  der  Folge  so  aus,  der  Funkt  A habe 
den  Werth  z = x+y»),  auch  wenigstens 
ein  Werth  von  p und  ein  Werth  von  q 
gehören. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Func- 
tionen kann  dieselbe  für  jedes  x und  y, 
also  für  die  ganze  Ebene  oder  nur  für 
gewisse  Thcile  derselben  gegeben  sein. 
Im  letztem  Falle  sagt  man,  x sei  be- 
schränkt veränderlich. 

Man  kann  annehmen, dass  man  von  jedem 
Punkt  A , dem  ein  Werth  der  Function  ent- 
spricht, zu  jedem  andern  H auf  wenig- 
stens einem  Wege,  d.  h.  auf  einer  Linie 
so  gelangen  kann,  dass  für  jeden  Funkt 
derselben  die  Function  continuirlich 
bleibt.  Denn  was  die  Discontinuitäten 
anbetrifft,  so  finden  dieselben  entweder 
in  ganzen  Flächenstücken , oder  in  Li- 
nien, oder  in  Punkten  statt.  In  den 
beiden  ersten  Fällen  sind  die  Functionen 


Quantität. 


682 


Quantität. 


für  diele  Thcile  nicht  als  dcfinirt  za  be- 
trachten, die  Variable  ist  also  beschränkt 
veränderlich.  Kur  dann  kann  man  auf 
continuirlichem  Wege  nicht  von  einem 
Funkte  A nach  B gelangen,  wenn  zwi- 
schen beiden  eine  geschlossene  oder  nach 
boiden  Seiten  unendliche  Discontinuilita- 
linie,  bezüglich  ein  Fl&chenstück,  welches 
eine  solche  enthalt,  vorhanden  sind. 
Dann  sind  statt  einer  Function  zwei  mit 
beschränkt  veränderlicher  Variable  x an- 
zunehmen , deren  Gebiete  von  einander 
geschieden  sind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  es  zwei  Ar- 
ten von  Discontinuitätslinien  gibt.  Die 
Unstetigkeit  findet  entweder  von  Punkt 
zu  Fnnkt  der  Linie,  also  auf  derselben 
statt,  oder  beim  Ueberschreiten  der  Li- 
nie, auf  beiden  Seiten,  wenn  man  von 
einem  Funkt  A auf  einer  Seite  dersel- 
ben an  einem  benachbarten  auf  der  an- 
dern gelangt,  während  die  Function  auf 
der  Linie  selbst  stetig  ist. 

Wir  reihen  hieran  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  die  geometrische 
Bedeutung  gewisser  analytischen  Opera- 
tionen beziehen. 

Allen  reellen  Wcrthen  von  z,  wo  also 
y=0  ist,  entsprechen  die  Punkte  der 
Abscissenaxe,  den  positiven  die  eine,  den 
negativen  die  andere  Seite  derselben, 
allen  rein  imaginären  Werthen,  wo  x=0 
ist,  die  Ordinatenaxe.  Für  s = 0,  also 
j:=tr=0,  hat  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten. 

Setzt  man : 

x+yi  — re'1 

so  entsprechen  alle  Werthe,  welche 
gleiches : 

r = V(x>+y’), 

also  gleiche  Radien -Vectoren  haben,  offen- 
bar der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  und  wo  r der  Radius  ist*  Alle 
Werthe  *,  deren  Modul  g kleiner  als  r 
ist,  entsprechen  Punkten  innerhalb  die- 
ses Kreises,  alle  Werthe,  wo  g grösser 
ist,  Punkten  ausserhalb  desselben.  Setzt 
luan : 

, * = « + «, 

wo  <i  eine  complexe  Constante 
a=a+4i 
sein  soll,  so  ist: 

« = *— a+(y— 4)i. 

Punkt  u hat  also  die  Coordinaten : 

X ' = *— a,  y'=y-b. 

Es  sind  dies  die  Coordinaten,  welche 
man  für  : erhält,  w’cnn  man  den  An- 


fangspunkt der  Coordinaten,  welche  pa- 
rallel mit  sich  selbst  bleiben,  nach  Punkt 
a verlegt.  Setzt  man  also: 

so  entspricht  dieser  Substitution  eine 
Verlegung  der  Coordinaten  nach  Punkt 
a.  Ist : 

Si 

n=ee  > 

also: 
so  ist: 

pe'W  = (x-o)-|-i(y-4), 

also : 

<,*=(*-<.)» +(y-4)*, 

d.  b.  p stellt  die  Entfernung  des  Punk- 
tes > vom  Punkte  n vor.  Alle  Funkte, 
welche  gleiches  p haben,  liegen  also  in 
einer  Kreisperipherie,  deren  Mittelpunkt 
n und  deren  Radius  (>  ist. 

3)  Eindeutige  und  mchrde  utlge 
Function  en. 

Von  jedem  Funkte  a kann  man  zu 
einem  andern  Punkte  4 auf  unendlich 
vielen  Wegen  in  continuirlicher  Weise 
gelangen,  und  jedem  Punkte  eines  die- 
ser Wege  wird  im  Allgemeinen  ein  an- 
derer Werth  von  enttprechen.  Ist 
die  Function  eindeutig,  so  wird  man 
schliesslich  in  Punkt  4 immer  wieder  zu 
demselben  Werthe  gelangen,  welches 
auch  der  eingeschlagene  Weg  sei,  da  für 
jeden  Punkt  die  Function  ja  nur  einen 
Werth  hat. 

Bei  eindeutigen  Knnctionen  kommen 
also  nur  die  Discontinuitäten  in  Betracht. 
Diseontinuitätslinien  kommen  bei  der  in 
den  Elementen  betrachteten  Function 
nicht  vor,  nnd  haben  wir  uns  zunächst 
auf  Discontinuitätspunkte  zu  beschrän- 
ken. Dieselben  thcilcn  wir  in  zwei  Gat- 
tungen, deren  crstcre  solche  Punkte  um- 
fassen soll,  ln  deren  Umgebung  die 
Function  immer  unendlich  bleibt.  Ein 
solcher  Punkt  ist  z.  B.  für  die  Function 

tg*  der  Punkt  * = g,  da  man  immer 

hat: 


also  für  unendlich  kleines  k: 
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ch  Mi  nun  v reell  oder  imaginär.  Dio 
Discontinuitiltspunkte  erster  Gattung  ha- 
ben also  die  Eigenschaft,  dass  wenn 
f(z)  für  z = a einen  solchen  hat,  die 

Function  . . für  * = <i  verschwindet 

f (*) 

and  continnirlich  bleibt. 

Discontinaitätspunkte  zweiter  Gattung 
nennen  wir  diejenigen,  in  deren  Umge- 
gend die  Function  wenigstens  nicht  im- 
mer anendlich  wird.  Dergleichen  sind 
t 


für  die  Fanction  tx  der  Fankt  x=0, 
dafür  einen  positiven  Zuwachs  von  x 
£ 1 

e^rco,  für  einen  negativen  ex=0  ist. 
Man  kann  auch  eine  eindeutige  Function 
finden,  welche  in  einem  beliebigen  Funkte 
a von  einem  gegebenen  Wcrthc  a nach 
einem  andern  b überspringt.  Eine  solche 
ist  z.  B. : 

i 


/■(*)  = o+(6-a)e  * 

Ist  v positiv  und  unendlich  klein,  so  hat 
man  offenbar: 

f(rt  + y)  = o,  f(n—y)  = i. 

Mit  diesem  Sprunge  ist  jedoch  die  Dis- 
continuität  der  bczcichnetcn  Function 
nicht  erschöpft.  Sei  der  Zuwachs  = 
wo  y und  » unendlich  klein  und  y auch 
positiv  sein  soll;  dann  hat  man: 

1 y — »i 

® = S(cosp— isinp), 
wo  S und  p unendlich  grosse  positive 
Grössen  sind.  Dagegen  ist: 

1 — y—  »i 

e-r+äi=,^+9T*=a 

Man  hat  also  immer: 

f(n — v+ö»)=  b. 

Was  den  Ausdruck  /‘(n  + K + fli)  anbe- 
trifft, so  sind  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

A)  Das  unendlich  grosse  positive, 
sonst  beliebige  p ist  kein  ungrades  Viel- 
faches von  ,j  und  liegt  im  ersten,  vier- 
ten, fünften,  achten  u.  s.  w.  Quadranten. 
Dann  ist  S cos  p positiv  unendlich,  und : 

f(a+y+9i)  = a. 

B)  p ist  kein  ungrades  Vielfaches  von 
jj,  liegt  aber  im  zweiten,  dritten,  sechs- 
ten, neunten  u.  s.  w.  Quadranten.  Dann 


ist  S cosp  negativ,  und  wie  leicht  zu 
sehen : 

f (« + »+ ®i)  = F+  0«, 
wo  P und  Q beliebige  reelle  Zahlen 
sind,  die  auch  unendlich  gross  sein 
können. 

C)  p ist  ein  ungrades  Vielfaches  von 
|,  also: 

cosp  = 0,  8inp=+l; 
dann  ist  f(a+y  + 9i)  ebenfalls  gleich 

P+Pi. 

Die  Discontinuität  ist  also  derart,  dass 
in  der  Nähe  des  Punktes  a dio  Function 
alle  Werth e annimmt.  Es  wird  später 
gezeigt  werden,  dass  in  der  N&he  eines 
Discontinuitütspunktes  zweiter  Gattung 
eine  eindeutige  Function  wenigstens  ein- 
mal unendlich  gross  werden  muss. 

Was  nun  die  mehrdeutigen  Functio- 
nen anbetriflft,  so  kann  man  in  der  That 
auf  zwei  Wegen  mit  verschiedenen  Wcr- 
then  der  Function  von  a nach  b gelan- 
gen. Die  Function  möge  in  einem  be- 
liebigen Funkte  i die  Wcrthc  f.  (z)  und 
ft(»)  haben,  so  ist  es  möglich,  dass, 
wenn  man  von  Funkt  a nach  b auf  zwei 
verschiedenen  Wegen  fortschrcitet  und 
beide  Male  mit  demselben  Werthe  von  f(a) 
beginnt,  man  auf  dem  einen  zur  Func- 
tion fx  (&),  auf  dem  andern  zu  f7  ( b ) ge- 
langt. Sei  z.  B.  gegeben  /,(z)  = y*, 
eine  Function,  welche  für  jeden  Werth 
von  z zwei  entgegengesetzte  Werthe  hat. 
Beginnen  wir  mit  einem  Funkte  der 
Abscissenaxc,  der  den  reellen  Werth  a 
hat,  und  geben  wir  der  Function  für 
%-a  den  positiven  Wurzelwcrth.  Sei 
b——a}  also  ebenfalls  reell.  Ziehen  wir 
jetzt  vom  Anfangspunkte  O aus  (Fig.  62) 


Fig.  62. 


mit  Radius  (Ja  einen  Kreis, 
einmal  auf  dem  Wege , der 

Halbkreis  acb  bezeichnet  wird,  dann  auf 
dem  Wege  adb  von  a nach  b Uber.  — 
Es  ist  für  irgend  einen  Funkt  dieser 
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Peripherie  y~aef%.  Auf  dem  erstem 
Wege  geht  man  von  7 = 0,  welcher  a 
entspricht,  bis  7 = tt,  welcher  b entspricht, 
auf  dem  andern  von  7=0  bis  7 = — tt. 
Es  ist  also  auf  dein  ersten  Wege: 

V6=y'^i. 

und  auf  dem  letztem: 

Vb  = \/ ac-ni, 

d.  h.  bezüglich: 

n . 

— t 

\b  = \a  e2  = * \a , 

und: 

n . 

1 

\b=.\ae  2 =—  i\a. 

Man  hat  also  in  der  That  auf  jedem 
Wege  einen  anderen  Werth  von  \b  er- 
halten. 

- Es  fragt  sich,  unter  welchen  Bedin- 
gungen eine  solche  Abhängigkeit  des 
Wcrthes  einer  Function  vom  zurückge- 
legtcn  Werthc  ein  treten  kann. 

Es  sind  hier  gewisse  Punkte  der  Ebene 
ins  Auge  zu  fassen,  welche  wir  mehr- 
fache Punkte  (doppelte,  dreifache,  nfachc 
u.  6.  w.)  nennen.  Es  haben  dieselben 
die  Eigenschaft,  dass  für  sie  n Wcrthe 
der  betrachteten  Function  gleich  werden. 
Für  den  Ausdruck  \i  z.  B.  ist  also  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  x = 0,  ein 
Doppelpunkt,  denn  für  ihn  wird: 

+v*=-y*. 

n 

eben  so  hat  die  Function  \z  in  z =.  0 
einen  nfachcn  Punkt,  da  hier  alle  Wur- 
zeln einander  gleich  und  gleich  Null  wer- 
den. Die  Function  y(x>  — a7)  hat  zwei 
Doppelpunkte,  welche  x—  -f  a und  x=  — a 
entsprechen. 

Wir  untersuchen  jetzt  den  Gang  der 
Function  flz),  welche  für  jeden  Punkt 
etwa  zwei  Wcrthe  ft  (t)  und  ft  ($)  an- 


Fig. 63. 


nehmen  kann  auf  zwei  Wegen,  acb  und 
adb , welche  beide  von  a nach  b führen 
(Fig.  63).  Wir  wollen  dabei  zunächst 


annchmen,  die  Wege  wichen  nur  unend- 
lich wenig  von  einander  ab ; ferner  sei 
auf  dem  ganzen  Umfange  aedb  und  in- 
nerhalb des  von  ihm  begrenzten  Ebcnen- 
stückcs  die  Function  f(i)  continuirlich, 
und  cs  befinde  sich  daselbst  kein  mehr- 
facher Punkt,  so  dass  also  für  jeden 
Punkt  auf  diesem  Umfang  und  innerhalb 
desselben  die  beiden  Wcrthe  ft(z)  und 
ft  (5)  um  eine  endliche  Grösse  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Fängt  man  nun  in  a mit  dem  Wertho 
u=ft(a)  an  und  verfolgt  den  Weg  acb , 
so  kann  sich  u nur  continuirlich  ändern, 
und  in  jedem  Punkte  des  Weges,  z.  B. 
in  c oder  b,  mit  einem  der  beiden  Werthe 
von  /■(*)  anlangen,  den  wir  ebenfalls  mit 
ft  W > fi  (P)  bezeichnen.  — Verfolgt 
man  mit  demselben  Anfangswerthe  Weg 
adb , so  wird  sic,  da  auch  hier  und  auf 
dem  Uebcrgangc  von  acb  nach  adb  Con- 
tinuität  herrscht,  in  keinem  Punkte  einen 
Werth  annehmen  können,  der  von  dem 
eines  benachbarten  Punktes  des  Weges 
acb  um  eine  endliche  Grösse  verschieden 
ist.  Ist  also  d unendlich  nahe  dem  Punkte 
c,  so  wird  hier  die  Function  nur  den 
Werth  (d),  nicht  f,  (rf)  annchmen  kön- 
nen, da  letzterer  Werth  um  eine  endliche 
Grösse  von  ft  (d)  und  also  auch  von 

(c)  abweicht.  Gleiches  gilt  von  je- 
dem Punkte  der  Linie  adb,  es  wird  also 
uuf  diesem  Wege  in  Punkt  b die  Func- 
tion ebenfalls  den  Werth  ft  (&)  erhalten. 
Nun  aber  kann  man,  wenn  acb  eine  an- 
dere beliebige  Linie  zwischen  a und  b 
ist,  die  auf  gleicher  Seite  mit  acb  und 
adb  liegt,  auch  den  ganzen  Kaum,  wel- 
cher von  acbea  begrenzt  ist,  in  unend- 
lich kleine  Räume  theilen,  durch  Linien, 
die  alle  wie  ae'b  durch  a und  b gehen. 

Auf  allen  diesen  Wegen,  and  schliess- 
lich also  auch  auf  Weg  aeb , wird  die 
Function  in  b denselben  Werth  ft  ( b ) 
erhalten,  wenn  man  überall  in  a mit 
f,  (a)  beginnt,  und  in  und  auf  dem  gnn- 
zen  Umfange  adbea  kein  mehrfacher 
Punkt  sich  befindet,  auch  die  Function 
nicht  discontinuirlich  wird. 

Achnliches  gilt  für  alle  Wege,  die 
zwischen  afb  uud  adb  liegen,  wenn  afb 
auf  der  andern  Seite  von  adb  und  acb 
liegt.  Also: 

„Damit  auf  zwei  Wegen  acb  und  afb 
die  Functiou  zu  demselben  Werthc  in 
h führt,  wenn  man  mit  demselben  Werthc 
von  a ausgegangen  ist , reicht  es  hin, 
dass  in  dem  ganzen  von  cbfa  begrenz- 
ten Raume  und  auf  der  Begrenzung 
selbst  kein  mehrfacher  Punkt  und  die 
Function  continuirlich  sci.u 
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Wenn  man  in  diesem  Falle  Weg  aß 
rückwärts,  also  von  b nach  <i  znrück- 
legt , so  wird  man  von  dem  Fnnclions- 
werthe  f,  (ft)  zu  /\  (a)  gelangen.  Also: 
„Wenn  man  von  a ansgehl  und  die 
ganze  geschlossene  Curvc  aebfa  zuriiek- 
legt,  so  muss,  falls  man  mit  einem  an- 
deren Werthe,  f (o),  als  dem,  mit  wel- 
chem man  in  n begonnen  hat,  f.  («),  nach 
a zurfickgelangt,  von  dieser  Curvo  ein 
mehrfacher  oder  ein  Discontinuitätspunkt 
enthalten  sein.“ 

Was  zunächst  die  Discontinuitätspunktc 
erster  Gattung  anbetriift,  so  kann  man 
für  dieselben  statt  der  Function  f(x)  in 

der  Näho  eines  solchen  Punktes  -z-t-t  bo- 

f w 

trachten,  und  da  hier  die  Function  con- 
tinuirlich  ist,  und  jedem  Werthe  von/* (x) 

ein  solcher  von  erftspricht,  so  muss, 

falls  ein  solcher  Wechsel  des  Werthes 
eintreten  soll,  die  letztere  Function  einen 
mehrfachen  Punkt  haben.  Der  Discon- 
tinuitätspunkt ist  in  diesem  Falle  zu- 
gleich mehrfacher  Punkt. 

Die  Betrachtung  der  Discontinuitats- 
punkte  zweiter  Gattung  wollen  wir  hier 
nicht  weiter  verfolgen.  Mnn  kann  also 
jetzt  sagen , dass  ein  Wcrthwcchsel  nur 
beim  Umkreisen  eines  mehrfachen  Punk- 
tes eintreten  kann.  Ein  solcher  Wechsel 
ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern 
nur  möglich.  Die  Function  \x  hat  für 
x — 0 einen  solchen.  — Der  Ausdruck 

fi*=ex^rt  ist  ein  mehrdeutiger,  da  lg  rs 
unendlich  viel  Werthe  hat.  Alle  diese 
Werthe  werden  gleich,  wenn  x eine  ganze 
Zahl  ist;  es  sind  die  entsprechenden 
Punkte  also  mehrfache.  Aber  setzt  man 

für  x den  Werth  n-frevt,  wo  n eine 
ganze  Zahl  ist,  so  wird : 

xnr«7 ' lg  a 

fl  — fl  Ü , 

und  wenn  man  Pur  •/  erat  0,  dann  2n 
actzt,  erhält  man  beidemal  denaelbcn 
Werth,  ao  dass  hier  beim  Umkreisen 
keine  Werthverschiedenheit  eintritt.  Glei- 
ches ist  offenbar  auch  bei : 

V(1 — sin  z* ) = + coa  x 

der  Fall. 

Man  kann  sonach  immer  von  ttänmen 
sprechen,  in  welchen  eine  gegebene 
Function  eindentig  ist,  nämlich  in  sol- 
chen, worin  sich  kein  mehrfacher  Punkt 
befindet.  In  diesen  Räumen  sind  alle 
Werthe  von  f(x)  völlig  von  einander 
getrennt. 

„Hat  eine  Function  eine  endliche  An- 


zahl von  Wcrthen,  also  n,  so  wird  man, 
wenn  mnn  nuf  einer  geschlossenen  Curve 
einen  mehrfachen  Pnnkt  eine  gewisse  An- 
zahl von  Malen  umkreist,  zuletzt  immer 
auf  denselben  Werth  von  f(x)  zurück- 
kommen.“ 

Seien  z.  B.  f,  (»),  f,  (*)...  /„(*) 

die  Werthe  von  /*(*),  und  mögen  von 
denselben  ft  (*),  fx  (x),  f%  (x)  für  x = tt 
gleich  werden,  so  kann  man  bei  einma- 
ligem Umkreisen  von  fx  (n)  zu 
bei  zweimaligem  von  ft  (n)  zu  ft  ( a ) ge- 
langen. Aber  keiner  der  Werthe  (n) 
. . . /■  («)  kann  beim  weiteren  Umkrei- 
sen des  Punktes  a sich  cinstellen,  da 
diese  Werthe  in  « einen  endlichen  Un- 
terschied von  fx  («) , ft  («) , f%  («)  ha- 
ben. Es  muss  also  f%(a)  bei  aber- 
maligem ZurQcklegen  der  geschlossenen 
Curvc  zu  einem  der  Werthe  fx  (a), 
f,  («),  f,  (a'\  zurückführcn.  Es  kann  dies 
aber  nur  der  anfängliche  Werth  fx  («) 
sein;  denn  führte  das  Umkreisen  des 
Punktes  n mit  dem  Anfnngswcrthc  ft  («) 
zu  so  würde  die  umgekehrt  ge- 

richtete Umkreisung  von  /*,(«)  zu 
führen.  Nach  der  Annahme  aber  führt 
eino  solche  zu  f.  («),  da  die  anfängliche 
von  fx  («)  zu  /",(«)  führt.  Also: 

„Beim  nmaligcnUmkreiscn  eines  nfachen 
Punktes  kann  die  Function  nur  n ver- 
schiedene Werthe  annehmen,  und  muss 
dann  auf  den  ersten  wieder  zurück- 
kommen.“ 

Z.  B.  die  Function: 

n 

u = Yz 

hat  einen  nfachen  Punkt  für  z = 0.  Be- 
schreibt man  um  diesen  einen  Kreis,  d.  h. 

setzt  man  *sre^*  und  lässt  9 von  0 
bis  2m  wachsen  (siche  den  vorigen  Ab- 
schnitt), so  erhält  man  für: 
ff  =0,  9=2/1,  y=4n  . . . y (2n— 2)/f, 

9 = 2rt7i 

bezüglich : 

1 t Ini  l Sni 


I 2 (n—  i)tt  1 


und  in  der  That  ist  nach  nfachcm  Um- 
kreisen des  Anfangspunktes  der  Coordi- 
naten  die  Function  zu  ihrem  anfänglichen 
Werthe  zurückgekehrt.  Indcss  braucht 
nicht  das  Umkreisen  jedes  nfachen  Punk- 
tes wirklich  alle  n Werthe  in  einem  C 
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eins  za  geben.  Es  kann  z.  B.  sein,  dass, 
wenn  für  x—n  die  Fnnction  f(x ) einen 
vierfachen  Punkt  hat,  ein  zweimaliges 
Umkreisen,  wenn  man  mit  ft  (x)  beginnt, 
zuerst  auf  /*,  (x)  und  dann  wieder  auf 
fx  (x)  zurüi-kführt.  Beginnt  man  dage- 
gen mit  f,(x),  so  kann  man  zn 
und  dann  zu  f%  (x)  gelangen.  Immer 
aber  müssen  im  letztem  Falle  die  ver- 
schiedenen Cvclcn  aueh  von  einander 
verschiedene  Werthe  ergeben.  Möglicher- 
weise kann  ein  Cydus  aus  einem  Werthe 
bestehen. 

,,Das  eben  Gesagte  gilt  aber  dann 
nicht  mehr,  wenn  man  auf  zwei  Wegen 
von  a nach  b,  oder  auf  einem  geschlosse- 
nen Wege  von  a nach  a geht,  wenn  in 
dieser  Begrenzung  mehr  als  ein  mehr- 
facher Punkt  enthalten  ist.*1 

Wie  in  diesem  Falle  zu  verfahren  ist, 
zeigen  aber  sehr  leicht  folgende  Betrach- 
tungen. Es  mögen  innerhalb  akema 


Fig.  64. 


zwei  mehrfache  Punkte  a und  ß liegen. 
Wir  umgeben  n und  ß einzeln  mit  den 
geschlossenen  Curven  aebka  und  bdegb , 
die  sich  in  b berühren.  Es»  wird  dann 
Weg  aebde  dasselbe  Resultat  als  Weg 
ake , und  ahbge  dasselbe  als  ame  geben, 
denn  in  den  von  je  zweien  dieser  Wege 
gebildeten  geschlossenen  Curven  sind 
mehrfache  Punkte  nicht  enthalten.  Man 
kann  also  diese  Betrachtung  auf  die  der- 
jenigen Curven , welche  die  mehrfachen 
Punkte  einzeln  umgeben,  zuiiickführcn. 
Jedoch  ist  nicht  «Öthig,  dass  sich  diese 
Curven  berühren.  Es  sei  z.  B. : 

f(x)=Y(x-a)  (*-«; 

x = a und  x~ß  sind  hier  in  der  That 
Doppelpunkte.  Umgebe  man  (Fig.  65) 
n und  ß mit  kleinen  Kreisen,  die  inner- 
halb akem  liegen;  g , h sind  beliebige 
Punkte  der  Peripherie  des  einen,  s,  « 
des  andern  Kreises,  gdh,  gvh , sw«,  sici 
sind  Halbkreise.  Wir  verbinden  durch 
beliebige,  z.  B.  grade  Linien  die  Punkte 
a,  g — ht  » — »,  e.  Es  führt  dann 
Weg  ake  zu  demselben  Werthe  als 
agdheuie,  und  ame  zu  demselben  als 


agviutcu.  Möge  mau  in  a mit  einem 
der  beiden  Wurzel1 werthe  fx  (x)  beginnen. 
Ist  in  g: 

j r=«+re^  *, 

wo  r der  Radius  des  Kreises  um  er  ist, 
so  ist  in  h : 

x=«+rc(l+”'>i, 

wenn  man  auf  Weg  jrfA  geh»,  dagegen: 

wenn  man  Weg  grh  zurückgelegt  hat. 
Es  ist  dann  also  bezüglich: 

£ Ij 

f,0>)  = riel  *'  , 

7 n . 


also  da: 

n . n . 

— i 1 

'i  . 2 

e =t,  e =-i 
ist: 

r,(3)=-f,w- 

Ebenso  führen  die  Wege  «ui  und  «in 
tu  verschiedenen  Werthen  von  f(i). 
Man  hat  also  auf  Strecke  agdhtuie  im- 
mer den  Werth  fx  (x) , dagegen  auf 
Strecke  agvhewie  in  A den  Werth  fr  (r), 
in  s denselben,  in  i dann  — f,  (x) = fx  (x), 
denn  da  Weg  nei  von  fx  (s)  tu  ft  (ir ) 
führt,  muss  dieser  Weg  auch  von  ($) 
nach  fx  (ir)  fahren,  man  langt  also  in  e 
ebenfalls  mit  fx  (x)  an.  D.  h. : Zwei 
Wege,  welche  die  Doppelpunkte  x = « 
und  x=/S  umfassen,  ake  und  ame  füh- 
ren in  e tu  demselben  Werthe  von 
= Also  wenn  man 

von  a aus  eine  in  sich  turückkchrcnde 
Curvc  durchschreitet,  welche  beide  Funkte 
umfaast,  so  kehrt  man  tu  demselben 
Werthe  zurück,  von  welchem  man  aus- 
gegangen ist. 

Aus  dem  Umkreisen  von  R&umcn, 
welche  je  einen  mehrfachen  Funkt  ent- 
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halten,  kann  man  sich  also  die  Mehr- 
deutigkeit der  Function  gewissermnassen 
entstehend  denken.  Da  cs  Functionen 
gibt,  die  unendlich  vieldeutig  sind,  wie 
z.  B.  lg(x),  so  brauchen  niese  beim  Um- 
kreisen eines  mehrfachen  Punktes  nie 
wieder  auf  den  alten  Werth  zurückfüh- 
ren.  In  der  That  findet  für  die  Func- 
tion lg(x)  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  ein  unendlichiachcr  Funkt  statt. 
Es  ist  nämlich  zwar  lgO  = co,  aber: 

J_  _ 1 

Igx  “ /x4*2jni’ 

wo  /(*)  ein  beliebiger  Werth  des  Loga- 
rithmus ist,  und  alle  diese  Werthe  wer- 
den unter  einander  und  der  Null  gleich 
für  * = 0. 

Ziehen  wir  einen  Kreis  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  mit  Radius 
r,  und  beginnen  in  Punkt  a dieses  Krei- 
ses mit  dem  Werthe  « = re^*,  und  mit: 
lg«r=lgr  + </i, 

wo  unter  lg  r der  reelle  Logarithmus  die- 
ser Grösse  zu  verstehen  ist.  Nach  s ma- 
ligem Umkreisen  hat  man  dann : 

l6«  = lgre<''+'-,*n>i, 

also : 

)g<r=r-f»t(ft+2«  n), 
d.  h.  hei  jeder  Umkreisung  vei  mehrt 
sich  lg(x)  um  2ii  und  so  ins  Unendliche 
fort;  bei  der  Umkreisung  in  einer  der 
anfänglichen  entgegengesetzten  Richtung 
würde  Verminderung  um  2a»  eintreten. 

Wir  können  hier  eine  Veranschau- 
lichung nicht  übergehen,  mit  welcher 
R iemann  dicMchrdcutigkeit  derFunctionen 
nnd  die  hier  gegebenen  Verhältnisse  des 
Uebergangs  ihrer  verschiedenen  Werthe 
in  einander  auch  räumlich  dargestellt  hat. 
(Vergleiche:  Grundlagen  für  eine  allge- 
meine Theorie  der  Functionen  von 
G.  Ricmann.) 

Man  denke  sich  statt  einer  Ebene  meh- 
rere über  einander  gelegte  Blätter,  und 
zwar  soviel  als  die  Function  Werthe  hat. 
Jedem  Werthe  der  Variablen  z = x-fjfi 
wird  dann  auf  jedem  dieser  Blätter  ein 
Punkt  und  diesem  ein  Werth  der  Func- 
tion f(x)  entsprechen.  Alle  diejenigen 
Werthe  von  /‘(x),  welche,  einzelne  Punkte 
ausgenommen,  continuirlich  aus  einander 
entstehen , denkt  man  sich  als  zu  dem 
ersten  Blatte  gehörig,  die  anderen  ft  (x) 
zu  dem  zweiten  u.  s.  w.  Somit  hat 
jeder  Werth  von  f(x)  seinen  ganz  be- 
stimmten Platz , und  es  ist  somit  die 
Mehrdeutigkeit  im  Allgemeinen  gewisscr- 
massen  aufgehoben.  Nur  in  den  Punk- 


ten, wo  etwa  n Werthe  von  f{x)  gleich 
werden,  denke  man  sich  die  Blätter  zu- 
sammenhängend. Dieser  Zusammenhang 
kann  aber  ein  verschiedener  sein.  Geht 
nach  einmaligem  Umkreisen  des  mehr- 
fachen Punktes  ft  (x)  wieder  in  ft  (x), 
(x)  in  (x)  u.  s.  w.  über,  wie  dies 

bei  ax  für  x = l,  2 . . . der  Fall  war. 
so  muss  man  sich  die  Blätter  noch  im- 
mer über  einander  liegend  und  ohne  wei- 
teren Zusammenhang  als  in  dem  frag- 
lichen Punkte  vorstellen.  Geht  aber 

*•  B-  /■.(*)  in  fi  ;*),  /■,(*)  in  f,  (*) 

und  /'»(x)  in  f,(x)  über,  so  denke  man 
sich  in  diesem  Punkte  die  Blätter  nach 
Art  einer  Schraube  über  einander  ge- 
wunden, so  dass  eine  Umkreisung,  d.  h. 
die  Zurücklegung  einer  Schraubenwin- 
dung vom  ersten  Blatt  ins  zweite,  der 
zweiten  Windung  vom  zweiten  ins  dritte 
führt;  um  vom  dritten  wieder  ins  erste 
zu  gelangen,  muss  man  sich  dann  die 
Windung  allerdings  durch  die  einzelnen 
Blätter  zurück  in  sich  selbst  zurücklau- 
fend denken,  wie  dies  hier  (Fig.  66)  un- 


Fig.  66. 


gcfalir  in  der  von  a nach  a zurückfüh- 
renden Schraube  angedeutet  ist.  Ein 
solcher  mehrfacher  Punkt  heisst  dann 
Windungs-  oder  Verzweigungspunkt,  und 
kann  ein  doppelter,  dreifacher  u.  s.  w. 
sein.  Führt  also  z.  B.  beim  Umkreisen 
des  Punktes  « die  ersto  Windung  von 

f,  (*)  *“  /■«(*).  v°n  /■,(*)  *11  fl  (*), 

vun  f,  (*)  ».u  /,  (*)  und  glcichicitig  von 
/■«(«)  *o  fi  (■*)  und  von  ft(z)  *u 
so  ist  a ein  fünffacher  Punkt,  zugleich 
aber  ein  dreifacher  und  ein  zweifacher 
Windungspunkt,  nämlich  für  A,  /*,,  f% 
ein  dreifacher,  und  lür  fA  und  fh  ein 
doppelter.  Windungspunkte  können  offen- 
bar auch  Discontinuitäts- Punkte  zwei- 
ter Gattung  sein.  Nur  wenn  eino  Func- 
tion unendlich  viel  Werthe  hat,  und  zu- 
gleich jede  Umkreisung  einen  neuen 
Werth  gibt,  wie  dies  z.  B.  bei  lg(x)  in 
Punkt  x=0  stattfindet,  ist  eine  Schraube 
mit  unendlich  vielen  Windungen  zu  den- 
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keti,  deren  jede  einem  Werthe  von  f(x) 
entspricht. 

Es  lässt  sich  nnn  für  jeden  Punkt 
eines  der  Blätter  der  Gang  der  Function 
in  folgender  Weise  veranschaulichen. 

Man  denke  zuerst  die  Windungspunkte 
auf  denjenigen  Blättern,  zu  welchen  sie 
gehören , verzeichnet ; von  jedem  Win- 
dungspunktc  aus  eine  Linie,  z.  B.  eine 
Grade,  jedoch  nur  nach  einer  Richtung 
und  so  gezogen,  dass  sie  über  keinen 
Windnngspunkt  hinausgeht,  also  entwe- 
der ins  Unendliche,  so,  dass  sic  dadurch 
keinen  zweiten  Windungspunkt  enthält, 
oder  eine  endliche  Linie  vom  ersten 
Windungspunkt  bis  zum  zweiten,  eine 
andere  Linie  vom  dritten  bis  zum  vier- 
ten u.  s.  w.  Zieht  man  nun  von  einem 
Punkte  l>  der  vom  Windungspunkte  a 
ausgehenden  Linie  eine  in  sich  zurück- 
kehrende Curvc  um  a herum  bis  wieder 
nach  b , so  wird , wenn  man  mit  ft  ( b ) 
begann,  man  in  b mit  (6)  zurückkeh- 
ren, wo  /\(A)  ungleich  ft(b)  ist. 

Es  wird  also  auf  beiden  Seiten  dieser 
Linie  Discontinuität  staufinden.  Diese 
Linie  nennen  wir  Verzwciguugslinie. 
Geht  man  nun  ein  zweites  Mal  um  a 
herum  von  b nach  6,  also  diesmal  mit 
/’,  (6)  beginnend,  so  wird  man  mit  ft  (b) 
oder  auch,  wenn  der  Punkt  ein  Doppel- 
punkt ist,  mit  ft  ( b ) zurückkehren,  d h. 
man  muss  annchmcn , dass  man  beim 
Uebcrschreitcn  einer  Verzweigungslinie 
von  einem  Blatt  ins  nächste  gerathe, 
dass  also  die  Blätter  in  der  Verzwci- 
gungslinie  mit  einander  zusammenhän- 
hüngen.  Diese  Darstellung  zeigt  auch 
sehr  gut,  wie  man  beim  einmaligen  Um- 
kreisen zweier  Windungspunktc  dennoch 
auf  den  Anfangswerth  zurückkommen 
kann.  Z.  B.  wonn  a und  b Doppel- 
punkte sind,  A,  U die  zugehörigen  Vcr- 
zweigungslinicn;  fängt  man  dann  mit 
einem  Punkte  auf  der  äusseren  Seite 
von  A mit  ft  (jr)  an,  so  kann  man  bis 
B gelangen,  ohne  die  Verzweigungslinie 
zu  schneiden,  dann  schneidet  man  //, 
kommt  also  auf  den  Werth  ft(x ),  end- 
lich muss  A geschnitten  werden,  was 
nuf  fv  (x)  zurückführt. 

Geht  nach  der  zweiten  Betrachtungs- 
weise von  a nach  b nur  eine  Vcrzwei- 
gungslinie,  so  ist  es  an  sich  klar,  wie 
man,  ohne  diese  zu  schneiden,  von  a 
nach  a zurückkehrt,  wenn  die  Punkte 
nur  Doppelpunkte  sind. 

Es  ist  aber  noch  eine  Bemerkung  über 
den  Werth  x = oo  zu  machen.  Diesem 
Werthe  entsprechen  nuf  der  Ebene  un- 
endlich viel  Punkte.  Betrachtet  man  in- 
dess  statt  der  Function  f{x ) die  von 


y = » 80  für  x = 00  - y = 0, 

also  nnr  ein  Punkt  vorhanden.  Es  hat 

aber  a(-)  gerade  so  viel  Werthe  als 

/•(*)•  Man  kann  also  auch,  wie  dies  oft 
nützlich  ist,  nur  von  einem  Unendlich- 
keits-,  d.  h.  unendlich  entfernten  Punkte 
sprccheu,  und  ist  darunter  derjenige  zu 

verstehen , wo  y = — = 0 ist.  Dieser 
x 

Punkt  kann  ein  Discontinuitäts-  und 
auch  ein  mehrfacher  Punkt  Bein.  Z.  B. 

n 

bei  der  Function  \x  hat  der  Punkt  x = oo 
beide  Eigenschaften,  denn  sowohl  ist 


Yx  — co , als 


da 


1 n 
— =Vy 

n * 


l/i  = — ein  nfacher  Punkt, 

r y » 

Vy 

ein  solcher  ist.  Dies  Ver- 


Yx 

hältniss  wird  räumlich  wiedergegeben, 
wenn  man  sich  statt  der  Ebene  eine  Ku- 
gel mit  unendlich  grossem  Radius  denkt. 
Die  Vcrzweigungslinien  gehen  dann,  wenn 
man  von  unserer  ersten  Betrachtung  aus- 
geht, von  dem  mehrfachen  bis  zum  Un- 
endlichkeitspunkte, nicht  aber  über  den- 
selben weg,  da  sie  sonst  zum  Anfangs- 
punkte zurückführen  würden. 

4)  Untersuchung  der  Werthe, 
welch«  eine  mehrdeutige  Func- 
tion annehmen  kann,  wenn  man 
von  einem  gegebenen  Punkte 
undWerthe  aus  zu  cincmandern 
Punkte  auf  verschiedenen  We- 
gen gelangt. 


Wenn  man  von  Punkt  a aus  nach 
einem  andern  af  derart  auf  zwei  Wegen 
geht,  dass  man  mit  demselben  Werthe 
fv  (<*)  beginnt,  so  kann  man  mit  ver- 
schiedenen Functionswerthen  in  a * an- 
langcn , wenn  beide  Wego  Windungs- 
punktc cinschlicssen.  Schliesscn  sie  nur 
einen  ein,  so  muss  dies  offenbar  statt- 
finden. 

Wir  unterscheiden  jetzt  geschlossene 
Curven  von  in  sich  zurückkehrenden, 
unter  den  erstem  solche  verstehend,  w*o 
die  Function  f(z)  in  a mit  demselben 
Werthe  ft  (n),  mit  dem  sie  ansging,  nach 
a zurückkehrt,  also  in  dasselbe  Blatt 
wieder  eintritt,  unter  den  letztem  solche, 
wo  die  Function  bei  der  Rückkehr  nach 
a in  ein  anderes  Blatt  tritt,  also  mit 
fi(a)  zurückkehrt,  wenn  6ie  mit  ft(a) 
ihren  Lauf  begann.  Sonach  sind  in  sich 
zurückkehrende  Curven  geschlossen,  wenn 


/ > 
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sic  keinen  Windungspunkt  enthalten,  demselben  Functionen werth  in  gelan* 
oder  nur  einen  n fachen,  den  sie  nmal  gen,  wenn  man  irgend  einen  andern 
umkreisen.  Eine  Curve,  die  einen  Win-  Werth  aera 9 und  ausserdem  eine  in  sich 
dungspunkt  nur  einmal  umkreist,  ist  zurückkehrende  Curve  zurücklegt.  Beide 
nicht  geschlossen.  Leicht  einzusehen  sind  Wege  gelten  also  gleich.“ 
nun  folgende  Sätze:  Denn  aßa ' lässt  sich  ersetsen  durch 

A)  „Wenn  man,  mit  f , ( n ) beginnend,  die  in  sich  zurückkehrende  Curve  aßa'aa 
Weg  aßa  zurücklegt,  so  kann  man  zu  (Fig.  67)  und  Weg  a«a'.  Da  man  n&m- 


Fig.  67. 


lieh  Weg  und  unmittelbar  darauf  gleich  « dergleichen  Curven,  welche  jede 

maaf  geht,  so  ist  dieser  Weg  als  nicht  einen  umkreisen.“ 

geschehen  zu  betrachten.  Weg  aßafaa  (Fig.  68)  möge  z.  B.  die 

Was  nun  die  in  sich  zurückkehrende  Windungspunktc  m und  n enthalten,  so 
Curve  anbetrifTt,  so  kamen  wir  schon  im  gilt  dieser  Weg  gleich  den  beiden  aßyda 
vorigen  Abschnitt  auf  dus  Resultat.  und  (ii/ya'ad,  die  jede  nur  einen  Verbin* 
B)  „Eine  in  sich  zurückkehrende  Curve,  dnngspunkt  enthalten.  Hierbei  kann  der 
welche  n Windungspunkte  umkreist,  gilt  Weg  (Fig.  68)  sich  mehrere  Male  selbst 

Fig.  68. 


schneiden,  oder  einen  der  Windungs-  Curve  thun,  welche  durch  Zerlegung 
punkte  M auch  mehrere  Male  (Fig.  69)  entsteht. 

nmkreiaen.  Daaselbe  wird  auch  die  C)  >(Eine  gC8chlos.cne  Curve,  die  .ich 

auf  einem  Wege  befindet,  kann  ganz 
Fig.  69.  weggelassen  werden.“ 

Die  Function  kehrt  nämlieh  mit  ihrem 
Anfangswerthe  zurück,  und  der  Weg  ist 
also  ohne  Einfluss. 


D)  „Zwei  von  a ausgehende,  in  sich 
zurückkehrende  Curven,  welche  einem 
und  zwar  denselben  Windungspunkt  gleich 
oft  und  in  gleicher  Richtung  umkreisen, 
gelten  einander  gleich.“ 

Denn  zwischen  ihnen  befindet  sich  kein 
Windungspunkt,  beide  Wcrtho  kehren 
also  mit  demselben  Wertho  nach  a zu- 
rück. — Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  in 
welcher  Richtung  ein  Windungspunkt 
44 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


690 


umkreist  wird.  Wir  bezeichnen  eine 
anfänglich  anzunehmende  als  positiv, 
die  entgegengesetzte  nls  negativ. 

Ein  in  sich  zurückkehrender  Weg,  der 
einen  Windnngspunkt  M rnnnl  umkreist, 
ist  durch  folgende  Wege  zu  ersetzen. 
Man  zieht  von  a aus  eine  beliebige  Li- 
nie, am  besten  eine  grade,  die  jedoch 
keinen  andern  Windungspunkt  enthält 
(Fig.  70),  nach  b in  die  Nähe  von  M, 


Fig.  70. 


macht  einen  Kreis  durch  b mit  Radius 
Mb  und  kehrt  nach  a zurück.  Ein  sol- 
cher Weg  heisst  Elementarweg.  Dann 
wiederholt  man  mit  dem  Functionen- 
werthe,  mit  dem  man  in  a zurückkam, 
diesen  Weg,  und  fährt  so  «mal  fort. 
Die  Wege  von  a nach  b und  b nach  a 
heben  sich  nämlich  derart,  dn6S  nur  der 
erste  und  letzte,  dazwischen  ein  nfacher 
Kreis  übrig  bleibt,  der  dem  gegebenen 
Wege  gleich  zu  setzen  ist.  Also: 

Ein  in  sich  zurückkehrender  Weg.  der 
denselben  Windungspunkt  »mal  umkreist, 
gilt  gleich  f»  Elemcntarwegcn. 

Hieraus  folgt  leicht: 

E)  „Jeder  in  sich  zurückkchrcndc  Weg 
gilt  einer  Anzahl  von  Elcmentarwcgen 
gleich.“ 

Z.  B.  Weg  aßata,  der  die  Windungs- 
punkto  M , Mlf  Jf,  umgibt,  wird  zuerst 
in  Wege  getheilt,  deren  jeder  einen  um- 
gibt (Fig.  71),  und  diese  durch  die  ent- 
sprechenden Elcmcntarwegc  ersetzt. 

Der  Werth,  mit  dem  die  Function 
nach  a zurückführt,  wird  bestimmt:  durch 
den  Anfangswerth,  durch  die  Anzahl, 
Art  und  Ordnung  der  Elementurwegc. 
Unter  der  Bezeichnung  Art  wird  ver- 
standen, welche  Funkte  M und  in  wel- 
cher Richtung  sio  umkreist  werden,  un- 
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tcr  Ordnung  die  Reihenfolge,  in  welcher 
dies  geschieht. 

Die  Bezeichnung  (4 -M),  (-M)  gibt 
die  Punkte  und  die  Richtung  der  Um- 
kreisung (positiv  oder  negativ)  an.  Die 


Bezeichnung  (+  M)*  soll  anzcigen,  dass 
der  Punkt  M s mal  hintereinander  um- 
kreist sei.  Die  Reihenfolge  wird  durch 
eine  Reihe  solcher  Ausdrücke,  die  wir 
Zeiger  nennen,  angegeben. 

Z B.: 


(+*)■<-*,)(-*,)  (+»)(- *,)* 
gibt  an,  dass  Punkt  M zweimal  in  po- 
sitiver, dann  Ml%  in  negativer,  M 
wieder  in  positiver,  schliesslich  Mx  zwei- 
mal in  negativer  Richtung  umkreist  wird. 
Eine  solche  Reihe  nennen  wir  Charak- 
teristik der  in  Bich  zurückkehrenden 
Linie. 

Was  schliesslich  einen  beliebigen  Werth 
anbetrifft,  der  von  g nach  h führt,  gKh , 
60  ist  dieser  folgcndermaassen  (Fig.  72) 
zu  ersetzen.  Man  geht  von  g nach  dem 
festen  Punkte  a (auf  einer  Graden,  wenn 
diese  keinen  Windungspunkt  enthält,  oder 
auf  einer  beliebigen,  keinen  Windungs- 
punkt enthaltenden  oder  umgebenden 
Linie),  legt  dann  die  in  sich  zurückkeh- 
rende Curve  agKha  zurück,  die  durch  ihr« 
Charakteristik  bestimmt  wird,  und  macht 
dann  Weg  ah  (in  grader  Richtung,  wenn 
kein  Windungspunkt  auf  ah  liegt).  Die 
Richtigkeit  folgt  aus  dem  Vorigen. 

Also: 

F)  „Jeder  Weg  von  g nach  h ist  gleich 
einem  einfachen  Wege  von  g nach  dem 
festen  Punkte  a , einer  Anzahl  Elemen- 
tarwege und  dem  einfachen  Wege  von  m 
nach  A.“ 

Schliesslich  ist  noch  der  Fall  zu  be- 
rücksichtigen, wo  die  Curve  gKh  einen 
Windungspunkt  M enthält.  Da  dieser 
Punkt  durch  Verengung  einer  jeden  Um- 
kreisung entstanden  sein  kann,  so  kön- 
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Fig.  72. 


nen  wir  den  Weg  durch  eine  jede  solche 

Umkreisung  führen.  Der  Weg  hat  also 
" verschiedene  Werthe,  wenn  U ein  Win- 
dungspunkt nter  Ordnung  ist. 

Betrachten  wir  jetst  noch  eine  Curvc, 
welche  alle  Windungspunkte  (den  Un- 
endlichkeitspunkt, wenn  er  ein  solcher 
ist,  natürlich  ausgeschlossen)  umgibt,  so 
wird  diese  Curvo  zugleich,  vom  Unend- 
lichkcitspnnkt  gesehen,  eine  solcho  sein, 
die  den  letzteren  allein  umgibt,  also  wenn 
dieser  kein  Windungspunkt  ist,  eine  ge- 
schlossene. Daraus  würde,  wenn  man 
sich  mit  dieser  Betrachtung  begnügen 
wollte,  schon  folgen: 

„Eine  Curve,  die  alle  Windungspunktc 
umgibt,  führt  zu  demselben  Werthe  zu- 
rück oder  nicht,  je  nachdem  der  ünend- 
lichkcitspunkt  ein  Windungspunkt  ist 
oder  nicht.“ 

Indcss  ist  diese  lediglich  als  Veran- 
schaulichung dienende  Betrachtung  ana- 
lytisch zu  rechtfertigen.  Zu  dem  Ende 
denkt  man  durch  den  dem  Anfangspunkt 
0 entferntesten  Punkt  der  Curve  einen 
Kreis  mit  Mittelpunkt  O geschlagen, 
dessen  Radius  r sei , so  gilt  dieser  der 
gegebenen  Curve  gleich  nach  dem  Obi- 


iat auch- dieser  kein  solcher,  so  findet 
keinerlei  Wechsel  der  Function  beim 
Umkreisen  statt.  Ucbrigens  ist  wegen 

'/  (re  1 ’),  da  i/  von  0 bis  2.7,  nlso  —ip 
von  0 bis  —2a  zu  nehmen  ist,  die  Win- 
dung um  den  letztem  Kreis  die  entge- 
gengesetzte des  erstem , der  allo  Win- 
dungspunkte umgibt. 

5)  Diff crenzialaun d Differen- 
zial qu  o tie  nt  en  der  Functionen 
complexer  Variablen. 

Ist  f(x)  eine  beliebige  Function  von 
x,  so  nennt  man  Differenzial  von  f(x) 
den  Ausdruck : 

l>m 

wo  v eine  im  Ucbrigen  beliebige  Grosse 
ist,  welche  ins  Unendlicho  abnimmt. 
Wir  sagen  nämlich,  dass  eine  complexe 
Zahl  abnehme,  wenn  dies  mit  ihrem 
Modul  der  Fall  ist.  Der  Ausdruck: 

lim /-(x-f ,-)-/(») 
y 

heisst  Differenzialquoticnt  von  f(x).  Man 
schreibt  gewöhnlich: 


gen,  und  es  ist  i = re’>\ 
wo  r constant  ist,  Variable  und  Func- 
tion für  irgend  einen  Funkt  dieses  Krei- 
ses. Ist  nun: 


so  hat  man: 

A*)  = 7 (»)  = ?(?«■"*  *), 


dx  = y,  df  (x)  = lim  [f  (x+dx)—f(x)], 
also  auch: 

|Oä£*HJ 

I 

Auch  setzt  man: 

rw=dJ£r- 


y=0  entspricht  dem  Unendlichkeitspnnkte, 

= V*  einer  Kreisperipherio,  welche 
einen  andern  Windunggpunkt  als  y — Q 
nmschliesst  (g  ist  n&mlich  constant) ; also 


Hat  man  eine  Function  von  mehreren 
Variablen  x,  y,  s,  so  kann  man  das 
Differenzial  nach  jeder  derselben  neh- 
men, und  man  hat  folgende  Bezeich- 
nungen : 

44* 
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*/(*.  y,  *)=!>“  U(*+dx,  y,  *W(*.  y. *)], 
dyf(T<  3<  *)  = •>>»  [f(*t  y+Jg,  y,  »)]• 

dz  f(*'  y,  0=  lim  [f(x<  y.  i+dz)-f(x,  y,  »)]. 

aA*.  y.  I)-iimp(JC+ltr,  »•  8)~/(y-  f'  »)1 

äj  L dx  J' 

af(*<  y.  *)  _ Iim  |7(y.  y+rfy.  »WC*.  y.  »)1 
<’  y L dy  J' 

af(*.  y.  *)-litnl7(*.  y.  t+<fc)-/~(x,  y,  Ql 

dz  L di  J 


Man  nennt  diese  Ausdrücke  bezüglich  partielle  Differenziale  and  partielle  Diffe- 
renzialquoticnten,  genommen  nach  x,  y,  z.  Man  kann  sich  übrigens  x,  y,  2 von 
einander  abhängig  oder  unabhängig  denken.  Das  bei  den  partiellen  Diöeronzia- 
lcn  and  Differenzialquoticnten  gebrauchte  ö ist  von  demjenigen  d za  unterschei- 
den, welches  andeutet,  dass  man  das  Differenzial  nach  der  einzigen  in  der  Func- 
tion enthaltenen  Veränderlichen  genommen  habe.  Zuweilen  sind  zwischen  ver- 
schiedenen partiellen  Differenzialen  and  Differcnsialquotienten  einer  Fanction  noch 
t andere  Unterschiede  zu  machen,  z.  B.  wenn  man  andere  Variablen  durch  Trans- 
formation cinsctzt,  und  man  kann  dann  auch  die  Ausdrücke: 

(an*y\  <ff(x) 

\ dx  / öx 


u.  0.  w.  gebrauchen. 

Das  Differenzial  oder  den  Differcnsialquotienten  einer  Function  bilden,  nennt 
man:  „dieselben  differenziiren“.  Mit  dem  Ausdrucke  Differenzial  ist  das  Wort 
Zuwachs,  mit  dem  Ausdrucke  Differcnzialquoticnt  sind  die  Wörter  Ableitung,  Diffc- 
renzialcoefficient  und  Derivation  (derivirtc  Function)  gleichbedeutend. 

Bei  einer  Function  mehrerer  Variablen  kann  man  auch  das  Differenzial  nach 
allen  Variablen  gleichzeitig  uehnicn.  Der  Ausdruck: 

df(x,  y,  t)  = Vm[f(x+dx,  y dy,  l + dl)—f(z,  y,  t)) 
heisst  dann  totales  Differenzial.  Man  gebraucht  für  dieselben  das  erst  angewandte 
d im  Gegensatz  zu  dem  bei  den  partiellen  Differenzialen  gebräuchlichen  d. 

Man  kann  auch  von  einem  totalen  Diffcrcnzialquoticnten  der  Function 
f(z,  y,  z)  sprechen.  Nchmo  man  nämlich  an,  y und  z seien  irgend  welche  Func- 
tionen einer  andern  Grösse  u,  so  kann  man  setzen: 

/■(*.  y.  *)=/"['/(«).  </>  (“).  /(«)]. 

und  wird  dann  haben: 

d/~(x,  y.  g)_  |irn  r f\<!  (»  + <<»),  i',(u  + <ht),  x(u  + dH)]- V (■),  /(u)]1 
du  L du  J’ 


Von  den  Differcnsialquotienten  gelten  zunächst  folgende  Fundamcntalsätzc: 


I.  „Gibt  man  der  Variablen  x eine  Reihe  continuirlich  auf  einander  folgen- 
der Werthe,  welche  also  den  auf  einander  folgenden  Punkten  irgend  einer  be- 
grenzten Linie  entsprechen,  so  kann  nur  für  einzelne  Punkte  dieser  Linie 

dx 


disscontinuirlich  werden,  nie  für  eine  ganze  Strecke,  so  klein  diese  auch  sei,  voraus- 
gesetzt, dass  nicht  die  Function  f(x)  selbst  auf  dieser  ganzen  Strecke  disconti- 
nuirlich  sei.“ 

% 

Beweis.  Wir  nehmen  zunächst  an,  x sei  reell  ffir  alle  Punkte  der  zu  un- 
tersuchenden Strecke,  d.  h.  die  letztere  falle  in  die  Abscissenaxc.  Wir  unter- 
suchen dann  die  Function  f(x)  für  eine  Reihe  von  Werthen: 


x = a,  x = «+k,  x = «+2*',  x = a- f- 3*  . . . xz=zß, 
welche  auf  einander  continuirlich  folgen,  derart,  dass  v reell  und  unendlich  klein 
ist,  und  wo  die  Abstände  v eines  jeden  Punktes  vom  zunächst  vorhergehenden 
einander  gleich  sind.  — Es  entsprechen  dann  den  Werthen  von  x die  Werthe  des 
Differenzialquotienten : 
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r(.+2 0=Oti±i=ZfiH±i  . . r{ß-y)JW-f?-'\ 

Sei  noch  /9  = «-f-n»',  also  n-fl  die  Anzahl  der  betrachteten  Punkte.  Addirt  man 
alle  Differenzialquotienten,  so  kommt: 

rw+r  («+-)+n«+ 2-)+  ...  +/>ot-r)=ga.-W, 

oder  wenn  man  mit: 


multiplicirt : 

1)  »-[r(«)4Y' («+»-)+/■' («+2-)+  . . . +rGä--)]=/rG»)-7». 

Die  Strecke  kann  so  genommen  werden,  dass  die  Function  /‘(j:)  für  .r  = £ und 
x = a endlich  ist;  dasselbe  wird  dann  mit  f(ß)—f(*)  der  Fall  sein.  Man  kann 
ferner,  falls  x)  für  die  ganze  Strecke  reell  ist,  dieselbe  klein  genug  annehmen 
(es  ist  nämlich  über  die  Länge  derselben  nichts  bestimmt),  dass  die  Function  f(x) 
von  it  nach  ß continuirlich  bleibt  und  für  jeden  folgenden  Punkt  gegen  den  vor- 
hergehenden entweder  immer  zu-  oder  immer  abnimmt.  Denn  ohne  die  Continui- 
tät  zu  verlieren,  kann  sie  nicht  für  einen  Punkt  zu-,  für  den  nächsten  abnehmen, 
für  den  dritten  etwa  wieder  zunehmen  u.  s.  f.  Es  wird  also  im  Falle  der  Zu- 
nahme sein: 

f(.a)<f(<'+*)<f(«+  2v)  • . ., 

im  Falle  der  Abnahme: 

/•(«)>/■(«+  y)>f(n+2y)  . . . 

In  jedem  Falle  also  werden  die  Ansdrflcke: 

f (•+•')— f(*)<  /,(<*  + 2*')— /(«+*'),  /"(«  + 3*0— f(a+2y)  . . ., 
nnd  daher  auch  die  Differenzialquotienten: 

/•'(«).  /•'(«+*')>  /'(«+2»)  • • • 
auf  der  ganzen  Strecke  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  ist  nun  von  diesen  Wertheu  einer  der  kleinste,  abgesehen  vom  Voneichen  ; 
er  möge  dem  Funkte  y entsprechen.  Denn  ilt: 

y«r(y)=y{f'(y)+r(y)+  ■ . . +r(yyi<f(ß)-fW. 

indem  man  in  Formel  1)  slramtliche  Glieder  der  Summe  mit  ihren  untern  Grenzen 
f*  (y)  vertauscht.  Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber: 

ß — « 

n=- 

y 


ist: 

Es  kann  also  /*'(y)  nicht  unendlich  sein,  da  ß—a  und  f(ß)—f(n)  endlich  sind. 

Es  kann  also  nicht  für  alle  Punkto  der  noch  so  kleinen  Strecke  der  Diffe- 
renzialquotient ins  Unendliche  wachsen. 

Jetzt  zeigen  wir,  dass  auch  keine  andere  Art  der  Discontinuit&t  iür  alle 
Punkte  eintreten  kann. 

Denn  sei  wieder  fr  (y)  der  kleinste  der  Differcnzialquoticntcn  (abgesehen  vom 
Zeichen),  /’'(/')  der  nächst  grössere  u.  s.  w.  Sei  ferner: 

f'<S)  = a,  /'(/)=«+«„ 

so  werden  nach  unserer  Annahme  die  Grössen  a,  <s,,  at  alle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Herrscht  nun  Überall  DiscontinuitÄt,  so  können  o,  <*,,  nicht  unter  eine 

gewisse  Grenze,  die  von  Null  verschieden  ist,  sinken.  Denn  sei  z.  B.  srt=0» 
so  wäre : 

f (/)  = /•'</'). 
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Wäre  die  Strecke  y’y"  eine  endliche,  so  konnte  man  die  Strecke  aß  so  klein 
nehmen,  dass  nicht  zwei  Funkte  y'  nnd  y",  wo  dies  stattfindet,  darauf  liegen, 
wenn  nicht  etwa  für  alle  dazwischen  liegenden  Punkte  f (*)  constant  ist.  Es 
sind  also  die  Funkte  y'  nnd  y",  wo  dies  stattfinden  kann,  immer  einander 
unendlich  nah,  dann  aber  ist  in  y'  der  Ausdruck  f'(y')  nicht  discontinuirlich,  was 
unserer  Annahme  widerspricht.  Gleichung  1)  gibt  also  jetzt: 

+ l)n,  +(*— 2)o,  + ■ • • +«„_,)=/■ 
und  wenn  A der  kleinste  der  Werthe  «„  a,  ...  an  ist: 


vA(n+n — 1+it — 2+  . . . +\)<f(ß) — /"(«), 

oder: 

nJ^>,A<f{ß)-f{a), 

d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Werths  von  v: 

(/»-«)  “-J-1  A<f(ß)—f  (n). 


Mit  wachsendem  n müsste  also 
ins  Unendliche  wachsen,  was  unserer  An- 
nahme widerspricht. 

Gegen  diese  Schlüsse  lässt  sich  dann 
nur  folgender  Einwand  machen.  Es 
könnte  [’  (r)  in  jedem  Punkte  y zwar 
insofern  continuirlich  sein,  dass  es  einen 
benachbarten  y'  gibt,  so  dass  f (y')  nur 
unendlich  wenig  von  f (y)  abweicht. 
Andererseits  aber,  konnte  man  sagen, 
brauchte  dies  nicht  für  jeden  benach- 
barten Worth  y , von  y stattzuflnden, 
so  dass  f'  (*)  unbestimmt  ist.  Dies  wi- 
derlegen wir  folgendermaassen.  In  je- 
dem Falle  gibt  es  nach  dem  Obigen  auf 
bezeichneter  Linie  eine  Reihe  Werthe 

von  x.  y,  yf.  yr'  . . . y^H\  wovon  die 
Differenz  zweier  auf  einander  folgenden 
beliebig  klein  ist,  und  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass: 


f(y(‘h-ny{,~i)) 

nur  unendlich  wenig  von: 


f(y(,+l))-Hy(,)) 

y(‘+')_yM 

verschieden  ist  Diese  Reihe  von  Punk- 
ten bestimmt  aber  auch  auf  der  ganzen 
Linie  die  Fnnction  f (x) , denn  sei  cf  ein 

zwischen  y ^ und  liegender 

Punkt,  so  kann  man,  da  f(x ) continuir- 
lich ist,  für  /‘(cf)  jeden  Werth  setzen, 
der  nicht  um  eine  endliche  Grösse  von 

f(y(‘h  abweicht,  weil  eben  f(x)  auf  der 
Linie  continuirlich  ist.  Man  kann  also 

ftir  jedes  zwischen  yW  un(}  y(*  + 0 jje. 
gende  d setzen  i 


r('))=ny(,})H<t-  y{,))  /r(y((,7,)) 

da  dieser  Ausdruck  eben  nnr  unendlich  wenig  von  f(y  W)  verschieden  ist. 
Man  erhält  also: 


m-r(yW)  _ f(y(,+ ')  -/■(/*>)  „ . „ 

J-y «0  _ y(*+*)_y« 

so  dass  auch  für  Punkt  cf  und  somit  für  alle  in  der  Nachbarschaft  von  yW  die 
Grösse  f'(x)  continuirlich  ist 

Diese  Betrachtung  schlicsst  nicht  ans,  dass  der  DifTcrcnzialquotient  in  unbe- 
stimmter Form  erscheinen  kann.  Z.  B.  der  Ausdruck: 


nxi 


n*)+ 


wo  « unendlich  gross,  x reell  sein  soll,  und  der  immer  mit  f(x)  Zusammenfall  t, 
hat  zum  DÜTercnzialqaoticnten : 
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r.w+ 


wo  y unendlich  klein,  also  da  ny  = a beliebig  iat : 


nxt 

n*)+— 


wo  das  zweite  Glied  ganz  unbestimmt  ist.  Man  vermeidet  dies,  wenn  man  an* 
nächst  eine  Reihe  discreter  Punkte  betrachtet,  y,  y*  . . für  welche  die  Function 
immer  mit  f(x)  zusammeufällt.  Lässt  man  die  Differenzen  ins  Unendliche  abneh- 
men,  und  verfährt  für  die  dazwischen  liegenden  Punkte  nach  der  obigen  Regel, 
so  ist  der  Differcnzialquotient  immer  f*  (x).  Aehnlichcs  bieten  gewisse  conver- 
gente  unendliche  Reihen  dar,  deren  Differenzialquotienten  discontinuirlich , also 
der  Form  nach  unbestimmt  sind.  Z.  B.  die  Reihe: 


x%  . « 
e H — 


» 34?  t 

-+  -3-  + 


die  für  reelles  x convergirt,  und  deren  Differenzialquotient: 


• / x« . 2x1 . 3x » , 

• («  + * + « + 


. •) 


divergirt.  Da  die  Reihe  summirbar  ist,  so  ist  dieser  Uebelstand  leicht  zu  ver- 
meiden. Nicht  immer  aber  ist  dies  möglich.  Man  kann  dann  aber  zwei  endliche, 
aber  sehr  wenig  von  einander  verschiedene  Werthe  von  x nehmen,  « und  ß , und 

durch  Berechnung  von  wenigstens  numerisch  den  Differenzialquotienten 

ß—a 

mit  beliebiger  Genauigkeit  ermitteln.  Dies  Verfahren  ist  geometrisch  genommen 
das,  u = /(x)  als  Curve  darzustellen  und  die  Tangente  zu  ziehen. 

Ist  f(x)  nicht  für  die  ganze  Strecke  reell,  so  substituire  man  den  Werthen 
von  /’(«),  f{t*+r)  . . . ihre  reellen  und  ihre  mit  • multiplicirten  Theile  einzeln, 
und  die  eben  gemachten  Schlüsse  finden  noch  Anwendbarkeit. 

Ist  endlich  die  Variable  nicht  reell , sondern  ist  die  Function  f(x  -f-  yi)  für 
irgend  eine  Linie  zu  untersuchen,  so  möge  die  Gleichung  dieser  Linie  y = y(x) 
sein.  Es  wird  dann  für  die  ganze  Linie  sein: 

'P  (*)=/■  (*+ jf') = A* + • 1 (*)]• 

tp(x)  aber  ist  dann  eine  Function  mit  reeller  Variable  *,  für  die  das  Gesagte  voll- 
ständig gilt.  Der  Differenzialquotient  auf  der  Linie  wind  nämlich  sein: 

lim  _ lim  ^[x+y-  »,(»+.)]  - f[x+i  y (x)] 

Im  Anschluss  an  die  oben  gemacht«  Bemerkung  beweisen  wir  noch  den  Sata : 
II.  „Wenn  f (*)  continnirbch  ist  Ihr  einen  Bankt  x,  so  sind  die  Werthe: 

n*+»)-n*)  n*+M)-rw 

y ’ fi  ■ ‘ 

immer  einander  gleich,  wenn  die  anendlich  kleinen  Grössen  fi  and  v einen  reellen 
Quotienten  haben.“ 

Beweis.  Sei  fi—ta  und  r=t«,  wo  s und  I gante  Zahlen  sind.  Diese  Glei- 
chungen sind  immer  an  erfBUen,  wenn  — einem  Bruche  gleich  ist.  Wird  — 

y y 

irrational,  so  kann  man  immer  ein  0 finden,  derart,  dass  beide  Gleichungen  bis 
in  einer  beliebigen  Grenze  der  Genauigkeit  erfüllt  sind.  Man  bat  nun: 

f{x+tn)-f{x)  r/~(j  + tn)-/,(x+i'^lg)  f(x+  s-l<Q— ((*+•— 2«)  j 
• a ~ s L a o 


d.  h.: 


+ j (T  (*  + «)  + f (x+i— 2 o)  + . . . +r(*)). 
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Da  nun  f'(x)  continuirlieb  und  a unendlich  klein  ist,  können  die  Grossen 

f (*4-i— 1 a)+fr(x+t— 2)  . . . f'(x)  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  ver- 
schieden sein.  Man  kann  sie  also  gleich  setzen,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 
endlich  ist,  und  man  hat,  da  rechts  s Glieder  stehen: 

V a ’ 

und  ebenso  folgt: 

fi  « 

Da  diese  Gleichungen  bis  auf  beliebige  Grenzen  der  Genauigkeit  selbst  dann  atatt- 

finden,  wenn  - irrational  ist,  so  ist  unser  Satz  bewiesen.  Hieraus  folgt  aber 
y 

auch,  dass  in  diesem  Falle  der  D i Deren zielquoti ent  f'(x)  nnr  diejenige  Mehrdeu- 
tigkeit hat,  welche  der  Function  f(z)  selbst  zukommt,  so  lange  er  continnirlich 
und  das  YerhMtniss  der  Vermehrungen  ft  und  y reell  ist. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Ansahl  der  möglichen  Worthe  desselben,  wenn 
dies  letztero  nicht  stattfindet.  Sei: 

«=/•(*). 

wo  z eine  complexe  Zahl  ist.  Wir  wollen  derselben  einen  reellen  Zuwachs  a, 
einen  rein  imaginären  ßi  und  endlich  einen  complexcn  n+/d»  geben,  wo  n und  ß 
reelle,  ins  Unendliche  abnehmende  Zahlen  sind. 

Wir  setzen,  um  diese  FUle  zu  unterscheiden: 


\di/  ßi 

£?  = lim  a+/,i)-/(0 
tfs  a+ß t 

Es  ist  dann  offenbar: 


<fz  L a+0s 


da  aber  a unendlich  klein  ist,  so  kann 

man,  wenn  (-j j~),  wie  die*  doch  im 

Allgemeinen  der  Fall  ist,  continnirlich 
bleibt,  setzen: 


du 

dz 


dz  « \dz/ 


d.  h.  wio  auch  die  Function  f(z)  be- 
schaffen sei,  ihr  allgemeiner  Differon- 
sialquoticnt  ist  eine  lineare  Function 
derjenigen  beiden,  welche  aus  dem  reellen 
nnd  dom  rein  imaginären  Zuwachse  ent- 
stehen, und  die  nach  dem  Vorigen  völlig 
bestimmt  sind.  Sie  hängt  ausserdem  nur 

noch  von  dem  Quotienten  — ab. 


a-{-ßi  J 

~ a+ßi 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  die  beiden 
Differenzialquotienten  -j-  und  © 8 eien 
gleich,  so  ergibt  sich  sogleich  auch: 
du  _ du 
di  “ dz' 

mithin  muss  der  Differenzialquoticnt  ein- 
deutig (abgesehen  von  der  Mehrdeutig- 
keit von  u)  und  wirklich  eine  bestimmte 
Function  von  z sein.  Diese  Bedingung 
ist  nothwendig  nnd  ausreichend.  Func- 
tionen, welche  sie  erfüllen,  nennt  Cauchy 
monogen. 

Mun  kann  aber  die  Bedingung  der 
Monogcnit&t,  d.  h. : 

du  _ /du\ 
dz  = \dz) 

geradezu  in  die  Definition  einer  Function 
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mit  aufnehmen.  Ea  wird  sich  bald  sei* 
gen,  dass  alle  in  den  Elementen  vor- 
kommenden  Functionen  in  der  That  mo- 
nogen  sind.  Wir  werden  aber  für  alle 
Fnnctionen,  die  wir  betrachten,  dies  vor- 
aosseUen. 

Wir  kommen  jetzt  auf  Eigenschaften! 
die  den  Fnnctionen  nnter  dieser  Bedin- 
gung zukommen. 

6)  Vom  Differenziiren  mono- 
gener  Functionen. 

Die  folgenden  Sitze  gelten  nur  für 
solche  Functionen  f(i) , für  welche  der 
Differenzialquotient  eindeutig  ist,  oder 
wenigstens  für  jeden  Werth  von  /"(»), 
wenn  f (z),  mehrdeutig,  nur  einen  Werth 
hat.  Sie  gelten  also  für  jeden  complexen 
Werth  von  z nur  für  monogene  Functio- 
nen, dagegen  für  jede  Function,  wenn 
dieselbe  nnr  auf  einer  Linie  betrachtet, 


also  der  Werth  von  s = *-f-yi  durch 
eine  zweite  Gleichung  y = y (x)  beschrankt 
wird.  Dann  nämlich  ist: 

*m = Um  [/(«+■>)+»  y («+■>)] 

ebenfalls  nnr  eindeutig. 

Bei : 

■=« y). 

und: 

¥=?(*)> 

so  ist: 

d-  _ fW(*+y)]-fli(*)\ 

dz  y 

Aber: 

9 (*+*■) *-• 

also: 


wenn  man  y(x)  wieder  gleich  y setzt,  da  es  beim  Differenziiren  auf  den  Werth 
des  Zuwachses  von  y.  (x),  welcher  hier  v ^ ist,  nach  unserer  Voraussetzung  nicht 
ankommt.  Also : 


du  du  dy 
dz  ~ dy  die' 

d.  h.: 

I.  „Man  findet  den  Dlfferenzialquotienten  nach  x von  einer  Function  von  y, 
wo  y selbst  eine  Function  von  x ist,  wenn  man  u nach  y und  y nach  x differen- 
ziirt  und  beide  maltiplidrt." 

Sei  jetzt: 

und  mfige  ans  dieser  Gleichung  folgen; 

y = 9 (*)• 

so  ist: 


oder: 


— -1-  — 
dx~  ~ dy  dz  dy  dz’ 


dx 1 

dy  ~ dy 
dz 


II.  „Der  DifferenzialquoUent  von  x nach  y ist  der  umgekehrte  Werth  des- 
jenigen von  y nach  x.“ 

Es  sei  jetzt  eine  Function  von  mehreren  Variablen  f(x,  y,  s . . .)  gegeben, 
so  ist: 


df(x,  V i t)  = f(x+dx,  y + dy,  z+dt)-f(x,  y.  t) 

= f(z+dx,  y+dy,  z+ds—f(x,  y+dy,  z+dz)+f(x,  y+dy,  z+dz) 
—f(x,  y,  *+dz)+f (x,  y,  s + dz)-f(z,  y,  z) 
_ df(*t  y+dy,  t+ds)  ^ »1  f(x,  y,  z + d»)  df(x,  y,  t)  ^ 

dx  dy  dz 

oder  falls  die  partiellen  Differenzialquotienten  von  f(x,  y,  s)  für  den  betrachteten 
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Funkt  continuirlich  sind,  wo  dann 

dx 

kleinen  Unterschied  von  haben  kann: 

ox 


nur  einen  verschwindend 


*&>  *•  *)=ls,ix+sp ‘'y+li  *• 

, d f 

oder  auch,  wenn  man,  wie  früher  ^ dx  = d f Betzt: 

ox  x 


dr=»xr+»gr+»,r. 


III.  „Das  totale  Differenzial  einer  Function  ist  gleich  der  Summe  der  par- 
tiellen Differenziale  nach  simmtlichen  Variablen.*4 

Hierbei  können  x,  y,  a von  einander  unabhängig  oder  abhängig  sein. 

Ist  z.  B.  y — (f  (x),  i = i//(x),  so  ist  zn  setzen: 


df(X,  „ 


, d f d ip  (<) 

dz  dx 


dx, 


also  auch: 


dx  dx  dy  dx  dz  dx * 


IV.  „Soll  der  Differenzialquoticnt  einer  Function  nach  x gefunden  werden, 
welche  x sowohl  evolnte  als  ancb  andere  Grössen  enthält,  dio  Functionen  von  x 
sind,  so  werden  die  Functionen  so  oft  differenziirt,  als  dergleichen  Functionen 
vorhanden  sind,  und  zwar  jedesmal  ohne  Rücksicht  auf  die  übrigen,  so  dass  man 
sich  diese  als  constant  vorstellt,  zuletzt  alle  Theilresultate  addirt.14 

Von  diesen  Sätzen  sollen  jetzt  Anwendungen  gemacht  werden. 

Selbstverständlich  ist: 


wenn  « constant  ist.  Sei  zunächst : 

u==f(x)±r(*)±y(x)±  . . 

so  ist: 

<*“_lim  [/(«+■ yW(*0  , ?(*+») -?•(*)  + 
dx  L v — v — 

also: 

du_df  d<p  ,d\fj 
dx~dx±dx  - dx  — * ** 


V.  „Der  Differenzialquotient  einer  Somme  oder  Differenz  wird  gefunden, 
wenn  man  die  Differenzialquotienten  aller  Glieder  addirt,  bezüglich  subtrahirt.4' 
Hieraus  folgt  auch: 

d [a+K*)]  _ df(x ) 

dx  ~ dx  ’ 

wenn  a constant  ist.  Sei  ferner: 

u~af(x), 

wo  a eine  Constante  ist.  Man  hat  dann: 

du  _ af(x+»)-af(x)_  df(x) 
dx  v ■ ~ dx  ’ 

also  wenn  man: 

/■(*)= y 

setzt : . . 
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<*(ay)_  <!l 

dx  ~ dx 

VI.  „Der  DifTerenzialquotient  de«  Products  einer  Function  von  f(x)  mit  einer 
Constanten  ist  gleich  dem  Producte  der  Constanten  mit  dem  Differenzialqnotienten 
der  Function,“ 

Sei  ferner: 

*=/(*)?(*)»(*)  • • •> 

•o  ist  nach  Satz  IV.  erst  so  zu  differenziiren,  als  wenn  f(x)  und  q (x),  dann,  als 
wenn  f{_x)  und  if>(x),  dann,  als  wenn  q (x)  nnd  !/' (x)  constant  wlrcn ; also  mit 
Berücksichtigung  des  letzten  Satzes : 

£=/(«)*<*) 

oder  wenn  man: 


setzt: 


vn. 


V. 


dx 


/■(*)=» i.  *(*)=••,  V'W  = * 
0=-.. 


f + v, 


Aus  dieser  Formel  lässt  sieb  auch  leicht 
der  Differensialquotient  eines  Quotien-  getzt. 
ten  ableiten.  Sei: 


dvt  dv. 

■ +».  ’S  • • ■ ^ + 

« = lt  rate 


•d)  £ 


so  ist: 


also: 


d.  h.: 


oder : 


VIII. 


also : 


du  die  du 

— . — X> 4-  w — . 

dx  dx  dx' 


dtc  __  1 /du  dv\ 
dx  v *C dx)' 

. (u\  du  dv 

’*~mZ 


dx 


die 

dx 

n 


» 


—n—l  da 


dx~"  dx' 

was  mit  Formel  IX.  übercinstimmt. 
Sei  jetzt : 


also: 


P_ 

D — e ^ . 


dx 

Sei  jetzt: 

»•=«.=».= 


nnd  die  Anzahl  dieser  Grossen  gleich  n,  . 
so  folgt  für  jeden  ganzen  positiven  Werth  11,0 : 
von  n : 


tr  = r 1 

wo  p nnd  q ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  sind,  so  ist  nach  IX.: 

p—  I dv  q — l die 
_ ...  __ 


P» 


Z = 1'° 


dv 


n—  I dv 


VW  “V  It  1 1 **  V 

IX‘  dl“  di' 

Diese  Formel  gilt  aber  aneh  für  belie- 


die 

dx 


p v^  1 du 
1 


biges  n,  denn  sei : 


1 

» = — . 


so  hat  man  nach  Formel  IX.: 

äU) 

— n-1  \v/ 


dx 

Aber  wenn  man  in  VIII.: 


dx 


oder  für  t c den  Werth  gesetzt : 

- P—'a 

= y % 

eine  Formel,  die  ebenfalls  mit  IX.  über- 
einstimmt. Es  gilt  dieselbe  auch  noch, 
wenn  man  sich  statt  der  Irrationalzahl 
einen  Bruch  denkt,  dem  sie  sich  bis  auf 
eine  beliebige  Grenze  nkhert.  Unser  Satz 
ist  also  nur  noch  für  imaginäre  Expo- 
nenten zn  beweisen,  ein  Gegenstand, 
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Auf  den  wir  sogleich  zurückkoramcn 
werden. 

Setzt  man  in  Formel  IX.  noch  v = x , 
so  wird  : 


also : 


Obgleich  also  Igy  anendlich  viclWcrthc 
hat,  ist  doch  der  Diffcrenzialquotient  die- 
ser Function  eindeutig.  Es  folgt  dies 
aber  auch  schon  daraus , dass  sich  die 
verschiedenen  Wcrthe  von  lgy  nur  um 
Constanten  unterscheiden.  — Sei  nun  n 
eine  beliebige  reelle  oder  imaginäre 
Grösse,  so  ist : 


IX  a. 


d(xn)  n-l 

-HT=nx  ‘ 


also  wenn  man: 


Ferner  setzt  man : 


so  ist: 


<rx 

t>  = H , 

n 


dv  _ « 
dx~  n' 


und  folglich: 
dx 

Mit  wachsendem  « wird: 


«x\»— l 

1+7T/  * 


»lgu  = z 


setzt: 


dv  de  dz  _ z dlgvdv 

dx  dx  dx  dv  dx 


ez  dv 

i — - — 

v dx 


Da  aber: 


z n 
e — v 


war: 


</(»")  «—  1 dv 

dx  ~HV  dZ 


was  auch  o sei,  und: 


Der  DifTerenzialquotient  von  ex  ist  also 
gleich  dieser  Grösse  selbst. 

Sei  ferner: 


also: 

e = y, 

so  ist: 

*=lgy, 

dy 

tx  =* 

und  nach  Satz  II: 

d.  h.: 

dx  1 

rfy  ~ y ’ 

XI. 

dlgy  1 

dy  ~~  y 

somit  ist  Formel  EX.  auch  für  complexe 
Exponenten  bewiesen. 

Sei  jetzt  der  Exponent  veränderlich, 
so  ist  wieder: 


«x='I'Za, 

also: 

d(ax ) _ deZ  dt 
dx  ~ dz  dx 

oder  da: 

* = x lg  <*, 

und: 

d(*£ahlga 

ist: 

XU. 

<*(«*)  X. 

dr  =a  'Sa ■ 

Bei  den  Formeln  IX  a.,  X.,  XI.  und 
XII.  ist  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Dieselben  gelten,  wenn  man  die  ent- 
sprechenden Functionen  derart  differen- 
ziirt,  dass  der  unendlich  kleine  Zuwachs 
von  x aus  auf  irgend  einer  durch  x ge- 

henden  Linie , also  in  ganz  beliebiger 
Richtung  genommen  wird.  Da  nun  die 
Ausdrücke  des  Differenzialquotienten  von 
dem  Zuwachs  unabhängig  sind,  so  sind 
die  entsprechenden  Functionen: 
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n ax  , , , x 

monogen.  Dasselbe  findet  nach  den 
Sätzen  V.  bis  VIII.  auch  mit  den  Sum- 
men , Differenzen,  Producten  und  Quo- 
tienten solcher  Functionen  statt. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
die  Wurzel  y jeder  Gleichung /“(x,  y)  = 0, 
wo  f nur  aus  einer  Verbindung  von  x 
und  y mittels  der  sieben  Grundoperatio- 
nen entsteht,  eine  monogene  Function 
sei.  Es  ist  nämlich,  da  diese  Gleichung 
für  jeden  Werth  von  x gilt,  auch: 


Quantität. 


<V(*.  y)_0 

denn  setzt  man : 

*=*+*'<  J=yx+,’ 

so  erhalt  man: 

und  beide  Glieder  dos  Zählers  sind  der 
Null  gleich.  Aber : 

dx~dx^  du  dx  ’ 


und  da  Zähler  und  Nenner  monogen 

sind,  so  wird  dies  auch  mit  — der  Fall. 

dx 

also  y monogen  sein.  — Diese  Berner- 
kung,  dass  nämlich  auf  allen  uns  bis 
jetzt  bekannten  Kechnnngswegen  mono- 
genc  Functionen  entstehen,  rechtfer- 
tigt es,  wenn  wir  von  jetzt  an  den  Be- 
griff der  Function  mit  dem  der  Mono- 
genität  ohne  Weiteres  identificiren. 

7)  Geometrische  Darstellung 
der  Bedingung,  welcher  die 
Functionen  complexer  Varia- 
blen genügen. 

Sei  jetzt: 

/■(*+yi)  = “+*e. 

wo  also  u und  v reelle  Functionen  von 
a?  und  y find.  Es  ist  offenbar,  wenn 
man  * = x-J-yt  nach  x und  dann  nach  y 
differenziirt,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x constant  denkt: 

d (*+y*) * d (*~hy*)  _ dz  _. 

dx  da?  ' di / d«  ** 


*f(Q__df(,)dz 
dx  ~ dz  dx~'  W’ 

äy  dx  ’ 


d«  du 

dy  * dy  ~ * dx  dx 

also  da  der  reelle  and  der  imaginäre 
Theil  einzeln  gleich  sein  müssen : 

...  du du 

} dy  — dx’ 

nnd: 

du  __  du 
dy  “ dx’ 

Diese  Bedingungen,  welche  zwischen 
dem  reellen  und  dem  mit  i multiplicir- 
ten  Theil  von  /*(»)  gelten  müssen,  sind 
nothwendig  und  ausreichend,  damit  die 
Function  monogen  sei. 

Wir  wollen  dieser  Bedingung  noch 
einen  geometrischen  Ausdruck  geben. 

Ebenso  wie  wir  uns  früher  eine  Ebene 
gedacht  haben , auf  der  jedem  Wcrthe 
von  » ein  Punkt  entspricht,  dessen  Co- 
ordinaten  x nnd  y sind,  können  wir  ans 
eine  zweite  Ebene  denken , deren  ein- 
zelne Punkte  den  Werthen  von  f{%)  der- 
art entsprechen , dass  das  zu  f( z)  gehö- 
rige u und  v bezüglich  Abscissc  and 
Ordinate  des  entsprechenden  Punktes 
sind.  Ist  f(z)  eine  mehrdeutige  Func- 
tion, so  wird  jedem  der  n Blätter,  auf 
welchem  wir  uns  z denken,  auch  ein 
Blatt  für  /■(*)  entsprechen.  Die  Ebene, 
auf  welcher  die  Punkte  z dargestellt  Bind, 
wollen  wir  die  erste,  diejenige,  auf  wel- 
cher f(z)  dargestellt  ist,  die  zweite  Ebene 
nennen.  Zu  jedem  Punkte  % auf  der  er- 
sten, gehört  dann  ein  Punkt  f(z)  auf 
der  zweiten  Ebene. 

Fixiren  wir  jetzt  drei  Punkte  auf  der 
ersten  Ebene,  o,  b und  c,  welche  nicht 
in  grader  Linie  liegen,  nnd  nehmen  wir 
an,  dass  die  Entfernung  je  zweier  dieser 
Punkte  verschwindend  klein  sei.  8eien 
x,  y die  Coordinaten  des  ersten  Punk- 
tes rt,  x-f-rfx,  y-My  die  des  zweiten  6, 
x-ftfx,  y + cfy  die  des  dritten  Punktes  c. 
Die  Entfernung  ist  dann  bekanntlich: 
ab  = }(dx*  + dy'), 
die  Entfernnng: 

tfc  = V(cfx*-f-cfy*) 
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und : 

l>c=  \'(lU—ltz)  ' + (./y  — |/y)T 

Diesen  drei  Punkten  entsprechen  nun 
auf  <ier  weiten  Kbene  ebenfalls  drei, 
A,  B,  C,  deren  Coordinaten  wir  bezeich- 
nen bezüglich  mit: 

«.  n. 

u + du,  v+dr, 
u + itu,  r + dV, 
und  man  hat: 

AB=Y(dut+dc»), 

AC-Y(Jv' + <!*•), 


BCzz  Y(du-duy+  (Je-*,)«; 

Da  aber  u nnd  © Functionen  von  x and 
y sind,  so  hat  man: 

, du  , i ht 

*,=&*c+ 

. dp  . dr 

</e=s*:+_(/yi 

oder  wegen  Gleichung  1): 

, d*  . du 

woraus  sich  dann  ergibt : 


»»uir  VI  JjlUt  , 

d.  h. : • « . . ■ « . . 


AB. 


(f )•-■ 

Ganz  ebenso  folgt: 

AB  : BC  : A f '~  ab  : bc  : or, 


d.  h. 


oder: 


emllich  viel  kleine  Rechtecke  entstehen. 
Jedem  derselben  entspricht  aul  der  zwei- 
ten Ebene  ebenfalls  ein  Rechteck.  Je- 
der der  graden  Linien  aber  wird  im  All- 
gemeinen eine  Curve  auf  der  zweiten 
Ebene  entsprechen.  Man  hat  also  als 
Abbildung  der  zwei  Schaaren  sich  recht- 
winklig schneidender  graden  Linien  zwei 
Schaaren  sich  rechtwinklig  schneidender 
Curve  n.  Die  Gestalt  der  ersten  beiden 
Schaaren  bedarf  natürlich  keiner  weitern 
Veranschaulichung.  Zeichnet  man  daher 
für  alle  Werthe  von  s die  Schaaren  von 
Curvcn,  welche  f(i)  vorstellen,  so  hat 
man  eine  bildliche  Darstellung  des  Gan- 


. man  eine  niiunche  Darstellung  des  Gan- 

„Wcnn  drei  unendlich  nahe  Paukte  auf  Sc8  der  Function,  und  wenn  man  zn  ir- 
iler  ersten  Ebene  in  einem  Dreiecke  lic-  f?orul  einem  Funkte  Abscissen  und  Or- 
gen,  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  dinaten  zeichnet,  so  geben  deren  Län- 
auf  der  zweiten  Ebene  in  einem  Dreiecke,  ßen  den  reellen  Theil  u und  den  mit  i 
welches  dem  ersten  ähnlich  ist,  falls  die  niultiplicirten  Theil  ti  des  entsprechen- 
Entfernungen  unendlich  klein  sind.“  den  PBnkt*a  — 


den  Punktes  von  /*(*)  an. 

Da  man  nan  jede  Figur  in  Dreiecke  Es  *1,cJh  *bcr  auch  zeigen,  dass 
theilen  kann,  so  entspricht  überhaupt  lur  J®4*0  "bbddung  einer  Ebene  auf  eine 
jeder  von  beliebigen  Punkten  s gebilde-  andcro  d,e  Gleichungen : 
ten,  unendlich  kleinen  Figur  der  ersten 


du 


de 


d© 
di' 

wo  die  obern 


I _ w 


du 

da 

und 


wj»,  ’ . — *'SU'  «er  ersten 

Ebene  emo  von  den  entsprechenden* Punk-  oU 

bin  f(t)  gebildeten  ähnliche  Figur  auf  . 

der  zweiten.  stattlinaen,  wo  uie  obern  und  untern 

Wenn  irgend  einer  Figur  auf  einer  f€,ch®n  ein*ndJr  entsprechen.  Im  Falle 
liehe  eine  andere  auf  einer  «weiten  so  d^°bern  Zo,chcn  erhält  man  dieselben 

Gleichungen  wie  im  Falle  der  untern, 
wenn  man  ti  und  ©,  also  die  Axen  ver- 


— o “v*  »ui  einer 

xlAcbe  eine  andere  auf  einer  zweiten  so 
entspricht,  dass  die  unendlich  kleinen 


Thaile  beider  enUprechend  ähnlich  sind,  *®n“.  “ln  “ f>  also  die  Axen  rer- 
so  jedoch,  dass  die  Verhältnisszahl  nicht  taU *Ti Ü 80  e,ne  ^ttnct»on  von 
für  die  ganzen  Figuren  dieselbe  bleibt. 


° «ivbciuo  UieiUl,  • i.  . , , 

*°  n*.nm  Figuren  Abbildnngen  *'C,  p.Abb 

von  einander.  Eine  w ,7,..,  Änf  0,ner  Ebene. 


, — — aauutluuu^CU 

von  einander.  Eine  monogenc  Function 
f\z)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  ihro 
Darstellung  eine  solche  Abbildung  der 
Variable  s ist.  Denke  man  sich  t.  B. 


— V.UU  A'  lUlliUUII  TUU 

vollständig  defiuirt,  indem  man  sagt, 
sie  sei  die  Abbildung  der  Variablen  s 

an  f aina.  I.’  V. 


Wir  beweisen  daher  noch  den  obigen 
Satz. 

Eine  beliebige,  unendlich  kleine  Länge 
zwischen  den  Punkten  x,  y nnd  j-f-A, 


. u*au  oiuh  s.  D. 

eine  bchnar  von  graden  Linien  gezogen  , L ,~  — T *•  y ->  t », 

in  der  ersten  Ebene,  welche  der  Axe  18t  ge8ebcn  durch  den  Ausdruck: 

der  x,  und  eine  «weite,  welche  der  Axe  K(<fr*+<fy»)  = y(A»+F>). 

der  y parallel  ist,  »0  werden  daraus  un-  Die  Länge  einer  Linie,  deren  Endpunkte 
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H,  9 und  9 9 tu  Coordinaten  haben,  sin  * 

und  welche  als  die  Abbildungen  der  obi-  ^^cöTx* 

gen  Punkte  betrachtet  werden,  ist : 

«Iso  nach  Formel  VIII.  des  Abschnitt  5): 

_ //flu  . , du  \*  /dr  , dp  \*  , . 

1 "t'lrHr  M ^ sin jc  d cos  x 

f \0x  oy  / \dx  dy  / . cosx  — sinx — 

rft8*_  dx  dx 

Was  nun  auch  h und  k seien,  so  muss,  dx  coax* 

wenn  Aehnlichkcit  der  unendlich  kleinen 

Figuren,  welche  bezüglich  *,  y und  w,  r — 008 

umgeben,  stattfinden  soll,  die  Gleichung 
erfüllt  sein: r d.  h. : 

i /?*“ . (>'*  aJTv*  -'g~ = -JL . 

] +taA+^*/  ,lx  cosx‘ 

»v/n  i et,  man  noch  ein  die  Gi 

‘ '"ft*  T*  h aecx,  coscc  x,  durch  die  Gli 

wo  Id  Ton  k und  k unabhängig  in.  — 1 

Erhebt  man  in«  Quadrat,  und  «rtzt  die  rot-c  = — ■ ,wx=  — 

mit  h‘ , k*  , k,  k multiplicirten  Glieder 

cimeln  gleich,  ao  kommt:  C0J 

(S  + (Js)  = G“)’+  (sy)’  = 'w*'  *°  gibt  di0  Fonncl: 


cosx*-f  sinr* 

cos  x * * 

d.  h. : 

d\gx  _ 1 

dx  cosx** 

Führt  man  noch  ein  die  Grössen  cot  x , 
sec x,  coscc  x,  durch  die  Gleichungen: 

cotx  = -i-,  secx=— ^ — , 
tg  x cos  x 


coscc  x — — . 

sin  x 


du  du  dr  du 

dx  dy  dx  dy  ’ 

d.  h.: 

du  du_  „ /dr  . dv\ 

dx  dy  ^ \dy  * dx )' 

also: 

dr  _ — du  du_  dr 

dy-+dx'  dj~ 
wie  oben  gesagt  wurde. 

8)  Vom  Di ffe r en z 1 iren  der  tri- 
gonometrischen Functionen. 

Die  trigonometrischenFunctionen  lassen 
sich  immer  auf  Exponentialgrösscn  zu- 
rückfuhren, jedoch  wird  es  gut  sein,  hier 
noch  ihre  Differenaialquotienten  anzu- 
geben. 

Es  iat  nach  Formel  X de«  Ab- 
schnitt« 5): 

dx  * 

und  da  man  hat: 

it  , . , 

« = co»x-f-ismx, 
d co«  x , . <f«in_r 
— dx ~dz~  - ' 008  * ~ *'n  *■ 

Da  aber  der  reelle  und  der  mit  i multi- 
plicirte  Theil  einieln  gleich  aind: 

^ g0*  * . rfsinx 

~ir-- «,nx>  -£-=«•*• 


d—  , _i 

“ _ da 1 du 

dx  dx  u*  dx 

dcolx 1 1 

dx  tgx*  cos  x** 

d cot  x 1 

dx  «in  x*’ 

d «ec  x 1 

— j — — 1 «in  x, 

<ix  co«i> 

d «ecx 

-jr=>ecxtgx, 

d COSCC  X 1 

J = : - CO«  X, 

dx  »mx* 


d cosec  x 


s — co«ec  x cot  x. 


arcsinx  = y, 


•mjr  = «. 


dx 

— =cotf, 

dy 


dy  _ 1 

dx  cos  y ' 
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rfarcsinx  1 

~di  V(l—  *•)' 

Es  ist  nämlich: 

cos  y = V(1  -sin  y*)  = V(1  -*’)■ 
Sei  ferner: 

arccos  z=y, 

also: 

cosy  — x, 

dx  dy  1 

— a— siny  and  . = ; — , 

dy  ' dx  sm  y 


<1.  h.: 


d nrc  cos  x 


dx 


Ferner: 


arctg*  = y und  tgy=x, 

* = _L-,  ^=cosy«, 
dy  cony 1 dx 


and  da: 


ist: 


rfarctgx 1 

dx  14-** 


Da  übrigens: 

71 

arc  cot  x = — — arc  tg  x 

ist,  so  hat  man  auch: 

d arc  cot  x_  1 

di  =“T+**‘ 

Noch  ist: 


arc  sec  x — arc  cos  — , 


also: 


d arc  sec  x_ 
dx 


. 4 


l 


also : 


co8^  secy’  1+tgy’  1+*’ 


darccosecx 


d arc  sin  - 


dx 

, 4 


"xV(x*-l>' 


also : 


VI  dx  ’ 

X-- 


d arc  cosec  x 


1 


dx  ~ xy{*'-iy 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  sämmtliclic  Arcns  zn  Differenzialquotientcn  algebraische 
Functionen  haben,  welche  nur  eine  Quadratwurzel  enthalten.  Die  von  aretgx  um! 
arc  cot  x aber  sind  sogar  eindeutig,  wie  der  Differenzialquotient  eines  Logarithmus. 


9)  Höhere  Diffcren  zialquotic  nten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  rechtfertigen  es,  jeden  Differenzialquotienten  ff  (x) 
als  eine  Function  von  x zu  betrachten,  denn  cs  ist  derselbe  bis  auf  einzelne 
Funkte  (oder  höchstens  Linien)  continnirlich,  und  kann,  falls  die  Function  mono- 
gen  ist,  wie  wir  voraussetzen , keine  höhere  Mehrdeutigkeit  haben  als  f(x)>  wio 

dies  augenblicklich  aus  dem  Ausdrucke:  lim^-i-^ — folgt.  Offenbar  sind, 

damit: 

in  der  That  unendlich  klein  bleibt,  wenn  die  Function  mehrere  Werthe  hat,  nur 
die  entsprechenden  Werthe  ft  (x-f**')  und  fv  (x)  mit  einander  zu  verbinden,  da 
z.  B.  /■,  (x+k)  und  (jc)  einen  endlichen  Unterschied  haben.  Ausgenommen  sind 
hiervon  die  mehrfachen  Funkte,  wo  /\  (x)  = /*8  ( x)  wird,  und  in  solchen  kann  man 
in  der  That  setzen: 

r,x)j^±±jm  oder  rw=M f±OzMi). 

' ' y v 

Es  wird  also  in  einem  solchen  Funkt  der  Diffcrcnzialquotient  im  Allgemeinen 
auch  einen  mehrfachen  Fnnkt  haben,  wenn  auch: 
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ist.  Jedoch  kann  ein  solcher  Paukt  auch  mit  einer  Discontinuit&t  verbunden  sein. 
Wir  wollen  dies  an  zwei  Beispielen  zeigen. 

Die  Function: 

s 

y = x* 

hat  für  x = 0 einen  Doppelpunkt,  und  cs  ist: 


ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  für  x = 0 einen  Doppelpunkt  hat.  — Sei  jetzt  y 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

y 7 -2 /X*). «/  + ['/  (x)P  =0, 

wo  f (x)  und  tf  (x)  eindeutige  Functionen  von  x sein  sollen.  Es  ist  dann : 

y =«*>  ± 

Beide  Werthc  haben  immer  einen  endlichen  Unterschied  von  einander,  ausser  in 
den  Punkten,  wo: 

/■(*)= ±*(*X 

also: 

yi=y*=/» 

ist.  Diese  Punkte  sind  also  Doppelpunkte.  Differenziiren  wir  jetzt  unsere  Glei- 
chung nach  x,  so  kommt: 

y jjg-y  r (*) -f  (x)  ^ + 7 (*)  v'  (*) = 0, 

_ yfr(x)-7  (x)'f  '(x) 
d x y-f(x) 

du 

In  den  Doppelpunkten  aber,  wo  y=zf(x)  war,  wird  -f-  unendlich  gross,  es  tritt 

dx 

also  in  der  That  Discontinuität  ein. 


Es  ist  sonach  gerechtfertigt , einen  Differenzialquotienten  wieder  zu  differen- 
ziiren,  und  wir  bezeichnen  dies  durch  folgende  Ausdrücke : 


f"(*)  = 


d*  nx)  _ d r (x) 

dx * dx  ’ 


und  dieser  Ausdruck  heisst  zweiter  Differenzialquotient  von  /‘(x)  nach  x genommen, 
ferner : 


' -~ÄT 


f(»),x,<rnx)=dfn-\z) 

dxn  dx 

Durch  diese  Formeln  sind  die  höhern  Differenzialquotienten  einer  Function  von 
einer  Variablen  völlig  definirt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  Functionen  von  mehreren  Varia- 
blen behandeln.  Sei  gegeben  f(xy  y,  z),  so  hat  man: 

\it — t f 

d- L 

d*f_  \dx/  d*f_  dx*  dnf_  dxn~i 

dx 2 dx  ’ dx * dx  * Ajn  dx 

Man  kann  aber  auch  erst  nach  einer  Veränderlichen  und  dann  nach  der  andern 
differenziiren.  Wird  z.  B.  erst  nach  x und  dann  nach  y differenziirt,  und  dann 
umgekehrt,  so  hat  man : 
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El  lässt  sich  aber  leicht  teigen,  das»  diese  Ausdrücke  gleich  sind.  Denn  es  ist: 
dx  y 


i U 


=lim—  P 

öy  u L 


/(*+*,  y + ^W(*>  y + i“) 


’i 


Derselbe  Ausdntck  würde  sich  aber  auch  ergeben,  wenn  man  bildet.  Durch 

ox 

Wiederholung  dieses  Verfahrens  vorificirt  man  nun  leicht  dio  Gleichungen: 


■■&)  ‘-O 


dx‘ 


h" 


d.  h.: 

„Wird  nach  mehreren  Variablen  differentiirt,  so  kommt  ca  auf  die  Ordnung 
des  Diffcrentiirens  nicht  an.“ 

Es  ergibt  sich  nun  leicht  die  Bedeutung  der  Formeln : 


*'  /•(«,  ») 

dx  dy 


*dJ 


a3' 


dx dy 

dy  dx  ' 


i>H+Pf(x,  y)  _ dxn=  dyP 
dx1  öyP  dyF  i )XH 


dn+fi+i  f(x,t,  t)  a*  ra"+P/1 

dx*  dy4*1  dt^  dt^  L d*ndjf^ 


Beispiel.  Sei : 
so  ist: 


f(*.  y)  = *y*-fyx», 

dV_d(y1  + 2ry)  n 
dt’  _ dS  ~ 

Ä£  = £c»'+ 8.,)=2,+2*. 

dV  d 

düi  = d-i(2»+2*)=2- 


Von  s&mmtlichen  totalen  und  partiellen  Differentialgleichungen  gilt  noch  fol- 
gender Satt ; 

„Ist  eine  monogene  Function  von  einer  oder  mehreren  Variablen  gegeben,  so 
und  auch  alle  ihre  Differeniialqnotienten  monogen.“ 

Es  braucht  dieser  Satt  nur  für  den  ersten  Differenzialquotienten  nach  irgend 
einer  Variable  bewiesen  tu  werden,  da  er  sich  durch  Wiederholung  des  Verfahrene 
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auf  Differenzialquotienten  von  beliebiger  Ordnung  und  nach  beliebigen  Variablen 
erweisen  lässt.  — Sei  nun: 

* = z-f  yi, 

und: 
ferner : 

r (*) =«'+«>'  i. 

In  Abschnitt  6)  zeigten  wir,  dass  man  hat : 

SP-rn 

also : 


und 


woraus  eich  dann  ergibt: 


, , , . du  . d* 

, , , . .du  dt 


ä'i 


, _ du  _ dt>  , dt>  _ d« 

U dx  ~^"dy’  **  dx  dy* 

Durch  Differenziiren  folgt: 

n « 

du'  _ d*u  de'  _ d*u  du'  _ d*p  de' 

dy  ~ dx  dy’  dx  ~ dx  dy’  dx  dx  dy  ’ dy  ~~  dx  dy’ 

also: 

du' de'  du'  _ de' 

dy  dx 1 dx  ~~  dy  ’ 

welches  die  in  Abschnitt  6)  entwickelten  Gleichungen  der  Monogenität  sind. 
Indess  folgt  dieser  Satz  auch  schon  aus  der  Betrachtung,  dass: 

f'  (z) = lim 

also  die  Grenze  einer  Differenz  ist,  wo  der  Zuwachs  v als  constant  betrachtet 
werden  kann.  — Dieser  Satz  ist  nicht  mehr  richtig,  wenn  die  Function  diBCon- 
tinuirlich  ist. 

Mau  spricht  auch  von  höhern  Differenzialen,  und  definirt  sie  durch  die  Glei- 
chungen: 

d«/*  d*  f 

J *’■  • • •• 

ay=£T  “fc**  aJJ=  ä:.  dy  ■ • - 


x y dx  dy 
dP,  . . . 


dx**  dy^ 

Auch  haben  die  Functionen  mehrerer  Variablen  totale  Differenziale  höherer  Ord- 
nung. Es  war  nämlich,  wenn  x,  y von  einander  unabhängige  Variable  sind : 

df=Yxdx+Tydy 

Hierin  sind  die  Vermehrungen  dx,  dy  unendlich  kleine  von  einander  unabhängige 
Grössen,  die  man  als  constant  betrachten  muss.  Man  kann  also  mit  Anwendung 
derselben  Regel  auch  das  totale  Differenzial  von  df  bilden,  welches  mit  d*f  be- 
zeichnet wird,  indem  man  erst  nach  x und  dann  nach  y differenziirt : 

d*7+2itt  dx  rfy+3Z5 **» 


dx* 

und  indem  man  bo  fortfährt: 


dx  dy 


45* 
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,1«  r d'f  0 d*  r 

*'f=öP  dx‘+3SPTs  ***+»££  **■"'  + J **■ 

I)€r  ganze  Mechanismus  der  Rechnung  7.cigt,  dass  sich  hierbei  die  Binoraialcoefti- 
cicntcn  Als  Zahlcofactoren  cinstcllen.  Setzt  man  also: 

„ „ _"(«-!)  „ • • ■ ("-«+!) 
j . 2 • • • x : a ...i 

■o  hat  man : 

1)  dnf(x,  y)=^-/  dxn+»,  Ö [ dS-'dy+n,  ~-t- L 
dxn  dx"_1dy  dxn~- 


dx" 


oy* 
+ • • 


rfy. 


»9r. » 

— ds  ■ 


Es  kann  diese  Formel  auch  dargcstellt  werden  durch  den  Ausdruck : 


2) 


*/'+•••  +,Vr' 


wenn  man  auf  die  oben  eingcfQhrten  Diffcrcnzialzeichen  achtet.  Symbolisch  kann 
diese  Formel  auch  geschrieben  werden: 


3) 


Pf  (*.  »)=(«,+*,  )V(«,  y)- 


Der  Sinn  dieser  Bezeichnung  ist  der  folgende.  Es  werden  d^  und  d^  zunächst 
als  OrOssen  betrachtet,  nnd  (d^-|-d^)n  nach  dem  Binomischen  Satze  entwickelt, 
dann  aber  die  Bedeutung  der  Producte  d * • d 7.  f(xf  y),  welche  sich  hierbei  ein- 

x y 

stellen,  derart  ersetzt,  dass  man  darunter  dasjenige  Differenzial  versteht,  welches 
mit  d*$  d ^ f(xt  y)  bezeichnet  wurde.  Leicht  zeigt  sich  auch,  dass  man  in  glei- 
cher symbolischer  Darstellung  hat: 

4)  d"  /•(*,.  *, . . . *,)=(')Xi+a,1+  • • • +äx)nn*i> 

Um  diese  Formel  zu  beweisen,  bemerke  man,  dass  der  ganze  Mechanismus 
der  Ableitung  mit  diesem  übereinstixnmt,  wenn  man  die  nte  Potcni  eines  Polynoms 

(«,+«i+  • • • «,)"  entwickelt. 

Indess  kann  man  die  Formel  4)  noch  auf  eine  andere  Art  direct  beweisen. 
Durch  wiederholtes  Differcnxiiren  erhält  man  nämlich  offenbar  Ausdrücke  von 
der  Gestalt: 

d*r=»  *f+Ad  0 f+B  d d f+ 

*i  *i  zi  xi  *» 


d'f=*  * f+A,d  * d f+B,  d * d f+  . . ., 


also  endlich: 


d™ f-~r  Af  d «i  d °*  . . . d ‘ f 
f ( *i  *.  *, 


■2rAr 


pf{* n *i  • ■ • *,) 


dx,"1  dx,l,,  . . . dx  * 


dx,®1  dx,”*  . . . dz^  * 

«,+«s+  •••“,=« 
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ist  und  die  Ausdrücke  A ^ zu  bestimmende  Zahlcncoefficicnten  vorstellen.  — Man 

hat  also  in  der  That  einen  Ausdruck  rechts , wie  ihn  die  Entwickelung  der  nten 
Potenz  des  symbolischen  Polynoms: 

d*t-|-d;vt4-  . . . 

angibt,  nnd  es  käme  nur  auf  die  Uebercinstimmung  der  beiderseitigen  Coefßcien- 
ten  an.  Diese  lassen  sich  aber  ermitteln,  wenn  man  der  Function  f einen  be- 
stimmten Werth  gibt.  Sei  demgemäss : 

f(xt,  X,  . . .♦*,)  = (»,  *,+a,*,+  ...  +at  X j)", 
wo  a,,  a,  . . . uj  Constanten  vorstcllen,  so  hat  man: 

äf=n(a  ,1,+«,*,+  . . . +af  J,)"-  1 (a,  dx,+o,  <ir,+  . . . +0j  dxj, 

rf‘/,=  »(a-l)(ali1+a1*1+  . . . +«,  (a,dx,+a,  <{*,+  . . . 4-ajitrj), 

und  indem  man  so  fortfthrt: 

J'fxnffl- 1)  . . . 2-1  (a,  dx,+a,  dx,+  . . . +ajrfx<)“. 

Andererseits  aber  ist: 

1)  . . . (n-a+lKa,  *,+«,*,+  . . . +a  * a 

ärni  * 1 P 

P 

also: 

- -=■(■-«  • • • 2-1  «."■  a,">  . . . 

dx,a*  . . . dx^  * 


also : 

dHf  = »\-If  a,a‘  a1a•  . . . a“’  A f dx,“1  </x,">  . . . dx"‘ 

= n!-(a,  dx,+a>dx,+  . . . +aldxf)*, 

and  diese  Formel  zeigt-,  wenn  man  ul=a1dx|l  u,  — a,dx,  . . . setzt,  dass  A ^ 

n 

mit  dem  Coefficicnten  von  s,“‘  u,a‘  , . . * * Sa  der  Entwickelung  von  («!+«, 
+ . . . +",)B  übereinstimmt,  was  zu  beweisen  war. 

10)  Transformation  der  Differentiale  nnd  Di  ff  er  en  z i nl  qu  o- 
tienten.  Vom  Differenziiren  unentwickelter  Functionen. 


Ist  eine  Grösse  nicht  entwickelt,  sondern  durch  die  Gleichung  gegeben : 


/■(*,  y)=0, 

so  kann  man  ihre  verschiedenen  Differenziale  und  Difforenzialquotienten  durch 
Differenziiren  dieser  Gleichung  finden , wobei  dann  x und  y nicht  von  einander 
unabhängige  Veränderliche  , sondern  y als  eine  Function  von  x zu  betrachten  ist. 
Offenbar  sind  unter  dieser  Voraussetzung  s&mmtliche  Differcnzialquotienten  von 
f(xt  y)  gleich  Null.  Also  wenn  man  setzt: 


d*y 
dx 1 


y»  *-l- y">  . . .: 
y ' dx'  s 
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rx  + %y'-0' 

Ss£*  f* 3 s’,+3  ££  »"+»^v'+^  »"'=o 


dxdy' 


dyl 


Dio  erste  Gleichung  gibt: 


y'= 


*1 

dx 

w 

dy 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kann  man  daraus  y ", 
durch  Einsetzen  beider  Werthe  in  die  dritte  y,n  u.  s.  w. , also  alle  Differenzial- 
quotienten von  y nach  x erhalten. 

Statt  des  Aufsuchens  des  Differenzialquotienten  kann  man  auch  das  Differen- 
zial dy  finden.  Es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dass  dyzz^dx,  also  dy  und  alle 
x 

höheren  Diffcrenzialquotienten  d*y  . . . Functionen  von  x sind,  dagegen  war  x 
als  unabhängige  Variable  betrachtet;  cs  ist  also  dxzzy  constant  zu  denken,  und 
daher  d'1xz=dix  ...  =0  zu  setzen.  Man  hat: 


dx+^J-  dy  = 0, 
dx  ny 


17  lfa’+2  57^  iz  iy'+  *»i,y 


»'f 


tf  ‘Ud't/zz  0 


Seien  jetzt  zwei  Functionen  von  x und  y gegeben  durch  die  Gleichungen: 

/■(**  y,  0=0,  M*,  y»  0=0, 

so  sind  dy,  dt  als  Functionen  von  x zu  betrachten,  und  man  hat: 

dx-\-~  dy -f- dt  = 0, 
dx  dy  * dt 


T&  *+x.'  *+?&*-* 


dy 


dt 


woraus  sich  ^ und  ^ durch  Auflösen  von  linearen  Gleichungen  ergeben.  Ferner: 

rfr  Hnr 


d*  f d*  f d*f  d*  f d1  f . d*  f , . 

sp  dl'+2  spL d*  d*+2  sptp d>  dz+2  SPSS  dy  dt+sr  dy+sp  dz 


+ sjd,y+s;d'z=0’ 

und  eine  ähnliche  Gleichung,  welche  ans  dieser  entsteht,  wenn  man  f mit  ft  ver- 
tauscht.  Beide  geben  d*y  und  d7z,  also  durch  Dividiren  mit  dx * : 


Auch  hätte  man  gleich  so  differenziiren  können,  dass  man  statt  der  Differenziale 
die  Differenzialquotienten  genommen  hätte,  was  natürlich  dasselbe  Resultat  gibt. 
Ganz  ebenso  verfährt  man,  wenn  mehr  als  drei  Variablen  Vorkommen,  also  wenn 
man  n— 1 Gleichungen  mit  u Variablen  hat. 

Sucht  man  aus  den  Gleichungen: 
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fi(xt»  *l  • • ■ XH)  — 0»  ft(x I*  *i  • • • *n)—t)  . . . xf  . . . x^) 

nur  die  ersten  Differenzialo  oder  Differcnzialquoticnton,  so  hat  man  die  Gleichun- 
gen aufzulosen: 


iL..  AU. 


»U 


•••  +dT‘fc»=0' 
*7,  dz<-+^\  <ir>+  • • • +5T  ‘fcc»=0. 


»f  . »f 

’n—  t , ’n—i 


dar, 


<k\+- 


dx. 


■ dxt+  . . . + 


df 

1 


Ae"  *«  = <>• 


beut  man: 


tL=uW  = » (*>  . . _^=B  (»)  (')  ("-■) 

dx,  dx,  1 dx,  1 ’ dx,  * ‘ ’ " dx  M» 


nnd : 


(')  « (») 

I "t 

(')„  («) 

1 U1 


. «(»-') 


. (')„  (-) 

a— I a—  1 ' ' ' a-i 


„ (')„  (»> 

*+t  “a+l 


„ (')  . (*) 

n n 


*+< 


(»-') 

(»-•) 


(— 0 


ao  erhält  man  bekanntlich  ala  Auflösungen: 

dx,  : dx,  : dx,  . . . idx^v,  ! t>,  : v,  . . . : it^. 

lat  aber  die  Anzahl  der  Variablen  noch  n,  die  Anzahl  der  Gleichungen  klei- 
ner ala  n— 1,  etwa  gleich  *— a,  ao  können  n—i  Gröaacn  als  Functionen  der  a 
übrigen  betrachtet,  und  die  totalen  oder  die  partiellen  Differenziale  abgeleitet 
werden. 

Leuteres  geschieht,  indem  man  von  den  unabhängigen  Variablen  alle  bis  auf 
eine  als  conaunt  betrachtet  Also  z.  B.  wenn  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Va- 
riablen gegeben  ist: 

/■(*.  y.  *)=o. 

kann  man  y nnd  a als  Functionen  von  x betrachten.  Man  hat: 
dx"1"  a.  dx  ’ dy  dz  dy  “ ’ 

HL.9  4V  »*  . ä_lf(a_£\\  dJdJl-0, 

dx*'  dx  dz  dx  dz*  \dx/  dzdx* 

A*r 

dy»+^dy5s"  dy  + dt*  \dy/  ds  dy> 
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und  wenn  man  die  erste  der  Gleichuugen  nach  y oder  die  zweite  nach  x diffe- 
renziirt : 

d’f  r>* r »z  d'f  d-  d'fdzdz  dr  d*s 

i • 1 * 1 __  i 1 _____  — (l 

dx  dy  dx  di  dx  "*  dy  dj  dy  dz 1 öx  dy  d i dx  dy  ~ 

Aas  diesen  Gleichungen  ergibt  sich: 

dz  dz  d*z  dÄs  d1* 
dx  dy'  dz**  dx  dy  * dy  * 

Sollte  man  dagegen  die  totalen  Differenziale  von  z finden,  so  hat  man: 

¥.ix+a'dv+d'*=0, 
dx  dy  ,ndr 

ö <i*,+2  ^ d^2  ä •«*  *+2  4^ rfy  di+% rfy,+a^ *■ 

aus  welchen  Gleichungen  sich  dzt  d*z  . . . ergibt. 

Seien  jetzt  gegeben  die  Differenzialquoticnten : 
du  d*u  d*u 
dx  dx*'  dx*’ 

Es  soll  statt  der  unabhängigen  Veränderlichen  x eine  andere  w eingeführt  werden , 
welche  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

?(*.  y,  «)  = 0. 

Da  u unabhängige  Veränderliche  ist,  so  hat  man: 


also : 


ferner: 


dy=d£iu,  dxJ^du, 


dy . 


dy 

du 


dx 


dx 

du 


d 

d*y  dx 

dT*  “ ~dT~ 


^/dy  c/x\  dx  d*y  dy  d* x 

\du  du)  du  du*  du  du* 


dx 

du 


d«y 

fix  * 


du  \dx 
dx 
du 


' er  ' 

^_rftVö  dxd'x  dy  d’y  (d’xy 
L \du)  du * du  du * du  du 7 \du*J 

dx  dy  /dx\* 

""  di  du  rf**  J : \Ä/ 


Aus  diesen  Gleichungen  schafft  man  fort  die  Grössen  x.  durch  die 

du  du * du* 


Gleichung: 
und  ihre  Differenzialquoticnten: 


? (*>  y.  “)=0, 


d£  dr  dy.  dy 

d x du  dy  du  dw  ’ 
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d » 
dx 


•l  (— V_l_  /iV.i.  **  y I 3 ( d-  ? — ^ 

* \du/  di/*  \du/  du*  \t)x  du  du  du 


/.  dx  d*  >f  dy\  d 


+ 


dx  du  du  dy  du  du 


\ dtp  d*x 
/ dx  du * 


Es  sind  dann 
eliminirt. 


rfy  d*y 
dx'  dx * 


ausgedrückt  durch  y,  u,  ^ . . 

du  du* 


+ ^'^=o 

^ dy  du * 


also  x völlig 


_ „ dr  d*s  di  d*z  . . , , ..... 

Sollten  -r-,  -r— - . . . -r-,  — . . . gegeben  sein,  und  statt  der  unabhängigen 
öx  dx2  (ly  oy2 

Veränderlichen  x,  y nun  /,  u mittels  der  Gleichungen: 

r(x*  y»  *,  M>  0=0*  y-G*,  y>  s*  u>  0=0 

eingeführt  werden,  so  wäre  dies  Verfahren  nur  zu  wiederholen,  indem  man  erst 
x und  dann  y als  unabhängige  Variable  betrachtet,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x constant  denkt. 

Man  hat  dann  zu  setzen  z.  B. : 

dz  _dadf  dsdu 

dx  dx  dx  du  dx’ 

d*s  d*z/dt\*  d*s  d t du  /d9t\  fdu\*  dz  d1  t dz  d*u 
dx * dt1  \dx/  dt  du  dx  dx  \du*J  \dx/  dt  dx * du  dx* 


und  die  Grössen : 

dt  du  d*  i d*ti 
dx'  dx'  dx*’  dx*’ 

sind  zu  climiniren  mittels  dieser  und  der  Gleichungen  : 

d (f-  d tp  dz  dif  dt  d du  _ 

dx  dt  dx  dl  dx  du  dx  ' 

und  der  ähnlichen,  w’orin  an  die  Stelle  von  >f  tritt,  sowie  den  höheren  Diffe- 

renzialen der  Gleichung  y=0  und  y/  = 0. 

Für  die  Differenzialquoticntcn  nach  y finden  natürlich  ähnliche  Gleichun- 
gen statt. 

Seien  jetzt  gegeben  wieder  die  Grössen  Es  soll  nicht  allein 

die  unabhängige  Variable  x,  sondern  auch  die  abhängige  ersetzt  werden  durch  v 
und  u mittels  der  Gleichungen: 

'/(*,  y*  ®,  «)  = 0,  ip(x,  y,  «,  u)  = 0, 

u aber  unabhängige  Veränderliche  sein.  Durch  Differenziiren  dieser  beiden  Glei- 
chungen nach  u erhält  man  zwei  Beziehungen  zwischen  -j-  , und  durch 


II.  l-v  . . . Man  kann 


d*x  d*u  d*c 

abermaliges  Differenziiren  wieder  zwei  zwischen  -r— » -r™,  -r^ 

du * du * du* 

also  in  den  eben  gefundenen  Ausdrücken  für  ~ ~ . . . die  darin  vorkom- 

menden Grössen: 


4j 1 

du' 
dv  d*x 


dx  d*y  d*x 
du’  du*’  du* 


ausdrücken  durch  u,  v,  — , . . .,  so  dass  x und  y völlig  eliminirt  sind. 

du  du * 
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Ebenso  verfährt  man,  wenn  mehr  als  eine  unabhängige  Variable  gegeben 
ist.  — Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  man  hat:  . 

d r dr  dr 

dx ' dy ' 5z* 

und  diese  Grössen  ersetzt  werden  sollen  durch  die  Differenzialquotienten  von  r 
nach  u,  r,  w,  wenn  gegeben  ist: 

i 

Es  ist: 


und  indem 


*»  y* 

t),  e = 

:7l 

(*»  y. 

z),  w 

= ^(x, 

dr  _ 

_ dr  du 

dr  dp 

, dr 

d ir 

dx  " 

— du  5x 

+ 

dp  dx 

dir 

d7’ 

du 

»f 

dp 

d tf 

dir 

d 0 

dx 

dx' 

dj 

dx  ’ 

dx 

~~  dx  * 

> mit 

dr  dr 
du  dx 

(•erfährt,  i 

erhalt 

man : 

dr 

dr  df 

dr  d y 

. *• 

dtp 

dx 

= du  dx 

+ 

dp  dx 

+ d^ 

dx’ 

dr 

dr 
d i 


- 

du  dy 

~ dt  a« 


lässt  sieb 


aus  welchen 


df  d,,  df 
Aus  dx’  »x'lTy- 
u,  r und  w. 

Haben  aber  die  Gleichungen 
Gestalt: 

*=/■(“.  ».  »)i  y = V («.  e.  *). 
du  dr  die  du 
dx * dx 1 dx  ’ 5y 


y,  z climiniren  mittels  der  Werthe  von 
y,  * zu  bestimmen  ist,  die 


so  findet  man  -r-,  *r-,  r— * 


« = 0(«.  r,  w), 

durch  folgende  Gleichungen: 


dx  dfdu  d f dv  df  dir 

dx  ~ ~ du  dx  + de  dx  die  dx  1 

dy  _ d ff  du  d ff  dr  d tf  die 

dx~~  ~~  du  dx  dv  dx  die  dx1 

dz  d 0 du  d 0 dv  d 0 d ir 

dx  — du  dx  dr  dx  dir  dx  * 

drei  Gleichungen,  welche: 

du  dv  d io 
dx’  dx*  dx 

geben.  Ebenso  erhält  man  mittels  der  Gleichungen: 

*y. 


S-* 

B'* 


du  d«  dir  , <’u  de 
bexiiglich  ^ »»<1 


:1,  ^ = 0, 

dy 

^-0  --1 
di-0’  »*’ 

di o 

ds* 


Waren  endlich  gegeben  die  Gleichungen: 

/*(x,  y.  t,  m,  r,  w)  = 0,  '/=0,  0 = 0, 

wo  7 und  0 ebenfalls  alle  6 Veränderlichen  enthielten,  so  hätte  man : 
dfdu^dfdv  ( df  da 
dp  dx 


~ t 7:  x:  + ,1«  ^ + d»  dx  ~ 


dx  ~ du  dx 
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(hf-  Üff-  du  dy 

dx  du  dx  dt 

dtp  dtp  du  dtp 

dx  du  dx  dt> 


_ . du  dt  d ir 

xur  Bestimmung  von  . 

Die  Differenzialquotienten  nach  y und 
x ergeben  sich  ganz  ebenso,  wenn  man 
überall  statt  nach  x,  bezüglich  nach  y 
und  i differenziirt. 

Die  höheren  Differenzialquotientcn 
von  r sind  ebenso  za  finden,  wenn  man 
dr  dr  dr 

die  Werthe  von  -r-,  — unter  der 

dx  oy  dz 

Berücksichtigung,  dass  r eine  Function 
von  u,  r,  »c,  diese  Grössen  aber  von  x , 
y,  z abhängig  sind,  differenziirt , und 
ebenso  mit  den  Differenzi&lquotienten  von 
A y,  \p  verfährt. 

11)  Auffindung  der  Werthe 
einer  Function,  welche  unter 
unbestimmter  Form  erscheinen. 

Unbestimmte  Formen  in  der  Analysis 
sind  unter  anderm  die  Ausdrücke  $, 
co 

— , da  jede  endliche  Grösse  a mitOmul- 
oo 

tiplicirt  0,  und  mit  oo  multiplicirt  oo 
gibt.  Es  folgt  also  hieraus : 

«•0=0,  oder  n=J, 
oo 

« • oo  = oo,  « = — , 

00 

wo  « ganz  beliebig  ist.  Nehmen  aber 
zwei  Functionen  von  x,  f(x ) und  tf  (x), 
für  einen  bestimmten  Werth  von  x,  gleich- 
zeitig die  Werthe  0 oder  so  an,  so  kann 
der  Quotient  doch  mit  keiner  grösseren 
Mehrdeutigkeit  behaftet  sein,  als  sich 
aus  den  allgemeinen  Werthen  der  Func- 
tionen selbst  ergibt.  Sei  s.  B.  gegeben 
der  Ausdruck: 


de  dtf  dir 
dx  + d«  dx  -U’ 
de  dtp  dtp _ 

dx  dir  dx 

Sei  in  für  x = «: 

?(*) 

/■(«)  = ,(«)  = 0, 

so  setzt  man  zunächst  n-j-r  für  x,  wo 
v eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Man 
hat  dann: 

/X*)  _ f(«+>) 

<f  (x)  tf  («+•<)’ 

oder  da  man  vom  Zahler  und  Nenner 
die  verschwindenden  Grössen  f{n)  und 
tf  (»)  abziehen  kann : 

r <.«+')- f(«) 

/(«)  

<f  (x)  'f  (a  + tt)-tf(ny 

y 

Für  Zahler  nnd  Nenner  kann  man  aber 
ihre  Grenzen  für  verschwindend  kleines 
« schreiben,  und  hat  für  x = «: 

ß*>  - UM 

tW  ¥■'(«)' 

Diese  Formel  ist  immer  anwendbar,  wenn 
nicht  f (n)  und  tf’(tt)  gleichzeitig  Null 
oder  unendlich  werden. 

Beispiel. 

Sei  gegeben: 

/•(«)  _ aZ—bX 

H (*)  * ’ 

ein  Ausdruck,  welcher  \ wird  für: 

x = 0. 

Man  erhält: 

t9  (*)  . 

VM=a  'ea-6 1*4- 

also  für  x =0: 


so  wird  derselbe  für  x=«  den  Werth 
J annehmen.  Denkt  man  sich  indess 
zunächst  x um  ein  beliebig  Kleines  von 
« unterschieden,  und  behandelt  den  Aus- 
druck nach  allgemeinen  Regeln,  wo  sich 
dann  ergibt : 

x* — «* 

T ^T=Jr+w' 

nnd  setzt  dann  x = «,  so  erbalt  man  den 
Werth  2«  für  unsern  Broch. 

Die  Differenzialrechnung  gibt  ein 
Mittel,  das  hier  angewandte  Verfahren 
zu  verallgemeinern. 


Ebenso  ergibt  sich  für  x = l: 
x-1  -*“1’ 


n , n — i n 

x —1  nx 

Es  kann  aber  auch  Vorkommen,  dass  für 
z-u  zugleich: 

rw_. 
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wird.  Indem  man  in  diesem  Falle  das 
obige  Verfahren  wiederholt,  erhält  man: 

M _ / "(«) 

»wvw 

und  allgemein: 

rw  _ f(l)W 

'/W 

Wenn  die  s— ltcn  ersten  Diffcrenzial- 
quotienten  von  /’(x)  und  7 (*) , sowie 
diese  Functionen  selbst  für  x = tt  der 
Null  gleich  werden. 

Beispiel. 

Es  ist  für  x = 0: 

x — sin*  _ 1 — cosx  _ sinx 
x»~  “ 3x*  “ ~6x~ 

_ cosx  _ 1 
“ ~6~  ” 6 ‘ 

Hier  nahmen  die  zwei  ersten  Diffcren- 
zialquotienten  die  Form  § an,  und  e6 
war  daher  dreimal  zu  differenziiren. 


/■(«)  _ tlM  (MV 

>r(a)~  r(u)  Vy(.)/  ’ 

oder : 

n«)  _ rj>) 

y («)  " v '(«)‘ 

Mithin  gilt  für  die  Brüche  von  der  Form 

OO 

— dieselbe  Regel,  als  für  die  von  der 
00 

Form  3. 

Jedoch  ist  in  Bezug  auf  die  erstem 
noch  eine  Bemerkung  zu  machen. 

Zu  dem  Ende  beweisen  wir  folgen- 
den Satz: 

„Wenn  eine  Function  f(x)  für  x = a 
bei  endlichem  « unendlich  oder  discon- 
tinuirlich  wird,  so  mnss  auch  ihr  Diffe- 
renzialquotient unendlich  werden.“ 

In  der  That  sei  f(x)  unendlich  oder 
discontinuirlich  für  x = or,  sei  für  den- 
selben Werth: 

Ihn  fJZ+Ztzüä = f („) 

V 


sin  x* 


3 sin  x * cosx 


x— |sin2x  1 — cos2x 

_3  sin  x (2  cosx5  — sinx*) 
2 sin2x 

_3  cos  x (2  cos  x * — 7 sin  x*)_  t 
4 cos  2x  — ** 


Möge  jetzt  in  dem  Bruche 


n*) 

y (*) 


gleich- 


zeitig der  Zähler  und  der  Nenner  un- 
endlich werden.  Der  Fall  lässt  sich  dann 
sogleich  auf  den  früheren  zurückführen. 
Es  ist: 


n*)  _ y (*) 

y (*)  _J_ 

f(?0 

und  also  hier  ein  Bruch  gegeben,  desscr 
Zähler  und  Nenner  und  — 

y (x)  f (*'. 
gleichzeitig  verschwinden. 

R6  ist  nun , wenn  man  das  eben  ge' 
gebene  Verfahren  anwendet: 


r/JLl 

1 

V (*y 

y'(*) 

dx 

y (*)•* 

l 1 1 

1 

\f(x)) 

r'(*) 

dx 

fix)*  ’ 

also  für  x = er: 


einer  endlichen  Grösse  gleich,  so  wäre: 
f(a+y)  = f(n)+vf'(a) 

für  jeden  Zuwachs  v,  und  da  wegen  des 
endlichen  f * («) , v f ' {n)  mit  abnehmen- 
dem v verschwindet,  so  müssten  die 
Grössen  /‘(«-j-v)  und  f{n)  mit  abnehmen- 
dem y,  was  auch  v sei,  einen  verschwin- 
dend kleinen  Unterschied  haben,  mit 
andern  Worten,  f(x)  müsste  für  x — a 
continuirlich  sein,  was  der  Annahme  wi- 
derspricht 

Ausgeschlossen  ist  hier  jedoch  der 
Fall,  wo  er  = 00  ist. 

Aus  diesem  auch  im  Uebrigcn  wich- 
tigen Satze  folgt  für  unsern  Fall,  dass, 
wenn  : 


f(a)_co 

y («)  20 

/■'(«) 


. . der  Fall 
= 00  ist.  In- 


ist, dies  auch  mit  . . . . 

y («) 

sein  wird , wenn  a nicht 
dess  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  sich 
in  f (n)  und  7 '(«)  ein  gemeinschaftlicher 
b'aetor  findet,  nach  dessen  Hinweghoben 

erhält. 


man  den  wahren  Werth  von 

Beisp  iel. 

Für  x = 0 ist: 


M 

y (*) 


cotx 


00 


00 


und  wenn  man  differenziirt: 
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Bin  xT 


cot  x 


sin  x* 


0 

= 0’ 


also : 


für  den  Werth  y = oo, 


-G) 

— —r  = 2sinxcosx=0. 
cot(x) 

E9  lässt  sich  übrigens  noch  eine  an- 
dere Methode  zur  Entwickelung  des 
Ansdruckes : 

((*)  _ ® 

7 (x)  “ cc 

finden. 

Zunächst  kann  man  i/(x)xy  setzen, 
und  den  aus  dieser  Gleichung  zu  be- 
stimmenden Werth  von  x in  f(x)  cin- 
BCtzcn.  Möge  f(x)x  \f>(y)  werden,  so 
ist  also  zn  untersuchen  der  Bruch : 

tfr(y) 
y 

and  cs  wird  auch : 

VÜt)  = *> 

sein.  Nun  ist  für  verschwindend  klei- 
ne« t offenbar: 

/[«(1-f#)]  = f(u+Ut)  = f(u)+Ulff  (u). 

Wenn  aber  y unendlich  gross  ist,  so  hat 
man: 

V'(.y+k)=>Pv  (i+£), 

und  — ist  unendlich  klein,  welchen  end- 
lichen Werth  auch  h habe.  Also: 
^(y+*)=^(y)+A^'(yX 
■/.>(y)-»fa+*)-»(y) 

Da  nun  mit  Anwendung  unserer  Kegel 
für  y = oo: 


f*(j-)  = oo  und  /■(*)  = 0 
ist.  Es  handelt  sich  also  um  Ermitte- 
lung der  gleichfalls  unbestimmten  Wcrtho 
0*,  0°°.  Dieselben  lassen  sich  auf  den 
vorigen  Fall  zurückführen,  wenn  man 
den  Logarithmus  nimmt.  Es  ist  der- 
selbe : 

f(x)  lg  F 

W) 

also  in  beiden  Füllen  , oder  man 
00 

setzt  für  den  obigen  Werth : 



1 ’ 

1(5  C(x) 

wodurch  man  die  Form  § erhalt. 
Beispiel. 

8ci  gegeben: 

1 

jf=[F(x)J*  und  F(a o)  = ao, 
so  hat  man : 

igy = = lg  F (x+ 1)  -lg  F(x) 

= !*(*+!> 

8 F(x)  ’ 

wenn  man  in  der  oben  gegebenen  For- 
mel A = 1 setzt,  also: 
t 


[*(*>] 


E(x+1) 


^~=V’’(y) 

ist,  so  hat  man  für  diesen  Fall  auch: 

<p(j)  _ »(y+*)-»(y) 

y * ’ 

wo  h jede  endliche  Zahl,  also  auch  1 
sein  kann. 

Sei  jetzt  gegeben  der  Ausdruck: 
F(x/W 
für  den  Fall,  wo: 

F(x)  = r(x)  = 0, 

oder: 


F(x)  • 

Ist  also  ,F(x)=x,  so  hat  man: 

**=  ^±1  = 1, 

X 

wenn  x=co  ist. 

Suchen  wir  jetzt  die  Grösse: 

y=[P(x)]x 

Ihr  *=0,  wenn  F(0)=0  ist. 

Man  hat: 

!g(y)=*)gF(x)=!£^W, 


also  wenn  man  - = w setzt: 
x 


ä'G) 


=ltFGii)-|'''G) 


« ""  " \k+1 

für  u — 00  und  somit : 
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, HiW 

©' 


[F<*))*=— l 

F‘ 


Also,  wenn  F(x)—x  ist,  für  x=0  oder 
für  u = oo  : 


x *+l 
* ~ — 1 ' 


d.  h.: 

x*  = l. 

Sei  noch  gesucht: 

y = lf(x))F(Z\ 

wenn  /Ur  einen  bestimmten  Werth 
ron  x: 

/■(*)  = !,  **(*)  = « 

wird.  Man  hat  also  den  ebenfalls  un- 
bestimmten Ausdruck  1®  tu  finden. 
Man  hat: 

)gy=FC*)lgA*)=1-iy^=*. 

FW 

oder : 

, F(x) 

igy= — -a~— =*>• 


Beispiele. 
Sei  gesucht: 


lg  tt*) 


für  x=0; 


(l+*)*  =y 


ig(i+*)_  l _i 

,g,=  '*  I+»  ’ 


also : 


wird  unzureichend,  wenn  alle  Differen- 
zialquotienten von  f(n)  un^  V (ß)  ^er 
Null  gleich  werden.  In  diesem  Falle 
kann  man  den  Ausdruck  auf  die  borm: 

1 

7 (")  _ ® 

1 “ 00 

rw 

bringen , und  nach  der  Für  solche  For- 
men gegebenen  Regel  untersuchen,  oder 
den  Ausdruck  direct  untersuchen. 

Beispiele. 

Suchen  wir: 

—x 

• —x <* 

xa  = — r~ 


für  x=-\-oo.  Der  rechts  geschriebene 
Werth  hat  hier  die  Form  $•  Setzten 
wir  statt  dessen: 


oder  wenn  wir  a*  = y nehmen: 

a~X  _ Igy  _lg(v+l)-»gy 
1_  - lgfl-y  Igo 

X 

für  y — oo • Es  ist  aber: 

ig(y+i)-1gy=,s!,y^=lg 1=0, 

also : 

io-  *~0, 

woraus  sich  auch  sogleich  ergibt: 

io*=oo, 

X 


(1 +*)*=*! 

ferner  Für  x=0: 

l 


y=(cosmx)x, 


also : 


1 m sin  m x 

lg  v = - lß  cos  mx- — « = v. 

x cos  (»»  x) 

Die  Formel: 


für: 


!if=o 

* 

fiir  x=oo. 

Ist  gegeben: 

(*—«)" 

(**  -o’)P’ 

wo  n nnd  p echte  Brüche  sind,  so  wer- 
den alle  Differenzialquotienten  des  Zäh- 
lers und  Nenners  für  x — a unendlich 
werden. 

V erfährt  man  direct,  so  hat  man: 

Qr— g)w __  (*  ~ *»)"  * 

(x—a)  V (x+ctf  (x-f-a)p 
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also  für  x~a: 


J— )-=0. 

wenn  a,  algebraisch  genommen  grosser 
als  p iat,  und : 

(*-«)"  ___ 


(x»-o*)P 


wenn  <laa  Umgekehrte  atattfindet.  Nur 
für  a —p  ergibt  eich: 


(*  ~ <0*  _ 1 
(x*-«*)? 

Wenn  der  unbestimmte  Ausdruck  meh- 
rere Variablen  enth&lt,  so  muss  zwischen 
denselben  irgend  ein  willkürlicher  oder 
gegebener  Zusammenhang  angenommen 
werden,  um  den  Werth  des  Ausdrucks 
zu  ermitteln. 


Beispi  el. 

Es  sei  gegeben: 

lgx+lgy 

x+2y-3’ 

ein  Ausdruck,  der  die  Form  g annimmt, 
wenn  man  aetzt: 

* = 1.  JT  = 1. 

Denkt  man  eich  y ala  Fonction  Ton  x, 
ao  erhalt  man  durch  Differenziiren  des 
Zählers  nnd  Nenners: 


1 , 1 

_i  + , dz 

1+2  ^ 

dx 


'*+*£ 


wo  man  fiir  x nnd  y die  obigen  Werthe 
du 

eingesetzt  hat  — -y-  ist  hier  ganz  nn- 
dx 

bestimmt,  und  cs  kann  dafür  eine  be- 
liebige Function  von  x gesetzt  werden. 
£a  ist  nämlich  y der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dass  für  x = n,  y = ß wird, 
wenn  a,  ß diejenigen  Werthe  sind,  für 
welche  die  Function  unbestimmt  wird. 
Offenbar  kann  man  also  setzen: 


.V  = ?(x)-<r(«)+0, 

eine  Function,  welche  diese  Bedingung 
erfüllt,  und  man  hat: 


also,  da  unbestimmt,  eine  ebenfalls 
willkürliche  Fnnction. 

Möglicherweise  kann  jedoch  ^ ganz 
Terschwiaden. 


Beispiel. 

Sei : 

— (*— 

(X*  - l)*-y  + l’ 

ein  Ansdruck,  der  fiir  x = l,  y = l die 
Form  g annimmt  — Durch  Differen- 
siiren  erhalt  man: 

I (*-  1)*+  J y*  ^ 

8x(x»-J)*-g 

also  für: 

x = l,  y=l, 

rfy 


dx 


Es  kann  hierbei  auch  der  Fall  eintre- 
ten , dass  die  Differenzialquotientcn  ron 
Zahler  und  Nenner  Nnll  sind , und  man 
muss  dann  die  nächsten  Differcnzialquo- 
tienten  nehmen. 


Beispiel. 

Sei: 


* 


_(*+»)• 

**+S’  ’ 


x = 0,  y = 0. 


Man  erhält: 

^ 2(x+y)(l+g 

2*+2yg 

was  fiir  x=y  — 0 wieder  g gibt 
Abermaliges  Differenziiren  gibt: 

a(',g)Vs, 

*+»(2)-+».g  ‘+CT 

wo  wieder  ganz  willkürlich  ist 

d3w 

Es  ist  hier  kein  Zufall,  dass  -~ 

dx * 

nicht  im  Resultat  vorkommt , sondern 
dieB  wird  immer  eintreten.  Denn  wie 
auch  z beschaffen  sei , so  werden  die 
Differenzialquotienten  von  Zähler  und 

Nenner  die  Form  haben : u+/>  wo  o 

und  ß Functionen  von  x nnd  y sind. 
Abermaliges  Differenziiren  gibt  dann: 
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da  .da  dg  dfi  dy  dfi  fdy\*  d'y 

dz  dy  dz  dz  dx  dy  \dx/  dz1 

Sollen  aber,  wie  hier  vorausgesetzt  w urde, 

Zähler  und  Nenner  für  jeden  Werth  von  dy 

-2-  der  Null  gleich  werden,  so  raus«  dz 

dx 


*r 

dx 

~*r 

dy 


und  es 


a=.ß  = 0, 

verschwinden  somit 


Ist  non  für  ein  bestimmtes  Werthpa&r 
die  mit  x — ^ ^ 

multiplicirten  Glieder.  Werden  Zäh-  ^ = 

ler  nnd  Nenner  unendlich,  oder  alle  80  findet  Unbestimmtheit  stAtt.  Mit 
Differenzialquotienten  derselben  der  Null  Anwendung  der  allgemeinen  Methode 
gleich  oder  unbestimmt,  so  versagt  diese  setzt  man  dann : 

il  .L-J.  il TA: ..„4  .Ine 


Methode  ihren  Dienst,  und  ist  dann  der 
Fall  direct  zu  untersuchen. 

Eine  Unbestimmtheit  tritt,  wie  schon 
früher  beiläufig  erwähnt  wurde , z.  B. 
in  einem  gewissen  Falle  dann  ein,  wenn 
y eine  durch  die  Gleichung : 

/■(*>  y)=o 

bestimmte  Function  von  x ist.  Man  hat 
ntmlich  dann: 

tl  + i[  i*= o 

dz  dy  dx 


_ 

dx 


d'f  dy 

dxdy  dx 


*11 + 

dx7  ^ 

' **r 

dxdy  dy  * dx 


Man  hat  dann  eine  nach  -f-  quadratische 
dx 

dx 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
auch  direct,  wenn  man  die  Gleichung: 


dy  dx'~  ’ 


df  dfdy  n 
T~  "f*  t—  — 0 
dx  vy  dx 

nochmals  differenziirt.  Dies  gibt  nämlich : 

dllz.9  ll£  & 4- 

dx*  dx  dy  dx  dy * \dx/ 
wovon  jedoch  das  letzte  Glied  verschwindet,  da: 

Jf.o 

dy 

war.  Also : 

*'t  ,o*'r  dy  . d’f  fdy\'_n 
dz 2 dzdy  dz  dy * \dz/ 

W&ren  auch  alle  zweiten  partiellen  Difforenzialqnotienten  von  f der  Null  gleich, 
also : 

£V  _ ±J  _ *21-t 

dx*  dxdy  dy * 

so  differenziirte  man  abermals.  Es  ergäbe  sich,  wenn  man  die  der  Null  gleichen 
Coefficicnten  wcglicssc: 

dj_f 

dx * 

also  eine  Gleichung  dritten  Grades. 

Allgemein,  wenn  alle  Differcnzialquotientcn  von  f nach  x und  y bis  inclusive 
zum  n— Den  verschwinden,  hat  man: 


=o, 


V n *'f  «*»,9  *'f  /<frV  , *±[ /M’-n 

t*  6x7dy  dx  dxdy7  \dx)  dy * \dx/  ' 


»V.  . *”f  dH  n(n-l)  dnf  (dy\'  , 0 

dzn+  dzn~'dydx  1,2  ' ‘ ' +dy"  ^ ’ 

also  eine  Gleichung  fiter  Ordnung. 

In  diesem  Falle  gehören  also  zn  einem  Werthc  von  y,  n Werthe  von 
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Da  nun  dem  DifferenziAlquotienten 
keine  grössere  Mehrdeutigkeit  zukommen 
kann  als  y selbst,  so  muss  y wenigstens 
eine  ndentige  Function  von  x sein.  Die 
du 

i»  Wcrthe  von  -f-  aber  zeigen,  dass  die 
dz 

Function  y von  x für  den  gegebenen 
Werth  von  x=/r  so  beschaffen  ist,  dass 
sich  für  ein  unendlich  kleines  n ver- 
schiedene Werthe  von: 


»(*+')=y*+,'S 

ergeben,  während  y völlig  bestimmt  ist. 
man  also  das  Blntt . nnf  welchem  y zu 
nehmen  ist,  angegeben  hat.  Es  müssen 
also  von  den  Werthcn  von  y^x^_r^  n a°f 

continuirlichc  Weise  aus  einem  Werthe 
von  y^  hervorgehen,  d.  h.  mit  andern 

Worten,  in  Punkt  x = n n Werthe  von 
y gleich  werden,  und  y für  den  bezeich- 
nten Werth  jedenfalls  einen  n fachen 
Punkt  haben.  Jedoch  kann  auch , wie 
wir  sahen,  ein  nfacher  Punkt  dadurch 

— discontinirlich 


angczeigt  sein 
wird. 


dass 


dx 


Beispiel.  * 

8ei  gegeben: 

f(x,  y)  = mx'-ny'+pxy  = 0. 

Man  erhalt  durch  Differenziiren: 

2mx-2ny  ^ + PZ<^.  + PH  = °- 

du 

--  nimmt  hier  für  x — 0,  wo  sich  mittels 
dx 

der  Qieichung  /*(x,  y)  = 0 auch  y = 0 er- 
gibt, die  Form  $ an.  Abermaliges  Diffe- 
renziiren aber  gibt: 


also  man  hat  in  der  That  zwei  verschie- 
dene Werthe  von  Löst  man  die 

dx 

Gleichung  (x,  y)  = 0 nach  y auf,  so 
hat  man: 

n — | n1  n 

und  für  x = 0 werden  beide  Wurzeln  der 
Null  gleich,  so  dass,  wie  vorauszusehen 
war,  ein  Doppelpunkt  stattfindet. 

Wie  sich  diejenigen  mehrfachen  Punkte, 
wo  diese  Bedingung  stattfindet,  von  den- 
jenigen unterscheiden,  wo  der  Differen- 


zialquotient unendlich  wird,  davon  soll 
später  die  Rede  sein. 

Es  kann  aber  bei  der  Gleichung 
/*(x,  y)  = 0 auch  der  Fall  Vorkommen, 
dass  für  einen  bestimmten  Werth  von 
x — n die  Gleichung  identischerfüllt  wird, 
was  auch  y sei.  In  diesem  Falle  würde 
sich  also  der  Werth  von  y nicht  direct 
ergeben.  Durch  Diffcrensiiren  aber  er- 
hält man  wieder: 


0 = 


d_f  Afdy 
dx  fiy  dx' 


und  für  x = « wird  : 


*r 

•'•y 


o 


sein , weil  f (ir,  y)  identisch  der  Null 
gleich  ist.  Es  wird  also  auch  sein  : 


eine  Gleichung,  welche  den  zu  x — a ge- 
hörigen Werth  von  y gibt. 

Wäre  auch  die  Gleichung: 


identisch  erfüllt,  so  müsste  nochmals 
differenziirt  werden. 


Beispiel. 

Sei  gegeben: 

f(x,  y)  = m*»-z  + lg(l+*y)=0. 
Für  x-0  wird  diese  Gleichung,  was 
auch  y sei,  identisch  erfüllt.  Differcn- 
aiirt  man  aber,  so  ergibt  sich : 


dy 

2mX_l+_ = 0, 

l+xy 

oder  da  x = 0 ist : 

y = l. 

Sei  ferner: 


/(*,  y)  = (y*-l)*>-ypg(l+.r)]’=0, 
welche  Gleichung  ebenfalls  für  z = 0 
identisch  wird.  Das  DifTcrenziiren  gibt: 

2r(y>— l)+2z’y  *£  - ^ [lg(l+r)]* 


-2y 


lg  U + *)_n 
1+* 


wo  die  mit  — multiplicirtcn  Glieder  für 
x=0  verschwinden  müssen,  also: 


x (y1  — l)(l  + ■*■)— y lg  (l  + *)  = 0. 
Auch  diese  Gleichung  aber  wird  iden- 
tisch für  x=0.  Diffcrcniiirt  man  nun 
abermals,  so  kommt : 
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(jr’-l)(l  + 2x)+2Jr(l+i)y^ 

also  ffir  x = 0: 

y7—  y-l  = 0. 

Es  ergeben  sich  also  für  y die  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleichung. 

12)  Von  den  Integralen  mono- 
ge  ne  r Fu  nction  en. 

Es  ist  bei  der  Betrachtung  der  Func- 
tionen complexer  Variablen  nicht  thun- 
lich,  die  Betrachtungen  der  Differenzial- 
rechnung zu  Ende  zu  führen  und  dann 
erst  auf  die  umgekehrte  Operation , die 
Integralrechnung  einzugehen.  Es  sind 
also  die  in  dem  Artikel  (analytische) 
Quadratur  gegebenen  Betrachtungen  hier 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  vorausge- 
setzt. Namentlich  wären  hier  die  in  den 
Abschnitten  1)  bis  13)  dieses  Artikels 
gegebenen  Sätze  cinzuflechten.  — Wir 
erinnern  namentlich  an  die  Definition 
eines  bestimmten  Integrals: 

rxn 

J f{x)iz  = \\m  [(*,  — *,)  f(*t) 

+(*,-*1  )/•(*■)+  • • • 

+(*»-*«_  |)  Kxn- 1>]’ 

wo  die  Zwischenwerthe  zwischen  x0  und 
x , also  «p  x%  ...  continuirlich  aus 

einander  entstehen,  also  irgend  eine  von 
x%  und  xn  begrenzte  Strecke  ausfüllen, 

die  im  Uebrigcn  ganz  beliebig  ist.  — 
Auf  dieser  Definition  beruht  die  Theorie 
der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale,  die  wir 
jedoch  hier  nach  Bicmann  in  etwas  ver- 


änderter Form  geben  wollen,  um  auf 
die  mehrdeutigen  Functionen  in  der  ihnen 
hier  gegebenen  genaueren  Versinnlichung 
Rücksicht  nehmen  zu  können.  Zu  dem 
Ende  machen  wir  folgende  Vorbemer- 
kungen. 

A)  „Eine  geschlossene  Curve  fuhrt 
von  einem  Punkte  a zu  demselben 
mit  demselben  Functionswerthe  wieder 
zurück.“ 

Man  kann  daher  jede  Curve,  die  kei- 
nen Windungspnnkt  enthält,  als  ge- 
schlossene betrachten,  wenn  man  beide 
Seiten  als  Begrenzung  auüasst.  Z.  B. 
die  grade  Strecke  ABC  ist  geschlossen, 
wenn  man  auf  einer  Seite  von  A nach 
C,  auf  der  andern  von  C nach  A zu- 
rückgeht. Auch  kann  nur  von  einem 
Theil  der  Begrenzung  die  andere  Seite 
mitgezählt  werden;  z.  B.  wenn  zwei  sich 
nicht  schneidende  Kreise  durch  eine  Grade 
verbunden  sind,  so  hat  man  eine  ge- 
schlossene Curve,  wenn  beide  Seiten  der 
Graden  gezählt  werden. 

B)  „Eine  Curve  begrenzt  einen  Theil 
einer  Fläche,  wenn  man,  ohne  erstere 
zu  durchschneiden , nicht  von  diesem 
Theile  zu  der  andern  Fläche  oder  um- 
gekehrt gelangen  kann.“ 

Auf  einer  Ebene  oder  Kugel  begrenzt 
selbstverständlich  jede  geschlossene  Curve 
einen  Theil  der  Fläche.  Solche  Flächen 
nennt  man  einfach  zusammenhängende. 
Unsere  Flächen , welcho  mehrdeutige 
Functionen  versinnlichen  und  welche 
längs  der  Verzwcigungslinien  Zusammen- 
hängen, sind  dergleichen  nicht.  Habe 
z.  B.  eine  Function  drei  Doppelpunkte 
a,  6,  c (Fig.  73),  und  bilden  wir  die  ent- 
sprechenden, ins  Unendliche  gehenden 
Verzwcigungslinien,  die  wir  mit  A,  B , C 
bezeichnen.  Ziehen  wir  dann  z.  B.  von 
Punkt  //  aus  auf  einem  der  beiden  Blät- 
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ter  eine  Curve,  welche  a und  b ein- 
schliesst,  bis  nach  p zurück,  so  ist  dies 
eine  geschlossene  Curve,  denn  sie  führt 
auf  dem  ersten  Blatte  von  p nach  Linie 
A , geht  hier  beim  Durchschneiden  von 
A auf  dem  zweiten  Blatte  nach  B,  und 
beim  Schneiden  dieser  Linie  wieder  auf 
dem  ersten  nach  p zurück.  Indessen 
kann  man  von  Punkt  q auf  dem  ersten 
Blatte  auf  der  äussern  Seite  der  Begren- 
zung nach  r innerhalb  derselben  auf 
demselben  Blatte  gelangen.  Man  siehe 
nämlich  von  q nach  C auf  dem  ersten 
Blatte  und  durchschneide  die  Linie  C, 
womit  man  ins  zweite  gelangt,  dann  kann 
man,  ohne  die  von  p gezogene  Curve 
zu  durchschneiden , in  s ins  Innere  ge- 
langen, da  man  sich  ja  auf  dem  zweiten 
Blatte  befindet,  die  Curve  aber  im  ersten 
gezogen  ist.  Durchschneidet  man  in  t 
Linie  B,  so  gelangt  man  wieder  ins  erste 
Blatt  und  auf  diesem  nach  r. 

Kann  man  auf  einer  Fläche  n ge- 
schlossene Curven  ziehen,  welche  keinen 
Flächcntheil  begrenzen,  derart,  dass  jede 
andere  eine  solche  Begrenzung  bildet, 
wenn  man  diese  w zu  Hülfe  nimmt,  so 
sagt  man , die  Fläche  habe  einen 
n+1  fachen  Zusammenhang.  Eine  Func- 
tion z.  B.  mit  drei  Doppelpunkten  hat 
einen  dreifachen  Zusammenhang,  denn 
es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  mit  Hülfe 
der  durch  p und  q gezogenen  Curven 
jede  andere  geschlossene  einen  Flächen- 
theil  begrenzt.  Denkt  man  sich  die 
äusseren  und  inneren  Seiten  der  Curven 
p und  q als  Begrenzung  der  bis  jetzt 
unbegrenzten  Fläche,  was  auch  so  aus- 
gedrückt werden  kann,  dass  man  die 
Fläche  in  diesen  beiden  Curven  zerschnei- 
det, so  wird  aus  ihr  eine  einfach  zusam- 
menhängende. 

Nach  dieser  Einleitung  lässt  sich  die 
Theorie  der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale 
(vergleiche  den  Artikel:  Quadratur)  aus 
dem  Satze  ablciten: 

I.  Lehrsatz. 

„Der  Ausdruck  ausgedehnt 

auf  irgend  eine  geschlossene  Curve,  ist 
dann  gleich  Null,  wenn  letztere  einen 
Flächentheil  begrenzt,  und  sich  innerhalb 
desselben  kein  Discontinuitätspunkt  be- 
findet.“ 

Be  w eis. 

Man  betrachte  den  Ausdruck: 

ff(sZ  + i£j)Jxd 

ausgedehnt  über  den  von  der  geschlosse- 


nen Curve  begrenzten  Ebenentheil.  Da 
Discontinuitlt  im  Innern  nicht  vorhan- 
den ist,  kann  die  Ordnung  des  Integri- 
rens  umgekehrt  werden.  Man  erhält  mit 
Berücksichtigung  der  Grenzen: 

Jlpi-pJfy-Jlii-Vt)**. 

wenn  man  annimmt,  dass  die  den  x-  und 
y-Axen  parallelen  Linien  die  Curven 
nur  zweimal  schneiden. 

p,,  P#  sind  die  Werthe  von  p,  welche 
demselben  y auf  der  Begrenzung,  qv  und 
q9  die  von  y,  welche  demselben  x ent- 
sprechen. Das  ernte  Integral  ist  vom 
kleinsten  Werth  von  y bis  zum  grössten, 
das  letztere  vom  kleinsten  Werth  von  x 
bis  zum  grössten  zu  nehmen,  und  da 
beide  Wege  einander  entgegengesetzt 
sind,  ist  dos  zweite  Integral  mit  negati- 
vem Zeichen  zu  nehmen.  Statt  dessen 
kann  mau  auch  setzen: 


f(p'dy 


-gdx), 

erstreckt  über  die  ganze  Begrenzung. 
Denn  da  die  ganze  Abscissenaxe  zurück- 
gelegt wird,  indem  man  alle  entsprechen- 
den Werthe  q , , dann  aber  die  zugehö- 
rigen — y#  nimmt,  so  kann  man  statt 
des  letztem  Weges  die  Axe  in  umge- 
kehrter Richtung  mit  -|-y0,  d.  h.  die 
ganze  geschlossene  Curve  zurücklegcn, 
indem  man  immer  das  entsprechende  q 
nimmt.  Gleiches  findet  für  p statt. 

Dies  bleibt  noch  richtig,  wenn  die  Be- 
grenzung mehr  als  zweimal  geschnitten 
wird , wenn  man  je  zwei  Punkte  dersel- 
ben , die  demselben  x oder  y bezüglich 
entsprechen,  als  p,,  p0  und  yt,  q0  be- 
trachtet. Der  zuerst  betrachtete  Ausdruck 

dp  dq 

^4*  ^ nun  gleich  Null  , dann  ist 
auch  : 


f(pd 


,x+?  <ty)=o. 


Setzen  wir  nun : 

f(. 0 =*+»«.  ?=/■(*).  »=•/'(*). 

so  ist  also: 

f f (*)  = J' ^(*)(ir+idjr) 

der  Null  gleich,  wenn  man  hat: 

«V(»)  , 

dx  + dy  ’ 

eine  Gleichung,  welche  immer  erfüllt 
wird,  wenn  f(s)  eine  monogene  Func- 
tion ist. 

Hieraus  ergibt  sich  sogleich: 

46* 


# 

Digitizea  by  Google 


Quantität. 


724 


Quantität. 


II)  „dass  man  für  einen  Weg  des  In- 
tegrals J* f(t)  dz,  der  von  a nach  b führt, 

jeden  andern  nehmen  kann,  der  von  a 
nach  b führt,  wenn  beide  zusammen  eine 


welche  Bedingung  II.  crfUltt.  — Ist  übri- 
gen« ein  Discontinuitätspunkt  kein  Win- 
dungspunkt. so  hoben  sich  die  gradlini- 
gen Theile  der  Elemcntarcurvc  weg,  und 
sie  beschränkt  sich  auf  einen  Kreis. 


Curve  von  der  eben  angegebenen  Eigen- 
schaft bilden.“ 

Denn  die  Summe  der  Integrale  von 
a nach  b auf  dem  einen  Wege  uud  von 
b nach  a auf  dem  nndem  ist  nach  obi- 
gem Sntze  gleich  Null,  d.  h. : 


Ein  Über  einen  Elcmentarweg  erstreck- 
tes Integral  heisst  Elementarintegral. 
Ist  z.  B.  M (Fig.  74)  ein  Discontinuiräts- 
punkt,  so  ist  das  Elementarintegral  zu 

Fig.  74. 


/>-/;  /(»>*  = 0. 
rk  t<üdi=[h  rwd., 

•'  a •'  n 


a bilden,  indem  man  von  a nach  b,  um 

wo  das  erstere  Integral  auf  dem  einen,  M herum  nach  b zurück  und  nach  a 
das  letztere  auf  dem  andern  Wege  zu  geht,  und  wenn  keine  Mehrdeutigkeit 


nehmen  ist. 

Der  Werth  von  J*  f(z)  dt,  erstreckt 

über  irgend  eine  geschlossene  Curve  A , 
ist  gleich  demselben  Integral , erstreckt 
in  demselben  Sinne  über  eine  oder  meh- 
rere geschlossene  Curvcn  B , wenn  sich 
zwischen  A und  den  letzteren  kein  Dis- 


statttindet,  haben  das  von  a nach  b und 
das  von  b nach  a erstreckte  Integral  die 
Summe  Null. 

Bei  einem  Windungspunktc  verschwin- 
det aber  in  der  Regel  der  kreisförmige 
Theil  eines  Elementarintegrals,  nämlich 
dann,  wenn  für  den  Windungspunkt  a 
der  Ausdruck: 


continuitätspnnkt  befindet,  und  das  Sy- 
stem A und  B einen  Flftchentheil  be- 
grenzt. Denn  verbindet  man  einen  Punkt 
von  A mit  der  ersten  Curve  B , einen 
Punkt  dieser  mit  der  zweiten  Curve  B 
u.  8.  w. , die  letzte  Curve  B aber  wie- 
der mit  A , rechnet  aber  beide  Seiten 
dieser  Hülfslinien  zur  Begrenzung,  so 
bilden  A und  B mit  ihnen  eine  ge- 


J'tf  (*)  d*  *<f/ 

zum  Argumente  Null  hat,  d.  h.  wenn 
eich  z/(«+z)  mit  abnehmendem  z der 
Null  nähert.  Dies  ist  also  immer  der 
Fall,  wenn  /’(«  + *)  endlich  ist,  also  wenn 
n nicht  zugleich  ein  Discontinuitätspunkt 
ist,  aber  auch  dann,  wenn  f(a+z)  zwar 


schlossene  Curve,  also  dos  über  A er- 
streckte Integral  ist  gleich  dem  über  B 
und  die  Hülfslinien  erstreckten.  Es 
fallen  aber  die  letztem  ganz  weg,  da 
anf  der  einen  Seite  in  einem  Sinne,  auf 
der  andern  im  entgegengesetzten  über 
sie  die  Integration  auszudehnen  ist,  und 
und  da  nur  geschlossene  Curven  durch- 
gegangen werden,  Eindeutigkeit  statt- 
findet. 


ein  solcher,  aber  mit  z k proportional 
ist,  wo  » ein  positiver  echter  Bruch  ist. 

Diese  Sätze  erhalten  dadurch  noch 
eine  Erweiterung,  als  nicht  alle  Discon- 
tinuitäten  ihre  Anwendung  ausschli essen. 

Ist  <r  ein  Diskontinuität«- , nicht  aber 
zugleich  ein  Windungspunkt,  und  neh- 
men wir  an , dass  sich  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen 
von  t — tt  in  der  Nähe  von  « entwickeln 


Ans  II.  folgt  auch  augenblicklich,  dass 
man  statt  eines  Integrals,  das  sich  über 
eine  in  sich  zurückkehrende  Curve  er- 
streckt, auch  die  Summe  der  über  die 
ihr  entsprechenden  Elementarwegc  er- 
streckten setzen  kann,  wenn  sie  keinen 
Discontinuitätspunkt  umschliesst.  Aber 
selbst  wenn  solche  vorhanden  ist , kann 
man  dies  noch  thun,  wenn  man  die  Elc- 
mentarwege  hinzufügt,  die  diesen  Dis- 
continuitätspunktcn  entsprechen.  Denn 
die  Summe  der  so  entstehenden  Wege 
bildet  mit  dem  gegebenen  eine  Curve, 


lässt.  Denke  man  nun  in  rr  als  Mittel- 
punkt einen  kleinen  Kreis  O , der  inner- 
halb der  Begrenzung  liegt,  so  ist  (Ins 
über  diesen  erstreckte  Integral  gleich 
dem  über  die  Begrenzung  erstreckten, 
wenn  kein  anderer  Discontinuitätspunkt 
sich  innerhalb  derselben  befindet.  Fin- 
det letzteres  statt,  so  ist  das  Integral 
über  eine  Anzahl  von  Kreisen,  welche 
die  Discontinuitätspankte  umgeben,  gleich 
dem  über  die  Begrcnznng  erstreckten. 

Der  Ansdruck  f(z)  auf  einem  dieser 
Kreise  besteht  nun  aus  einem  nach  po- 
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aitiven  Potenzen  von  s— « fortschreiten-  und  kein  Windungapunkt , so  ist  zu 
den,  also  continuirlichen  Theile,  und  setzen  g = h,  also: 

einem  zweiten  von  der  Form:  ^ \ (-M  ^ 

At  — K "g)- 

2 , Aus  den  in  Abschnitt  4)  gegebenen  Be- 

p (2__  n\P  Pachtungen  über  Elemcntnrwcgc  folgt 

nun  sogleich : 

wo  Ap  eine  Cons.ante,  p eine  ganze  )>Ein  nuf  einem  bcliebigen  Wcg0  von 
positive  Zahl  bedeutet,  also:  9 nach  A fahrendes  Integral: 


f(»)<U  = XApf 


dz 


Setzt  man  jrre-fre^*,  so  ist  für  den 
Kreis  r constant  */  in  den  Grenzen  0 nnd 
2 7 zu  nehmen,  also: 

i*tn  . ui  . 

t __  Jf. 

P Pß  o rP,P'l' 

Jedes  der  Integrale  ist  auf  beiden  Gren- 
zen gleich,  verschwindet  also,  wenn  p>l 
ist.  Nur  für  /i  = l hat  man: 


also: 

„Die  obigen  Sätze  finden  noch  statt, 
wenn  zwar  Discontinui täten  n innerhalb 
des  begrenzten  Raumes  enthalten  sind, 
in  deren  Nähe  sich  aber  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  ganzen  Po- 
tenzen von  x — n entwickeln  lässt,  und 

das  Glied  nicht  vorkommt.“ 

x—a 

Wir  werden  übrigens  bald  zeigen,  dass 
die  erste  Bedingung  bei  allen  Disconti- 
nuitätspunkten , die  nicht  zugleich  Win- 
dungspunkte sind,  erfüllt  wird. 

Bei  jedem  Elemontarintegral  kommt 
in  Betracht  der  Anfangswerth,  die  Rich- 
tung der  Integration  und  der  critische 
Punkt.  Sei  Sl  der  letztere,  so  unter- 
scheiden wir  die  positive  und  negative 
Richtung  wieder  durch  das  Vorzeichen. 
Ist  aber  M ein  nfacher  Windungspunkt, 
so  ist  fcstzustellen , von  welchem  An- 
fangswerth man  in  a ausgeht.  Möge 
z.  B.  von  dem  £tcn  Wurzel werthe  aus- 
gegangen sein,  so  brauchen  wir  die  Be- 
zeichnung (+  Mg)  für  das  entsprechende 

Integral.  Führt  nach  einer  Umkreisung 
dieser  Wurzelwerth  zu  dem  Atcn,  so  hat 
man  offenbar,  wenn  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  ff  Ä^),  also: 


besteht  aus  dem  von  g nach  a führen- 
den (und  zwar  auf  gradlinigem  Wege, 
wenn  die  Grade  g a keinen  critischen 
Punkt  enthält,  sonst  auf  beliebigem,  z.  B. 
gradlinigen  mit  einer  kleinen  Auswei- 
chung), einer  Anzahl  Elementarintcgrale, 
durch  welche  fg(z)  nach  /*4(z)  hinüber- 
geführt werden  möge,  und  endlich  dem  grad- 
linigen ( f Az)  dz* 

■*  a 

Möge  jetst  eine  einfache , in  sich  zu- 
rückkehrende Curve  alle  critischen 
Punkte,  natürlich  mit  Ausschluss  des 
Unendlichkeitspunktes  umgeben,  so  ist 
diese  nach  den  zu  Ende  des  Abschnitts  4) 
gemachten  Betrachtungen  als  eine  Bolchc 
aufzufnssen,  wclcho  den  Unendlichkeits- 
punkt allein,  jedoch  in  entgegengesetzter  * 
Richtung  umkreist.  Das  auf  sio  bezo- 
gene Integral  kann  aRo  einerseits  er- 
setzt werden  durch  die  Summe  aller  von 
einem  beliebigen  Punkte  a ausgehenden 
Elementarintcgrale,  mit  Ausnahme  des 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  bezüglichen, 
andererseits  durch  das  letztere  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen,  welche  Ausdrücke 
somit  gleich  sind,  d.  h.  : 

A)  Nimmt  man  alle  Elcmentarinte- 
grille  von  a aus  (das  des  Unendlichkeits- 
punkts eingeschlosscn)  in  gleicher  Rich- 
tung, so  ist  diese  Summe  JYull. 

Das  auf  den  Unendlichkeitspunkt  be- 
zogene Integral  setzt  sich  aus  zwei  grad- 
linigen : 

/CO  g%  CD 

/■,(*)*-/  /•,(»)* 

n a 

und  einem  auf  einen  Kreis  bezogenen 
zusammen,  auf  welchem  fg{i)  nach  ft(%) 

herübergeführt  wird.  Setzen  wir: 


-(±  »,)=<+**). 

Ist  der  Punkt  ein  Discontinuitütspunkt 


wo  q sehr  klein  nnd  constant  ist,  so  ist 
dies  Integral  von  0 bis  2n  in  nehmen. 
Man  erhält: 
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y dem  Ausdrucke  y proportional 
wird,  so  beschrankt  sieh  das  auf  den 
Unendlichkeitspunkt  beaogene  Elementar- 
Dies  aber  verschwindet,  wenn  der  Aus-  integral  auf  den  gradlinigen  Weg. 
druck : lat  der  Unendlichkeitspunkt  kein  Win- 

dungspunkt, so  wird  in  diesem  Falle 
das  Elementarintegral  überhaupt  ver- 
p«v  'peT  > " ’ schwinden, 

für  verschwindendes  y gleich  0 wird.  w;r  haben  schon  früher  angeführt  und 

„ _ , . . ...  ...  ts. n t fl')  werden  in  den  nächsten  Abschnitten  be- 

Offenbar  ist  dies  der  Fall,  wenn  da88  .„  dic6cm  KaUo  sich  immcr 

Jur  verschwindendes  y sich  dem  Aus-  f(i)  nach  ganzen  Potenzen  von  z (po- 

drucke  ay1"*”*,  wo  A positiv  ist,  nähert,  aitiven  und  negativen),  also  fl— I auch 

Also : • .... ..... 


ber  verschw 


u*0-  /i\  nach  solchen  von  y sich  entwickeln  lässt. 

B)  Wenn  f (-)  mit  verschwindendem  ge;  demnach: 

'©- 


+°_2»  2 + a- 


y l+‘».+  «iy+ 


dann  wird: 


Alle  andern  Glieder  sind  nämlich  mit  t'>'  multiplieirt,  die  Integrale  werden  also 
an  der  obern  nnd  untern  Grenze  gleich,  ihre  Differenz  Null.  Also: 

C)  Das  Elementarintegral  des  Unendlichkeitspunktes  fällt  ganz^weg,  wenn 
derselbe  kein  Windungspunkt  ist  und  sich  in  der  Entwickelung  von  f für  y=0 

kein  mit  y multiplicirtes  Glied  findet.  Findet  sich  ein  solches  s,  y,  so  ist  das 
über  eine  geschlossene  Curve,  welche  alle  critischen  Punkte  im  Endlichen  umgibt, 
ausgedehnte  Iptegral  gleich  2 niax. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 

1 

nt)  — . ■■  ■ ■ 

V(«i -»)(“>-*)  • • • 


Für  i = — ergibt  sich: 

y 


VW-i)(«,y-i)  • • • («j.y-1) 


und  -f(-)=0  Wr  y=0,  immer  wenn  s grosser  als  Eins  ist.  Für  y — 0 hat 

man ^hie/keiuen  Windungspunkt,  da  dann  die  beiden  Wnrzelwerthe  nngleieh  sind; 

also: 

Immer,  wenn  s grösser  als  Eins  ist,  wird  das  über  eine,  alle  Windnngspunkte 
umgebende  Curve  erstreckte  Integral  verschwinden.  Ist  aber  $ — 1,  also: 

^ ^ V(«a— »)(“.—  *)’ 

V ^(o.y-IHa.y-l) 

so  wird  das  mit  y mnltiplicirte  Glied  sein  gleich  1,  also  das  besprochene  Integral 
gleich  — 2a  i. 

Sei  ferner  gegeben: 
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rt>)  = 


V'fa, -»)(«,-*)  • • • 


'0- 


,J  V(<»,y-l)(rt,y-l)  y-1) 

V ~0'  wcnn  * gröwer  als  1 ist.  In  diesem  Falle  ist  das  Elemcntarintegral 
des  Unendlichkeitspunktes  gleich: 

/OB  n® 

a 

Der  Unendlichkeitspunkt  ist  hier  ein  Windungspnnkt,  und  da: 

M*)=-M») 

ist,  so  hat  man: 

/ca 

M*)* 

a 

r di 

m=!  WH 

1 

V Vy(ay-I) 

Setat  man  y zpe^1,  so  hat  man  für  verschwindendes 

1 . so  zieht  man  von  o nach  einem  Funkte 

wegen  des  Factors  Es  ist  also  das  der  geschlossenen  Curve  y,  legt  dieselbe 
, . „ ...  .9  . , nmal  in  einer  oder- der  andern  Richtung 

auf  den  Unend hchkcitspunkt  besogene  zurück , was  den  Werth  nK  oder  -nK 
Elementanntegral  aus  der  Betrachtung  gibt,  und  geht  schliesslich  von  g nach 
ansiuschliessen.  Man  hat  dann: 


für  das  Elementarintegral. 
Ist  1 = 1,  also : 


13)  Perioden  der  Integrale. 

Der  Ausdruck  J' f(t)dz,  erstreckt  Ober 


/o  «(oy  b ) 


eine  geschlossene  Curve , wenn  er  nicht  wo  das  Integral  rechts  auf  dem  Wege 
verschwindet,  heisst  Periode  des  Inte-  agb  genommen  ist,  also  ein  specieller 
grals.  Eine  Periode  entsteht  also,  wenn  pb 

eine  geschlossene  Curve  nur  einen  Dis-  Werth  von  J f(*)di  ist. 
continuitätspunkt,  und  auch  wenn  sie  •'  a 

mehrere  Windungapunkte  derart  ein-  Von  Perioden  gelten  folgende  Sätze: 

schlicsst,  dass  sie  kein  Flächenstück  be-  A)  Zwei  geschlossene  Curven,  welche 

grenzt.  dieselben  critischen  Punkte  cinachliessen, 

Ist  K eine  Periode,  so  ergibt  sie  eine  geben  denselben  Periodenwerth.  Es  liegt 
Mehrdeutigkeit  des  in  Rede  stehenden  nämlich  kein  critischer  Punkt  zwischen 
Integrals  derart,  dass  man  zu  demselben,  ihnen  , also  gilt  Satz  III.  des  vorigen 
welches  auch  seine  Grenzen  seien,  ein  Abschnittes. 

beliebiges  positives  oder  negatives  Viel-  Selbstverständlich  ist  jede  Periode  eine 
fnches  von  K addiren  kann.  Summe  von  Elcmentarintegralcn. 

/b  B)  Hat  die  Function  f(l)  n Werthe 

f (r)  th  zu  bestimmen,  derart,  dass  man  von  jedem  auf  irgend 
><  einem  Wege  zu  dem  andern  gelangen 
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kann  (also  durch  Umgehen  von  Win- 
dungspunkten), so  ist  jede  Periode  eines 
Werth  es  ft(t)  auch  solche  eines  jeden 

andern  (s).  Denn  sei  *.  B.  airsm 
(Fig.  75)  eine  Curve,  welche  einer  Pe- 


d'f  — 2n  i 
I 


Fig.  75. 


riode  von  ff( z)  entspricht.  Geht  man 
nun  von  n mit  Werth  /,(»)  aus,  und 
beschreibt  irgend  einen  Weg  ImKtfa,  der 
*u  f (*)  ^ührt  (also  Windungspunkte  um- 
kreist,  wie  hier  nicht  angegeben),  geht 
dann  von  0 nach  a mit  £(*),  und  be- 
schreibt eine  beliebige  Anzahl  von  Ma- 
len dm  Feriodencurvo  awsm,  geht  dann 
den  Weg  agflKnh  zurück,  so  kommt 
man  mit /^(s)  wieder  in  h an;  das 

entsprechende  Integral  ist  also  auf 
einer  geschlossenen  Curve,  und  somit 
eine  Periode  von  (z).  Es  heben  sich 

aber  die  Wege  bis  auf  atrsm  ganz  weg 
so  dass  die  Periode  von  ft(z)  mit  der 
eben  genannten  identisch  ist. 

Eine  Curve,  die  alle  critischen  Punkte 
umgibt,  ist  dann  eine  geschlossene  (ver- 
gleiche Abschnitt  4) , wenn  der  Unend- 
lichkcitspunkt  kein  Windungspunkt  ist. 
In  diesem  Falle  gibt  also  die  fragliche 
Larve  eine  Periode. 


und  somit  ist: 

rb  dx  /'(“‘W 

/ aT~J  — + 2"n». 

wo  das  erste  Integral  rechts  auf  dem 
gradlinigen  Wege  ab  genommen  ist. 
Wiese  Gleichung  enthalt  also  die  Mehr- 
deutigkeit  der  Logarithmen. 

Eine  zweite  Periode  würde  der  Un- 
endlichkeitspunkt  geben;  da  aber  für 

x = — : 

/*— /? 

ist,  so  ist  diese  Periode  der  ersten 
gleich. 

2)  Sei f f(x)dx  zu  prüfen,  wo: 


rw= 


i 

i+*> 


ist.  Man  hat  zwei  Discontinuitltspunkte. 
welche  x=  +i  nnd  z- _j  entsprechen. 

Für  x=-  ergibt  sich: 

/'<*> 

was  keinen  critischen  Punkt  gibt.  Es 
haben  also  beide  Perioden  die  Summe 
Null,  die  eine  ist  auf  die  andere  zurück- 
geführt. Setzt  man  x = i+ec'/\  so  wird 
wenn  p unendlich  klein,  p»  = 0 gesetzt 
wird : * ® 


Die  Perioden  einer  Function  können 
insofern  von  einander  abhängig  sein 

p'.'',”'’/'  ,ci”e  Snmmc  von  andern 
Perioden  K und  JST,  sein  kann,  also  z.  B. : 

L — tnfC+n/C  t. 

Dann  ist  offenbar  überflüssig,  die  Pe- 
node  L zu  betrachten. 

Beispiele. 

1)  Der  Ausdruck  f — hat  eine  Pc- 

. «A  X 

node,  die  dem  Discontinuitätspunktc 
*=0  entspricht.  Setzt  man: 

so  ergibt  die  Periode: 


f nx)dX=fi^l=f\ 

J J 0 2ipe''‘  J 0 

also  ist  n die  Periode.  Das  betreffende 
Integral  stellt  bekanntlich  den  Arcus- 
tangens  vor. 

3)  Sei : 

VVt  -*)(«,-*)  . . . («„,—*>' 

Nach  vorigem  Abschnitte  ist  das  auf 
den  Unend  lichkcitspunkt  bezogene  Elc- 
mentarintegral  gleich  0,  wenn  n grösser 
als  1 ist.  Von  den  übrigen  fallen  die 
kreisförmigen  Theile  weg.  Je  zwei  ge- 
ben eine  Periode,  da  man  beim  Umkrei- 
sen des  einen  Windnngspunktes  das  Zci- 
chen  kndert,  bei  dem  des  andern  das- 
selbe also  wieder  hcrstellt.  Den  Win- 
dungspunkten ..  .a2n  entsprechen 
die  Elcmcntarintegralc : 
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/B|  /•'* 

f,(r)dx-/  f,  (x)  ix, 

U IT, 

oder  da  fl(x)=.—f,(x)  ist: 

^1=2  r'rw*  A>=2  r'n*)**< 

j 0 •’  0 

allgemein: 


Die  Perioden  bilden  beliebige  Grössen  Ag  — A(. 

Die  zweite  ist  negativ  zu  nehmen,  da  nach  Umkreisen  des  ersten  Windungs- 
pnnktes  das  Zeichen  sich  ändert.  Alle  Perioden  aber  entstehen  durch  Addition 

der  folgenden : 


A ( — d,,  d,  d„  d|*— d4 


• Ain—  1 ^sa' 


Die  Summe  aller  Elemcntarintcgrale  in  der  Ordnung , wie  sie  umkreist  werden, 
also: 

A,—At+A,  — Al-\-  . . . +-4  . 


verschwindet  wegen  der  Eigenschaft  des  Unendlichkeitspunktes.  Es  ist  also  eine 
Periode  die  Summe  der  andern,  und  die  Anzahl  derselben  gleich  2a  — 2. 

Für  » = 1 hat  man  : 

was  eine  Periode  A, — d,  gibt. 

Der  Unendlichkeitspunkt  (der  kein  Windungspunkt  ist)  gibt  das  Elementar- 
integral 2it.  Also: 

d , — d,=  2ni 

ist  die  Periode  von: 

/dx 

^("i— *)("z— *)' 

4)  Sei: 

1 

n*)= ; 


VVl—  *)(«.—  *)  • • • *)’ 


so  ist  das  den  Unendlichkeitspunkt,  der  hier  ein  Windungspunkt  ist,  betreffende 
Integral  zu  berücksichtigen.  Die  Elementarintegrale  sind  also: 


A$=2r“'r(z)dxt 

o 


wo  * einen  der  Werthe  I bis  2 n — 1 hat,  und: 

«oo 


^-=2/0 

At — At-\-A% — 


-a2=o. 


Von  den  Perioden: 


A,  A„  A,  A,  . . , Ain_l  Ain 


wird  also  ebenfalls  eine  auf  die  übrigen  rcducirt.  Die  Anzahl  ist  auch  hier  2*  —2, 
jedoch  muss  n grösser  als  1 sein.  Für  i»  = l findet  keine  Periode  statt,  da  das 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  erstreckte  Elcmcntarintcgral  unendlich  gross  ist. 
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14)  Entwickelung  der  Functio- 
nen in  Reihen  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen. 

Betrachten  wir  das  Integral  J*  — - ~ 

zunächst  ansgedchnt  auf  eine  einfache 
geschlossene  Curve,  die  keinen  critischen 
Punkt  der  Function  f{o)  einschliesst. 
Das  Argument  wird  dann  nur  Air  a—t 
discontinuirlich , also  in  dem  von  der 
Curve  eingeschloBsenen  Raum  dann  nie- 
mals, wenn  Punkt  » sich  ausserhalb 
desselben  befindet.  Dann  ist  also: 

««) 


rm 

/ a — z 


da  — 0. 


Befindet  sich  dagegen  z innerhalb  dieses 
Raumes,  so  kann  man  diesen  Punkt  mit 
einer  beliebig  kleinen  geschlossenen 
Curve  umgeben.  Zwischen  dieser  und 
der  gegebenen  ist  dann  kein  critischer 
Punkt  mehr  vorhanden.  Bezeichnet  man 
r (*) 

also  durch  I das  auf  die  z umge- 
bende Curve  bezogene  Integral,  so  ist: 

/ a—z  J a—  i 


/in 

F(*f)df<2n  L. 
o 

Da  L mit  abnehmendem  p verschwindet» 
so  findet  dies  auch  mit: 

/t/r 
F(l)d.r 

0 

statt.  Aber  wenn  man  für: 

seinen  Werth  setzt: 

/(*)  f(a)  rin 

£;*=i/0  mdf 
/»is 
4-»/ 

J o 

i) 

Es  ist  also: 


d.  h.: 


oder  =0, 


Befindet  sieb  endlich  z auf  der  ersten 
Curve  selbst,  so  ist  offenbar 

J tt  — s 

discontinuirlich,  da  der  Nenner  0 wird. 

Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer 
längs  einer  Linie  discontinuirlichen  Func- 
tion. Sei  jetzt  die  innere  Curve  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  p,  so 
ist  das  Integral  in  den  Grenzen  «y  = 0 
und  y = 2i  zu  nehmen,  wenn  man: 

«=  z-f  p e^*, 

folglich : 

da  = p»  ef*d>p 

setzt,  also: 


Sei  ferner: 


rtH-f.’WW+Vfo), 

also  F(y)  eine  Grösse,  die  sich  mit  ab- 
nehmendem p der  Null  nähert.  Sei  fer- 
ner L der  grösste  Werth  des  Moduls 
von  F(y ) für  gegebenes  p,  also: 

/»  2,1  /»  2 7t 

mod  / F (q ) d<(  < L mod  / dy, 

•/  0 J 0 

d.  b.: 


je  nachdem  z innerhalb  der  einfachen 
Curve  liegt,  auf  welche  die  Integration 
sich  erstreckt,  oder  ausserhalb  derselben. 

Im  erstern  Falle  können  wir  nun  für 
diejenige  geschlossene  Curve,  auf  wel- 
cher das  Integral  genommen  ist,  eben- 
falls einen  Kreis  setzen,  dessen  Mittel- 
punkt im  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
liegt,  und  dessen  Radius  r kleiner  ist, 
als  der  Modul  der  kleinsten  Grösse  w, 
für  welche  f(u)  aufhört,  eindeutig  und 
continuirlicb  zu  sein.  Es  wird  dann  un- 
ser Kreis  keine  Mehrdentigkeit  oder  Dis- 
continuit&t  von  f(a)  umschliessen.  Da 
z innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  so  muss 
der  Modul  von  z kleiner  als  der  von  a 
sein. 

Man  hat  nun: 

a=r«^*,  dnsrie^*,  dyzziady. 

Die  Integrationsgrenzen  sind: 

0,  (f=2nt 

also: 


f(a)  • a dtp 
• * 


wo: 

<ii 

n = re' 

zu  setzen  ist.  Da  aber  der  Modul  von 
a grösser  als  der  von  z ist,  so  hat  man : 
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1 

«— » 


wo  — einen  echten  Bruch  zum  Modul  hat,  und  da  man  in  diesem  Falle  setzen 
kann  : 

1 „ s . s»  , • 

“ — lH — + "l"  • • •» 

* a n* 


1-- 


wo  rechts  eine  convcrgente  Reihe  steht,  so  ist: 
»2/1 


oder: 


eine  convergente  Entwickelung: 


•~J  n 

ß 0 a 


rS\ 


j %n  d(f  _ i_  rf («)  **« 

0 J a*"^*  1 


I.  „Es  lässt  sich  also  f(z)  in  eine 
convergente  Reihe  nach  ganzen  positi. 
ven  Potenten  von  » entwickeln,  so  lange 

S?einMeatMn<ln|0^«t^^fn  ^e'n?T  *'*  der  und  wenn  man  sich  also  dies  Integral 
. ’ . r den  d,es.®  *U”CJ  über  jeden  von  zwei  concentrischen  Kreis- 

\ n g"n,!  conünnirl.eh  ri  ^ricn  ausgedehnt  denkt,  deren  Ra- 
*m  D'«co“tln»1-  dien  r und  r-  zwischen  0 und  R liegen, 
gspunkt  eintrut.  so  werijen  beide  Integrale  nach  dem  im 

Immer  nämlich  lasst  sich  dann  ein  vorigen  Abschnitte  angeführten  Satze 
Modul  r finden,  der  grösser  als  der  von  denselben  Werth  haben. 
z ist,  und  die  gegebenen  Bedingungen  Es  ist  also  in  der  Reihe  3)  nicht 
erfüllt.  nöthig,  dass  r grösser  als  der  Modul 

Ist  aber  der  Modul  von  z grösser  als  von  s 6ei. 
der  kleinste  Modul  Ä,  für  den  ein  cri-  Dieser  merkwürdige  allgemeine  Satz 
tischer  Punkt  eintritt,  so  muss,  da  r über  die  Entwickelung  der  Functionen 
diese  Grenze  nicht  übersteigen  kann,  jn  Potenzreihen  ist  von  Cauchy. 

Uebrigens  lasst  sich  aus  der  Grund- 


einen Modul  haben,  der  grösser  als 

1 


formol : 


1 ist.  Die  Reihe  für 


wird  also 


1-— 


«0= 


i_  rn«)** 

2 t i J a — z ’ 


divergiren,  und  ebenso  Reihe  3).  Es 


worin  sich  das  Integral  über  irgend  eine 
einfache  geschlossene  Curve  erstreckt. 


ist  also  die  in  I.  gegebene  Bedingung  e'T  . 

Ihr  die  Entwickelung  der  Functionen  noth®  »-»eh  _ em  Jlgememcr^Schlu.a  machen. 


j Entwickelung  der  Functionen  notb 
wendig  und  ausreichend.  Es  kann  nur 
dann  ein  Zweifel  entstehen,  wenn  z einen 
Modul  hat,  der  gleich  dem  kleinsten 
Discontinuitätsmodul  H ist,  und  dieser 


Da  nämlich  f(z)  Air  alle  Punkte  inner- 
halb derselben  continnirlich  ist,  kann 
man  setzen : 


ty 


Fall  ist  dann  besonders  zu  untersuchen.  1 C \a—i/  , 

Uebrigens  erleidet  der  Werth  von  A*  i dl  C«) «<« 


±_  rf{a)  da 
’2/l i./  (a—z)*1 


keine  Veränderung,  wenn  man  dem  Mo- 
dul R von  « einen  beliebigen,  zwischen 
0 und  Ä liegenden  Werth  (die  Grenzen  , . 

ausgeschlossen)  gibt.  Denn  in  diesen  und  das  In*eg™l  rechts  bletbt  eindeutig 
f(a'\  and  continnirlich,  so  lange  t nicht  in 

Grenzen  ist  — — — auch  eindeutig  und  die  Begrenzung  füllt.  D.  h. : 

n*  ' 1 II.  „Ist  innerhalb  irgend  eines  oin- 

eontinnirlich.  Man  hat  aber:  lach  begrenzten  Gebietes  /(»)  eindeutig 
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und  continuirlich,  so  wird  dies  auch  mit 
f'(t)  und  mithin  mit  allen  Dififerenzial- 
quotienten  von  /(*)  der  Fall  sein.“ 

Das  Letztere  folgt  nämlich,  wenn  man 
den  Dififerenzialquoticnten  f,r  (z)  der  end- 
lichen und  continuirlichen  Function  f'(z) 
betrachtet  u.  8.  w.  Hieraus  ergibt  sich 
auch : • 


III.  „In  demselben  Kreise,  wo  /*(&) 
sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
z entwickeln  lässt,  ist  dies  auch  mit 
allen  Dififerenzialquoticnten  von  f(z)  der 
Fall.“ 

Fährt  man  zu  dififerenziiren  fort,  so 
erhält  man  : 


4) 


i • 2 . . . « r f (>')*“ 
r a-i  •/(„_,)*+«’ 


oder  wenn  man  die  Integration  über  denselben  Kreis  wie  bei  /“(»)  erstreckt: 


also : 


1 *2  . . . i rin  dif 

2l  •'  0 («  — t),  + l 


~f 

J 0 


= A . 1 • 2 . 


(Vergleiche  Formel  3.)  Somit  kenn  man  auch  setzen : 

5) 


n*)=m+r  (<>)*+3  *»+  j^**+ 


die  bekannte  Maclaurin’sche  Reibe. 

Entwickelt  man  /*'(»)  aus  Formel  4),  so  kommt: 

f (,)-2 «./  o lrT-^-2 hf  „ - -i1  + T+^+ 


— A l4~2  A % t-{-3  A j s* -f-  . . . 

* A*  s*  1 ist  abor  der  Differenzialquotient  von  Ag+*. 

„Die  Reihe  für  f*  (»)  besteht  also  aus  den  Dififerenzialquoticnten  der  von 
Dies  ist  nicht  selbstverständlich,  da  die  Glieder  ins  Unendliche  gehen.“ 

Setzen  wir  noch  in  die  Formeln  3)  und  5)  für  /“(»):  f(u+x)t  so  erhalten  wir, 
indem  wir  /’(•*-+- x)  als  Function  von  x betrachten: 

/■(«+**)=  A9+Aiz+Atx*+  . . ., 

oder  wenn  man  wieder  ii-f-jrrsz  setzt: 

6)  (*-«)*+  • • 

wo  man  hat: 


. 1 r in  /■(«+«).  yi 

Ä>=2-J  o “ = " 

oder : 

Vnr— Z0«’ 

woraus  sich  dann  ergibt: 


Diese  Entwickelungen  sind  gültig,  so  für  gegebenes  r eine  Kreisperipherie  ent- 
lange  der  Modul  von  x kleiner  als  der-  spricht,  deren  Radius  r und  dessen  Mit- 
jenige  R ist , für  welchen  die  Function  telpunkt  u ist,  so  hat  man  den  Satz  : 
/(w  + x)  discontinuirlich  oder  mehnleutig  IV.  „Wenn  u eine  beliebige  Grösse 
wird.  I)a  nun  dem  Werth  von:  ist.  und  u kein  Discontinuitäts-  oder 

Windungspunkt,  so  lässt  sich  nach 
>=n+re^  ganzen  positiven  Potenzen  von  i—ue nt- 
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wickeln  innerhalb  eines  Kreises , der  m 
zum  Mittelpunkt  hat,  und  dessen  Peri- 
pherie durch  denjenigen  Discontinuitäts- 
oder  Windungspunkt  geht,  welcher  w 
zunächst  liegt.“ 

Da  nun,  sobald  f{z)  kein  critischer 
Punkt  ist,  sich  immer  Punkte  u finden 
lassen , deren  Entfernung  von  z kleiner 
ist  als  die  Entfernung  von  u und  dem 
ihm  nächsten  eritisehen  Punkte,  so  folgt 
daraus: 


F(A+u)=F(A)+»*^+  . . . 

Die  Coefficicnten  F(A),  F' (A)  . . . 
sind  bekannt,  da: 

F"(A)= t.rjA+4-rw 


V.  „Jede  Function  f (z)  lässt  sich 
für  alle  Punkte  mit  Ausnahme  der  cri- 
tischen  in  eine  Reihe  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen  von  z — u entwickeln, 
wo  u eine  Constante  ist,  die  in  gewissen 
Grenzen  willkürlich  ist.  Diese  Grenzen 
aber  ändern  sich,  wenn  die  Variable  ge- 
wisse Grenzen  überschreitet  “ 

Setzen  wir  auch  in  die  Formel  1) 
f(u- f-x)  für  f(z),  so  erhalten  wir: 

J f'f(u  + a)  da 
'W~2  nij  fi — 5 — w 

Durch  Diffcrenziircn  dieser  Form  er- 
hält man : 

* i_  rn«+«) dn 

’ {)~  2 nij  (a-v-u)1’ 

und  diese  zeigt,  dass  der  in  II.  bewie- 
sene Satz  auch  auf  solche  Flächenräume 
gilt,  die  nicht,  wie  dies  die  ursprüngliche 
Formel  verlangt,  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten , sondern  einen  beliebigen 
Punkt  m,  aber  keinen  der  eritisehen  Punkte 
einschliesscn. 

Aus  diesen  Betrachtungen  aber  leiten 
wir  noch  einen  wichtigen  Satz  ab : 

VI.  „Eine  Function  ist  gegeben  für 
alle  Werthe,  wo  sic  eindeutig  und  con- 
tinnirlich  ist,  wenn  sie  auf  einer  noch 
so  kleinen  Strecke , also  auf  einer  end- 
lichen Linie  gegeben  ist.“ 

Denn  sei  auf  einer  von  A (Fig.  76) 
ausgehenden  kleinen  Strecke  die  Func- 
tion F(z)  gegeben,  so  ist: 


ist,  und  diese  Ausdrücke  gefunden  wer- 
den können,  wenn  man  v auf  der  Strecke 
nimmt,  wo  die  Function  gegeben  ist  und 
die  obigen  Grenzwerthe  aufsucht.  Diese 
Reihe  aber  gilt  für  jeden  Werth  z — A-\-u 
innerhalb  eines  Kreises,  der  keinen  cri- 
tischen  Punkt  cinschliesst  und  A zum 
Mittelpunkt  hat.  Sei  nun  der  Werth 
von  F(s)  für  den  beliebigen,  nicht  cri- 
tischcn  Punkt  z~B  zu  ermitteln,  der 
nicht  von  einer  geschlossenen  Curvc  um- 
geben ist , aul  welcher  F (z)  disconti- 
nuirlich  ist. 

Man  verbindet  A mit  B durch  irgend 
eine  Linie  AB,  die  keinen  eritisehen 
Punkt  enthält  (wie  man  dies  ja  immer 
kann),  von  einem  Punkt  derselben,  wel- 
cher noch  innerhalb  des  um  A gezoge- 
nen Kreises  liegt.  Schlagen  w’ir  einen 
.zweiten  Kreis  von  gleicher  Eigenschaft, 
von  einem  Punkt  dieses  letztem  einen 
dritten  u.  s.  w. , so  lassen  sich  diese 
Mittelpunkte  immer  nahe  genug  den 
Peripherien  des  vorhergehenden  Kreises 
nehmen , dass  B innerhalb  des  letzten 
dieser  Kreise  liegt.  Sei  « einer  dieser 
Mittelpunkte,  60  gilt  für  jeden  Punkt 
dieses  Kreises  die  Entwickelung: 

F(t)  = f»  + F'(<r)(s-«) 

+ £?  (—9*+ 


* Fig.  76. 


also  auch  für  den  Mittelpunkt  des  näch- 
sten Kreises  ß.  Durch  Differenziircn  des 
Wevthcs : 


F(ß)  = F («)  + F*  («)  (ß—a) 

F"(«) 


1-2 


(ß—a)*  + . . . 


lassen  sich  dann  Ff  ( ß ),  F"  (ß)  . . . be- 
stimmen , und  die  Entwickelung  für  den 
folgenden  Kreis : 

F(z)=F(ß)  + F’(j)(z-ß)  + . . . 

ist  also  ebenfalls  gegeben.  Da  nun 
F(A),  F'(/4)  ...  für  den  ersten  Kreis 
bekannt  Bind,  so  ergeben  sich  diese  Rei- 
hen für  alle  Kreise,  und  durch  successive 
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Entwickelung  in  Reihen  kommt  man  so 
auf  völlig  eindeutige  Art  bis  zu  der, 
welche  F(fi)  gibt. 

Aendert  man  den  Weg  AR,  ohne  die 
Endpunkte  zu  ändern,  so  kann  die  Ent- 
wickelung, mit  der  man  nach  B kommt, 
offenbar  eine  andere  werden,  und  dies 
muss  der  Fall  sein,  wenn  beide  Wege 
einen  Windungspunkt  zwischen  sich  ha- 
ben. Immer  aber  ist  durch  die  Strecke, 
welche  von  A ausgeht,  und  den  Weg  AB 
die  Function  in  B völlig  bestimmt. 

Wir  knöpfen  hieran  noch  einige  Sätze 
von  Functionen. 

Zunächst  erinnern  wir  an  den  Ab- 
schnitt 11)  bewiesenen  Satz. 

VII.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkte 
a die  Function  discontinuirlich  ist,  so 
findet  dieB  mit  allen  Differenzialquoticn- 
ten  statt.“ 

Ferner: 

VIII.  „Ist  der  Differenzialquotient  in 
r discontinuirlich,  so  findet  entweder 
Gleiches  mit  der  Function  selbst  statt, 
oder  sie  ist  mehrdeutig.“ 

Denn  sonst  muss  nach  Satz  II.  um  a 
herum  der  Differcnzialquolicnt  continuir- 
lich  sein. 

IX.  „In  keinem  noch  so  kleinen 
aber  endlichen  continuirlichen  Raume, 
sei  es  Flächenstück  oder  Linie,  kann 
eine  Function  constant  sein , wenn  sic 
nicht  eben  sich  allgemein  auf  eine  Con- 
stante  reducirt.“ 

Denn  fände  dies  z.  B.  in  r statt,  so 
wären  alle  Diffcrenzialquotienten  (Fig.  77) 


Fig.  77. 


von  f(i)  für  z = n der  Null  gleich,  also  in 
einem  Kreise  um  u die  Function  con- 
stant. Zieht  man  nun  aus  ß innerhalb 
dieses  Gebietes  einen  zweiten  Kreis,  für 
den  Entwickelung  nach  Potenzen  lür 
(i  — ß)  6tattfindet,  so  ist  auch  f(ß)  mit 
allen  Differenzialquotientcn  der  Null 
gleich , also  auch  in  y innerhalb  dieses 
Kreises  die  Function  constant,  so  gelangt 
man  , wenn  die  obige  Ausnahme  nicht 
stattfindet,  mit  constantem  Wcrthe  von 
f(i)  nach  einem  beliebigen  Punkte,  und 
dies  findet  also  für  den  ganzen  oder  den 


Raum  statt,  für  welchen  die  Function 
definirt  ist. 

Diese  Schlüsse  finden  offenbar  dann 
immer  noch  Anwendung,  wenn  für  Punkt 
r alle  Diffcrenzialquotienten  verschwin- 
den. Also: 

X.  „Für  irgend  einen  Punkt  r,  wo 
die  Function  definirt  ist,  können  nicht 
alle  Diffcrenzialquotienten  verschwinden.“ 

XI.  „Eine  Function  kann  in  keinem 
endlichen  Gebiete  unendlich  oft  Null 
werden,  wenn  sie  daselbst  eindeutig,  con- 
tinuirlich  und  nicht  der  Null  gleich  ist.“ 

Denn  sonst  müssten  die  Nullpunkte 
schliesslich  so  zusammenzurücken,  dass 
deren  unendlich  viel  in  der  Nähe  eines 
Punktes  r lägen,  und  es  wären  dann, 
wenn  man  von  einem  ß zum  nächsten 
ß + h ginge: 

f (ß)  — 0*  /,OJ+*)  = 0, 

also  da  A ins  Unendliche  abnimmt,  in 
der  Nähe  von  A,  auch: 

lim  fP  + V-JSl)  =r(ß)  = 0, 

/# 

und  Gleiches  fände  mit  allen  Differen- 
zialquotienten statt. 

XII.  „Es  kann  auch  eine  Function 
innerhalb  eines  endlichen  Gebiets  mit 
der  in  IX.  enthaltenen  Ausnahme  nicht 
unendlich  sein.“ 

Denn  sei: 

/■(z)  = QO, 

so  ist: 


also  constant. 

XIII.  „Jede  eindeutige  Function  nimmt 
wenigstens  für  einen  Werth  der  Variable 
einen  gegebenen  Werth  A an.“ 

Wir  beweisen  diesen  Satz  für  A -oo 
zunächst.  Sei  M der  grösste  Werth  des 
Moduls  von  /*(;).  Nun  war: 


f(n\o)= 


Ersetzt  man  das  Argument  durch  M,  so 
kommt : 


I Mdf  = 2n  M, 

•*  o 


also: 


mod/fl)(0)<l.  2...n— . 

rn 


Wird  nun  f(i)  nie  unendlich,  so  kann 
man  r anendlich  gross  nehmen , und 
es  ist: 
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f(n\  0)  = 0, 

was  auch  n sei , was  nach  X unmög- 
lich ist. 

Beweisen  wir  den  Satz  jetzt  für  be- 
liebiges A.  Man  nehme: 

1 w=  r(i)-A ' 

so  wird  dieser  Ausdruck,  wie  eben  ge- 
zeigt, für  irgend  einen  Punkt  « unend- 
lich, also : 

0,  f(a)±A. 

Noch  erwähnen  wir  der  Ausdehnung 
des  Taylor’schcn  Satzes  für  mehrere  Va- 
riablen. 

Sei  zu  entwickeln: 

/(*  + *»  y + k)- 

Denkt  man  y + k constant,  so  ist: 
f(* + *, ) + 1) = f(x,  y + k)  + h 


A*  da  f (x , y + k) 


und  wenn  man  jedes  Glied  nach  Poten- 
zen von  k entwickelt : 

f(x,  y-f  *)  = />,  y)^-k—  + . . ., 

L*'r . 

dy  ~ fix*  *)xdy+  * ‘ M 

^7^  y+*)_*V,  t *'f  , 

dxa  ~ dz'+  Öxdy+  * * *’ 


also : 

/(*+*.  y+*)=/,(*+y)+A|£+*^ 

AJ  6*  f 2 hk  d*f 
+ 1 • 2 dx*  + 1 • 2 dxdy 

+ 1 -2dy*  + 

Diese  Entwickelung  gilt  offenbar  so 
lange,  als  die  Moduln  von  A und  k klei- 
ner sind,  als  der  kleinste,  für  den: 

/(x+  A,  y+k) 

eindeutig  und  continuirlich  bleibt. 

Bei  Functionen  von  mehr  als  zwei 
Variablen  sind  diese  Schlüsse  fortzu- 
setzen. Man  überzeugt  sich  dann  sehr 
leicht  von  der  symbolischen  Formel: 


f*(x,-fA,,  x,-fAj  . , , xw  + An) 


. d d 

A,5r,+  *’äT,' 

— e 


- • • + A Ä — 
n ox 

n 


' f (xu  x»  • • • ®Ä)» 


wo  man  den  Ausdruck  im  Exponenten 
zunächst  sich  als  Zahl  « denkt,  und  : 


«( 


e — 1+«  + 


1 • 2 


entwickelt,  wobei  der  polynomische  Satz 
in  Anwendung  kommt.  Man  hat  dann 
Glieder  von  der  Form : 


A,  *»*,*•... 


dxf'dxi**  . . . 

Diese  Glieder  sind  schliesslich  in  ihrer 
Bedeutung  als  Differenzialquotientcn  auf- 
zufassen. 


15)  Betrachtungen  über  die 
Functionen  reeller  Variablen. 

Wir  wollen  jetzt  voraussetzen , dass 
sowohl  die  Variable  x als  auch  die 
Function  f(x)  reell  sei.  Der  Zuwachs  v 
ist  dann  immer  als  reell  zu  betrachten. 
Sei  v positiv.  Soll  also  f(x  + y)  grösser 
als  f (x)  sein,  so  muss  man  haben: 

n*+*)-n*)..  a 

V 

Soll  das  Gegcntheil  stattfinden  , so  ist : 

ffebä=£ß<a 

v 

Da  man  aber  den  Ausdruck  links  mit 
ff(x ) vertauschen  kann,  so  hat  man  den 
Satz : 

„So  lange  f’ (x)  positiv  ist,  wird  die 
Function  /(x)  mit  wachsendem  x eben- 
falls wachsen,  so  lange  ff  (x)  negativ 
dagegen  abnehmen.  Diese  Bedingung 
ist  nothwendig  und  ausreichend.“ 

Wenn  f(x)  vom  Zunehmen  zum  Ab- 
nehmen übergeht,  6agt  man,  die  Func- 
tion habe  ein  Maximum,  gebt  sie  vom 
Abnehracn  zum  Zunchmcn  über,  ein 
Minimum. 

Für  den  erstem  Fall  ist  nothwendig 
und  ausreichend , dass  fr  (x)  vom  Posi- 
sitiven  zum  Negativen,  für  den  letztem, 
duss  es  vom  Negativen  zum  Positiven 
übergehe. 

Hierbei  kann  /'( x)  discontinuirlich 
werden , ein  Fall , der  besonders  unter- 
sucht werden  muss. 

Bleibt  f'  (x)  continuirlich , so  muss  in 
beiden  Fällen: 

rw=  o 

werden.  — Im  ersten  Fall  (wo  f'  (x) 
vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht) 
ist  hierbei  f'(x)  im  Abnehmen,  also 
f"  (x)  negativ,  im  letztem  f’(x)  im  Zu- 
nehmen, also  f"(x)  positiv. 

Es  kann  aber  /*'(*)  = 0 werden,  ohno 
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dass  ein  Maximum  oder  Minimum  statt- 
tindct,  wenn  es  nämlich  nicht  sein  Zei- 
chen wechselt.  Wenn  aber  f'(x ) z.  B. 
positiv,  dann  Null  wird  und  positiv  bleibt, 
dann  hat  f9  (x)  selbst  ein  Minimum,  und 
wenn  es  erst  negativ  ist,  ein  Maximum, 
in  beiden  Fällen  also  ist  fn(x)  — 0,  und 
ist  im  ersten  Falle  positiv,  im 
«weiten  negativ. 

f"  (*)  aber  kann  nach  dem  eben  Ge- 
sagten gleich  Null  sein,  ohne  dass  f9  (x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Dann 
ändert  cs  sein  Zeichen,  und  f(x)  hat  ein 
Maximum  oder  Minimum.  In  diesem 
Falle  ist  f"9(x)-  0 n.  s.  w.  pns  Ge- 
sagte fasst  sich  in  dem  Satze  zusammen : 

„Hat  f(x)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum, so  rnußs  eine  ungrade  Anzahl  der 
auf  einander  folgenden  Differenzinlquo- 
tienten  verschwinden,  und  der  erste  er- 
scheinende im  ersten  Falle  negativ,  im 
letztern  positiv  sein.“ 

Ausgenommen  ist  der  Fall,  wo  f9(z) 
oder  der  erste  erscheinende  Differenzial- 
quotient discontinuirlich  ist.  Dieser  Fall 
ist  besonders  zu  untersuchen.  Es  muss 
dann: 

/■'(*+►)</■'(«) 

im  ersten,  und : 

f’(x  + y)>r'(x-r) 

im  zweiten  Falle  sein,  wo  v unbestimmt 
klein  ist. 

In  diesen  Betrachtungen  ist  die  Theo- 
rie der  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tion einer  Variablen  enthalten. 

Beispiele  gibt  der  Artikel:  Maxima 
und  Minima. 

Wir  entwickeln  aus  dieser  Theorie 
noch  einen  wichtigen  Satz. 

Seien  die  Functionen  F und  </>  sowie 
ihre  Differcnzialquotienten  continuirlieh 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a und 
a-f-A,  ausserdem  aber  habe  in  diesen 
Grenzen  «/»  kein  Maximum  oder  Mini- 
mum, werde  also  «#»'  hier  nicht  gleich 
Null,  dann  hat  in  diesen  Grenzen  offen- 
F9  (i) 

bar  der  Ausdruck  . . - - einen  grössten 
«*»(*) 

und  einen  kleinsten  Werth,  die  wir  be- 
züglich mit  G und  K bezeichnen.  Es 
ist  also  dann: 


oder: 


grösste  und  kleinste  Werth  von 


F'(*)  _ *"<*>•>  * 

F9(x)—G  «Z»'(x)<0, 
F'(x)-K+9(z)>  0, 
wenn  «#>'(x)  positiv  ist.  Ist  es  negativ, 
so  ist  der  erste  Ausdruck  grösser,  der 


zweite  kleiner  als  Null.  Beide  Aus- 
drücke sind  die  Differenzialquoticntcn 
bezüglich  von : 

F(x)-fi  </■(*),  h\x)  — K‘t>  (x), 
von  denen  also  der  crstcre  mit  wachsen- 
dem x nbnehmen,  der  letztere  zunehmen 
wird,  wenn  </*  (x)  positiv  ist.  Es  wird 
also  sein : 

F («  + A ) — G b (a  + A)  < F («)  — G «/»  (a), 

d.  h.: 

F(a+A)-  F(a) 

«/» (a  + A)— *4»  («) 

oder  grösser  als  G , wenn  cf»,(x)  nega- 
tiv ist.  Ebenso  ergibt  sich  : 

F(«+A)-F(«)_  „ 

•/.(«+*)-<!.(«) 

Daatclbe  findet  statt,  wenn  (x)  ne- 
gativ, da  in  diesem  Falle : 

■/■  (n  h)  < •/>  (a), 
also  der  linke  Nenner  negativ  ist. 

Da  nun  diese  Werth«  bexüglich  der 

f(x) 

'*•'(*)  ' 

einer  continuirlichen  Function  von  x wa- 
ren, so  muss  der  Ausdruck  links  einem 
zwischen  den  Grenzen  a und  a+A  lie- 
F9(x) 

genden  Wcrthe  von  gleich  sein. 

«/>  (x) 

Ist  & ein  echter  positiver  Bruch,  so 
nimmt  jeder  dieser  Werthe  von  x den 
Ausdruck  <t-f-#A  an,  und  man  hat  also 
den  merkwürdigen  Satz: 

F(«+A)-F(q)  __  F'(*+9 A) 
«/'(a-fA)  — «#*(a)  ” «l*'(a  + $A)* 
wenn  nur  rI*9(x)  in  den  Grenzen  a und 
a -f*  A nicht  verschwindet. 

Aus  diesem  Satz  leiten  wir  den  Rcst- 
werth  des  Taylor’schen  Satzes  für  reelle 
Functionen  ab. 

Es  kommt  nämlich  oft  vor,  dass  man 
den  Grad  der  Convergenz  der  Potenz- 
reihen wissen  muss,  also  wie  gross  der 
vernachlässigte  Theil,  der  Rest  ist,  wenn 
man  n Glieder  des  Taylorschen  Satzes 
nimmt.  Diesem  Reste  soll  hier  ein  all- 
gemeiner Ausdruck  gegeben  werden. 

Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  Glei- 
chung 1): 

F(x)=Km+k)-r(.x)-(a+k-*)r  (*) 

(«+*—*)*  f»(x\_ 

1.2  ' v ; 


1) 


(a+fi-g)"  (n) 

i . o - ' 


1 -2 


(*). 
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* • (*)“»  («+*)-?  (*)  — (•+*—*)  v'(*)~ ^a+i.  g ' »"(*)- 


9 

Wir  nehmen  hierbei  an  , dass  die  Functionen  y,  /*'  und  7/  continuirlich  seien 

in  den  Grenzen  a und  a+h,  und  dass  in  diesen  Grenzen  nicht  verschwinde. 

Da  man  nun  offenbar  hat : 


so  gibt  Satz  1) : 


Es  ist  aber: 


Ferner : 


F (<i-f  A)  = *#»  (a  k)  — 0, 

F(a)  _ F’(a+9h) 
*P(a) 


/"+■>  w, 

<■'«= -fr2‘r^»(,+,)(*)- 

*« 


r(a)=/(a+*)-rw-*r(«)-j^r(«)-  • . • -i:2"  „ r(B)(<>), 


also: 


2)  r(«+  *)=/W+*/'W+*-^-)+  ■ . • +1T  2*~n  T^n)(a)n+f(a)l 

und  da  die  ersten  »41  Glieder  mit  der  Tavlor'schen  Reihe  ttbercinstimmen , so 
ist  F (o)  der  verlangte  Rest.  Da  man  aber  "hat: 

so  ist,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe  einsetzt: 

3)  F(fl)  = (T(fl+*)-?(a)-*9/(a)-I^y"(a)-  . . . 

-rrrrr,^»  <*-**>  n— 

if  ist  eine  beliebige  Function,  q eine  beliebige  ganze  Zahl,  nnr  darf  in 

den  Grenzen  a nnd  a-\-9h  nicht  verschwinden.  Durch  Specialisiren  kann  man 
dem  Reste  leicht  einfachere  Ansdrücke  geben. 

A)  Sei  f (x)=(x— a)P"^ l,  dann  ist: 


und: 

4) 


,(’+l)(*)  = (p+l)pCP-l)  . . . (p-q+\)(x-a?-1, 

, *"+ ' (1-»)"“*  1 • 2 . . . q f{n+  %+  » h) 

**  («;  — . 

9^  *1  • 2. . . n (/» 4 1)  ji  (p— 1) . . . (p  — ?+ f) 


Wird  hierin  noch  p = q gesetzt,  so  ergibt  sich: 

B)  Setzt  man  dagegen  in  der  allgemeinen  Formel  y=0,  so  ergibt  sich: 
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6) 


'(•>=1*  («.)]  v(n-+;v.)-’ 


also  wenn  wieder  </(x)  = (x  a)*’"*"*  '*t: 

*"+  ,(l-!>)n  f(n+l)(«+»k) 
l-l.-nif+l):)1’ 

oder  wenn  p=0  ist: 

.((l)= r.'äTTTi*  ’ 

ein  Ausdruck,  den  Cauchy  zuerst  gegeben  hat. 

Sei  ferner  y (*)  = (a+A  — x)*'+1,  so  gibt  Formel  6): 

9>  *»=?,+”  51n¥T^^("+1)(a+,A)’ 

woraus,  wenn  />  — « ist: 


7) 


8) 


F(o)  = - 


10) 


F(n)  = - 


.t+« 


r(»  + 0. 


(o  + SA) 


1 ■ 2...(«+l) 

folgt,  eine  Formel,  die  von  Lagrange  herrübrt. 

Nehmen  wir  an,  dass  f ^ ^ (r)  in  den  angegebenen  Grenzen  nicht  ver- 
schwindet, so  kann  auch  in  6)  y (x)  = f^n\x)  genommen  werden,  also: 


11) 


F(o)  = [/’0(a+*)-/<")(o)]  ;■ 


Diese  Darstellung  ist  von  Roche. 

Besonders  zur  Anwendung  eignen  Bich  die  Formeln  8)  und  10)  für  den  Rest. 
Diese  Restbestimmung  hat  ausser  dem  Zwecke,  den  Grad  der  Annäherung  zu  fin- 
den, noch  den,  dass  die  Reibe,  selbst  wenn  sie  divergirt,  mit  Hinzunahme  von 
F(a)  noch  einen  Sinn  gibt,  was  z.  B.  für  die  halbconvergenten  Reihen  wich- 
tig ist.  ... 

An  die  obige  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  Va- 
riablen knüpfen  wir  noch  die  Theorie  derer  mit  mehreren  Variablen  an. 

Damit  für  ein  gewisses  System  von  Werthen  xlt  x.  • . • f n der  Ausdruck 

f(xlt  x%  . . . z#)  im  Wachsen  oder  Abnehmen,  ein  Maximum  oder  Minimum  sei, 
muss  für  beliebiges  reelles  und  unendlich  kleines  dxt9  dxt  . . . dx^\ 


f(*,+dx„  *,+*-,  • • • *n+JxJ 

im  ersten  Falle  kleiner,  im  letztem  grösser  als  f(x *,  . . . x^j  sein,  aUo  der 
Ausdruck : 

/“(Xj-f- dxlt  x2-\-dxt  . . .) — r(*p  **•••) 

bezüglich  negativ  und  positiv  für  jeden  Ausdruck  dxt9  dx%  . . . Dieser  Ausdruck 
ist  gleich: 

5£*‘+s£' d*«+  • ••  +Kö^’+24ferfI,d*,+^<fa’ 


+2dI^7.dXl  <ll‘+  - ’ •)’ 


wozu  Glieder  dritter  Dimension  kommen,  die  gegen  die  hingeschriebenen  ver- 
schwinden. Anch  der  Ausdruck  zweiter  Ordnung  ist  unendlich  klein  gegen  den 
erster  Ordnung,  und  da  dxt,  dx,  , . . positiv  und  negativ  sein  können,  so  mnss 
■ein: 
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dz,  dx , 


Continuität  der  Differenzialquotientcn  vorausgesetzt.  Ks  muss  also  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung: 


(d'f  d*r  v 

~ dr  *+2— - 4-  dx  dx,  1, 

dx$  a * dx  dxf  * i y 


wo  * und  I alle  Wcrthe  von  1 bis  n annehmen,  im  Falle  des  Maximum  negativ, 
im  Falle  des  Minimum  positiv  sein. 

Es  ist  gezeigt  in  dem  Artikel:  Quadrat,  wie  man  eine  solche  Function  in 
eine  Summe  von  n Quadraten  von  der  Form  : 

n,dx,+a,dx,+  . . . +«,</*„ 

verwandelt.  Bei  dieser  Verwandlung  war  aber  jedes  Glied  unter  dem  Qnadrat- 
zcichcn  mit  einer  Quadratwurzel  als  Factor  behaftet,  welche  von  den  Coefficienten 
d'f  d'f 


dx  *’  dx  dx. 


abhängt.  Kackt  man  diesen  Factor  aus  dem  Quadrat  heraus , so 


ist  jedes  mit  einem  Coefficicnten,  der  positiv  oder  negativ  sein  kann,  multiplicirt. 
Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Maximum  alle  diese  Coefficienten  negativ,  im  Falle 
des  Minimum  positiv  sein  müssen.  Haben  sic  ungleiche  Zeichen,  so  findet  keins 
von  beiden  statt.  Diese  Bedingungen  sind  nothwendig  und  ausreichend,  den  Fall 
<j*  f d 1 f 

ausgenommen,  wo  die  Grössen  a,  — ■ alle  verschwinden.  Dann  wäre  ganz 

wie  oben  auf  die  Glieder  höherer  Dimension  zurückzugreifen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Function  zweier  Variablen  xs),  so  mnss  sein: 

i£=o,  *£= o. 

uxt  dx9 

Sei  noch: 


d’f. 


dxt'~e’ 


’ dxtdx% 

so  ist  das  Glied  zweiter  Dimension  : 

adxt*  + 2b  dx.  dx.+cdxt*  =a  (r— — ^ 

o \ a / 

also  im  Falle  des  Maximum  oder  Minimum  bezüglich : 


Wegen  der  ersten  Bedingung  ist  im  Falle  des  Maximum  ca  — b7> 0,  und  ebenso 
im  Fallo  des  Minimum.  In  beiden  Fällen  muss  also  ca>l>*  sein,  wobei  die  Be- 
dingung a$0  beide  Fälle  von  einander  trennt. 

16)  Beispiele  zum  Taylor’schcn  Satz. 

Wir  geben  jetzt  einige  Beispiele  für  die  Benutzung  der  TayloFschen  Reihe. 

Der  Ausdruck  (x-f  k)n  soll  entwickelt  werden  für  reelles  und  imaginäres  n. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Entwickelung  gelten  muss,  so  lange  der  Modul 
von  A kleiner  als  der  von  x ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  * eine  ganze  po- 
sitive Zahl,  also  die  Reihe  eine  endliche  ist,  und  für  jedes  h gilt.  — Denn  sei 

zunächst  n ein  echter  oder  unechter  Bruch,  also  !•=:  — : 

ß 

ß 

(,+A)"=V(*+  *)“. 

Sclien  wir  h = — x-fr  t*'  so  wird: 
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also  $r  <f  = 0 und  für  y = 2 n : 

a a la  n» 

(x-j-A)W  = r^  und  (x+k)n=r^e  & . 

Man  kehrt  also  erst  nach  ,9  maligem  Umkreisen  des  Punktes  A=  — x zu  dem  An- 
fangswerth : 

n üaßni  a 

zurück,  und  es  ist  dies  ein  Windungspunkt.  Somit  hört  die  Richtigkeit  der  Ent- 
wickelung auf,  wenn  der  Modul  von  A den  von  x erreicht.  Gleiches  gilt,  wenn 

n irrational  ist,  da  dann  rn  und  rnf,*,,n*  ebenfalls  ungleiche  Werthe  haben.  Auch 
kann  ohne  Aenderung  dieser  Betrachtungen  n negativ  sein. 

Sei  jetzt  aber  n eine  beliebige  complexe  Zahl,  so  hat  man: 

(*+»)”=  «"‘e  <*+*>, 

aber  für  h=  —x : 

lg  (x-f-A)  = lgO  = oo, 
wo  dann  also  Discontinuität  eintritt. 

Für: 

f(*)  = *n 

ist  nun: 

f’  (x)-nxn—  /’"(x)  = n(n— l)xn  — 2 . . . f^*\x)-n  (»— 1) 

. , , (n— s-4-l)xw—  s, 

also  wenn  man: 

- w(w~*)  • » • ("  — * + !) 

* “ 1 -2  ...  * 

setzt : 

/ . «a«  » , n—  t,  . n — Vs,.  . . n — s ,s 

(x-f  A)  —x  +«x  A-fn5x  A*-f  ...  -f-n  x A 

s 

A*+1, 

wo  man  statt  des  letzten  Gliedes  auch  setzen  kann : 

natürlich  nur  dann  , wenn  x und  A reell  sind  , und  dieses  letzte  Glied  gibt  die 
Grenze  des  Fehlers  an.  Setzt  man  z.  B.  x=l,  w’o  man  dann  hat: 

(l+A)W==l+»A+-f=^A»4-  ...  +»t  A5  + . . . 

Der  Modul  von  A muss  kleiner  als  1 sein.  Es  wird,  wenn  man  mit  ngh * ab- 
bricht, der  Fehler  zwischen: 

vH*"+1  und  vfl(i+*)"-‘_1*’+' 

liegen ; er  wird  also , wenn  n und  A positiv  sind , nicht  grösser  als  der  letztere 
Ausdruck,  wenn  A negativ,  n positiv  ist,  nicht  grösser  als  der  crstcrc  sein  können. 
Sei  ferner: 

f(x+A)=  lg  (x+A). 

Die  Reihenentwickelung  gilt,  so  lange  modAcmodx  ist,  da  für  A = — x Discon- 
tinuität  eintritt. 

Man  hat : 


ju. — — j* 
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d lg  x — l d’  lg  x — t 

~dT  ~ x ’ ~dp~~~x  ’ 


^=+2x-3. 


~~  = (~ 1)*— ' 2-3...(s— l)  x— *, 

dx 

alao: 

ig(,+*)=ig,+A_^  + ^_..+(_1)*+*A*+(_1)« *,+  1 — - 

* ix  äx  sx‘  (x+l)(*+»*),+  1 

und  Tür  x = l erhält  man  hieran«: 


lg(l+*)  = A-iA*  + JA»+  . . ., 

für  x = 0 dagegen  wird  die«e  Entwickelung  immer  illuioriscb,  da  dann  mod  A <0 
«ein  miiaBte.  Setzen  wir  in  der  letzten  Entwickclnng  4 = 1,  «o  hat  man  : 

'g  (2)  = 1 — i+1  — 1+  • • ■ 

Die  Glieder  nehmen  ab  und  convergiren  nach  Null  bin.  Die«  ist  ein  Zeichen 
dafür,  dass  die  Reihe  convergiren  muss  (siehe  den  Artikel : Reihen). 

Ist  A=—  1,  so  hat  mafi: 

!g(0)=  -(1+H-J+1+  • • ■)■ 

Diese  Reihe  wird  divergiren,  da  dieselbe  zur  Summe  : 

lgO=  —oo 

haben  würde  Es  ist  dies  ein  Beispiel  für  den  Fall,  dass  in  der  That  aui  der 
Grenze  die  Function  convergiren  oder  divergiren  kann. 

Eindeutige  Functionen,  welche  für  endliches  x nie  discontinuirlieh  werden, 
können,  was  auch  x sei,  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x entwickelt 
werden.  Diese  Eigenschaft  haben  z.  B.  die  Functionen : 


e , sin  x,  cos  x, 

und  in  der  That  werden  die  entsprechenden  Reihen: 

X . . X * X* 

* -1+*  + 5_- 5+r  o "5+  ■ 


1 • 2 1 • 2-  3 


sin  x ~ x — - 


i + 


1-2-31-2-3-4-5 


COS  X = 1 — 


•2  + l 


2-3-4 

Von  solchen  Functionen  sagt  man,  dass  sich  in  dem  Ringe  zwischen  A und  B 
sie  „den  Charakter  ganzer  Functionen  und  auf  diesen  Curven  selbst  keine  Dis- 
haben,oder  nennt  eie  auch  kurzweg  continuität  oder  Mehrdeutigkeit  finde, 
„ganze  Functionen.“  Sie  sind  aber  auch 


die  einzigen , welche  sich  immer  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x selbst 
entwickeln  lassen. 

17)  Ent  Wickelung  der  F u net  io - 
nen  nach  ganzen  positiven  und 
negativen  Potenzen  der  Va- 
rjab 1 e n. 

Wir  untersuchen  jetzt  abermals  das 
Integral : 

r /■(«), 


Fig.  78. 


Jl 


dfTy 


erstrecken  dasselbe  jedoch  Ober  zwei  ge-  Die  geschlossene  Curve  setzt  voraas, 
scblosscne  Curven  A und  By  von  denen  dass  in  dem  ganzen  von  B umschlösse- 
die  eine  von  der  andern  ganz  umgeben  nen  Gebiete  sich  entweder  kein  Win- 
wird  (Fig.  78)  Wir  setzen  voraus,  dass  dungspunkt  finde,  oder  mehrero  derart, 
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dass  beim  Umkreisen  derselben  auf  Curvo  A die  Fnnction  in  jedem  Punkt  mit 
ihrem  alten  Werthe  wieder  zurückkomme. 

Da  dann  in  dem  von  A und  B begrenzten  Gebiete  der  Ausdruek  nur 

a — i 

für  er  = s eine  Discontinuität  annehmen  kann,  so  ist,  falls  Punkt  z in  diesem  Ringe 
liegt,  nach  dem  am  Schlüsse  des  Ilten  Abschnittes  angeführten  Satze: 

r{4)m  da=  r{B)m  Jn+r{,)  «a* 

./  ./  « — s J « — * 

n (*^)  nß) 

wenn  i im  Ringe  liegt,  wo  / und  I die  über  die  Curven  A und  B erstrcck- 

/.(«) 

ten  Integrale,  I dasjenige  auf  eine  kleine  geschlossene  Curve  erstreckte  be- 
deutet, welches  den  Punkt  z umgibt.  Befindet  sich  aber  » ausserhalb  des  Ringes, 
so  ist: 

r(A)Mdar(B)rMda. 

J n — z J « — z 

Man  beweist  nun  wie  in  12),  dass: 


ist,  also : 

i) 


r 


oder  = 0, 

je  nachdem  z zwischen  A und  B liegt,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes. 

Finde  das  erstcre  statt,  und  substituire  man  den  beiden  Curven  A und  B con- 
centrischc  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  deren 
Radien  bezüglich  r und  p seien,  so  darf  zwischen  r und  p kein  Radius  oder  Mo- 
dul liegen,  für  welchen  f{*>)  discontinuirlich  wird.  Ausserdem  ist  zunächst  zu 
setzen : 

r>mod  s>p. 

Mit  dem  ersten  Integral  kann  man  ganz  wie  in  Abschnitt  12)  verfahren,  da 
r>modz  ist,  und  crhftlt  somit  auch: 

l /•M  fM  . 

2 7iJ  da=J,+Ai  *+A,  *'  + • • 

/■(«) 


. _ i /•*»  M . ,,i 

-„*■  df'  n = re/' 


also : 


Was  aber  das  zweite  Integral  anbetrifft,  so  ist: 
mod  s>mod  <r, 


-±-  = rl—--(l+SL  + ll+  . . 

n—z  _ /j o\  \ » »>  / 


Da  nun  Dir: 
wird,  so  hat  man: 


f («)  da  zz  ai  fa  d<f 
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oder : 


J_  /•(*)  / (f<)  da 

2niJ  a — z 


j_  /-w  r<«)«<«_  *.  , fl. , «. 

2ii,ß  a—z  z z*  *•' 


•* 


1 /*271  . 

*,=2^y  «7(«)<*r.  «=e«v. 


und  sonach  hat  man  für  jeden  Werth  von  s,  der  in  dem  bezeichneten  Ringe  liegt : 


f(*)  — A o+^i»+^j  **+•••  H — ~ + — f+ 

Z 5 


Ag  nnd  ßg  haben  die  obigen  Wcrthe. 


Fig.  70. 


„Jede  Function  lässt  sich  nach  posi- 
tiven und  negativen  ganzen  Potenzen 
entwickeln , in  dem  von  zwei  concen- 
trischen,  in  unserem  Sinne  geschlossenen 
Kreisen  begrenzten  Raume,  durch  deren 
Peripherien  je  zwei  nächste  Discontinui- 
tätspunkte  gehen.“ 

Hat  also  eine  eindeutige  Function  f(i) 
in  Punkten  A t,  A,  (Fig.  70)  Dis- 
continuitäten,  so  legt  man  durch  diesel- 
ben Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ist;  zwischen 
den  durch  At  und  Ay  gehenden  Krei- 
sen, ferner  zwischen  den  durch  A,  und  A, 
gehenden  u.  s.  f.  findet  dann  die  Entwicke- 
lung 2 statt,  die  immer  convcrgirt,  je- 
doch in  den  verschiedenen  Gebieten 
J,,  A,  A , . . . verschiedene  Coeffi- 
cientcn  hat,  während  bis  zu  Kreis  At 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 


A 

s 


da, 


wickelt  wird,  also  sümmtlichc  B der  Null 
gleich  werden. 

Die  Werthc  von  Ag  und  Bg,  die  man 
auch  schreiben  kann: 

B>  =§7i 


zeigen  aber,  dass  die  Integrale  rechts  dieselben  bleiben,  wenn  man  r und  o be- 
liebige Werthe  gibt,  welche  zwischen  die  r und  o umschliessendcn  beiden  nächsten 

Discontinuitätsmoduln  fallen,  denn  für  alle  diese  Werthe  ist  — — — und  f(a)aS^~l 

s — 1 w 


a 

eindeutig  und  continuirlich , also  das  Integral  dasselbe  (Abschnitt  11).  Die  Be- 
dingung r>modz>()  ist  also  aufgehoben,  für  p und  r sind  beliebig  aach  gleiche 
Werthe  zu  nehmen,  welche  jedoch  zwischen  den  beiden  zunächst  liegenden  Dis- 
continuitätsmoduln liegen.  Eben  weil  diese  Grenzen  mit  dem  Gebiete,  worin  s, 
liegt,  wechseln,  wechselt  auch  die  Form  der  Entwickelung.  Man  sieht,  dass  man 
jetzt  auch  schreiben  kann: 


2) 


+ 2+-4»  • 


M 


l r’VW  , „i 

0 ~7  h ' 


P<r<R , 


wo  R der  z nächste  grössere,  P der  nächste  kleinere  'Discontinuitätsmodul  ist. 

Es  lässt  sich  indess  noch  eine  andere  Entwickelung  nach  positiven  und  ne- 
gativen Potenzen  von  z finden , die  jedoch  einen  wesentlich  andern  und  engern 
Charakter  trägt  als  die  vorige.  Setzen  wir  zu  dem  Endo: 
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«=« — f (»)=  t («)> 
z 

>0  ergibt  eich  sogleich : 


dem  dies  für  einen  oder  den  andern  der 
Werthe  stattfindet,  ist  das  Zeichen  der 


1=t±Vt+1’ 


Unterglichen  wir  jetzt,  in  welchen 
Grenzen  von  s gich  die  Fnnction  f(z) 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  « 
entwickeln  lasse.  Bedingung,  dass  eine 
solche  Entwickelung  überhaupt  möglich 
sei,  ist  die,  dass  ff  («)  für  m = 0 keinen 
critischen  Punkt  habe.  Diesem  Werthe 
entspricht  *=  + 1,  je  nachdem  man  der 
Wurzel  das  eine  oder  das  andere  Zeichen 
gibt.  Es  muss  also  wenigstens  einer 
der  Werthe  f(+l)  und  f(—  1)  keinem 
critischen  Punkte  entsprechen.  Je  nach- 


= “ + i/“‘ 
2 - I 4 


Wurzel  von  * — -f  1 positiv 

oder  negativ  zu  nehmen.  Erfüllen  beide 
Werthe  die  Bedingung,  so  ist  das  Zei- 
chen beliebig. 

Um  die  Grenzen  der  Gültigkeit  unse- 
rer Entwickelung  zu  finden , fragt  sieb, 
welche  Werthe  von  s einem  gegebenen 
Modul  von  m entsprechen.  — Zu  dem 
Ende  setzen  wir: 

Oi  f/i 

u = ge  , z = rc'  , 


— — ff  i 1 «r» 

Qe  =re  * --e  , 


.4-A)\ 


also  dnreh  Multiplication: 

+ (r+7-)  8in  ?’> 


r* — 2r’  cos  2-;  — p’  r,-f-l  = 0. 

E«  ist  dies  die  Gleichung  einer  Curvo  in  Polercoordinaten  r and  <{ , p ist  eine 
gegebene  Conetsnte.  Führt  man  rechtwinklige  Coordinaten : 
i = rcos  y,  yrrrsiny 

ein,  so  erhalt  man: 

(*» +y»)*_  2 (i>  - y*)+p»  (*> +y’)+l  = 0. 

Die  Cnrve,  welche  wir  mit  U bezeichnen  wollen,  ist  also  vierten  Grades.  Aus 
der  Gleichung  derselben  ergibt  sich: 


1 = cos 2-/  +£j-  + l/(  cos  2y+  j)  - 1. 


Da  r'  reell  und  positiv  sein  muss,  ten  für  { (i)  noch  im  Allgemeinen  einen 
so  muss:  iweiten  critischen  Funkt  für  y(«),  deu- 

i jenigen  nämlich,  wo  beide  Werthe  von: 

cos  2y+G;>l  — 

5— “+WI-4.1  gleich  werden,  also: 
sein,  denn  den  negatnen  Wertben  von  ü " f 1 

„>  u> 

cos2y  + '2-  entspricht  negatives  r* , de-  = — 1, 


nen,  die  kleiner  als  1 sind , imaginäres. 


w =+2t,  s=  + i; 


Dagegen  finden  für  jedes  y,  welches  die-  fir  diesen  Werth  ist  p = 2,  r = l.  Ent- 
ser  Bedingung  genügt,  zwei  positive  8prccilen  also  den  critischen  Funkten 
Werthe  von  r statt.  Der  grösste  Werth  von  nur  Werthe  von  p,  die  grösser 
von  y ist  von  p abhängig.  Tritt  nur  2 sind,  so  ist  die  Entwickelung  den- 
ein  critischcr  Funkt  von  f(l)  ein,  so  noc|,  nur  für  das  Innere  derjenigen 
entspricht  diesem  ein  gegebener  Werth  Curvc  ^ far  welchc  p = 2 ist,  gültig.  Jo 
von  r und  y , also  vermöge  Gleichung  gr0sscr  desto  grösser  ist  auch  ver- 
1)  ein  ganz  bestimmtes  p , welches  die  möge  unsorer  Ungleichheitsbodingung 
Curve  U völlig  bestimmt,  und  diese  ist  der  grösste  Werth  von  7 ; für  p=2  er- 
es dann,  innerhalb  welcher  unsere  Ent-  j,gjt  man  . 

Wickelung  statt  hat,  wenn  sie  keinen  _ _ , 

zweiten  critischen  Funkt  einschlicsst.  cos  /■/  > i, 

Es  gibt  aber  ausser  den  critischen  Punk-  eine  Bedingung,  welche  immer  erfüllt  ist. 
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Jedem  kleineren  p aber  entsprechen  Werthe 
von  y,  die  kleiner  als  ~ sind. 

In  diesem  Falle  zerfällt  die  Curve,  wie 
leicht  zn  sehen,  in  zwei  völlig  von  ein- 
ander getrennte  Theile,  deren  einer  den 
Punkt  s = l,  der  andere  den  Punkt  s=  — 1 
symmetrisch  umschliesst.  Beide  sind 
unter  einander  congruent  und  zerfallen 
in  zwei  congruentc  Stücke.  In  einem 
derselben  oder  in  beiden  findet  die  Ent- 
wickelung statt,  je  nachdem  /"(-fl)  oder 


/(  — 1)  oder  beide  keine  critischen  Punkte 

sind. 

Von  den  beiden  Werthen  von  r,  die 
gegebenem  y entsprechen,  wächst  der 
grössere  mit  p,  und  der  kleinere  nimmt 
wegen  der  Gleichung  ab,  wenn 

p wächst.  Dies  zeigt,  dass  jede  Curve 
(/,  die  grösserem  p entspricht,  alle  mit 
kleinerem  p völlig  einschliesst. 

Nachdem  so  das  Gebiet , in  welchem 
unsere  Entwickelung  gilt,  völlig  festge- 
stellt ist,  kann  man  in  demselben  setzen: 


wo: 

v(u)—f("+v  i— «*) 

zu  setzen  ist.  In  gewissem  Sinne  ist  es  nun  möglich,  hieraus  eine  Entwickelung 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen  herzustellen.  Man  hat  nämlich : 


n n — 2 , n 
z — nz  + »j* 


+ . . . (-1)"* 


wo  n,  n,  . . . die  Binomialcocfficienten  sind.  Hieraus  ergibt  sieb,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  s ordnet: 


, ,(’)  (») 

A.=V— V’"+(iTäji  + (l 2.3),+  ‘ ' " 

,(•  + *)  _ ,,(*  + >)  „(•  + ») 

»+r  + {T+l)(»+2)2!  ~ («  + l)(.  + 2)(.+  3)3!  + 


• ■). 


r(i)=A,,+  S2™  a 

s = l 


wo  unter  y^  der  ste  Differenzialquotient  von  y (m)  für  u = 0,  unter  s!  der  Aus- 
druck 1 • 2 ...  * verstanden  wird.  Ihrem  Ursprünge  gemäss  gilt  diese  Entwickelung 
nur  innerhalb  des  einen  oder  andern  von  der  Curve  U begrenzten  Gebietes. 

Bricht  man  die  Entwickelung  mit  sn  ab,  so  darf  man  auch  nur  bis  zu  z * 
gehen,  und  in  An  nur  bis  zu  dem  mit  y^w^  multiplidrten  Gliede  vorschreiten, 
und  kommt  es  dann  nicht  darauf  an,  ob  die  Ausdrücke  für  Ag  selbst 

convergiren.  Nur  wo  dies  Gebiet  innerhalb  des  Ringes  liegt,  wo  die  Entwickelung 
2)  convergirt,  sind  beide  zu  idcntificircn. 


Beispiele. 
I.  Sei: 


rr>  ß,  y beliebige  Constanten,  deren  Moduln  jedoch  der  Bedingung  genügen , dass 
mod  a < mod  ß < mod  y ist.  Ist  dann  modsemoda,  so  können  die  Brüche 

~_~i  .»  ~~~  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  » entwickelt  werden,  und 

man  hat: 

/*(*)=  + s+il, »*+  . . «i 


. _ i i i 
* „*+<+^+*+/+> 
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Ist  jetxt  raod  aCmods  <:  mod£,  so  kön- 
nen noch und nach  positiven, 

ß—*  r-* 

aber  nur  nach  negativen  Potenzen 

a — s 

von  z entwickelt  werden.  Man  hat: 

= At  s+j4, **+  • • •» 


so  ist  in  demselben  f(z)  eindeutig, 
nämlich : 

n m| 

und  für  Z — r und  z~rt~  nimmt  f(z) 
denselben  Werth  nn.  Da  der  Modul 

von  — kleiner  als  1 ist , so  kann  man 

nach  dem  Binomischen  Satz  entwickeln 


_L.  + _JL, 

„«+ » y>+ 1 


* V+s/  _1+2i  1-2- 2*t» 

r / 

Ist  mod  demod  z<mody,  so  wird  nur  , 1 * ^ 

1 ^ 1*  2*3*2*  z* 

nach  positiven  Potenzen  zu  ent- 

y — 2 , ...  also* 

wickeln  sein.  In  der  obigen  Reihe  ist  - - 

«l.o:  _ _ «*)  = *+i-1-2r2. 1 

y t1-2.3.2*z* 


Ist  endlich  mod  ycraod  z , so  tritt  für 
alle  drei  Brüche  Entwickelung  nach  ne- 
gativen Potenzen  ein  Es  ist: 


Da  den  Werthen  z = rr,  z — ß,  z — y Dis- 
continuitfttspunkte , und  zwar  die  einzi- 
gen, welche  f(z)  hat,  entsprechen,  muss 
in  der  That  die  Entwickelung  sich  vier- 
mal ändern,  nämlich  in  dem  Kreise, 
dessen  Peripherie  durch  n geht,  erfolgt 
sie  nach  positiven  Potenzen,  innerhalb 
der  Ringe,  deren  Grenzkreisc  durch  rr 
und  ß,  ß und  y gehen,  und  innerhalb 
des  ganzen  Gebietes,  welches  ausserhalb 
des  letzten  Kreises  fällt,  in  Entwicke- 
lungen, welche  auch  negative  Potenzen 
enthalten. 

Diese  Entwickelung  dauert  so  lange 
fort,  bis  ein  Modul  eintritt,  welcher 
einem  Windungspunktc  entspricht.  Fin- 
det derselbe  für  z — 0 Btatt,  so  kann  man 
der  Entwickelung  von  f(z ),  indem  man 
s=x-fu  setzt,  die  von  /‘(z  + s)  nach 
Potenzen  von  w,  oder  von  s — z sub- 
stituiren,  wenn  für  x kein  Windungs- 
punkt  stnttfindet,  und  diese  Entwicke- 
lung gilt  dann  bis  zu  dem  x azn  näch- 
sten liegenden  Mehrdeutigkcitamodul. 


Diese  Entwickelung  gilt  für  alle  Werthe 
von  :,  deren  Modul  grösser  als  1 ist. 

18)  Entwickelung  der  Functio- 
nen nach  Fourricr’schen  Reihen. 

Unter  Fourrier  sehen  Reihen  versteht 
man  Entwickelungen  nach  Sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  der  Variablen. 
Ihre  gewöhnliche  Anwendung  erfolgt  bei 
reellen  Variablen,  jedoch  haben  sie  na- 
mentlich auch  für  complcxe  Argumente 
sehr  wichtige  Eigenschaften.  Sic  können 
leicht  aus  den  Entwickelungen  des  vori- 
gen Abschnittes  gefunden  werden. 

Sei  zu  dem  Ende  f(z)  eine  in  ge- 
wissen Gebieten  oder  im  ganzen  Raume 
eindeutige  Function,  und  setzen  wir: 

rw=F(u), 

wo  « gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 


s niz 


also : 

tü  lg  M 
Z = ~2ai~* 

wo  at  eine  beliebige  Constante  ist.  Es 
wird  aho  sein: 

'«-'CS?)- 


n.  Sei : 

n,)=YüX+i) 

Für  i = 0 und  « = — 1 finden  Windung« 


Wenn  aber  auch  f(z)  eindeutig  i«t,  »o 


wird  die«  nicht  mit 


“ '(#) 1 


im  All- 


Uür  z = u unu  z — — i nnucu  miuuu»6.-  / • ' 

punkte  »tatt.  Zieht  man  vom  Anfangs-  gemeinen  der  Fall  sein,  da  lg«  eine 
punkte  au»  einen  Kreis  r>l,  welcher  mehrdeutige  Function  nt.  Man  hat  je- 
also  beide  Windungspnnkte  einschliesst,  doch  bekanntlich: 
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lg  «=/(«)  4- 2.  n*> 

wo  1 ein  bestimmter  Werth  de.  Logarithmus,  ,,i  eine  beliiebige  ganze  Zahl  ist. 
und  diese  Formel  umfasst  alle  Werthe  von  lg«.  Es  wird  also  tem. 

F{u)=r  {£,  [iw+*.«q)=r  C2r+‘4 

Damit  .1.0  F(«)  eindeutig,  d.  h.  von  dem  Werthe  von  . unabhängig  ,«i,  mus, 
für  jeden  Werth  von  i «ein  : 

/■(i+i  tu)  = /■(:), 

eine  Gleichung,  die  offenbar  erfüllt  ist,  wenn  man  hat: 

/•(t+tu)=f(£). 

denn  dann  i.t,  wenn  man  für  z nach  einander  setzt: 

-z+io,  z+2ui,  z+3o  . . . i-«.  ■ • - 

f(t)=f  (*-«■)  = f(t-2a>)  ■ • t 

+ s*+2«0  • • .. 

Eine  Function,  welche  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man  periodisch,  und  sagt,  sie 

h%1e  Entwickelung  de.  vorigen  Abschnitte,  ist  also  nur  anwendbar  a»f  F, •), 
wenn  f(z  =*'{»)  in  Bcxug  auf  s die  Periode  tu  hat. 

Sei  dies  jetxt  der  Fall,  so  hat  man: 

F<->  = • • • ^ + ^ + • * - 

1 r%n  F{r^) 


A=±f 

* 2 nj 


A — — I — - ■.  d‘i . 

- ~ n ■ „ j uz  i 
0 re* 


r i»t  ein  zwischen  zwei  nächsten  Discontiunitütsmoduln  der  Function  F(u)  liegen- 
der  Werth. 

Sei  r = ei.  Setzt  man  in  Formel: 

AO  = *'(«) 


'/•  _ .1+  7* 
h “ re'  =e  i 


so  erhält  man,  da: 


d.  h.: 


2i  zi 


= i+ 7', 


»£«*-** 


in  iz 

also  wenn  man  auch  für  den  allgemeinen  Werth  von  u wieder  e " setzt: 
8 niz  471**  6n»  z 

1)  f(i)  = A,  + A,e  “ +A%e  + Att  “ + • • •_>, 

»aiz  _5üi? 

+ü_,.  “ + ^_,‘  “ + 

-2* 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


748 


Quantität. 

Fig.  80. 


Eh  fragt  sich  noch , in  welchen  Gren- 
zen von  z diese  Reihe  brauchbar  ist. 

Zu  dem  Ende  haben  wir  zu  unter- 
suchen , welche  Werthe  von  z gleichem 
Modul  r von  u entsprechen.  Sei: 


z = p e 


so  ist : 


i*  tu  . . ~ 

<?* 


wo  rf  und  jt  reell  sind , und  k für  den- 
selben Modul  r constant  bleibt,  wegen 

r—  t".  Sei  ferner  die  im  Allgemeinen 
complexe  Grösse: 

A b* 

to-Ae  . 

Man  hat  also : 


Ae 


di 


oder: 


2*P 


-li, 


und  indem  man  die  imaginären  Theilc 
vergleicht : 

sin(t  — <f)  = -!• 

Damit  also  r,  d.  h.  I constant  bleibe, 
maus  mach : 

psin(r— <f) 

constant  sein. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  und 
ausreichend.  Denkt  man  sich  (Fig.  80) 
den  cu  und  den  i entsprechenden  Punkt 
mit  dem  Anfangspunkte  O verbunden, 
so  ist  offenbar: 

Ot  — Qt  Winkel  zOX  = r, 
Winkel  wOX—  cf, 


also  : 


Winkel  «Oio  = r— J, 


und  die  Grösse  psin(r  — cf)  wird  durch 
das  Loth  zy  von  z auf  0 io  vorgestellt, 
d.  h.: 

„Alle  Punkte  z,  welche  gleichem  Mo- 
dul von  u entsprechen,  haben  gleiche 
Entfernung  von  Out,  liegen  also  in  einer 
Parallele  mit  der  Linie,  welche  den  der 
Periode  entsprechenden  Punkt  mit  dem 
Anfangspunkte  verbindet.“ 

Sind  also  A„  At  zwei  beliebige,  aber 
einander  nächste  Discontinuit&ten  von 
s,  so  zieht  man  durch  dieselben  zwei 
unendliche  Linien  parallel  mit  Richtung 
Out,  und  für  alle  Punkte  z,  welche  zwi- 
schen denselben  liegen,  findet  die  obige 
Entwickelung  von  z)  statt.  Es  ist 
übrigens,  wenn  wir  h die  Entfernung 
eines  beliebigen  Punktes  z zwischen  die- 
sen Parallelen,  kx,  kt  die  der  Punkte 

2*  h 

A , und  A . von  Ota  nennen : 1 
zu  nehmen,  wo : 

kx  <h<kt , 

sonst  h beliebig  ist.  Man  hat  also: 


•in  sh 


1 r*71  - Yu(l  wAil  A 

A'=rJ  0 + 


Die  Integration  findet  in  Bezug  auf  die  reelle  Grösse  y statt,  und  ist  also  keiner 
Zweideutigkeit  unterworfen,  da  y immer  reell  bleibt.  — Setzen  wir  noch : 

2nrr 

~T' 

so  wird,  da  auch  A reell  ist,  keine  Zweideutigkeit  eintreten.  Die  Grenzen  der 
Integration  werden  dann  «=0  und  cc  — A sein,  also: 

• *.•*/*. 'ti***]?*"** 

Die  Grösse  h braucht  nur  beim  Ucbcrgang  über  eine  der  Parallelen  mit  Ocu,  welche 
durch  einen  Discontinuitätspunkt  geht,  verludert  zu  werden. 
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Diese  Entwickelung  l&sst  eich  immer  auf  den  Fall  lurückföhrcn , wo  cu  reell 
ist;  denn  ist: 

so  betracht«  man  die  Fanction  v (*)  = f(“p)'  wo  ^ reell  ,8t*  Man  dann: 

7 (t+A)  = f(to^^^z:f(ioz+u)  = f (<oz)  = 7 (z). 

Es  hat  also  7 (z)  die  Periode  A,  wo  A ganz  beliebig,  also  auch  positiv  und  gleich 
dem  Modul  von  io  genommen  werden  kann.  In  diesem  Falle  fällt  Linie  Ooj  oder 
OA  mit  der  Abscissenaxc  zusammen.  Ist  dann  Air  reelle  Werthe  von  z die 
Function  continuirlich,  so  kann  man  A = 0 setzen  für  alle  Punkte  s,  welche  zwischen 
den  beiden  den  Abscissenaxen  parallelen  Linien  liegen,  in  welchen  die  ihr  näch- 
sten Discontinuitäten  enthalten  sind,  und  man  hat: 


3) 


//«•  ^ 


Für  dieses  Gebiet  nimmt  die  Entwickelung  1)  noch  eine  andere  Gestalt  an,  die 
besonders  brauchbar  ist,  wenn  t reell  ist. 

Es  wird  nämlich  das  mit  Ag  multiplicirtc  Glied  sein,  wenn  man  den  Factor 

2snis 

e ^ unter  das  Integral  schreibt: 

8s  nt  . 


• (>-«) 


da. 


i/>" 

Vereinigt  man  hiermit  das  mit  A_  multiplicirte  Glied,  so  hat  man  als  Somme: 

1 rA  I ¥<*-“>  -T  (•-•)! 


Nur  für  das  Glied  A0  findet  eine  solche  Vereinigung  nicht  statt.  Dies  Glied 
aber  ist : 


nnd  man  hat: 

4) 


2 rA  2«u(t— 

= aJ  „ co'— 1—  «“>*•• 

Vereini 

A.=^jfaor  (•)«**. 

/•(.)=^-  f*f(«)da  (l+2  cos  (2*")J,-“)). 


Da  aber  auch  ist: 

2tn  . . 2iaz  2t  na  , , 2s m , 2s  na 

cos  — j-  (»—«;  = cos  — j—  cos  — (-sin  — J-  sin  — — , 

A A A A A 

so  kann  das  Integral  in  zwei  andere  gctheilt  werden,  deren  eins  nur  Cosinus,  das 

2 tfti  2 9 TU 

andere  nur  Sinus  enthält;  die  Factoren  cos  und  sin  —5 — aber  können  ausser- 

A A 

halb  des  Integralzeichens  geschrieben  werden,  so  dass  die  Reihe  die  Gestalt  an- 
nimmt : 

5)  /•(»)  = |1+ß,co.^+«,  cos^p+.  . .+C, sin?£?+C1.inijj!+  . . 
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2 rA  2in« 

b>=t  J 0 ^ 

„ 2 /*il  . 2*nir 

C‘=~Äj  0 

Es  ist  dies  die  gewöhnliche  Form  der  Reihe.  — Liegt  aber  der  betrachtete  Punkt 
z nicht  in  dem  ersten  Gebiete»  welches  die  Abscisscnaxe  cinschliesst , so  bedient 
man  sich  der  Formeln  1)  und  2)»  welche»  im  Falle  w seinem  Modul  A gleich 
wird»  die  Gestalt  annebmen : 

aniz  •int» 

6)  f(t)  ==  A'  + A , t ^ + A,e  A + . . . 

8niz  2niz 

+ A ^ e 4“  A e ^ *f  • • •» 


j rA  — 

a,=T  I /■(«+**) « da.») 


Wie  bei  allen  früheren  Entwickclnn- 
geii  ist  ein  Zweifel,  ob  die  Reihe  con- 
vergire,  nur  an  den  Grenzen,  also  wenn 
z in  einer  der  Linie  Oio  parallelen  liegt, 
welche  eine  Discontinuität  enthält,  vor- 
handen. Denkt  man  sich  nun  die  beiden 
der  Abscisscnaxe  nächsten  Discontinui- 
täten  derselben  immer  näher  rücken,  so 
wird  das  Gebiet,  in  welchem  die  Ent- 
wickelung 5)  stattfindet,  nur  dann  statt- 
haft sein,  wenn  in  z = x-f-y»  der  mit  i 
multiplicirtc  Thcil  sehr  klein  wird.  Wenn 
diese  Discontinuitätcn  für  reelles  s statt- 
finden, so  werden  die  Grenzen  unserer 
Entwickelung  zusammenfallen  und  die- 
selbe entweder  gar  nicht,  oder  nur  für 
reelles  » statthaben.  Eine  höchst  merk- 
würdige Eigenschaft  der  Fourrier' sehen 
Reihe  ist  nun,  dass  in  diesem  Falle  die 
Entwickelung  noch  immer  statt  hat  für 


reelles  z mit  Ausnahme  der  Disconti- 
nuitätspunktc,  und  allgemein : 

„Wenn  auf  irgend  einer  Om  parallelen 
Linie  Discontinuitätcn  Vorkommen,  so 
gilt  die  Fourricr’8che  Reihe  noch  für 
die  andern  Punkte  dieser  Linie,  wenn 
man  sich  unter  h die  Entfernung  der- 
selben von  Oui  denkt.“ 

Der  Beweis  hiervon  soll  jetzt  geführt 
werden. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  sich 
nicht  nur,  wie  bereits  gezeigt  wurde, 
der  Fall  immer  auf  den  zurückführen 
lässt,  wo  m reell  ist,  also  auf  die  Reihe 
6),  sondern  selbst  auf  «len  Fall,  wo  z 
auf  der  Abscissenaxc  liegt.  Denn  sei 
z = x4-y*»  so  ist  y die  Entfernung  des 
entsprechenden  Punktes  von  derAbscissen- 
axe,  also  nach  unserer  Annahme  für  k 
zu  setzen.  — Man  hat  dann: 


ln  t (x-fyi)  4nt(x+yi) 

7)  /'(x+y*)  = ^.+^i « ^ ^ + • • •» 


A‘=z.f0 


■ (y  — ni) 


da. 


Offenbar  kann  man  diese  Reihe  vertauschen  mit: 


8) 


2rrtx  4 nix 

f(x“Ky*)  = ^©  + ß|  * ^ +^ie  ^ + 

^ ‘2ns  <ri 

Bt='x  f ^ f(a+y')e  4 da, 


eine  Reihe,  die  ganz  mit  5)  übereinstimmt,  wenn  man  y constant  denkt,  x an 
die  Stelle  von  z setzt  und: 


•)  Eine  zweite  Entwickelung  ist  ähnlich  wie  im  vorigen  Abschnitt  zu  finden. 
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/■(*+?•)  = F(x) 

nach  der  Fonrrier’schen  Reihe  entwickelt. 

Wir  beschränken  uns  daher  darauf,  den  Satz  für  den  Ausdruck  4),  welcher 
mit  5)  übereinstimmt,  zu  beweisen.  Derselbe  war : 

1 r * = Q0  f»— n)  1 

J /'(«)  da  ^1+2  1 cos 2*  n - J, 


oder: 


f‘V" 

ij=  —00 


2f  711  (t  — «) 

]• 


und  wir  'werden  direct  beweisen,  dass  derselbe  für  reelles  z mit  f(z)  überein- 
stimmt, wenn  f(z)  die  Periode  w hat. 

Es  ist: 

+nU«<S=$  »(»-+')*(-^)_ 

* ' = — 

e 71  -1 

Die  Reihe  ist  nämlich  offenbar  eine  geometrische  von  2« -fl  Gliedern.  Der  Aus- 
druck aber  nimmt  auch  die  Gestalt  an: 

/ . ..(*  — «)  . (»  — «) 

2 (h-H)/?»- — -j — — 2»»  n » " — A — 

e — e 


e - —1 

(» — ") 

. 7,1  A 

oder  wenn  man  mit  e mnltiplicirt: 

-(>«+i)ni(-i^  .iB(2»+l)»Ö^2> 

e — e A 

{«—».) 

sin  n - — — - 


(«  — ' «)  — «) 


Der  zu  untersuchende  Ausdruck  ist  also,  abgesehen  vom  Factor  — , die  Grenze  von 

sin (2* -fl)  n — - 

da 

,!n  (»*-/ 

für  wachsendes  n.  Offenbar  hat  dieser  Ausdruck  die  Periode  A und  es  genügt 
daher,  ihn  für  die  Werthe  zu  untersuchen,  wo  z zwischen  0 und  A liegt. 

Setzen  wir  z — nzzfl1  so  wird  dies  Integral: 


/: 


(2n+l)n 


/(  *-/»- 


-dß. 


,inT^ 


Nehmen  wir  an,  a und  b w&ren  gleichzeitig  positiv  oder  negativ,  und  beide  zwi- 
schen — A und  -fA  liegend,  aber  nicht  mit  einem  dieser  Werthe  zasemmenfallend, 
so  kann  man  setzen: 
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b ^2n-fi 


/=/ 


kA  (ft-f-i)  ^ 

+/ 


211+  1 


*A 


+/ 


(*4-8)  A 

'.»«+  X 

(A+1)A 


+ 


.+/ 

j IA 


2n+t  2n-+-i 

*,  fc+1,  k + 2 ...  I sind  ganze  Zahlen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  k das- 
jenige Vielfache  von  A --  angibt,  welches  zunächst  grösser  als  a ist,  und  l 

dasjenige,  welches  zunächst  kleiner  als  b ist. 

Denkt  inan  sich  unter  jedes  Integral  als  Argument  die  Grösse: 


2n+i  nß 


/*(*  ß) 8in — X 


sin 


nß 


dß 


geschrieben,  so  hat  offenbar  innerhalb  jeder  Theilintegration  der  Ausdruck 
ain  dasselbe  Zeichen.  Man  hat  also  für  das  Integral  den  Werth  zu 


setzen : 


«f 


dp, 


wo  M ein  gewisser  Werth  von  — * — ^ ist,  in  welchem  ß innerhalb  der  Grenzen 

it  ß 
6in  — j 

der  Integration  liegt.  (Dies  ist  offenbar  selbst  wenn  f(z—ß)  complex  ist,  der 
ui  /ir  ii\  A 

Fall.)  Seien  <7-7-;,  ^ -—•« — die  Integrationsgrenzcn,  so  erhält  man: 

(2«+~i),  [cos * *'-•»»(*'+1)1  = ± 2 (2^1 R 

ein  Ansdruck,  der  sich  mit  wachsendem  n der  Null  nähert.  Gleiches  findet  auch 
mit  dem  ersten  und  letzten  Integrale  statt,  welche  geringem  Werth  haben  als 
das  obige.  _ , 

Aus  unserm  Integrale  verschwinden  also  alle  die  Theilc,  worin  ß einen  end- 
lichen Unterschied  von  — A,  -\-A  oder  von  0 hat,  denn  alle  diese  können  in 
Grenzen  a und  b cingcschlosscn  werden,  welche  unsern  Bedingungen  genügen. 
Fs  war  aber  ß — z — «,  und  die  verschwindenden  Theile  entsprechen  also  den 
Werthen  von  er,  die  einen  endlichen  Unterschied  von  z,  von  z+A  oder  von  z—A 
haben,  worin  die  beiden  letztem  nicht  Vorkommen,  da  z zwischen  0 und  A liegen 
.soll.  Man  kann  also  unser  Integral  vertauschen  mit: 

z — a 

z-fu  sin(2«+l)n— r~ 

n«)  du  — 


/ 


i—y 


sinn 


s — a 


wo  y und  fi  positive  und  beliebig  kleine  Zahlen  sind.  Sei  noch  «— z=  —Ai  solange 
er  kleiner  als  8 ist,  und  a — * = -f-A,  wenn  « grösser  als  z ist.  Man  erhält  dann; 

v sin(2n+l)^  v sin(2»+l)^ 

+/0 

" sin — u 


. nk 
sin  — 

JnL 


In  diesem  Ausdracke  sind  aber  folgende  Aenderungen  gestattet.  Zunächst  kann 

. nk  nk 

man  v unendlich  klein  nehmen,  und  dann  ist  es  gestattet,  sm  j-  mit  j zu  ver- 
tauschen. Dann  kann  man,  wenn  /■(»)  in  Punkt  * continuirlich  ist.  f(z  — A)  und 
/(z+A)  als  constant  betrachten  und  ausserhalb  der  Integralzeichen  schreiben. 
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Dies  ist  aber  selbst  dann  noch  der  Fall, 
wenn  f(z)  in  s discontinuirlich , jedoch 
nicht  anendlich  ist,  immer  werden  einer- 
seits die  Werthe  /“(*  — A),  die  kleiner  als 
f(z)  sind,  und  anderseits  diejenigen 
f(s+A),  die  grösser  als  f(i)  sind,  con- 
tinuirlich  sein.  Endlich  kann  man  die 
Integrale,  nachdem  der  Factor  /■(*  + !) 
herausgerückt  ist,  also: 


r 


sin  (2H-fl)^p 
nA 


dl. 


statt  in  den  Grensen  0 und  v,  sogar  in 
den  Grenzen  0 and  ao  nehmen,  denn  für 
alle  Werthe  von  A , welche  einen  end- 
lichen Unterschied  von  0 haben,  ver- 
schwindet ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
das  Integral.  Nun  ist  bekanntlich : 


f 

J n 


i hi 


di  : 


2’ 


wenn  A positiv  ist,  also: 
^oo  sin  (2n+l)  ^ 


/ 

n 


. rtk 
sin  — 


"=T 


und  romit  unser  Ausdruck  1)  gleich: 

Y !/'(*-«+ /■(*+«!• 


Wird  mit  A dividirt,  so  kommt  die 
Fourricr'sche  Reihe  in  4)  oder  5)  des 
vorigen  Abschnitts,  und  cs  ist  somit  di- 
rect bewiesen,  dass  die  Summe  derselben 
für  jedes  reelle  z,  wo  /*(»)  nicht  unend- 
lich ist,  beträgt: 

I ist  eine  verschwindend  kleine,  aber 
positive  Grösse.  Findet  also  Continuit&t 
statt,  so  hat  man : 

/■(.-A)  = /(i+i)  = rt  t), 
und  die  Summe  der  Reihe  ist,  wie  im 
allgemeinen  Falle,  f(i).  Findet  Discon- 
tinuitat  in  f{z)  statt,  so  sind  f(z~X) 
und  /(z-f-A)  die  beiden  Werthe,  welche 
in  z sprungweiso  aus  einander  hervor- 
gehen. Die  Fourricr’sche  Reihe  hört 
dann  nicht  auf  zu  convergiren,  gibt  aber 
die  arithmetische  Mitte  beider  Werthe. 

Diese  Betrachtungen  geben  höchst 
wichtige  Aufschlüsse  über  die  Natur  un- 
serer Reihe  für  den  betrachteten  Grcnzfall. 

I)  Man  kann  in  dem  Integral  1)  die 
darin  vorkommende  Function  /“(a)  inner- 
halb der  Grensen  0 und  A mit  jeder 
andern  idcntificiren,  sie  möge  die  Periode 


A haben  oder  nicht.  Immer  wird  das 
Integral  mit  -J-  multiplicirt  also  die  Four- 
ricr'sche Reihe  f(z)  vorstcUen,  wenn  z 
reell  ist  (oder  allgemeiner,  alle  Werthe 
annimmt,  welche  auf  einer  OA  oder  Oio 
parallelen  Graden  liegen).  60  lange  z 
zwischen  0 und  A ist.  Da  aber  die 
Entwickelung  periodisch  ist,  so  wird  für 
z,  = 2+*A,  wo  $ eine  ganze  Zahl  ist, 
die  Reihe  wieder  f(z)  geben.  Es  ist 
also  für  alle  in  Frage  kommenden  Werthe 
von  s die  Summe  der  Reihe  y (z)  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen : 

*(*)=«*). 

0 <z<A, 

7(0  -f{i-sA), 

(*  + l)  A>z>tA. 

Es  hat  also  y (z)  die  Periode  A. 

II)  Da  innerhalb  der  Grenzen  0 und 
A auch  keinerlei  Stetigkeitsbedingungen 
in  Bezug  auf  /*(«)  gegeben  sind,  so  ist 
es  selbst  nicht  nüthig  , dass  f(n)  inner- 
halb 0 A gerade  dieselbe  irgend  wie 
gegebene  Function  vorstellc.  Es  kann 
z.  B.,  wenn : 

ist,  von  0 bis  a /*(«)  irgend  eine  Func- 
tion F(rr),  von  a bis  b eine  andere 
und  von  b bis  A eine  dritte  /(«)  vor- 
stellen, und  allo  diese  Bedingungen  kann 
man  beliebigen  Discontinuitätsbcdingun- 
gen  unterwerfen.  Es  wird  dann  die 
Summe  der  Reihe  y (z)  immer  eine  der 
drei  Functionen  F(s),  y*(z),  / (z)  geben, 
je  nachdem  z in  den  einen  oder  andern 
Grenzen  enthalten  ist.  In  den  Discon- 
tinuitätspunkten  aber  wird  der  Werth 
der  Reihe  die  arithmetische  Mitte  beider 
Grcnzwerthe  geben,  welche  in  dem  be- 
zeichnten Punkt  stattfinden.  Ausser- 
halb der  Grenzen  0 und  A ist  die 
Summe  der  Reihe  dadurch  bestimmt, 
dass  dieselbe  periodisch  ist. 

Indessen  darf  die  Function  y (z)  im 
Allgemeinen  in  irgend  einem  Punkte 
nicht  derart  unendlich  werden  , dass  das 
auf  eine  grade  Linie  zu  erstreckende 
Integral  1)  bedeutungslos  wird.  Ist  aber 
eine  der  Functionen  F(e),  ^(0*  /(0 
für  einen  Punkt  bezüglich  zwischen  0 
und  a,  oder  a und  6,  oder  b und  A so 
beschaffen,  so  vermeidet  man  dies  da- 
durch, dass  man  annimmt,  die  Function 
stelle  in  dem  bezeichnten  Punkt  eine 
andere  nicht  unendlich  werdende  Func- 
tion vor,  & (u),  wo  dann  der  unbestimmt 
werdende  Thcil  des  Integrals  climi- 
nirt  ist. 
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Die  obengemachten  Schlüsse  lassen  sich  aber  auch  in  Bezug  auf  die  Reihe 
2)  des  vorigen  Abschnittes  machen.  Identificirt  man  darin  r mit  dem  obern  Mo- 
dul, wo  die  Function  aufhört,  continuirlich  oder  eindeutig  zu  sein,  und  setzt 

9i  . , 
z — re  ,so  wird: 


0 *=—00 


und  für  2rr  = A stimmt  diese  Reihe  mit  der  hier  untersuchten  fiberein,  wo: 

f(r«5i  )=</(») 

gedacht  wird.  Hieraus  folgt  also  : 

„In  der  Peripherie,  wo  i aufhört,  eindeutig  und  continuirlich  zu  sein,  gilt  die 
Entwickelung  2)  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  r der  Radius  dieser  Peripherie 
ist,  und  diejenigen  DiscontinuitAten , welche  /‘(s)  unendlich  machen,  eliminirt  wer- 
den, indem  man  f durch  eine  beliebige  Function  ersetzt.  Für  den  Discontinuit&ts- 
punkt  stellt  dann  die  Entwickelung  wieder  das  arithmetische  Mittel  beider  Grenz- 
werthe  dar.“ 

Da  nun  immer  eine  Entwickelung  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen in  solchen  Peripherien  stattfindet,  so  kann  ebendarum  keine  Entwickelung 
nach  positiven  Potenzen  allein  stattfinden,  die  Maclanrin'sche  Reibe  also  ist  auf 
der  Peripherie  des1  Grcnskreisos  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar.  Nur  einzelne 
Werthe  des  Arguments  9 können  möglicherweise  eine  Ausnahme  machen,  indem 
für  eine  solche  beide  Reihen  übereinstimmen. 


Wir  wollen  hierzu  ein  Beispiel  geben. 

Geben  wir  zunächst  der  Function  die  Periode  2 7,  so  ist  in  Formel  5)  de« 
vorigen  Abschnittes : 

ß 

/"(*)  = -jp  + ß,  cosz+ß,  cos2s+  . . 


+ C,  sin  s + f,  sin2t+  . 

1 rin 

Bf=—  J cos  t«f(p)  da. 


C=-l  si 

‘ «J  o 


sin  s n f(a)  d<t. 


Nehmen  wir  ferner  an,  die  Function  f(s)  möge  in  den  Grenzen  0 nnd  » einer 
andern  '/(:),  nnd  zwischen  n und  2n  dadurch  bestimmt  werden,  das«  in  diesen 
Grenzen : 


_ , /■(£)  = <y  (2/i  ■ 

-*) 

sei.  Offenbar  ist  dann: 

1 rn  1 i 

Bs  =-/  ^ cos  *cty  («)<*«+—  j 

f cos  s er  y (2rr— ft)  da, 
n 

1 rn  1 , 

c.=7r/*,io*“^«)<fe+nJ 

r sin*<ry (2w  — er)  da. 

n 

Setzt  man  in  ßj  und  Cf  in  den  zweiten  Integralen  2 n — «=/J,  so  nehmen  diese 
bezüglich  die  Gestalt  an: 


1 rn  1 Pn 

— I cos Sßr/  (ß)dß, / sin  tßif  (ß)dß, 

n J o n J o 

Es  werden  sich  also  in  C(  beide  Theile  heben,  also  sein: 


C =0, 


dagegen  in  Bf  addiren,  und  man  hat  für  alle  Werthe  von  t zwischen  0 nnd  rr? 
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2) 


ß 

7 (t)  = -2#-+  ß,  coss+B,  cos 2t+ 


B=ir 

‘ nJ  o 


008  s a t/ (a)  da. 


Stellt  man  dagegen  die  Bedingung,  dass  zwischen  0 und  n : 

«*)=»(*). 

zwischen  n and  2i : 

•ei,  so  werden  alle  B(  verschwinden,  und  man  hat,  wenn  s zwischen  0 nnd  n 
liegt: 

8)  7 (s)  = C,  sint+C,  sin2»+  . . 

2 f*  ** 

C = — I sin  « n 7 (o)  da. 

* »J  0 

Ausserhalb  der  Grenzen  0 nnd  n ist  der  Werth  der  Reibe  vollständig  bestimmt 
durch  die  gegebenen  Bedingungen,  und  durch  den  Umstund,  dass  sie  die  Periode 
2n  hat.  Es  kann  aber  innerhalb  der  Grenzen  0 nnd  n die  Function  7(1)  noch 
beliebig  bestimmt  werden.  — Sei  z.  B.  Figur  ABCD  (Fig.  81)  ein  Trapez,  die 
Winkel  bei  A und  ß untereinander  beide  gleich  45*,  die  Projectioncn  AE  und 

Fig.  81. 


BF  von  AC  nnd  Bl)  auf  die  Grundlinie  sollen  beide  gleich  a sein,  und  der  Linie 
AB  geben  wir  der  Einfachheit  wegen  die  L&nge  ir.  Es  ist  dann,  wenn  wir  A 
als  Anfangspunkt  der  Coordinalen,  AB  als  Abscisscnaxe  betrachten  , die  Ordinate 
jedes  Punktes  der  gebrochenen  Linie  ACDB  offenbar  eine  Function  7 (x)  der 
Abscisse  x,  welche  folgenden  Bedingungen  unterworfen  ist. 

Für  0<x«i  ist  7(jr)  = x,  da  tg45*  =1  ist, 
für  a <M<n— a:  7(x)  = <s, 

für  iT— a<x<n  ist  7(x)  = is— x. 

Man  kann  also  <f(x)  nach  Reibe  3)  entwickeln,  da  der  Verlauf  von  7 (x)  will- 
kürlich  ist,  wenn  x grösser  als  n wird.  Wir  haben : 

2 rn  2 ra  2 rn~ ° 

C =— / bin  i c: 7 (n) du  = — / nsinsnda-f I asinsaan 

* s J 0 n J q n J a 

2 

— I (n-a)siasada. 
n ' n—a 

Im  letzten  Integrale  setzen  wir  n—a—ß,  und  erhalten: 

2 


2 r 

± — / ß sin  sß  dßt 
n J 0 

chmen  ist,  wenn  s ui 
erden  sich  das  erste 

4 ra  A 

— I a sin  ta  da 

n J 0 


wo  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  s ungrade  ist,  das  negative,  wenn 
t grade.  Im  erstem  Falle  werden  sich  das  erste  und  dritte  Integral  sumtniren, 
also: 
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geben,  im  letztern  heben  sie  sich.  Das  mittlere  Integral  gibt: 


2** 

sn 


[cos  *«  — cosifir  — a)l  = — cos  sa, 
t sn 


wenn  * ungrade  ist,  und  Null,  wenn  s grade  ist.  — Aus  der  Reihe: 
y (x)  = Ct  sinx-f-C,  sin  2x-|-Ct  sin  3x4"  • •• 
fallen  also  die  mit  graden  Vielfachen  der  Sinus  behafteten  Glieder  ganz  weg. 
Man  hat  nun: 


sin  sa  da  — cos  s«-f-  i 


t . n cos  sa  , sin  sa 
da  = L . 

s i*  ' 


oder  wenn  man  das  Integral  in  den  Grenzen  0 und  a nimmt  und  mit 
4 i..  . 4 /sin  s /i  ncosirA  ...  . , __  , 

~ multiphcirt : — J,  und  dies  mit  dem  Werthc  des  mittleren 

Integrals  vereinigt,  gibt  für  ungrade  s: 

4 

C = — r sin  sa. 

* ns1 

Es  wird  also  die  Ordinate  y (x)  vorgestellt  durch  die  Reihe: 

, . 4 . . . , sin3asin3x  , sinOasin&r  . sin7asin7x  . 

?(x)  = — (»m««in*+ g- 1-—  51 + 7 — + • • 

Setzt  man  noch  a — wo  sich  dann  das  Trapez  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

verwandelt,  so  hat  man: 

, v 4 , . sin  3z:  , sin  5r 
v W=-(.m«-1r+-gr-  • • •)• 


Die  Fourrier’schcn  Reihen  sind  zuerst 
in  Bezug  auf  reelle  Wcrthe  der  Varia- 
blen in  Anwendung  gekommen,  und 
zwar  bei  Gelegenheit  des  Problems  der 
schwingenden  Saite  (siche  den  Artikel: 
Schwingungen  elastischer  Körper)  durch 
Lagrange,  obgleich  Euler  diese  Reihen 
schon  kannte.  Ihre  hohe  Wichtigkeit 
für  den  Zweck,  willkürliche  und  discon- 
tinuirliche  Functionen  auszudrücken, 
wurde  zuerst  vollständig  von  Fourrier 
erkannt  (Iheorie  analytique  de  chaleur). 
Die  Convergenz  der  Reihen  für  reelle 
Variablen  bewies  zuerst  Dirichlet  (Crelle’s 
Journal,  Bd.  4).  Ihre  grosse  Wichtig- 
keit für  die  Theorie  der  complcxen  Va- 
riabien ist  in  der  neuesten  Zeit  erst 
völlig  erkannt  worden. 

Noch  bemerken  wir,  dass  sich  eine 
zweite  Entwickelung  nach  Potenzen  von 

tnx  1 analog  der  zweiten  im  vorigen 
Abschnitte  finden  lässt. 

19)  Grundzüge  der  Residuen- 
rechnung. 

Wir  haben  noch  eine  Entwickelung 
zu  geben,  welche  alle  eindeutigen  Func- 
tionen in  einer  nicht  von  Gebiet  zu  Ge- 
biet wechselnden  Entwickelung  darstellt. 
Es  sind  dazu  jedoch  noch  einige  andere 
Betrachtungen  nöthig,  welche  die  von 
Cauchy  so  genannte  Residuenrechnung 
bilden. 

Hat  eine  Function  f(x)  die  Eigen- 


schaft, für  x=«  discontinuirlich  zu  wer- 
den , ohne  dass  a ein  Windungspunkt 
ist,  so  lasst  sich,  wenn  man  Punkt  a 
mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise  um- 
gibt, zwischen  der  Peripherie  dieses  Krei- 
ses und  derjenigen  coneentrischen,  welche 
durch  die  a nächste  Discontinuität  oder 
Mehrdeutigkeit  geht,  die  Function: 

f(x)=f(a+9) 

nach  ganzen  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  y — x-a  entwickeln,  wie 
wir  gesehen  haben. 

Es  ist  also: 

/■(*)=«.+»,(•*-«)+».  (*—«)*+  ■ • •. 


Die  Coefficicnten  dieser  Entwickelung 
sind  Abschnitt  17)  gegeben.  Da  der 
erste  a umgebende  Kreis  beliebig  klein 
sein  kann,  so  gilt  diese  Entwickelung 
für  alle  Werthc  von  x,  welche  im  zwei- 
ten Kreise  liegen.  Es  lässt  sich  nun 
folgender  Satz  beweisen. 

I.  Ist  die  Discontinuität  in  f(x)  für 
x — a erster  Gattung,  so  ist  in  der  Ent- 
wickelung nach  Potenzen  von  x—a  die 
Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  von 
x—a  behafteten  Glieder  immer  eine 
endliche. 

Offenbar  nämlich  ist  in  diesem  Falle: 
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und  bleibt  continuirlich.  Man  kann  daher  in  den  angegebenen  Grenzen 
nach  positiven  Potenzen  von  (x— «)  entwickeln,  also: 

^ = ffo+fll(*-o)+aa(x-rt)>+  • . . 


f(«) 


Wegen: 


/■(«) 


= 0 


wird  aber  rto=0.  Es  kann  ansserdem  noch  eine  beliebige  Anzahl  der  Coefticien- 
ten  «j,  «j  . . . verschwinden.  Wir  nehmen  daher  an,  dass  a g der  erste  sei,  wo 

dies  nicht  stattfindc,  und  erhalten: 

m=a-(  a)  +a.+i(x_“) 

f(x)= 


4*  • • •> 


aj(x-«),+oi+1  (x-a)*+ 1+  . . . 
in  diesem  Falle  sagt  man  auch: 

,/(x)  habe  in  Punkt  a eine  Unendlichkeit  von  der  sten  Ordnung.“ 

Es  ist  dann: 

[»,  +«,+  , (*-«)  + «,+, (*-“)’+  j W’ 

und  y (x)  ist  eine  Function,  die  für  x = a continuirlich  bleibt  und  nicht  Null  wird. 
Man  kann  also  setzen : 


woraus  sich  ergibt: 
bK 


b 


1) 


+ 


i=s+*. +bs+  .«*—)• 


(*—«>*  (*—«)*  1 
womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  b hat  man  dann  die  Gleichungen: 


2)  y(x)  = (x-o)* /■(*)•  tf 

bo  =?•(«)»  * i = ^ («)»  ft«  = -^  * * * 

„Eine  Unendlichkeit  ster  Ordnung  der  Function  f(x)  in  Punkt  « kann  man 

also  als  eine  solche  definiren,  die  so  beschaffen  ist,  dass  (x— «)*  für  x = « conti- 
tinuirlich  und  von  Null  verschieden  ist.“ 

Bei  Discontinuitäten  zweiter  Gattung  findet  selbstverständlich  keine  solche 
Grenze  in  der  Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  behafteten  Glieder  statt;  die 
Reihe  geht  ins  Unendliche. 

„In  jedem  Falle  nennt  man  den  Coofficicnten  von  — in  der  Entwickelung 

x— « 

von  f(x)  das  Residuum  von  f{x ) für 'Punkt 
Die  Bezeichnung  dafür  soll  sein: 

Res  „/“(*). 

„Unter : 

^■Res  f(x) 

verstehen  wir  die  Summe  aller  Residuen,  welche  den  Discontinui täten  von  x, 
«,/?..  . im  ganzen  Raume  oder  innerhalb  eines  angegebenen  Gebietes  ent- 
sprechen.“ 

Bei  einer  Discontinuität  ster  Ordnung  von  /‘(x)  ist  also  das  Residuum: 

Res  a /■(*)  = &,_ 
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oder: 

3) 

und : 


K W(*)= 


7(,~,}(«) 
1-2. ..(«-t)’ 


7 (x)  — (*—«)*  A*)- 

Sei  jetzt  er  wieder  eine  beliebige  Discontinnität,  jedoch  keine  Mehrdeutigkeit  Ton 
/“(*),  und  untersuchen  wir  das  Integral: 

<A) 

rmdk. 


/ 


welches  sich  erstrecken  soll  über  eine  einfache  geschlossene  Curve  A , welche  a 
umgibt  und  keinen  zweiten  critischen  Punkt  enthält.  Man  kann  dann,  da  für 
alle  diese  Bedingung  erfüllenden  Umfange  der  Werth  des  Integrals  derselbe  ist, 
demselben  die  Peripherie  eines  Kreises  substituiren.  dessen  Mittelpunkt  « und  dessen 
Badius  beliebig  klein  ist.  Man  hat  dann  als  Werth  des  Integrals,  wenn  p der 
Radius  ist: 

•3a  • • 

«/  ACo+e«7*)? «,*<<7- 

* 0 


A(“+e«7')=^.+^  e’'!7‘+ 


wo  also: 


+®.  <? 


ß.=Re.  /■(,) 


-»,i 


4)  | /■(l)di=2,iiZRc./-(*) 


i.t.  Führt  man  die  Integration  ans,  so  die  Re,idncnsnmme  ausgedehnt  auf  alle 
siebt  man  leicht,  dass  alle  Glieder,  «eiche  umlej,lossenen  Diseontinniiäten. 
nicht  Bl  entsprechen,  also  mit  Potenzen 

von  e,ft  behaftet  sind,  Integrale  geben, 
die  für  0 und  2 n gleich  werden,  also 
verschwinden,  und  es  bleibt  nur 
Theil: 

/2n 

Bt  df  -2ni B t 

o 

übrig. 

II.  Der  Werth  des  Integrales: 

J f (H 

ausgedehnt  über  eine  den  Discontinui- 
tatspunkt  n,  der  jedoch  kein  mehrfacher 
Punkt  ist,  umgebende  geschlossene  Curve, 


Leicht  ergibt  sich  hieraus  auch: 

IV.  Erstrecken  sich  die  Integrale 
uso  AA)  AB) 

der  / A(1)rfi>  I Ober  *wei  ge- 

schlossene einlachc  Cnrren  derart,  dass 
Curve  B von  Cnrve  A gani  umschlossen 
wird;  sind  ferner  in  dem  Ringe  xwischen 
B nnd  A nur  DiscontinuiUUen,  die  nicht 
mehrfache  Funkte  sind,  vorhanden,  so 
hat  man: 


5) 


/ 


w 


-f 


rw<n 

(S) 


f(ii)dX+ 2ni  iRei/(r). 


welche  keinen  zweiten  critischen  Punkt  jyic  xiefciduensumrac  erstreckt  sich  über 
enthält,  ist  gleich  2a»  Res  f{x).  - ~ - - 


Möge  aber  jetzt  eine  einfache  ge- 
schlossene Curve  mehrere  Discontinui- 


alle  zwischen  A und  B liegenden  Dis- 
continuitäten. 

Diese  wrichtigen  Sätze  geben  unter 


täten  umschliessen,  so  wird  der  Werth  Anderm  Methoden  zur  Berechnung  be- 
des  über  sie  zu  erstreckenden  Integrals  stimmter  Integrale.  (Vergleiche  den  Ar- 

....  . ...  _ . • r» * AL 


gleich  dem  der  Summe  derjenigen  lute 
gralc  sein,  welche  sich  über  Cnrven  er- 


tikel:  Quadratur,  analytische,  Abschnitt  42). 
Es  sollen  hier  einige  andere  Anwen- 


strccken,  die  von  der  ersten  umschlossen  düngen  dieser  wichtigen  Theorie  folgen. 


sind,  and  jede  einen  Discontinuitätspunkt 
umgeben,  also: 

*(A) 


Selbstverständlich  kann  die  Function 
f[z)  auch  rational  and  endlich  sein.  Sei 
7 (x) 


/\/t ) V ixj 

f(l)di  über  demnach  gegeben  — - , wo  7 nnd  y. 

eine  einfache  Cnrve,  die  mehrere  Dis-  Polynome  bezüglich  vom  mten  nnd  nten 


continuitäten  umschlicsst,  so  ist: 


Grade  sind.  Jeder  Wurzel  der  Gleichung 
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tp  (x)  — 0 entspricht  dann  eifa  Residuum.  Die  Anzahl  derselben  ist  aber  der  An- 
zahl der  ungleichen  Wurzeln  gleich,  also  nur  «,  wenn  diese  Wurzeln  alle  ungleich 
sind.  Die  Summe  der  allen  Wurzeln  entsprechenden  Residuen  ist  nun  offenbar 


kr 


W;  (,) 
VW 


di  erstreckt  auf  eine  Cunre,  die  alle  Wurzeln  von  i/> (z)  = 0 cin- 


schliesst;  machen  wir  die  Snbstitntion  i= — , so  kommt 


2 niJ 


M})' 

streckt  auf  eine  Curvc,  die  den  Punkt  u = 0 allein  umgibt,  für  die  also  auch  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  substituirt  werden  kann.  Ist  nun  m kleiner  als 
n,  so  hat  man,  wenn  man  setzt: 


"•+7T+-- 


* ^a,n  + <,m-t^+-  • 
tm+h+im  + h-i  P + • * • 


h—2 


rm+A 


+ ßf*+  • 


wenn  man,  wie  für  abnehmendes  p immer  geschehen  kann,  den  Bruch  in  eine 
Reihe  entwickelt,  also  wenn  man  statt  der  Curve  B einen  Kreis  mit  abnehmen- 
dem Radius  r nimmt,  und  demgemäss  die  hohem  Potenzen  von  r vernachlässigt: 


Z Ros?  W - J__ 

V- (x)  " 2n  6 


h— 


m-f-Ä 


■/: 


df, 


ein  Ausdruck,  welcher  verschwindet,  wenn  h grösser  als  1 ist,  und  ftir  A=  X 

übergeht  in  7 . Also  : 

bm+k 


V.  Die  Summe  aller  Residuen  des  Bruches  ist  gleich  Null,  wenn  >p(x) 

V-W 

ein  Polynom  ist,  das  um  mehr  als  einen  Grad  höher  als  </  (x)  ist.  Die  Rcsiduen- 
summc  ist  gleich  dem  Verhtltniss  des  Coefficicnten  der  höchsten  Potens  von  y (x) 
<u  dem  der  höchsten  von  y>(x) , wenn  letzteres  um  eineu  Grad  höher  ist  als 


erstcres. 

Nach  Formel  3)  ist  noch,  wenn  n eine  »fache  Wurzel  der  Gleichung 
1/,  (r)  — 0 ist; 


6) 


Res 


fW  _ 
0 tK*) 


1 d*~'  ( («-«)*  y(x)\ 

1 • 2. ..(»—!)  gx*  — 1 ' V-W  >’ 


wo  nach  dem  Differenziiren  x — a zu  setzen  ist.  Für  » = 1 ist  noch: 


6 a) 


Res 

m 


f(x)  _ (»-<i)y  (n)  _ y («) 

<P(X)  <P(”)  («)’ 


Da  nämlich  Zähler  nnd  Nenner  Null  werden , kann  man  dafür  ihre  Differenztal- 
quotienten ftir  den  Werth  x = a substitniren. 

Einer  der  Hanptvortheile  der  Residnenrechnnng  ist  der,  dass  sic  oft  dann  all- 
gemeine Ausdrücke  gibt  für  Formeln,  deren  Beschaffenheit  sich  ändert,  je  nach- 
dem gewisse  Gleichungen  mehr  oder  weniger  gleiche  Wurzeln  haben. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  die  Theorie  der  linearen 
Differenzialgleichungen  betrifft,  und  zwar  stellen  wir  uns  eine  ganz  allgemein* 
Aufgabe. 
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20)  Digression  auf  die  linearen  Differcniial  gleichnngen. 

„Ein  beliebiges  System  linearer  Differentialgleichungen  ist  gegeben.  Ks 
sollen  allgemeine  Ausdrücke  für  die  Integrale  gefunden  werden,  welche  gegebenen 
Anfangsbedingungen  genügen.“ 

Bekanntlich  hängt  die  Gestalt  der  Integrale  bei  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methode  von  der  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln  einer1  algebraischen  Gleichung  ab. 
Sei : 


, dz 


1) 


*w_i+aw,.+aw,i+...+Bw_ 


das  Symbol  für  die  n Gleichungen;  die  b und  a sind  beliebige  Constantcn  und  für  s 
sind  alle  Werthe  von  0 bis  w — 1 zu  setzen. 

Sei  ferner: 


2) 


x$  = $ s für  1 = 0. 


Setzen  wir: 

3>  f 


wo  <!,,  ff,  ...  zu  bestimmende  Functionen  von  u sind,  und  die  Grenzen  der 
Integration  nachher  fcstgcstollt  werden  sollen.  Durch  Einsetzen  von  3)  in  1)  er- 
hält man : ' 


J (»W  « + M+  • • • +“W„_,  du=0. 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  das  Integral  sich  über  eine  geschlossene 
Curve  erstreckt,  und  das  Argument  eine  beliebige  ganze  Function  von  u,  also, 

da  evl  immer  den  Charakter  einer  solchen  hat,  wenn  t.  B.  der  Ausdruck  in  der 
Klammer  eine  Constante  ist.  Dies  führt  zu  den  Gleichungen : 

(“)+  • • • V,-i(l,)+(l,/,)+^»)»,(«) 

+n(i).+i  T.+i(“)+  • • 1 +a(')„_,  ?„_,(-)=  v 
wo  die  Grössen  cf  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Aus  diesen  Gleichnngen 
ergibt  sich  sogleich  durch  Elimination: 


5) 


T. («) - 


d A («)  . . *A(u)  , 
da  ( 8 ) ‘ da  (*) 


+c. 


^A(u) 

da  («->) 


wenn  man  setzt : 


A(«) 


6)  A(«)  = 


a.(°W%  o,(°),  at(°)  . . 
a.O,  a 0)+t(%  .,(»)  . . 

a.(,),  «,W,  aW+kW*  . . 


*a 


(a-t) 


M 


Um  die  Grössen  c„  c,  . ...  cn ( zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Integral  in  3) 

über  eine  Curve  ausdehnen,  welche  alle  Discontinuitäten,  d.  h.  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  £>(«)  = 0 cinschliesst.  Bemerken  wir  dann,  dass  von  den  Grössen 
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alle  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  wo  < und  I verschieden,  dass  dagegen 

0 # 

von  der  n— 1 ten  Ordnung  ist,  so  sieht  man  nach  dem  am  Ende  des  vorigen 


Abschnittes  Gesagten,  dass  fOr  (=0  sich  * reducirt  auf  den  Ausdruck  — . Es 

< 

ist  nlmlich  b„  A,  . . . bf_  t + , ■ . . Ä(|_  ( der  Cocfficient  der  höchsten  Po- 


tenzen von 


öA(iO 





der  der  höchsten  Potenz  von  A(n),  das 


Verhtltniss  beider  also  j-.  Den  gegebenen  Anfangsbedingungen  wird  also  ge- 

» < • 

nügi,  wenn  man  setzt: 
und  somit  ist: 


c =4  { , 
s s * s’ 


7) 


ft  IMl)] 

_ j_  r [vl 

» 2ni ./  A(«) 


U l , 
r du, 


das  Integral  auf  eine  geschlossene  Curre  bezogen , welche  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  A(u)=0  umgibt,  oder  was  dasselbe  ist: 


7*) 


xg  = 1 Res 


e v"  t 3A («).«< 

e=u  1 da  (y) 


A(m) 


Diese  Formel  soll  noch  für  den  Fall  specialisirt  werden,  dass  eine  Gleichung  nter 
Ordnung  gegeben  ist.  Dieselbe  sei: 

/«,  <*"-'*  <r-‘ 3* 

h h«  , f-<*  „ h • • • -f  cta  £ = 0. 

dtn 

Sie  ist  identisch  mit  dem  System: 


dx 


dx 


dt  ‘ 


rt— 3 

— ; —X  , , 

dt  n—i 


-jT+t'X+a,  x,  + . . . 


=0. 


In  den  Gleichungen  7)  und  7 a)  kommt  es  dann  nur  auf  den  Werth  xf  =x4  an. 

Ferner  ist,  wenn  t ungleich  n— 1 ist,  a W=0  wenn  p ungleich  s*f  1 ist,  und 

P r 

_J.,=  — 1,  t#=l,  aber  a^"~  ^ dann  ergibt  sich: 

u,  —1,  00  ...  0,  0 
0,  «,  -1,  0 ...  0,  0 
0,  0,  u,  -1  ...  0,  0 


A(«)  = 


0,  00,  0 ...  «,  -1 

*n  «i,  »t  • 


ä_s>V-l  + 4“ 
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oder: 


A(«)=4u,'+«i|_1h"  '+«n_ä»n  *+  . . . -f-ii.ti+d. 

Die  Unterdeterminanten  nehmen  ebenfalls  eine  einfachere  Form  an.  Es  ergib: 
aich  nämlich  «ehr  leicht: 


d A(m) 
da  (■-,)S 


da 


Ö&(U)  , L 

~ [n=T)  = an- . + 


dA(n) 


d A(w)  _ 


de.' 


("  ~ *) 


da/"-3) 

«,  -l.  o 

0,  H,  — 1 


«,  -1 

d 


«-»’  ft  — 


d +bu 


aH-VaH-1'an-l  + bu 


Da*  Ge»et*  des  Fortschreite  ns  dieser  Ausdrücke  ist  leicht  ersichtlich.  Man 
erhält  anf  diese  Weise: 


’+  • • • +f„_2)+  ••• 

Diesem  Werthe  lässt  sich  ein  bequemer  symbolischer  Ausdruck  geben.  Vertauscht 
mag  nämlich  die  Index  der  | mit  Exponenten,  so  kommt: 


d A (n)  . 


da/' 


«-{ 


A(»)-  A(t) 

■-e 


Es  ist  also : 

8) 


Nach  der  Entwickelung  von 


= vRe.  % X 

\ u-{  A(u)' 

A(<*)-A({) 


n-{ 


nach  ganzen  Potenzen  von  ( sind  die 


Exponenten  mit  Indiccs  zu  vertauschen. 

Die  Formel  8)  wollen  wir  aber  noch  auf  den  Fall  ausdohnen , wo  die  Diffe- 
renzialgleichung ein  von  x unabhängiges  Glied  cnth&lt,  also  die  Form  hat: 

. dP  x dP  ^ x dx  . . 

,+an-i  TST-.+  • • • +-T.+**  *=«*>• 


dl 


dl' 


Setsen  wir  zunächst  ungleiche  Wurzeln  voraus,  und  sei: 

I { J dA« 

_i_?j i» 

dd  w “ P’ 

p r 

so  künnen  die  Grössen  c0,  c,  . . . cB_j  als  willkürliche  Constanten  betrachtet, 

und  der  Variation  der  Constanten  unterzogen  werden.  Dies  führt  zu  den  Glei- 
chungen : 
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de  u t 

2 u -I  , P , 

P P 41 


de  ul 

J u *“*  p - 0, 

PP  rf« 


dc_  « 
n—  l P . 
i dt 


woraus  sich  leicht  ergibt: 


Soll  für  1 = 0 sein: 


.'<75?  /'<«' 


- «<*  _ , J**  _ . 

■r~{»’  dT~f"  31»  ** 


so  ist  offenbar  das  Integral  in  den  Qrenien  0 und  t zu  nehmen,  dazu  aber  der 
constante  Werth  von  c zu  addiren,  wie  er  sich  vor  der  Variation  der  Conslanten 

P 

ergab,  also  mit  Berücksichtigung  des  Werthcs  der  Residueneumme  (6  a des  vori- 
gen Abschnittes) : 

l rl  -y  in  »iW 


Der  Werth  von  z zerOUlt  dann  in  zwei  Thcile,  deren  einer  das  Integralzeichen 
enthält,  der  andere  aber  wie  8)  ist,  also : 

-3^ -'»äih  '4 


ul  ( A («)— A(j) 


-Ä/- 


z = JfBes 


/ 0 


«»  A(«)  - A(l)  , 

ÄW 


+ f'r(l)e-uldx 
J 0 


Um  den  Beweis  für  diese  Formel  zu  fuhren,  wenn  nicht  alle  Wurzeln  von  A(*)  = 0 
ungleich  sind,  bemerke  rann,  dass  für  < = 0 das  Integral  in  9a)  verschwindet, 
also  derselbe  Ausdruck  wie  in  8)  erscheint,  und  somit  die  Anfangsbedingungen 
verificirt  sind.  Die  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  aber  wird  noch  erfüllt, 
wie  man  leicht  durch  Einsetzen  des  Ausdruckes  9)  in  dieselbe  ersieht. 

21)  Allgemeingültige  Entwickelung  der  eindeutigen  Fu  nctio- 
nen  in  Reihen,  welche  Partialbrach  e enthalten. 

Die  Formel  4)  des  Abschnittes  19)  wird  angewandt  auf  die  Function 

wo  f(k)  eindentig  ist.  Man  sieht,  da  sich  ansser  den  Discontinnitäten  von 

f(X)  in  dieser  Function  noch  diejenige  befindet,  welche  A = s entspricht,  wenn 
Punkt  i innerhalb  der  Cnrve  A liegt,  nnd  da: 


Ihr  dio  > umgebende  Cnrve  iat,  wie  tchon  in  den  früheren  Abschnitten  gcaeigt 
wurde,  so  hat  man: 
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oder  =:  0, 

je  nachdem  Punkt  z innerhalb  oder  ausserhalb  des  von  A begrenzten  Raumes 
liegt.  — Die  Residuensummc  geht  auf  alle  von  A umschlossenen  Discontinuitäten 

von  f(u).  Diese  Summe  ist  positiv  genommen,  da  man  statt  <rC_ 

II  - - j # ||  ~ 

schrieben  hat,  wodurch  die  Function  und  offenbar  auch  die  Residuen  derselben 
das  Zeichen  ändern. 

Lässt  man  <iie  Curve  A sich  ins  Unendlishe  ausdehnen,  so  ist  die  linke  Seite 
immer  für  jedes  s gleich  /‘(z),  also: 

1_  AA)f(l)dk 

2ni  J 


1) 


/•(z)  = 2-Res^M  + 


z—u 


die  Summe  auf  alle  Discontinuitäten  von 
f(i)  erstreckt. 

Beschäftigen  wir  uns  jetzt  noch  mit 
dem  zweiten  Glicde  rechts.  — Da  k im- 
mer grösser  als  z ist,  so  kann  man : 

rb  = T<1+T+F+-"> 

setzen,  und  dies  Glied  gibt  also  eine 
nach  positiven  Potenzen  geordnete  Reihe. 


k- z 

1 Q 


ist,  also: 


Dies  ist  die  Gleichung  von  B.  Es  ist 
aber: 

F(-.^  + 2«n)  = F(-a), 


^cs"l'losse,n"n  also  die  Curve  ebenfalls  geschlossen. 

,,  TV  />  (V8  Z ° 8 n,tt4),  welche  aber  $ das  entgegengesetzte  Zeichen 

alle  Discontmu.täten  umgibt  eme  andere  von  hat,  s0  fimlct  die  Windung  von 

3S?  Ü ihchkeit8pDDkt  B,  also  die  Richtung  der  Integration 

S t\\  1 Pf  .£cnauer  im  entgegengesetzten  Sinne  von  A statt. 

~\A)  I\k)  *'  • • • • . ..  - 


man  kann 


k—z 


dk  für  1 setzen 


— , und  da  k bis  ins  Unendliche  wächst, 

r 

wird  fi  unendlich  klein  werden.  Man 
erhält  auf  diese  Weise: 


-f 


(*) 


Man  kann  also,  indem  man  beide  Inte- 
grationen im  gleichen  Sinne  vollzieht, 
setzen: 

rw  M m - rmf 

./  *-»  ~J  i»a-v)’ 

indem  man  mit  der  Umkehrung  der  In- 
tcgrationsrichtung  das  Minuszeichen  com- 
pensirt. 

Ist  die  Curve  A ein  Kreis,  so  ist  auch 
B ein  solcher  (vergleiche  Abschnitt  4). 
Man  darf  aber  nicht  schlicsscn,  dass  man 


fi  (1  — s u)  dfiy 

wo  B die  neue  Curve  vorstcllt. 

Was  die  Gleichung  dieser  Curve  an-  — . ...w...vWv.g«u,vi»giii«i 

betrifft,  so  lässt  sie  sich  leicht  aus  der  immer  für  A und  B jede  beliebige  ge- 
von  A ableiten.  Denn  wie  auch  letz-  schlosscnc  (bezüglich  unendlich  grosse 
tere  beschaffen  sei,  so  lässt  sich  setzen:  und  unendlich  kleine)  Curve  Af  und  Bf 

setzen  könne. 

z = re/  , ri=F('/),  Es  sind  hierbei  nämlich  zwei  Fälle  zu 

wo  z ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  unterscheiden : 

ist,  und  7 von  0 bis  2.t,  wenn  sie  ein-  *)  fi9)  ist  för  jedes  unendliche  z dis- 

.°,bi'  2"”  “ conünuirlich , wie  dies  t.  B.  bis  -I 
nehmen  ist.  Jedenfalls  ist  dann  : n 

» 

der  Fall  ist. 

" II)  /•(z)  ist  nur  für  gewisse  Wcrtbe 
von  z discontinuirlich.  Z.  B.  bei  tgz 

2*4-1 

ist  dies  der  Fall,  wenn  z = — n , und 

s = cc  genommen  wird;  für  jedes  andere 
unendliche  * aber  findet  noch  Continui- 
wo:  tät  statt. 


F (7  + 2»  71)  = 

Dies  ist  die  Bedingung,  dass  die  Curve 
geschlossen  sei.  Für  B ist  nun  zu 
setzen: 


1 »i 

,<==T  =Qe  ’ 
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Beschäftigen  wir  nns  mit  dem  letzte- 
ren Falle  zuerst.  Dann  ist  die  Annahme 
eines  Unendlichkeitspunktes  eigentlich 
gar  nicht  gestattet.  Lässt  man  Curve 
A sich  in  Af  ändern,  so  befinden  sich 
zwischen  beiden  Discontinuitäten,  und 
damit  eine  Curve  für  die  andere  gesetzt 
werden  kann,  ist  cs  nicht  allein  nöthig, 
dass  das  Kesiduum  einer  jeden  einzel- 
nen davon  in  Gleichung  1),  sondern  dass 
auch  die  Summen  aller  sich  der  Null 
nähern.  Was  die  Curve  B nnbetrifft,  so 
werden  sich  die  Discontinuitäten  von 

*m  Punkte  u gleich  0 mit 
zunehmender  Dichtigkeit  schaaron. 

Um  bei  diesem  wichtigen  Gegenstände 
noch  einen  Augenblick  zu  verweilen, 
denken  wir  uns  für  A einen  Kreis  mit 
zunehmendem  Radius,  und  die  darin  ent- 
haltenen Discontinuitäten  etwa  nach  con- 
ccntrischcn  Kreisen  geordnet , in  die 
Summe  in  1)  aufgenommen.  Anderer- 
seits sei  Ar  ein  Parallelogramm  mit  zu- 
nehmenden Seiten,  und  die  Discontinui- 
täten innerhalb  desselben  etwa  einer  Seite 
parallel  geordnet.  Da  nun  Parallelo- 
gramm und  Kreis  sich  nicht  decken,  so 
stimmt  ein  Theil  der  Discontinuitäten, 
freilich  nur  die  ins  Unendliche  fallenden, 
in  der  Entwickelung  von  f(z)  in  Glei- 
chung 1)  nicht  mit  einander  überein,  ob- 


gleich beide  Entwickelungen  convergiren. 
Man  sagt  dann  gewöhnlich,  wiewohl  mit 
Unrecht,  dass  die  Entwickelung  von  der 
Anordnung  abhängc.  Sie  hängt  in  der 
That  von  den  Gliedern  selbst  ab,  die 
nicht  alle  übereinstimmen. 

Finde  jetzt  Fall  I.  statt  Da  f(z)  für 
jedes  unendliche  z discontinuirlich  ist, 

so  findet  mit  für  u = 0 dies  statt, 

jede  abnehmende  Curve  B oder  B\  die 
k = 0 umgibt,  schliesst  also  nur  einen 
Discontinuitätspunkt,  den  Unendlichkcits- 
punkt,  ein,  und  das  Vertauschen  beider 
Curvcn  ist  gestattet.  Also  immer,  wenn 
Fall  II.  gilt,  können  wir  für  B einen 
Kreis  setzen,  dessen  Radius  abnimmt, 
und  es  ist  das  Integral : 


auf  denselben  auszudehnen.  Der  Werth 
dieses  Integrals  ist: 


Unter  dieser  Bezeichnung  ist  das  Resi- 
duum des  cingcklammertcn  Ausdruckes 
für  die  Discontinuität  t = 0 verstanden. 
Man  kann  aber  immer  setzen: 
a 

• ‘ +^V^+as+as  + ’ •’ 


wo  für  s = 0 eine  Discontinuität  s ter  Ordnung  vorausgesetzt  ist. 

Keiner  Discontinuität  entspricht  * = 0,  einer  zweiter  Gattung  s = oo.  Setzt 
man  noch,  da  v abnimmt: 


80 


erhält  man,  indem  man  diese  Entwickelung  mit  der  von  f multiplicirt, 


aber  nur  das  mit  — behaftete  Glied  nimmt: 
v 


Res 


~as+as  +s'f'aJ_.22’+  • • •+<*.»* 


? 


d.  h.  dieser  Ausdruck  ist  gleich  dem  nicht  mit  negativen  Potenzen  behafteten 
Theilc  der  Entwickelung  von  f(i),  welche  fü.-  wachsendes  s,  d.  h.  für  s = — in 

V 

der  Nähe  von  r = 0 gilt. 

Diesen  Theil  der  Entwickelung  bezeichnen  wir  mit  Br^f(t)  und  haben  also: 
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Ist  für  v = 0 keine  Discontinui  ät  vorhanden,  so  beschrankt  sich  dieser  Aus- 
druck auf  eine  Constante  Ist  die  Discontinnitlt  «weiter  Gattung,  so  hat  man : 


B' 


also  eine  unendliche  Reihe. 

Wir  wollen  auch  da*  allgemeine  Glied  der  Summe  in  1)  auf  ähnliche  Art 
ausdrtickcn  Sei  dasselbe  auf  den  Discontinaitätspunkt  « boaogen , der  von  fter 
Ordnung  sein  möge,  so  hat  man  in  dessen  Nähe: 


b, 


(— «)*  («-«)* 


— + . ..  + — — ' 

1—2 T w-n 


ferner : 


1 

s—  i 


(«-«) 


s-ox  (»-*)* 


+ 4.  + *s-H  (“-“)  + 


+ + 


t— a—  («— ß) 

Nimmt  man  au*  dem  Product  beider  Entwickelungen  da*  mit 
*o  ergibt  sich : 

[fW]  _ *.  i 


i 

u—a 


behaftete  Glied« 


Re* 


(«  - n)  (t  - «)  (s  - er) 

also  gleich  dem  mit  negativen  Potenzen  tJebrigens  ist  nach  dem  Maclaarin* 
behafteten  Theil  der  Kittwickelnng  von  sehen  Satze; 

/■(*),  welche  in  der  Umgebung  von  s = « (y),  v 

gilt.  Bezeichnen  wir  diesen  Theil  der  b = - ■ — t 

Entwickelung  mit  B f(z)t  so  kommt:  P l»2..p 

r(u)  * wo: 

Ke"«  * (*)=(*-■ )7(*). 

(Die  Zeichen  B und  Br  ergänzen  also  und  der  pte  Differenzialquotient 

einander  insofern«  dass  das  erste  auf  ist,  ferner: 
alle  negativen,  das  zweite  auf  alle  nicht 
negativen  Potenzen  geht.) 


Ist  die  Discontinuit&t  n von  der  ersten 
Ordnung,  so  ist  offenbar: 

B /(»)=-h-  — — - — Rgb 
a s — a 4 — a a 

Ist  sie  zweiter  Gattung,  so  ist: 

V<*>=fe+{^+  • • • 

Man  hat  also  Air  jedo  eindeutige  Func- 
tion, wenn  Fall  I.  Anwendung  findet: 

2)  /(*)  = * VW + *'«/(*>' 

oder: 

3)  /•(*)  = JKc8^M 


„ _ V-(e)(») 


1-2. 


+ * * lr  (1 — *r)l 

In  jedem  Fülle  eher  gilt  Formel  1),  ue‘ 

wo  man  die  Rc.iduen.umme  ebenfalls  auc3  “uf^ndertn  We«°  Perlenen 


zn  setzen  ist. 

Ans  Gleichung  2)  und  3)  folgt  nun: 
Jede  eindeutige  Function  lasst  sich 
als  ganze  Function  vermehrt  um  eine 
bg 

Anzahl  Partialbrüche  aus- 

(l  — o)  * 

drücken,  d.  h. : 

Jede  eindeutige  Function  hat  entweder 
den  Charakter  einer  ganzen  Function 
oder  den  eines  rationalen  Bruches. 

Die  Formeln  1),  2)  und  3)  enthalten 
die  Theorie  der  algebraischen  und  trans- 
cendcnten  Partialbrüche.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Summe  eine  endliche.  Sie 
lässt  sich  in  diesem  Falle  bekanntlich 


durch  JE  B f(t)  ersetzen  kann. 


Für  Fall  IL  wollen  wir  uns  noch 
mit  der  tJmwandlung  des  von  A abhän- 
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gigen  Integral«  beschäftigen.  — Man  kann  nämlich,  da  die  Cnnre  ins  Unendliche 
wächst,  der  N^odul  von  z also  immer  kleiner  als  der  von  I ist,  die  schon  ange- 
führte Entwickelung  annehmen: 

+ « + 

Ist  mm  die  Curvc  derart,  dass  auf  ihr  f(k)  immer  endlich  bleibt,  wie  dies  in 
dem  bezeichncten  Falle  immer  geschehen  kann , da  man  nur  in  A die  Disconti- 
nui täten  zu  umgehen  braucht,  so  ist: 

5K+-> 

wo  a der  grösste  Modnl  ist,  den  f (l)  annehmen  kann.  Das  Integral,  dessen 


Modal  mit  a mnltiplicirt  ist,  hat  znm  allgemeinen  Qliede  des  Argumentes 


* +» 


1 z* 

das  Integral  ist , ein  Ausdruck,  der  für  eine  geschlossene  Curre  ver- 

* / 

schwindet,  da  Anfangs-  und  Endpunkt  Zusammenfällen.  Man  kann  also  in  diesem 


w m m 


In  dem 


Falle  das  Integral  in  1)  ersetzen  durch  das  einfachere:  j* 

hier  hingestcllten  Falle  wird  die  Reihe  der  Glieder  mit  positiven  Potenzen  sich 
auf  eine  Constante  beschränken  Also  statt  I)  erhält  man: 


la) 


r(t)=2Bjw+±jMCm. 


Man  kann  aber  auch  leicht  entsprechende  Formeln  finden,  die  nur  für  einen 
Theil  der  Ebene  gelten. 

Seien  A und  ß einfache  geschlossene  Curvcn,  die  keinen  Windnngspnnkt 
einschliessen , die  letztere  ganz  innerhalb  der  ersten,  t ein  zwischen  beiden  ent- 
haltener Punkt,  so  gibt  Formel  5)  des  vorigen  Abschnitts: 

1 rw  Pa-  s— . =ni). 

2 ntj  k—z  2/i  k—  % t — m ' w 

Die  Summe  geht  auf  alle  zwischen  A und  B liegenden  Discontinuitäten.  Es  tritt 
nämlich  das  s = w entsprechende  Residuum,  welches  gleich  /*(»)  ist,  hinzu,  ganz 
wie  oben. 

Ersetzt  man  A und  B durch  concentrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt ist,  so  wird,  wie  in  Abschnitt  17),  sich  das  erste  Integral  nach  posi- 
tiven, das  zweite  nach  negativen  Potenzen  von  z entwickeln  lassen,  und  man 
erhält : 


4) 

wo: 


/■(*)=: ZRes  — s + A,  **-f 
z — w 


i r%n  f (n) 
*"2 nj  0 „*  * 

“•‘hiy™*» 


B.  B. 
+~z  + 7>  + 


A=e*7“. 


r ist  der  Radius  des  grossem,  p der  des  kleinern  Kreises.  Es  ist  wohl  zu  be- 
merken, dass  man  hier  nicht  wie  in  Abschnitt  17)  r und  p mit  einer  zwischen 
ihnen  liegenden  Grösse  vertauschen , eben  so  wenig  beide  identificiren  kann,  da 
der  Ring  Diskontinuitäten  enthält,  und  mit  dem  Ueberschrciten  einer  solchen  die 
Integrale  sich  ändern. 

Ist  der  Anfangspunkt  kein  Windnngs-  oder  Discontinuitätspunkt,  so  fällt  der 
Ausdruck  j'W  weg,  für  einen  Raum  bis  tnm  nächsten  critischen  Punkte,  nnd 
man  hat  in  4)  Bf  =0. 
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Bei  ap  io  I e. 
I.  Sei: 


f (a)  r -4—  — coace  t. 

ami 


coaecz  = coaec(+an  + •?  4-y')  = + * . =4- 

— — 2 ' - cos  y i — 


Um  daa  vom  Summenzeichcn  freie  Glied  au  finden,  denken  wir  zwei  Grade  pa- 
rallel der  Axo  der  y,  deren  Abaciaaenwcrthe  sein  sollen:  und  - (*/i  4-” 

ferner  zwei  Grade,  parallel  der  Axc  der  x und  in  wachsender  Entfernung.  Anf 
beiden  erstem  ist: 

2 

' «>+*->’ 

ein  Worth,  der  immer  endlich  bleibt.  Fiir  die  letztem  Graden  ist: 
cosec  z = eoaec  (x  4-  Ai)  = — — — r=-r, 

ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem  h verschwindet. 

„ . . . . /’cosec  k dl  _ 

Ls  ist  also  hier  I - auf  dies  Rechteck  zu  erstrecken.  Dies  Integral 

aber  verschwindet,  da  zweien  vom  Mittelpunkt  des  Rechtecks  aus  symmetrisch 

cosec  jt 

liegenden  Punkten  des  Umfanges  gleiche  Werthe  von  — ^ — entsprechen,  und  die 
Integration  bei  beiden  in  entgegengesetzter  Richtung  fortschrcitet.  8omit  ist:  . 

_ cosec u 

cosec  z — 2 Res = 2 B (cosec  j). 

s—ii  « n ' 

Discontinui täten  treten  fQr  a = tn  ein,  und  es  ist: 

__-.s 

cosec  (s  n + w)  = — — • 

v sinn 

Da  nun  — - für  u = 0 sich  der  Null  nähert,  hat  man: 
sin  n 

B /•(  = 
tn  v 7 2— tn 

also : 

*=+*(-»)•  1,0  *=®  (-D* 

cosee»=^jr_^  — =-+2z^i 

wie  man  erhält,  wenn  man  je  zwei  Werthe,  die  s = f,  *=  — t entsprechen,  vereint. 
Ersetzt  man  z durch  ~ — *,  so  erhält  man: 

*=+®  (— 1)‘— 1 * = co  (2s-f  1)( — J)‘ 

sec  s — 2 ö — t~  = tt  2 


. = — ooz-^s— * * = ° (2»4-l)*~-** 

Z 4 


II.  Sei: 


f (s)  = cot  3. 


Dass  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  verschwindet,  ist  >yie  »m  vorigen 
Beispiele  darzuthun.  Discontinuitftten  finden  für  z-tn  statt. 


und  da: 


COt  = COt  fjy 


ucosu 
U cot  U ZZZ1—' — C 
sin  u 
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tn  ' ' i—ttt 


+ oo 

cot  l ~ 2 


= i+2i  2 


»*  — »» r?’’ 


und  wenn  man  t mit  tt  — i vertauscht: 


+oo 

tg»  = — 2 
— 00 


s = ao 

. = 2»  2 


*=°  (2s+l)*~— »* 


Bei  diesen  Beispielen  galt  Formel  1).  Um  Formel  2)  anzn wenden,  wollen 
wir  noch  das  Beispiel  eines  rationalen  Bruches  nehmen. 

III.  Sei: 

m« 

(i-«1)a'(t-«,)a*  . . . (.-«,)  P 

wo  (•)  eine  game  Function  ist.  — Die  Function  hat  für  *=«,  eine  Unend- 
lichkeit » ter  Ordnung,  und  somit  ist: 


Re.  „ZMl  = _Jt_  + L 

s*— « «, 

(»—",)  (*—,) 


* =i  — ((•-«,  )°V(»)) 

<f  e'dt* 


für  • = « , und: 


»(jö^))  =C.  +Cs-lt+cs-.*t,H 


1 ^ 

'(y) 

iür  t = 0. 

• gibt  an,  um  wieviel  Einheiten  der  höchste  Exponent  des  Zahlers  von  f(t) 
das  des  Nenners,  also  den  Ausdruck  c1  + c,+  , . . +cp  Obcrtrifft. 

22)  En twickelnng  eindeutiger  Functionen  in  Froductq, 

Wir  nehmen  an,  dass  die  su  untersuchende  eindeutige  Function  f(i)  entweder 
keine  Discontinnität  zweiter  Gattung  oder  eine  solche  nur  im  Unendlichkeitspunkte 
habe.  — Untersuchen  wir  jetzt  den  Ausdruck : 

rfig/w  _ r w 

* /(*)  ‘ 

Derselbe  hat  im  Zahler  und  Nenner  dieselben  Discontinuitäten,  da  f'{ t)  in  jedem 
Gebiete  eindeutig  und  continuirlich  ist,  wo  dies  für  f(i)  statthndet.  Diesen  und 
den  Nullwcrthen  von  f(t)  können  allein  Discontinuitäten  von  unserm  Ausdrucke 
entsprechen.  Wir  beweisen : 
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„das«  für  jede  Noll  and  Discontinuität  von  f(z)  eine  lolche  von 
f'(t) 

yyy  stattfindet,  und  dass  alle  diese  von  der  ersten  Ordnung  sind.“ 

Denn  sei  a eine  Discontinuität  von  f(z),  so  ist: 

/'«-—•—+ “ZT,  + ^=TS+  • • • +b~+vM, 

wo  9 (z)  für  z = a continuirlich  ist,  also : 

r«=-  (-^V,  + + • . . + ,/  mV 

V«-«)+  (*-«)  (t°)  ; 

* _ 

/■'(s)  s +“7— ")+ • • • 


* f<  4>o  + M*— “)  + , . . +4f_J  (z— n)'  ’+9(l)(t—  a)‘ 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  wird  für  * = « nicht  unendlich,  also  ist  in  der 
That  die  Discontinuität  erster  Ordnung,  und : 

ltes  ($4)=-*  B m—JU 

a\  f(z)  / «ff.*)  Z — a 

Sei  ferner  f(z)=0  fiir  z = ß,  so  ist: 

/■(*)  = «„(»- />)”+“„+,  (*-/J)"+,+  • • 

denn  jedenfalls  verschwindet  das  von  * — ß freie  Glied.  Ausserdem  mSgen  noch 
n — 1 Anfangsglieder  verschwinden;  wir  sagen  dann,  f(z)  habe  für  z = ß eine  Null 
von  nter  Ordnung.  Es  ist  dann : 

f'(z)  = »an(z-ß)H-l+(»+l)an+l(z-ß)n+  . . ., 

rw  » a.+TVi(t-^-  • • 

f{z)  z-ß  on+on_|_t(s  — ß)+  . . ’ 

und  da  der  Ansdruck  in  der  Klammer  für  z=ß  die  Einheit  gibt,  so  ist  die  Dis- 
continuit&t  erster  Ordnung,  und: 

ß\  f(z)  / ft  /(t)  z— ft 

Die  Residuen  sind  also  diejenigen  Zahlen,  welche  die  Ordnung  der  Null  oder 
Unendlichkeit  von  f (z)  anzeigen,  im  letz  tarn  l’allo  negativ  genommen.  Man  hat 
also : 

_5 s ~+U, 

dz  ß Z-ß  a z—tT  ’ 

wo  der  Ausdruck  V eine  nach  ganzen  Potenzen  von  z fortschreitende  Beiho  an- 

f (z) 

gibt,  und  man  bat,  je  nachdem  Fall  I.  oder  II.  fdr  die  Function  yy,y  stattfindet, 
entweder : 

17- ß'  r« 


2u  i/  l—z 


Den  eben  gefundenen  Werth  von  integriren  wir  in  den  Grenzen  z und 

dz 

z, , derart,  dass  z,  keiner  Unendlichkeit  und  Null  von  f (t)  entspreche.  Man 
erhält : 
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Ig  ^=lg"~'v,~.+K- 

wo  ZT  das  Prodnct  aller  der  ß und  a entsprechenden  Ausdrücke  anzeigt.  Hier  ist : 

V=  fZ  Udz ; 

J ‘o 

es  ergibt  sich  also: 

» v= 

oder : 


v=rz  fi'ooiigA*). 

•7 


Setzen  wir: 


dz 


. . . + 


rt_2  ö_i 


f a0-f-<»i*+a,*,+  . • 


also: 


so  ist: 


**>^^=*•+•1*  + ***'+  • • •* 


/«_o 

lg  /*  (*)  = • • • 1-0 J lg*  + ö0  * + al  *'  + • • • = lg  /*(*)* 

J*  * = «,»  + «4  **  + . . . = ß'oo  IgfO)- 


jedoch  mit  der  Bemerkung,  dass  in  der 
Entwickelung  von  lg  /*(*)  nicht  allein 
der  mit  negativen  Potenzen  von  s be- 
haftete, sondern  auch  der  mit  lg  z mul- 
tiplicirte  Theil  bei  der  Bildung  von 
B'oolg/Xz)  wegbleibt,  dass  daher  dieser 
Ausdruck  kein  constantes  Glied  hat;  so 
wird  also: 

2)  ’ V=  Fqo  lg  /(«)  — *'«  lg  /(*.)• 

Nun  hat  man: 

3) 

In  Fall  II.  (siehe  vorigen  Abschnitt) 
kann  man  die  Begrenzung  A wieder  so 
(•  (X) 

wählen,  dass  - ‘ ■ auf  der  ganzen  Corve 

I \*/ 

A endlich  bleibt,  und  dann  ist: 


F= 


rr_  1 fWf'Wdl 

U~2 niJ  I7Ö)  ’ 

zi.  ro*) rw ,, 

2*4  J 1^(1)  ’ 

1.  f(A)  d]zfW 
i J X. 


z—i 
2a  i 


Welchen  Werth  von  V man  auch  nehme, 
so  ist  dies  eine  nach  ganzen  positiven 


Potenzen  von  z geordnete  Reihe,  da  der 
Differenzialquotient  U von  V eine  solche 
war;  es  wird  also  V nicht  unendlich  für 

y 

endliches  z,  und  mithin  e weder  Null 
noch  unendlich,  also : 

„Jede  eindeutigcFunction/(z),  welche  im 
Endlichen  keino  Discontinuitäten  zweiter 
Gattung  enthält,  ist  gleich  einem  Pro- 
ducte , das  im  Zähler  alle  Werthe  z — ß , 
die  den  Nullen,  im  Nenner  alle  Wertho 
s — <r,  die  den  Unendlichkeiten  ent- 
sprechen, als  Factoren  enthält.  Die  Ex- 
ponenten geben  die  Ordnung  dieser 
Nullen  nnd  Discontinuitäten  an;  ausser- 
dem kann  noch  eine  Exponontialgrösse 
als  Factor  Vorkommen,  welche  eine  ganze 
Function  von  z im  Exponenten  hat.“ 

- Ist  z = 0 keine  Discontinuit&t  oder  Null 
von  f(z),  so  kann  man  auch  z9=0  setzen, 
und  hat: 

oder: 

2a)  f^B'oolgftz). 

Da  B'ojlg/Xz)  kein  von  z freies  Glied 
hat,  so  ist: 

*'oolg/X0)  = 0,  • 
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3 a) 


f{z)  = mn 


V) rw 
W) 


und  unter  der  obigen  Bedingung: 

s;/c 

Aus  diesen  Entwickelungen  folgen  aber 
einige  wichtige  Resultate. 

Da  das  Product  V in  Formel  1)  durch 
die  Nullen  und  Discontinuitäten  völlig 
bestimmt  ist,  so  folgt  unmittelbar: 


I.  Jede  eindeutige  Function,  die  im 
Endlichen  nur  Discontinuitäten  erster 

. Gattung  enthält,  ist  bis  auf  einen  Factor 
bestimmt  durch  die  Lage  und  Ordnung 
ihrer  Discontinuitäten  und  Nullen.  Zwei 
Functionen,  die  in  diesen  Punkten  über- 
einstimmen, sind  also  bis  auf  einen  Fac- 
tor identisch.  Dieser  Factor  ist  con- 
stant,  wenn  der  Unendlichkeitspunkt  kein 
Discontinuitätspunkt  ist,  im  andern  Falle 
ist  er  eine  Exponentialgrösse,  deren  Ex- 
ponent eine  ganze  Function  ist. 

Ebenso  lehrt  Formel  L und  II.  des 
Abschnitts  20): 

II.  Jede  eindeutige  Function  ist  eine 
Summe  von  andern  solchen , deren  jede 
mit  der  gegebenen  eine  Discontinuität 
in  gleicher  Gattung  und  Ordnung  ge- 
mein hat,  im  Uebrigen  aber  stets  conti- 
nuirlich  ist. 

Offenbar  hat  nämlich  jedes  Glied 
V«  diese  Eigenschaft  für]»  = cr. 

Hieraus  folgt  dann  sogleich  [: 

Eine  eindeutige  Function,  die  nur 
Discontinuitäten  erster  Gattung  und  in 
endlicher  Anzahl  enthält,  ist  gleich  einer 
ganzen  Function  vermehrt  um  eine  Bruch- 
reihe, also  schliesslich  ein  echter  oder 
unechter  Bruch. 

Hat  sie  nur  eine  Discontinuität  und 
zwar  für  z — oo , so  ist  sie  eine  ganze 
Function  (dies  ist  schon  früher  gezeigt). 
Ist  diese  Discontinuität  erster  Gattung, 
so  ist  sic  eine  endliche  Reihe. 


III.  Die  Discontinuitäten  zweiter  Gat- 
tung einer  eindeutigen  Function  Bind 
immer  so  beschaffen,  das6  wenn  man 
a einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  gibt, 
derselbe  wenigstens  in  einer  Richtung 
bewirkt,  dass  die  Function  unendlich  wird. 

Äi—1  bs—  2 

Denn  das  Glied (-  r,+  *♦ 

z — « (z  — o)* 

welches  dieser  Discontinuität  entspricht, 
muss,  wie  jede  eindeutige  Function,  doch 
einmal  unendlich  werden,  und  dies  kann 
nur  für  z — a geschehen. 


Wir  wollen  jetzt  den  Discontinuitäten 
zweiter  Gattung  noch  eine  wichtige  Form 
geben. 

Das  einer  solchen  « entsprechende 
Glied  in  f(z)  ist: 

Vm(*)='!'(")=igS+it—  ***+  • • •» 

wenn  man  « = — — setzt. 

z — « 

Dies  Glied  hat  also  die  Form  einer 
ganzen  Function,  und  indem  man  die- 
selbe in  ein  Product  verwandelt , er- 
hält man  nach  Formel  3)  dieses  Ab- 
schnittes, da  eine  Discontinuität  nur  für 
v — oo  vorhanden  ist: 

yrt(«)  = HuS(tt  — /?,)**  («  — ß%)** 

V(u) 

» • • c » 

H ist  eine  Constante,  0,  ßv<  ßt  die  Nullen 
von  P(**)  eine  nach  ganzen  Po- 

tenzen von  w geordnete  Reihe.  Je  nach 
dem  Charakter  der  Discontinuität  ist 
diese  Entwickelung  entweder  von  der 
Form  der  Curve  A,  welche  V gibt,  ab- 
hängig oder  nicht,  im  erstem  Falle  kann 
dann  F(u)  auf  eine  Constante  reducirt 
werden  (vergleiche  Abschnitt  20).  Man 
hat  also: 

5) 


Dagegen  tritt  für  die  Discontinuität, 
welche  z = oo  entspricht,  das  Glied  ein: 

6)  v(z)  = A(*-ßl)t'(z-ßt)t' 

A+*s*+ca**  + • • • 
• • • * 

Für  alle'Gliedcr,  welche  Discontinuitäten 
erster  Gattung  entsprechen,  bleibt  die 
Exponentialgrösse  weg,  und  das  Product 
ist  ein  endliches. 

Man  hat  also  für  alle  eindeutigen  Func- 
tionen jetzt  die  allgemeine  Form : 

7)  = + 

C*(z — Et)*1  (* — ei)^*  • ♦ 

(*—  9*)k*  • • • 

wo  das  erste  Glied  rechts  anf  alle  Dis- 
continuitäten zweiter  Gattung  geht.  Das 
Schlussglied  entsteht  aus  allen  Discon- 
tinuitäten erster  Gattung. 
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Es  bleibt  für  die  Entwickelung  in  Producte  noch  der  Fall  zu  erörtern , wo 
f(i ) Discontinuitaten  zweiter  Gattung  für  andere  Punkte  als  für  z = oo  enthalt. 

Da  in  diesem  Falle  der  Ausdruck : ^ - f-~  noch  Glieder  enthalt,  welche 

dz  f(z ) 

diesen  Discontinuitaten  von  f(z),  die  wir  mit  y bezeichnen  wollen,  entsprechen, 
und  für  diesen  Fall  die  Betrachtung  ausgeschlossen  ist,  dass  jeder  Unendlichkeit 


von  f (z)  eine  solche  erster  Ordnung  von 


entspricht,  so  ist  jetzt  i 


, _* T ( A , “i  | a<  i 'l 

dz  ß z — ß a z — n y \j— y (z— y)*  2(z  — y)‘  ' ' /’ 

also : 

*}&-"-  [feycf^)'  ■ • • 

-Ä-ÜÄF-  ■ • )+F’ 

also  schliesslich: 

f,  (r^  - ly-, + (l- ,7’  “ ST-7F h ' ■ )+F- 

A , a,,  0.  ...  sind  Constanten , die  übrigen  Grössen  haben  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  3).  Wird  f( t)  nicht  discontinnirlich  für  2 = 0,  so  ist  noch: 

JT  + . . .)  (l-| y 

’ r ’ ’ 

V (-2i_  + |_Sl_  + . . ,)+K. 

y \r  y (z  — y)*  / 


Je  nach  der  Natur  der  Discontinnitat,  welche 


für  « = y hat,  wird  übri- 


gens der  y entsprechende  Theil  der  Exponcntialgrösso  sich  auf  eine  Constante 
reduciren,  dann  aber  die  Wahl  derselben  einen  Einfluss  auf  die  übrige  Entwicke- 
lung ausüben  können  oder  nicht.  Uebrigens  kann  A auch  unendlich  gross  wer- 
den : dann  muss  dieser  Factor  sich  mit  denen  im  Zahler  derart  vereinigen , dass 
ein  endlicher  Quotient  entsteht. 

Beispiele. 

I.  Sei: 

/■(*)=  cos  z. 

Es  ist  dann: 

CM-  _ »int- 

f(z)  cos  z ' 

und  da  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  U in  der  Entwickelung  von  tg(z) 
verschwindet  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  so  ist  (Jz=  0.  i)  bat  keine 
Unendlichkeiten,  die  Nullen: 

» = (2«  + l)| 

sind  also  von  erster  Ordnung.  Nimmt  man  noch  zo  = 0,  so  gibt  3a): 

»=+»  i z | 

cos  z-II  Jl 1, 

m=— oo  1 


(2m+l)-g- 
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COI 


« = +»  [ 4i*  \ 

B=nm-l  V (2m + l)«n»/- 


II.  Sei: 
Man  bat: 


/■(*)  = 


sinz 


icost  — »int  1 


r (.*)-- 


z «int 


= cotz . 

s 


Der  za  cotz  gehörige  Theil  von  V verschwindet,  and  da  i ßr  « = # ver- 
schwindet, so  ist  dies  auch  mit  dem  übrigen  Thcilc  der  Fall. 

Die  Sollen  von  sind  erster  Ordnung  und  finden  für: 

* = asn 

statt,  wo  m jedoch  nicht  gleich  0 ist,  also: 

m—  +oo 


f!ü=,r=+"  (i— m. 


oder: 


= — oo 
m = 4*® 


m=+®  /,  S>  \ 

’iD>  = lßm=l 


III.  Um  noch  eine  Function  zu  betrachten,  die  Discontinuitüten  zweiter  Gat- 
tung  enthalt,  setzen  wir: 

z — a i — b 

f(.*)=et  ° — e* 

Solche  Discontinuititen  linden  hier  für  z = « und  z = ß statt.  Es  ist: 
e1-"  = cos  (i  ^)_i,in(i  i-“). 


also: 


‘‘  *=•"(*£=! )_i,in(ibJ)’ 

/■(z)=2  cos  tu  cosie  — 2»  sin  iucosie, 

, /s — a z — b\  Iz—a  z— 4\ 

“=H— e + 


wo: 

gesetzt  ist,  also: 

/(«)  = 2costt  e 

und  somit  nach  der  vorigen  Entwickelung : 

n»  = oo 


W*  = Q0  . 4„  3 \ 

A,)  = 2.  nn=i 

Es  lasst  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  die  in  8)  angegebene 
Form  haben.  Es  ist  nämlich: 


^(z— «)T  2 (,—/»)’ 

, (z-o)(s—  ß)  — (z— &)(s  — a) 
(»-«)(*-« 
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Jeder  Factor  des  Productes  71  lässt 
sich  auf  diese  Weise  in  einen  Quotien- 
ten von  je  zwei  Factoren  im  Zähler  und 
zweien  im  Nenner  zerlegen. 

23)  Entwickelung  mehrdeutiger 
Functionen. 

Es  ist  wichtig,  zu  untersuchen,  in  wel- 
cher Weise  sich  eine  Function  in  der 
Nähe  eines  Windungspunktes  entwickeln 
lässt,  einen  Fall,  den  wir  bis  jetzt  aus- 
geschlossen haben. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  f(i)  eine 
»deutige  Function  ist,  und  für  einen 
Punkt  A p Werthe  von  f(i ) gleich  wer- 
den , deshalb  noch  A kein  Windepunkt 
p ter  Ordnung  zu  sein  braucht.  Sei 
nämlich : 


wo  t eine  der  Zahlen  1 bis  q anzeigt. 
In  allen  Gebieten,  wo  fs(z)  eindeutig 

ist,  findet  Gleiches  mit  </.  (y)  statt,  denn 
jedem  y entspricht  nur  ein  Werth  von 
z,  nämlich: 


t = A+y<i, 


Sei  jetzt: 


P=Pi+P>  + 


+/V 


z = A+r,  also  y~T^. 

Aus  den  Relationen  zwischen  /\,  fs... 
f ergibt  sich  aber  sogleich: 

welchen  der  Werthe  1 bis  q auch  s vor- 
stelle, also  auch : 


wo  />,,  p,  . . - ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  können  von  den  ersten  pt  Wer- 
tben  von  f(z)  bei  jeder  Umkreisung  von 
A jeder  in  den  folgenden,  und  der  letzte 
wieder  in  den  ersten  übergehen;  Glei- 
ches kann  mit  den  folgenden  pa  statt- 
finden u.  s.  w.  Der  Punkt  ist  dann  für 
die  ersten  pv  Werthe  ein  Windepunkt 
von  der  Ordnung  plt  für  die  folgenden 
p von  der  Ordnung  pa  u.  8.  w.  Ist 

pt  =1,  so  ist  der  Punkt  für  diesen  Werth 

kein  Windepunkt,  und  ebenso  für  die 
übrigen  n-p  Werthe  von  f(z),  welche 
in  A nicht  gleich  werden. 

Es  fragt  sich  nun  noch,  wie  diejenigen 
Werthe  von  ffz)  zu  bestimmen  sind,  die 
in  der  Nähe  von  A in  einander  über- 
gehen. Sei  q ihre  Anzahl,  ft  (»),  ft  (z) 
. . . f (z)  die  entsprechenden  Functions- 

werthe,  t eine  beliebige  Grösse,  deren 
Modul  jedoch  kleiner  ist  als  die  Entfer- 
nung zwischen  A und  dem  ihm  nächsten 
Windungspunkte.  Dann  ist: 

ft  (A+r  e8JI  (A+0» 
f,(A+itin')=f,(A+ 0 


fq(A+,,ui)=r,(A+,). 


f,lA+)(.elni)'l-]=rs{A+  /), 


oder: 


q 0/e27I,)  = y to)> 


Sei  jetzt: 


y = (.-A)*,  /',<»)=»&(), 


d.  h.: 

„Bei  einer  Windung  um  den  Punkt 

S=0  ändert  <jr(y)  seinen  Werth  nicht. 

ie  Function  ist  also  in  diesem  Punkte 
eindeutig.“ 

Es  lässt  sich  also  in  der  Nähe  des 
Windungspunktes  A die  Function  /^(s) 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
1 

y-(z—A)  V nach  dem Taylorischcn  Satze 
entwickeln.  Die  q Werthe  von  y geben 
hierbei  die  q Ausdrücke  f t (z),  (»)... 

f q W nnd  diese  Entwickelung  findet  in- 
nerhalb eines  Kreises  statt,  dessen  Ra- 
dius gleich  der  Entfernung  zwischen  A 
und  dem  nächsten  Windungspunkte  ist. 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für 
z = A die  Function  nicht  discontinuirlich 
sei.  Fände  dies  aber  auch  statt,  so  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  die  Werthe  ^(z), 
ft  (*)•••  f (z)  in  convergirenden  Rei- 
hen nach  positiven  und  negativen  ganzen 
9 

Potenzen  von  y (s—A)  entwickelt  wor- 
den. Beide  Entwickelungen  gelten  bis 
zu  demjenigen  Discontinuitäts-  oder  Win- 
dungspunkte, der  A am  nächsten  ist. 
Es  gibt  aber  auch  eine  Entwickelung 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  und  Par- 
9 

tialbrüchen  von  y = j/(z— A),  wie  in  Ab- 
schnitt 17)  Formel  8)  gezeigt  wurde,  und 
diese  erstreckt  sich  über  beliebige  Dis- 
continutäten,  jedoch  nur  bis  zum  näch- 
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sten  Windungspunktc.  — Alle  diese  Ent- 
wickelungen geben  vermöge  der  verschie- 

? 

denen  Werthe  von  Y^-.—A)  alle  q inein- 
ander übergehenden  Functionen.  In  der 
letzten  Form  der  Entwickelung  ist  noch 
namentlich  der  Fall  zu  beachten,  wo  A 
selbst  ein  Discontinuitatspnnkt  ist.  Dann 
sind  in  der  Reihe  der  Partialbrüchc  Glie- 
der, die  y-Q  entsprechen,  also  von  der 
Form: 


vorhanden. 

Noch  ist  indessen  an  bemerken,  dass 
alle  diese  Betrachtungen  für  den  Fall 
illusorisch  werden,  wenn  die  Fnnction 
unendlich  vielwerthig  ist,  und  der  Win- 
dungspunkt derart,  dass  der  erste  Worth 
in  den  zweiten,  der  zweite  in  den  drit- 
ten und  so  fort  ins  Unendliche  übergeht. 
Dergleichen  Windnngspunkte  kann  man 
als  solche  von  der  zweiten  Gattung  be- 
zeichnen, während  wir  die,  wo  die  Func- 
tionen wieder  nach  einer  Anzahl  Win- 
dungen auf  den  anfänglichen  Werth  zu- 
rückkommen, als  erste  Gattung  bezeich- 
nen. — Ist  A für  q Werthe  ein  Win- 
dungspunkt yter  Ordnung,  für  r andere 
ein  solcher  rter  Ordnung,  so  gilt  für  die 


letzteren  ganz  dasselbe,  die  Entwicke- 
r 

lung  findet  nach  Potenzen  von  ]/(z  — A) 
statt. 

24)  Allgemei  n gül  tige  D ar  s tel  - 
lung  derjenigen  mehrdeutigen 
Functionen,  welche  nicht  nn- 
endlich  viel  Werthe  haben. 

Wie  die  Windungspunkte  können  auch 
die  mehrdeutigen  Functionen  selbst  in 
zwei  Klassen  gebracht  werden,  von  de- 
nen die  erste  alle  umfasst,  welche  eine 
bestimmte  endliche  Anzahl  Werthe  für 
jeden  Punkt  haben,  die  zweite  die  un- 
endlich vieldeutigen.  — Die  erste  Klasse 
nun  ist  einer  für  den  ganzen  Baum  gül- 
tigen Darstellungsweise  fiihig,  — Seien 
nämlich  *„  die  n Werthe 

der  ndeutigen  Function  u=f(x),  so  ist 
leicht  einzuseben,  dass  jede  rationale 
Verbindung  der  Grossen  «,  . . . «^ 

nur  insofern  mehrdeutig  sein  kann,  als 
man  zwischen  diesen  Grossen  beliebige 
Vertauschungen  kann  eintreten  lassen. 
Diese  Vertauschungen  bringen  aber  keine 
Aenderung  hervor,  wenn  die  Function 
von  u„  u,  ...  eine  symmetrische 
ist,  d.  h. : 

I.  „Jede  symmetrische  und  rationale 
Function  der  n Werthe  einer  ndeutigen 
Function  f(x)  ist  eine  eindeutige  Func- 
tion von  x.“ 

Betrachten  wir  sonach  folgende  ein- 
deutige Functionen  von  x: 


1)  «,l="l+«S+  • • • +V 

. . . +un_iuH_luH 


so  sind  s„  s,  . . . u bekanntlich  die  Wurzeln  der  Gleichung  : 


2) 


n—  l . n—'i 
ii  +»,«  - 


+ * =0, 


deren  Coefficientcn  also  eindeutig  sind. 
Also : 

II.  „Die  n Werthe  einer  ndeutigen 
Function  sind  jedenfalls  darstellbar  als 
die  Wurzeln  einer  Gleichnng,  deren 
Coefficientcn  eindeutige  Functionen  von 
x sind,  also  den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen oder  rationaler  Brüche  haben.“ 

Es  ist  nOtbig,  die  Coefficientcn  vlt 


pt  ...  v der  Gleichung  2)  noch  näher 
zn  untersuchen. 

Zunächst  ist  aus  den  Formeln  1)  klar, 
dass  keiner  derselben  in  einem  Punkte 
unendlich  werden  kann , ohne  dass  we- 
nigstens eine  der  Functionen 
«B  in  demselben  Punkte  unendlich  wird, 

und  daraus  folgt  der  Sau: 
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IIL  „Jede  «deutigc  Function  muss 
wenigstens  einmal  unendlich  werden.“ 

Es  lässt  sich  aber  auch  Folgendes 
beweisen : 

IV.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkte 
einer  der  Werthe  von  f(x)  unendlich 
wird,  so  muss  dies  auch  mit  einem  der 
Coefficientcn  der  Gleichung  2)  statt- 
finden.“ 

Denn  angenommen,  es  würde  u,  un- 
endlich, während  r4,  r,  . . . endlich 

blieben.  Es  könnte  dann  die  letzte  der 
Gleichungen  1)  nur  dann  stattfinden,  wenn 
gleichzeitig  ein  anderer  Factor  der 

Null  gleich  würde.  Ist  dieses  aber  der 
Fall,  so  wird  die  vorletzte  Gleichung 
die  Gestalt  annehmen: 


indem  alle  andern  Glieder  verschwinden. 

Es  muss  also,  wenn  v . endlich  sein 

n — l 

soll,  ein  Factor  u „ verschwinden.  Man 

TI  — 1 

hat  dann: 


«l  «2 

also  auch: 


u.  s.  w. , so  dass  schliesslich  die  Glei- 
chung : 

• • • +Mn  = t5i 

sich  verwandelt  in: 


also  müsste  endlich  sein,  was  der 
Annahme  widerspricht. 

Es  ist  also  jede  Discontinuität  der 
Functionen  u durch  eine  Discontinuität 
in  den  Coefficienten  der  Gleichung  uten 
Grades  angedeutet.  Da  nun  ganze  Func- 
tionen nur  für  x = oo  discontinuirlich 
werden,  so  ergibt  sich : 

V.  „Wenn  in  der  Gleichung  nten 
Grades,  welche  dio  Function  u definirt, 
alle  Coefficienten  den  Charakter  ganzer 
Functionen  von  x haben,  so  kann  kei- 
ner der  Werthe  von  u für  endliches  x 
discontinuirlich  werden.“ 

Mögen  jetzt  die  Coefficienten  für  end- 
liches x nur  Discontinuitäten  erster  Gat- 
tung enthalten , so  lassen  sich  dieselben 
immer  durch  Formel  1),  Abschnitt  18) 
darstellen.  Finde  z.  B.  für  x — a eine 
solche  Discontinuität  statt,  die  in  einem 
oder  mehreren  Coefficienten  Vorkommen 
kann,  aber  in  keinem  von  einer  höhern 
als  von  der  sten  Ordnung  sein  möge. 
Die  Coefficienten  V erhalten  dann  im 


Nenner  einen  Factor  (x— «/,  wo  t in 
keinem  derselben  grösser  als  s sein  kann. 
Man  setze  dann : 

U 

u- > 

(*-«) 

und  die  Gleichung  2)  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 


Vn-tv  (x — er)5  Vn~l 

+v%(x-a)2t  Un-2+  . . . 

+ en(x -«)"*, 

und  es  werden  die  Coefficienten  der 
neuen  Gleichung: 

. . « U|  (x  — <t)  , P,  (z—ff)  ... 

jedenfalls  den  Factor  x—a  nicht  mehr 
im  Nenner  haben. 

VI.  „Durch  eine  Transformation  kann 
die  Gleichung  2)  auf  eine  Gestalt  ge- 
bracht werden,  wo  jede  beliebige  Dis- 
continuität aus  den  Coefficienten  ver- 
schwindet , also  schliesslich  auf  eine 
solche,  wo  dieselben  ganze  Functionen 
sind,  falls  nicht  die  Coefficienten  für 
endliches  x Discontinuitäten  zweiter 
Gattung  enthalten.“ 

Neben  dieser  allgemeinen  Form  für 
die  ndeutigen  Functionen  geben  wir  noch 
eine  andere  Form,  welche  in  der  Um- 
gebung der  Windungspunkte  gilt.  Mö- 
gen in  Punkt  A die  Functionen  tilf  u2 
...  Up  in  einander  übergehen,  so  ist 

wie  oben  zu  zeigen,  dass  die  symmetri- 
schen und  rationalen  Functionen  dieser 
p Grössen  in  der  Umgebung  von  A ein- 
deutig bleiben,  d.  h.  so  lange,  bis  kein 
zweiter  Windungspunkt  überschritten 
wird , wo  eine  Function  aus  der  Reihe 
m.,  u.  ...  u in  eine  andere  u , die 

nicht  darin  enthalten  ist,  übergehen  kann. 
Es  wird  sich  also  eine  Gleichung  bilden 
lassen : 

3)  u^—  1 +«,  2 


wo  « 


+ ...+«p=o, 

«2  ...  (tp  Functionen  von  x 

sind,  welche  eindeutig  bleiben,  so  lange 
kein  zweiter  Windungspunkt  überschritten 
wird.  Ist  der  Windungspunkt  nicht  gleich- 
zeitig ein  Discontinuitätspunkt , so  wer- 
den innerhalb  des  Convergenzkreises  um 
Punkt  A sich  diese  Coefficienten  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x ent- 
wickeln lassen.  D.  h.: 
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VII.  „Die  p Functionen  ut,  w,  . . . 
u , welche  in  der  Nähe  eines  Windungs- 

punktes  in  einander  übergehen,  sind  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  pten  Grades.'1 

Indess  ist  cs  offenbar  besser  und  be- 
quemer, sich  diese  p Functionen,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  als  Reihen  vorzu- 

P 

stellen,  die  nach  Potenzen  von  )/(«— A) 
fortschreiten. 

25)  Untersuchung  der  mehr- 
fachen Punkte  einer  ndeutigen 
Function  vermittels  der  Glei- 
chung nter  Ordnung,  welcher 
si  e genügt. 

Wir  geben  in  diesem  Abschnitte  einen 
Auszug  der  schönen  Arbeit  von  Puiseux, 
welche  sich  damit  beschäftigt,  aus  den 
algebraischen  Gleichungen  die  Anzahl 
und  Art  der  mehrfachen  Punkte,  welche 
die  ihnen  genügenden  Functionen  haben, 
zu  ermitteln  ( Lionrillc , Journal  de  Ma- 
themaliques  etc • Tome  XV.) 

Sei: 

A«,  »)=0 

die  gegebene  Gleichung.  Wir  setzen 
voraus,  dass  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzen von  u den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen haben,  was  sich  ja,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  durch  Transformation  er- 
reichen lässt.  Es  wird  dann  u für  end- 
liches » niemals  unendlich  werden. 

In  Punkt  a mögen  die  Functionen 
w,,  wa  . . . einander  gleich  und 

gleich  b werden. 

Die  Bedingungen  dafür  sind  : 

~ du  " -0’  a«~“ü  ‘ * * 


Dagegen  muss  - — einen  von  Null 
du p 

verschiedenen  Werth  haben.  Setzen  wir 
also : 

Z — fl-f-ff,  V — ß~{-bf 

so  verschwinden,  wenn  man  f(u,  t)  nach 
Potenzen  von  a und  ß entwickelt,  die 


mit  ß°,  ß,  ß*  . . . ß 


P~  1 


multiplicirten 


Glieder,  deren  Coefficienten  aber: 

aP-1 


du? 


— i 


/V  N Öf 

fi*  «)»  äi’  * 

sind,  und  man  hat: 

1)  Aßp+  SBß<lar=0, 

wo  in  allen  Gliedern,  in  welchen  r = 0 
ist,  q grösser  als  p sein  muss.  — Wir 
setzen  jetzt  noch  voraus , dass  die  Glei- 
chung f(u,  z)  = 0 irrcductibel  sei,  dass 
sie  mithin  auch  keinen  Factor  u— l ent- 
halten, wo  k constant  ist,  welcher  sich 
übrigens  leicht  würde  absondern  lassen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  muss  we- 
nigstens in  einem  Glicde  von  Gleichung  1), 
in  welchem  q gleich  Null  ist,  r von  Null 
verschieden  sein , da  sich  sonst  Factor 
ßzzu—b  absondern  Hesse. 

Möge  zunächst  in  dem  betreffenden 

Punkte  a ^ nicht  der  Null  gleich  sein ; 
oz 

es  muss  dann  in  1)  ein  Glied  Ba  Vor- 
kommen. Sucht  man  also  die  Glieder 
niedrigster  Dimension  in  Gleichung  1), 
so  haben  diese  die  Form: 


Aßp+ B «, 


und  wenn  man  a und  somit  auch  ß ins 
Unendliche  abnehmen  lässt,  ergibt  sich: 


dp  V(«i  <0-0, 
öuP  1 

wenn  man  u — b setzt.  Denn  da  das 
Glied  links  der  Gleichung  f(u , *)=0 
die  Form  annimmt: 

. . . («-«„). 

so  wird  man,  falls: 

«.=«>  • • • ~up~b 

ist,  dafür  setzen: 

(«-*)*’  («-«,+,)  • • • o— > 

und  die  p— 1 orsten  Differcnzialquotien- 
ten  dieser  Grösse  nach  u genommen, 
geben  den  Factor  « — b , verschwinden 
also  in  Punkt  o,  wenn  man  u—b  setzt. 


AßP+Ba-Q, 


i 


„Es  wird  sich  in  diesem  Falle  ß oder 
u—b  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positi- 

l 

— P 

ven  Potenzen  von  « p = V(z  — <*)  «nt- 

l 


wickeln  lassen,  wo  das  mit  aP  multi- 
plicirte  Glied  nicht  verschwindet.“ 

i 


Denn  in  jedem  Falle  wird 


B_ 

A 


a 


doch 


das  erste  Glied  der  Entwickelung  von  ß 
sein.  Nach  dem  in  Abschnitt  21)  Ge- 
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sagten  kann  aber  u sieb  nnr  nach 

V 

Potenzen  von  y(* — «),  wo  j nicht  gros- 
ser als  p ist,  entwickeln  lassen.  W'aro 
nun  q von  p verschieden,  so  müsste, 
falls  eine  Entwickelung  nach  ganzen  Po- 
1 


tenzen  von  a statifindcn  soll : 


1_ 

V 


und  t eine  ganze  Zahl  sein,  was  unmög- 
lich ist,  wenn  q kleiner  als  p ist. 

Uöge  nnn  ^ beliebig  sein,  und  suchen 

wir  in  Gleiebnng  1)  die  Glieder  niedrig- 
ster Ordnung.  Zu  dem  Ende  sondern 
wir  den  Theil  des  Ausdruckes  links  in 
1)  ab,  wo  die  Exponenten  q und  r die 
aus  den  kleinsten  vorkommenden  Zah- 
len bestehenden  Combinationen  bilden. 
Diesen  Theil  nennen  wir  i.  Sind  also 


z.  B.  2, 1-1,  2 -1,3-3, 4-3, 1-3,0 
die  Combinationen,  in  denen  q und  r 
Vorkommen , so  ist  nur  zu  nehmen  2, 1 
— 1,  2 — 3,  0,  da  in  allen  übrigen  ent- 
weder beide  Zahlen  der  Combination 
grosser  sind,  als  in  einer  der  hier  vor- 
kommonden  Verbindungen,  oder  die  eine 
gleich  der  entsprechenden,  die  andere 
grosser  ist. 

Der  Theil  1 enthalt  dann  jedenfalls 
alle  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und 
wenn  die  zu  ihnen  gehörigen  q eine  ab- 
steigende Reihe  bilden,  so  werden  die  r 
eine  aufsteigende  bilden , weil  ja  sonst 
in  einem  Glieds  beide  Exponenten  grosser 
sein  würden  als  in  dem  vorhergehenden, 
dies  Glied  also  nicht  zu  1 gehörte.  Es 
ist  also: 


4 ...  4AjO^', 


Die  Reihe  p,  p,,  p,  . . . p.  füllt, 
während  die  Reihe  qt,  q,  . . . q-  steigt. 

— Man  bat  nun , um  die  Glieder  nie- 
drigster Ordnung  zu  bilden,  nichts  zu 
thun,  als  aus  1 solche  Klassen  von  Glie- 
dern, und  zwar  auf  alle  möglichen  Arten 
zu  bilden,  welche  von  gleicher  und  zwar 
niedrigerer  Ordnung  als  die  andern  sind, 
wenn  ß als  eine  (ganze  oder  gebrochene) 
Potenz  von  a betrachtet  wird.  Eine 
solche  Klasse  ist  dann  der  Null  gleich 
zu  setzen , da  fftr  unendlich  kleines  n 
die  Gleichung  1)  derselben  zu  identifi- 
ciren  ist. 

Sind  non: 


Afß 


fr't 


und: 


A ß\'* 

9 

zwei  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  ist: 
p=xaf, 

so  hat  man: 

und  für  jedes  andere  Glied : 

äJV\ 

Um  diesen  Bedingungen  Anschaulich- 
keit zu  geben,  gebrauchte  Fuiseux  fol- 
gende sinnreiche  Construction.  p ^ und 

q ^ seien  bezüglich  Abscisse  und  Ordi- 
nate eines  Punktes  (Fig.  82),  so 


Fig.  82. 


dass  Punkt  auf  der  Abscissenaxe, 
.)/  auf  der  Ordinatenaxc,  alle  übrigen 

Punkte  aber  innerhalb  des  von  den 

positiven  Tbeilen  beider  Axcn  gebildeten 
Winkels  liegen.  Auch  werden  die  Ver- 
bindungslinien jeder  zwei  Punkte 

und  beide  Axen  auf  den  positiven 

Seiten  schneiden,  und  zwar  aus  dem 
Grunde,  weil,  wenn  PA>P^  i*t. 

sein  muss.  Mache  nun  Linie  OM^  den 

Winkel  9 mit  der  Axe  der  x,  dann  ist 
die  Projoction  von  O.W^  auf  OM^  gege- 
ben durch  die  Formel: 

pk cos  *4?*  ein 

oder  wenn  man: 
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setzt : 


Es  drückt  also  die  Gleichung: 


cot  9 = 1 4 

rrt+ik 

V(l+.“’)' 


/'Pf  + lr  PPy+l y 

aus,  dass  OM^  und  auf  irgend  einer  Linie  OL  gleiche  Projectioueu  haben, 

oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Verbindungslinie  auf  OL  senkrecht  steht. 

Die  Bedeutung  der  Ungleichheit: 

HPh+<lhZnrf+qf 

aber  ist,  dass  die  Projection  von  OM ^ grösser  als  die  von  OM ^ oder  gleich  sei, 
d.  h.  dass  der  Punkt  M ^ in  Bezug  auf  O jenseits  M.  M oder  auf  dieser  Linie 

* y 

selbst  liege. 

Man  muss  also  unter  den  Punkten,  welche  den  Gliedern  von  A entsprechen, 
auf  alle  mögliche  Weise  zwei  ermitteln,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Ver- 
bindungslinie alle  nicht  in  ihr  enthaltenen  Punkte  M vom  Anfangspunkte  O trennt. 
Die  auf  dieser  Linie  enthaltenen  Mp  M ^ M M j ...  gehen  dann  mittels  der 

Formel: 

K=  A/f^+A  ßWl+  AjVk+AlßV,Jl+  . . . 

• » 

die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  die  Gleichung: 

f*pf+qf=MP9+qg 

gibt: 


zeigt  also  an,  von  welcher  Potenz  von  « die  Grösse  ß proportional  i6t,  wenn  man 
n unendlich  klein  annimmt. 

Die  Art,  wie  verfahren  werden  muss,  damit  keine  der  Klassen  K ausgeschlossen 
werde,  ist  die  folgende. 

In  Punkt  M9  (Fig.  83)  wird  eine  Linie  angenommen,  die  anfänglich  mit  der 
Abscissenaxe  zusamnienf&llt.  Diese  dreht  man  um  M0  so,  «lass  sie  immer  die 


positive  Seite  der  Ordinatenaxc  schneidet,  bis  sie  durch  einen  andern  der  Punkte 
M geht.  Sie  kann  gleichzeitig  durch  mehrere  Mf , M^ , M^  gehen.  In  diesem  Falle 

sei  M der  von  M0  entfernteste,  M0,M  ,Mr,M  bilden  dann  die  erste  Klasse  K. 
v * t 1 . 
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Non  dreht  man  die  Linie  am  M , bis  sie  wieder  einen  oder  mehrere  Pankte  M 
aufnimmt;  diese  in  Verbindung  mit  M bilden  die  zweite  Klasse  K u.  s.  w.,  bis 
man  zum  letzten  Pankte  Jf.  kommt.  Man  hat  also  die  Klassen: 


K,=AßP+At /*«’*+  . . . +A  f\q\ 


P„  9, 


P 7 
St 


Kt  — A ß q ct  ^-{-A^ß  ua  'r+  • • • "hA^ß  *«  *, 


p,  9,  J ;>x  9X  , pl  <ik 

K i zz  A 3 ct  A^ß  ß •}•  • • • Ajß  (t 


Pc  qc 


9, 


A — Aß  ct  ~^~A  u 

üt  cr  * 

Das  erste  Glied  der  ersten  Klasse  enthält  kein  «,  das  letzte  der  letzten  Klasse 
kein  ß.  Das  letzte  Glied  einer  jeden  Klasse  ist  das  erste  der  folgenden.  Der 

qQ~qf 

Werth  /u  = — - zeigt  die  Potenz  von  ß an,  wo  man  Pg'Pf'Vg'^f  >rf?end  z'vei  Glie- 

Pf  P9 

Q 

dern  von  Kt,  Kt  ...  entnimmt.  Also  in  ist  ß von  der  Ordnung 


P~Pt 


9,  ~9_ 

in  K.  von  der  Ordnung u.  s.  w. 

Pfj  P t 

Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  sind  ganze  Zahlen,  der  Nenner  gibt  also 

an,  wieviel  Werthe  die  Bruchpotenz  ß—xaf*  hat,  und  somit  ergibt  die  erste 
Klasse  p—p  Werthe,  die  zweite  p —p  . . .,  also  im  Ganzen: 

t)  *1  * 


A)  P-Pg+Pg~Pt+Pt~Pl+  * * ’ +Pa=P’ 

so  dass  sich  auf  diese  Weise  alle  Wurzelwerthe  für  die  dem  mehrfachen  Pankte 
benachbarten  ergeben.  Gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  muss  die  in  der 
letzten  Figur  construirtc  gebrochene  Linie  convex  sein,  und  dies  zeigt,  dass  in 
cot&=p  also  der  Winkel  &,  welchen  die  auf  2W*  Jlf  senkrechte  Linie  mit  der 

Axe  OX  macht,  abnimmt,  so  dass  p immer  wächst,  woraus  dann  folgt: 


9,  9,-9,  9*-9,  9,-9, 

— < ' ’ ‘‘C  ' ^ • • ♦ 1 f 

P-Pg  Pg~Pt  Pt-Pk  Pa~P, 

also : 


„Jede  der  Klassen  gibt  immer  Werthe  von  /f,  die  von  einer  hohem  Ordnung 
sind  als  die  vorhergehenden.“ 

Betrachten  wir  jetzt  eine  der  Gleichungen,  etwa: 

Kt=  0, 

oder: 


Pt  f#"f, 


*f*  A a 

t 


q —q 

• ’=o, 


wo  die  Ordnung  der  Werthe  von  ß also  ist : 


9,-9 
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MOgcn  Zlhler  und  Nenner  den  grünten  gemeinschaftlichen  Factor  <p  haben, 
und  sei : 

Allo  Glieder  der  Gleichung  sind  ferner  von  derselben  Ordnung,  also: 

P(P, -?,)=*“  (f># • • • =«,-»,• 
oder  wenn  man  mit  $ maltiplicirt : 

r0 \-P^=r(P»-P,)+,(V9-1n)=  •••  =«(?,“?, )=r*?- 
Jeder  der  gleichen  Ausdrücke  ist  also  durch  s theilbar,  also  auchx.B.  rÜ’$—Pl)t 
und  da  r und  » keinen  Factor  gemein  haben,  auch  p^— pf.  Sei: 


r»-r,  , 

— — =v-, 

wo  also  \p  eine  ganze  Zahl  ist;  man  hat  dann: 

r»V'+*(?$-7,)=|r*<r, 

also: 

?»-»,=r(7— V-). 

nnd  die  Gleichung: 

K,  = 0 

verwandelt  sich  in  eine  von  der  Form: 

A/f  + A(/*ar<*-'ri+  . . . +At«r*- 0. 

Setzen  wir  hierin: 


so  ergibt  sich : 


2) 


A xT+  A x^A-  . . . +A  =0. 

tf  t 1 $ 


Wir  nehmen  zunächst  an,  es  möge  diese 
Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln  haben. 
Sie  sind  sämmtlich  von  Null  verschie- 
den, und  seien  x%  . . . x • Setzt 

man  z.  B.  die  erste  Wurzel  xv  ein,  so 
ergibt  sich: 

} 

0=(*>  «r)  *. 

ein  Ausdrnck,  welcher  s Werthc  hat, 
und  indem  man  so  mit  jedem  x ver- 
fährt, hat  man  schliesslich: 

*?=p,-p, 

Werthe.  So  mit  jeder  Klasse  verfah- 
rend, ergeben  sich  alle  p. 

„Diese  angenftherten  Werthe  von 
l 

ß = (*0nr)  9 «eigen , dass  die  entspre- 
chende Gruppe  von  Werthen  ß auch  für 
endliche  Entfernungen  von  dem  mehr- 


fachen Punkte  gefunden  werden  kann, 
durch  eine  Reihe,  die  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen  von  o * fortschreitet, 
l 

und  (j:t  or)  * ist  eben  das  erste  Glied 
der  Entwickelung.“ 

Letzteres  ist  nämlich  an  sich  klar,  da 
mit  der  Abnahme  von  o alle  übrigen 
Glieder  verschwinden.  Ersteres  folgt 
daraus , dass  nothwendig  ß nach  Poten- 
1 


zen  von  om  entwickelt  werden  kann  (ver- 
gleiche Abschnitt  21),  wo  m kleiner  als 
p oder  gleich  p ist.  Die  verschiedenen 
den  K entsprechenden  Klassen  können 
nun  wegen  der  Gleichang  A höch- 
stens aus  p—*u  p —p  n.  s.  w.  Wer- 
1 * 

then  bestehen,  da  sonst  ihre  Gesammt- 
zah!  p überschreiten  würde. 
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Es  ist  also  in  Bezug  auf  die  einer 
Gleichung,  etwa: 

*2=0, 

entsprechenden  ß der  Punkt  ein  Win- 
dungspunkt von  höchstens  p^ — p^  oder 

tf  tter  Ordnung. 

Da  aber  in  den  Entwickelungen  der 
ß,  die  hierhin  gehören , die  Coefficienten 
1 


der  Anfangsglieder  x a % von  einander 

verschieden  sind  (es  war  angenommen, 
dass  diese  ungleich  seien),  so  theilt  sich 
diese  Klasse  wieder  in  y Gruppen,  und 
für  jede  derselben  kann  der  mehrfache 
Punkt  höchstens  ein  Windepunkt  ster 
Ordnung  sein.  Das  ist  er  aber  auch  in 
der  That , denn  wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  müssten  sich  die  s zugehörigen 
Werthe  von  ß noch  in  andere  Gruppen 
zerlegen  lassen.  Möge  eine  solche  aus 
s'  Grössen  ß bestehen,  wo  *'  also  klei- 
ner als  s ist,  so  fände  Entwickelung 
l 

.> 

nach  Potenzen  von«  statt,  und  es  müsste 

— ein  Vielfaches  von  -i  sein,  also : 

* r 

r__± 

t 7* 

was,  da  r und  § keinen  Factor  gemein 
haben,  nur  möglich  wäre,  wenn  p = mr, 
s'  = ms  wäre,  also  tr  grösser  als  s,  was 
der  Voraussetzung  widerspricht. 

„ Es  zeigt  unsere  Betrachtung  also, 
dass  der  mehrfache  Punkt  in  Bezug  auf 
je  y.  der  Gleichung  Kt=0  entsprechen- 
den Wurzelwerthe  ein  Windungspunkt 
ster  Ordnung  ist.  Er  ist  für  alle  diese  Wur- 
zeln ein  Windungspunkt  von  Ordnung 
P j wenn  y = l ist;  er  ist  gar  kein 
Windungspunkt  in  Bezug  auf  diese  Klasse 
der  /?,  wenn  s = l ist.  Gleiches  gilt  für 
alle  übrigen  Klassen.“ 

Es  ist  aber  jetzt  noch  der  Fall  zu  un- 
tersuchen, wo  einige  der  Wurzeln  der 
Gleichung  2)  gleich  sind.  Möge  sio  t 
gleiche  Wurzeln  x4  haben. 

Dann  gibt  jeder  von  ihnen  herrüh- 
rende Ausdruck  t Werthe  von  ß: 

(X| ar)$  durch  dieselbe  Näherungsfor- 
mei. Diese  entsprechenden  t Werthe 
von  ß können  sich  also  nur  in  dem  fol- 
genden Gliede  der  Entwickelung  von 
einander  unterscheiden,  und  es  muss  zu 
diesem  vorgeschritten  werden.  Man  setzt 
somit  in  die  Gleichung  1): 


* = «**»  ß = *<  * «,r+/V 
Es  ergibt  sich  dann  eine  Gleichung  2 wi- 
schen n,  und  flt , die  der  Gleichung  1) 
ganz  analog  ist;  sie  wird  il  unendlich 
kleine  Werthe  von  ßl  geben,  denn  iu 
jedem  x,  gehören  ja  s Werthe  von  ß, 
die  Ordnung  dieser  /9,  aber  muss  hoher 
als  die  rte  sein  in  Bezug  auf  o,. 
Biese  neue  Gleichung  wird  ganz  wie 
Gleichung  1)  behandelt,  fahrt  also  zu 
Gleichungen,  die : 

K,  =0,  ff,  =0  . . . 

analog  sind.  Von  letzteren  aber  sind 
nur  die  an  berhek  sichtigen,  welche  Werthe 
von  ß , ergeben,  die  in  Bczng  auf  a, 
von  höherer  Ordnung  als  der  rten  sind. 
In  eine  dieser  Gleichungen  ff'  = 0 wird 
nun  gesetzt: 


für  passend  gewählte  ganze  Zahlen  r, 
und  s,  ganz  wie  oben,  und  man  erhält 
die  der  Gleichung  2)  analoge: 

3)  .M7‘+ßlfv',+  • • • =0. 

Von  dieser  setzen  wir  voraus,  sie  ent- 
halte keine  gleichen  Wurzeln,  und  sei 
(,  eine  derselben,  so  hat  man  wie 
oben: 


« r, 


also: 

_1_  t 1 r 

ß=* , **=«.*  «' 

-L  r» 

Es  findet  also,  da: 

r _r«t 
* *»1 

ist,  in  der  That  ein  Fortschreiten  nach 

I 

Potenzen  von  n**‘  statt,  und  ß muss 
nach  dem  Taylor'gchen  Satze  nach  die- 
ser Grosse  entwickelt  werden.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  wegen  der  Viel- 
t 

dentigkeit  von  «*  *l  J s , Werthe  ß ; eine 
zweite  der  neuen  Gleichungen: 

jr=*o 

wird  st,  Werthe  ß geben,  so  dass: 

*.+  *«  + • • • +*„=< 
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ist.  Denn  da  alle  übrigen  Wurzeln  bestimmt  sind,  so  bleiben  nnr  noch  s t übrig. 
Der  Winduogspuukt  ist  also  in  unaerm  Falle  von  der  Ordnnng  « «,.  — Bütte 
auch  Gleichung  3)  gleiche  Wurzeln,  so  wäre  das  eben  gegebene  Verfahren  zu 
wiederholen;  man  erhielte  in  der  Entwickelung  der  ß ein  drittes  Glied,  und  es 

1 

würden  sich  ts,»,  Werthe  von  ß nach  Potenzen  von  a*  * 1 ‘ 1 entwickeln  lassen. 
Beispiele. 

I.  Sei  gegeben : 

«“-(s-o)(z-a,)(s-o,)  ...  = 0, 

wo  a,  at.  «,  ungleich  sein  sollen.  Für  * = « ergibt  sich  ein  mfacher  Punkt,  wo 

* = 0 ist.  Da  fUr  diesen  Werth  aber  ~ nicht  verschwindet,  bilden  alle  m Werthe 

einen  Cyclna.  Der  Punkt  ist  ein  mfacher  Windepunkt,  in  dessen  N&he  u sich 

I 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (*  — a)m  entwickeln  l&sst. 

II.  Sei  gegeben : 

«“-(•  — (»-«,/’  ...  =0, 

wo  ebenfalls  a,a,,  a,  . . . ungleich,  und  l grosser  als  Eins  ist.  Für  l-a  findet 

df 

ebenfalls  ein  mfacher  Fnnkt  statt,  aber  -r-  verschwindet  in  diesem  Falle.  Man 

ot 

setzt  also: 


z=a+«,  u=ß, 


und  erhält: 


ßm- a(t  — a,  + o),,(a  — os+o),■  . . . =0. 

Die  Glieder  1,  welche  au  nehmen  sind,  beschränken  sich  auf: 

wenn  man  setzt: 

(* — a,/‘  (a-a,)'*  ...=*• 

Es  ergibt  sich  also  auch  nur  eine  Klasse: 

K=ßM— Bä1  =0. 

Ist  f der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m und  l,  » = — , so  hat  man 
also:  * 

*’’-«= 0. 

Die  Werthe  von  u zerfallen  in  9 Systeme  von  je  * Wurzelwerthon . die  sich  inner- 

1 

halb  des  Convergenzkreises  nach  Potenzen  von  (s — a)  * entwickeln  lassen. 

HI.  Sei  gegeben; 

u*— *+z=*0. 

2 I 

Diese  Gleichung  hat  für  » = eine  doppelte  Wurzel  w = ~-  und  eine  einfache 


« = — yj;  es  findet  also  ein  Doppelpunkt  statt. 

dM 

ot 

Der  Punkt  ist  also  für  zwei  Werthe  ut  u%  ein  doppelter  Windepnnkt,  iUr 
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keiner,  und  die  beiden  erstem  lassen  sich  nach  Potenzen  von  — 3^3) 7 ent" 


wickeln.  In  der  That,  setzt  man: 


2 1 
i~3\3+a'  **=sy3+^ 

so  ergibt  sich: 

. y3/9*  + /J*  + a = 0, 

oder  wenn  man  «=:«,*,  annimmt: 

V3r1  + l + «lr*=0. 

Wird  : 

r = <r0-frt,  « , -f  <*,  «/+  . . . 

hierin  eingesetzt,  und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  gleich  Null 
genommen,  so  bekommt  man: 

5»  _ 1 

ff  — 

6 


_ 1 , 1 

ri-~  + -ß  "1 r~  "i 

V3  b 24V31 


— ^ a 


9V3 


' + • • 


für  denjenigen  Werth,  welcher  entsteht,  wenn  man  »mit — » vertauscht.  Also: 
1 , i ( 2 U 1 / 2 \ 5i  / 2 y 

‘"V3  + ^3r  3V3/  + 6 V 3V3/  v 3y3/  * ’ 


24  V31 


wird  hieraus  gewonnen,  wenn  man  das  Zeichen  von  i ändert.  — Nur  für 

2 

i — — findet  noch  ein  mehrfacher  Punkt  statt.  Die  Entwickelung  gilt  also 

O f o 

Bo  lange,  als  der  i entsprechende  Punkt  innerhalb  des  um  den  Doppelpunkt  mit 

4 

Radius  ^7,  geschlagenen  Kreises  liegt.  In  demselben  Gebiete  kann  m,  nach  gan- 

o y 0 

zen  Potenzen  von  s- 


3V3 


entwickelt  werden.  Man  erhält: 


2 1 / 2 V 2 / 2 \*  z ( 2 V* 

M*_  V3  3 V 3V3/  + 9y3\‘  3V3/  81V  3V3/ 


3) 


9y3\  3\3) 


IV.  •.  Sei  endlich  gegeben  die  Gleichung: 

A(u-b)'  + B («-&)»  (i-a)+C(u-by(z-ay  + D(u-b)*  (z- o)* 

+E(u-b)(z-ay+F(t-ay-\-G(u-b)'+H(u-by(i-a)l  + I(*-a)'*  = Ot 

wo  die  Coefficienten  A , B,  C\  D , E,  F nicht  gleich  Null  sind.  Für  z = a ergeben 

()/* 

sich  sieben  gleiche  Wurzeln  u — b , und  cs  wird  für  diese  Wcrthe  — ^ — - der  Null 
gleich.  Somit  ist  zu  setzen: 

* = <x-j-cr,  u = b- \-ß, 

wo  sich  dann  ergibt: 

Aß' +Bß'  a+Cß*  a'+Dß'  ix* -\-Eßu' -f-F«»  + Gß*  +Hß*  n* +/ «l®  =0. 

Das  Polynom  X aber  besteht  aus  den  Gliedern: 

Aß'+Bß>  a+Cß'«'  + Dß*  n*+Eßtt'+Fa\ 

Denkt  man  sich  die  gleichen  Gliedern  gehörigen  Exponenten  von  ß und  « bezüg- 
lich als  Abscissen  X und  Ordinaten  Y,  so  ist : 

X = 7,  5,  4,  2,  1,  0 

y=o,  1,  4,  5, 7,  9 

zu  setzen. 

Wenn  man  in  der  angegebenen  Weise  die  mit  der  Abscisscnaxe  zusammen- 
fallendcn  Linien  um  Punkt  (7,  0)  dreht,  so  wird  man  zuerst  auf  Punkt 
(5,  1)  kommen.  Es  ist  nämlich,  wenn  Xt,  Y x die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
sind,  durch  welchen  die  gedachte  Linie  zuerst  geht,  die  Tangente  des  Drehungs- 

50 
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winkeis  gleich  and  diese  Grösse  ist  so  klein  nls  möglich  zu  nehmen. 

Für  Punkt  (5,  1)  ist  sie  gleich  dies  ist  der  kleinste  Werth,  da  in  der  Reihe 
der  Y alle  Werthe  wachsen,  in  der  Reihe  der  X abnehmen. 

Um  den  nächsten  Punkt  zu  finden,  müssen  X.,  so  gewählt  werden,  dass 

—* 1 möglichst  klein  wird.  Dem  genügt  Pankt  (2,  5),  wo  diese  Grösse  $ 

X j X | 

beträgt;  es  folgen  dann  gleichseitig  die  Punkte  (1,  7)  und  (0,  9),  denn  beide 


geben  den  Werth 


= 2. 


Es  sind  also  drei  Klassen  K vorhanden: 

X,  Xj 

Kx  = Aß'  + Bfl*  a, 

K9  = Bß*a+Dß'a\ 

Ksz:Dß*  a*  + Eß 

Für  K , hat  man  : 

* = 2,  7 = 1, 

and  die  Gleichung  2)  wird: 

Ax+B- 0. 

Es  entsprechen  ihr  zwei  Functionen  u,  nnd  w,,  welche  sich  nach  Potenzen  von 
(z  — <*)*  entwickeln  lassen.  — Für  Kt  ist: 

i = 3,  7=1. 

Die  Gleichung  2)  gibt : 

Bx+D-0. 


Es  entsprechen  ihr  3 Functionen  m4,  ws , die  nach  Potenzen  von  (z  — «)^ 
fortschreiten.  Endlich  gibt  die  dritte  Klasse  A , : 

s = 1,  7 = 2. 

Man  erhält: 


Dx  * 4-  Ex  -f  f ' = 0, 

Wenn  diese  Gleichung  zwei  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  entsprechen  ihr  zwei  Wur- 
zeln w#,  w7,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  z — a entwickelt  werden  können.  — 
Hat  dagegen  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  ist  in  die  Gleichung  1)  zu 
setzen:  a = tt\  ß z=z  x ß* . Bringen  wir  dieselben  zuvor  auf  die  Form: 


"'(Dß'+Eß«'  4-  Fff4)  4-  Aß'  + Bßl  « +•  C/t4 « 4 + Gß •+ Nß * a 1 4-  / « ‘ • = 0. 


und  berücksichtigen,  dass,  wenn  Gleichung: 

Dx * + fijp-f-F=0 

zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 

20*+E  = O 

sein  muss,  so  ergibt  sich: 


. . .)+«(*»  «'>  + . . ,)  + C(x*  n'>-f  . . )+0  (x>  „>•  + . . .) 

-f  tf(*‘ «**  + . . .)  + l„'>z=0. 

Die  Klassen  Kf  redneiren  sich  auf  eine  einzige : 

Dß"  a‘4 -/«»•, 

wenn  / nicht  gleich  Null  ist.  Man  erhält: 

r,=5,  .,=2,  <r,  = 1. 

und  es  wird  die  Gleichung : 


Di  4-/  = 0, 

die  nur  eine  Wurzel  hat.  Da  i it=2  ist,  so  vereinen  sich  in  diesem  Falle  die 

Wurzeln  u,  und  u7  zu  einem  System,  und  sind  beide  nach  Potenzen  von  ( t — n)’ 
zu  entwickeln.  — Ist  dagegen  / gleich  Null,  so  hat  man: 
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h\  = Dj'!  n *+«*»«“, 

r,=8,  »,=1,  7,=  2, 

und  : 

0**  + &c*  = O, 

eine  quadratische  Gleichung  in  Bezug 
auf  £,  und  wegen  : 

* »,= i 

würden  w,  und  u,  von  einander  getrennt 
und  nach  ganzen  Potenzen  von  * — a 
entwickelbar  erscheinen. 

26)  Historische  Betrachtun- 
gen. 

Die  allgemeinere  Anwendung  der  ima- 
ginären Quantitäten  in  der  Functionen- 
theorie, namentlich  in  der  Diffcrenzial- 
und  Integralrechnung  haben  in  neuester 
Zeit  diese  Disciplinen  derart  umgCBtaltet, 
dass  es  unthuulich  ist,  dieselben  von 
einander  und  von  der  Theorie  des  Ima- 
ginären abgesondert  vorzutragen.  Es 
war  daher  nüthig,  einest heils  die  Ele- 
mente der  Differenzialrechnung  mit  in 
diesem  Artikel  zu  geben,  andererseits 
auf  den  Artikel:  „analytische  Quadra- 
turen“ öfter  zurückzuweisen. 

Was  die  Geschichte  dieser  Theorie 
anbetriiTt,  so  hat  namentlich  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  Veranlassung 
gegeben,  sich  in  allgemeinerer  Weise  als 
bis  dahin  geschehen,  mit  den  Functio- 
nen oomplexer  Variablen  zu  beschäfti- 
gen. Da  nämlich  die  elliptischen  Func- 
tionen zunächst  aus  der  Integralrechnung 
hervorgegangen  sind,  und  die  Umkeh- 
rungen von  Integralen  bilden,  welche 
unendlich  viel  Bedeutungen  haben,  so 
führte  dies  auf  die  Betrachtung  der  Mehr- 
deutigkeit der  Integrale,  welche,  wie  wir 
gesehen  haben,  von  den  Betrachtungen 
der  Wege,  auf  welche  sich  die  Integrale 
erstrecken , unzertrennlich  sind.  Dieser 
Punkt,  sowie  die  Theorie  der  homogc- 
genen  Functionen,  welche  den  Betrach- 
tungen über  Functionen  mit  complexen 
Variablen  zu  Grunde  liegt,  ist  haupt- 
sächlich von  Caucby  erledigt.  Ihm  dan- 
ken wir  auch  die  Betrachtungen  über  die 
allgemeine  Entwickelbarkcit  der  Functio- 
nen in  Reihen,  den  Residuencalcul  und 
anderes  dahin  Gehöriges , womit  eigent- 
lich der  Functionentheorie  erst  eine  feste 
Grundlage  gewonnen  ist.  Die  frühere 
Anwendung  z.  B.  der  Taylor’schen  Reibe, 
gewöhnlich  ohne  Rücksicht  auf  das  Ima- 
ginäre, hat  selbst  bedeutende  Mathema- 
tiker zu  Trugschlüssen  und  falschen  Re- 
sultaten geführt.  Unter  den  Anwendun- 
gen und  Ausführungen  dieser  Theorieen 
ist  besonders  zu  beachten  die  von  Pui- 


seux  herrührende  Anwendung  auf  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen, 
die  hier  Abschnitt  23  bis  25  berücksich- 
tigt ist,  ferner  die  auf  die  Eigenschaften 
der  Integrale  mit  complexen  Variablen 
gestützte  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen von  Briot  und  Bouquet  (theorie 
des  fonclions  doublement  periodigues  etc  ), 
worin  sich  auch  eine  gut  geschriebene 
Theorie  der  Functionen  mit  complexen 
Variablen  befindet.  Als  Gründer  dieser 
Betrachtungsweise  der  elliptischen  Func- 
tionen ist  wohl  Liouvillc  anzusehen.  Na- 
mentlich ist  zu  beachten  die  Ricmann’schc 
Arbeit:  Grundlagen  für  eine  allgemeine 
Theorie  der  Functionen  von  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse.  Haupt- 
sächlich der  Schlusssatz,  das  von  Rie- 
raann  so  genannte  Dirichlet’scho  Prinzip 
(hier  mitgetheilt  in  dem  Artikel:  Qua- 
draturen — Zurückführung  der  partiellen 
Differenzialgleichungen  auf  — ),  ist  da- 
rum von  so  grosser  Wichtigkeit  gewor- 
den, weil  Riemann  es  seiner:  „Theorie  der 
Aberschcn  Functionen“  (aus  Crelle’s  Jour- 
nal auch  besonders  abgedruckt)  zu  Grunde 
gelegt  hat.  Es  ist  hier  mit  einiger 
Ausführlichkeit  auf  die  Functionen  von 
imaginären  Variablen  und  auf  die  ver- 
schiedenen Theorieen  des  Imaginären 
selbst  eingegangen , weil  dieser  Gegen- 
stand mit  dem  Fortschreiten  der  Wissen- 
schaft immer  wichtiger  wird,  und  in  der 
Analysis  eine  Epoche  herbeizu/ühren 
scheint,  dio  sich  eben  nur  mit  den  durch 
Erfindung  der  höheren  Analysis  gesche- 
henen Fortschritten  in  den  verschiedenen 
Theilen  der  Mutbematik  vergleichen  lässt, 
und  deren  sorgfältiges  Studium  daher 
Jedem  unentbehrlich  ist,  welcher  sich 
überhaupt  mit  der  Mathematik  beschäftigt. 

Quantität  (geometrische  oder  räum- 
liche). Siehe  Raum  und  Raumlehre. 

Quantität  der  Bewegung  wird  das 
Product  aus  Masse  und  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  oder  Körpers  genannt. 

Quart. 

Ein  Hohlmaass,  hauptsächlich  bestimmt 
zur  Messung  von  Flüssigkeit.  Ein 
preussisches  Quart  enthält  1,145031 
Litre , und  ist  gleich  64  Kubikzoll 
preussisch. 

Quartier. 

Ein  Hohlmaass,  gebräuchlich  in  Braun- 
schweig. Es  enthält  0,9368438  Litre, 
0,8181818  preussische  Quart  oder  52-j*, 
preussischc  Kubikzoll. 

50* 
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Quaterne. 


Verbindung  von  4 Elementen  aus 
einer  beliebigen  Anzahl.  Beim  Lotto 
wird  darunter  derjenige  Gewinn  verstan- 
den , bei  welchem  von  den  5 gezogenen 
Kümmern  und  von  den  5 auf  dem  Zettel 
des  Spielers  befindlichen  4 übercinstim- 
mcn.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  den 
Gewinn  einer  Quaterne  ist: 

mÖ38  = 0 00000!’8  • ' " 

also  etwas  geringer  als  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  in  der  preußischen  Klassen- 
lotterie der  Hauptgewinn  auf  ein  be- 
stimmtes Loos  falle,  welche  letztere 
Wahrscheinlichkeit : 


1 

92000 


0,0000109 


ist.  Vergleiche  den  Artikel: 
seheinlichkeit. 


Walir- 


Quent,  Quentchen,  Quentlein. 

Ein  in  verschiedener  Weise  bestimm- 
ter Gewichtstheil.  Er  ist  ein  Bruchthcil 
des  Lothes.  Nach  dem  alten  preussi- 
schen  Ge wichts System  wurde  das  Loth 
in  4.  das  Pfuud  in  128,  der  Centner  in 
14080  Quentchen  gethcilt.  Nach  dem 
neuen  preussischen  Gewichtssystem  hat 
das  Loth  10  Quentchen,  das  Pfund  de- 
ren 300  und  der  Centner  deren  30000. 


Querhaupt  (Maschinenlehre). 

Eine  Vorrichtung,  welche  an  einer 
Kolbenstange  angebracht  wird,  die  den 
Uebcrgang  einer  drehenden  oder  schwin- 
genden Bewegung  in  eine  gradlinige 
oder  umgekehrt,  vermittelt.  Es  ist  hier- 
bei nöthig , dem  Kopfe  der  Stange 
eine  feste  Führung  zu  geben  , EF,  EF 
(Fig.  84),  innerhalb  deren  sich  das  auf 


Fig.  84. 


die  Kolbenstange  aufgesetzte  Qtierhaupt 
DD  entweder  gleitend,  oder  wie  hier 
angedeutet,  mittels  zweier  Frictionsräder 
bewegt.  An  das  Qucrhnupt  ist  dann 
die  Kurbelstangc  AC  angebracht,  welche 
mit  dem  Krummzapfen  verbunden  ist, 
von  dem  die  drehende  Bewegung  aus- 
geht, oder  auf  welches  sie  übergehen 
soll.  Auch  kann  man  (Fig.  85)  das 
Querhaupt  mit  einem  Schlitz  zur  Auf- 


Fig.  85. 


nubmc  eines  Warzenkopfes  A versehen, 
welcher  sich  unmittelbar  an  den  Krumm- 
zapfen AC  anschlicsst,  and  so  die  Kur- 
bclstangc  entbehrlich  machen.  Diese 
letztere  Construction  wird  öfter  bei 
Dampfpumpen  angewandt. 

Qnerprofil,  Breitenprofil  (Hydraulik). 

Wenn  man  senkrecht  gegen  die  Be- 
wegungsrichtung eines  fliessenden  Wassers 
eiuc  Ebene  sich  denkt,  so  bildet  die- 
selbe einen  Querschnitt  des  Wassers. 
Der  Umfang  desselben  wird  Querprofil 
genannt,  und  zerfallt  in  das  Wasser- 
profil, d.  b.  den  von  Grund  und  Ufern 
begrenzten  Thcil,  und  in  Luftprofil,  d.  h. 
den  freiliegenden  obern  Theil. 

üuer Schwingungen  (Dynamik i werden 
solche  Schwingungen  genannt,  welche 
senkrecht  auf  der  L&ngenriclitung  des 
schwingenden  Körpers  stattfinden,  wie 
z.  B.  die  Schwingungen  eines  Pendels 
und  einer  Saite.  Bei  Wellenbewegungen 
versteht  man  darunter  solche  Schwin- 
gungen, welche  senkrecht  auf  der  Fort- 
ptlanzungsrichtung  der  Wellenbewegung 
stattfinden,  wie  z.  B.  die  Schwingungen, 
welche  bei  der  Wellenbewegung  des 
Wassers  stattfinden , wo  die  Welle  sich 
in  der  Richtung  der  Oberfläche  des  Was- 
sers, also  in  horizontaler  verbreitet,  wäh- 
rend die  Schwingung  in  senkrechter 
Richtung  stattfindet.  Sie  heissen  auch 
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Transvcrsalschwingungen.  Vergleiche  Divisor,  so  bezeichnet  man  denQuotien- 
den  Artikel:  Schwingungen.  ten  durch  das  Zeichen: 


Querschnitt. 

Der  Durchschnitt  eines  Körpers  senk- 
recht auf  seine  Längenrichtung.  Nur  die 
prismatischen  Körper  haben  einen  un- 
veränderlichen Querschnitt. 

Querschnitt  (gefährlicher) , Brech- 
ungsquerschnitt * (section  de  rupture) 

heisst  bei  denjenigen  Körpern,  die  einen 
veränderlichen  Querschnitt  haben,  die- 
jenige Stelle,  welche  der  grössten  Span- 
nung ausgesetzt  ist.  (Siehe  den  Artikel : 
Elasticität.) 

Quersumme. 

Die  Summe  der  Ziffern  einer  Zahl. 
Von  3792  ist  3 + 7 + 9-f2  = 21  die  Quer- 
summe. 

Quetschhammer  (Dynamik) , auch 

Putschhammer.  Ein  Hammer,  welcher 
langsam  und  schwer  arbeitet.  Er  unter- 
scheidet sich  in  der  Fabrikation  von  an- 
dern dadurch , dass  er  mit  Stiel  oder 
Helm  und  Hülse  aus  einem  StUcke  ge- 
gossen werden,  während  die  übrigen  ge- 
wöhnlich einen  hölzernen  Stiel  und  eine 
Hülse  von  Schmiedeeisen  haben. 

Qnetschwerk , cingleur  (Dynamik), 

dient  zum  Ausschneiden  grosser  Maschi- 
nentheile,  sowie  zum  Zangen  und«  Zu- 
sammenschlüßen der  aus  dem  Puddel- 
ofen kommenden  Luppen. 


-r-,  auch  a : b. 
b 

(gelesen  a durch  A).  Ist: 
a 

T = e' 

so  hat  man: 

a = b • c, 

d.  h.: 

„Quotient  und  Divisor  multiplicirt  ge- 
ben als  Product  den  Dividendusr.“  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Quantität.) 

Sind  a und  b ganze  Zahlen,  so  kann 
der  Quotient  eine  ganze  Zahl  sein,  und 
dazu  ist  erforderlich,  dass  der  Dividen- 
de a ein  Vielfaches  des  Divisor  b sei. 
Der  Quotient  ist  ein  Broch,  wenn  dies 
nicht  stattfindet , und  zwar  ein  echter, 
wenn  der  Dividendus  kleiner,  ein  un- 
echter, wenn  er  grösser  als  der  Divi- 
sor ist. 

Die  Hauptsätze  über  Bildung  der  Quo- 
tienten sind : 

I.  „Der  Quotient  einer  Summe  oder 
Differenz,  getheilt  durch  irgend  einen 
Divisor,  ist  gleich  der  Summe  oder  Dif- 
ferenz derjenigen  Quotienten , welche 
man  erhält,  wenn  man  jedes  Glied  durch 
den  gemeinschaftlichen  Divisor  thcilt.“ 
Also: 


e e — e — e — 


Quinte,  Qninterne. 

Eine  Verbindung  von  5 Elementen 
aus  einer  beliebigen  Anzahl.  Beim  Lotto 
heisst  derjenige  Gewinn  so , wo  säxnmt- 
liehe  gesogene  Nummern  mit  den  anf 
dem  Zettel  des  Spielers  befindlichen 
übereinstimmen.  Die  Wahrscheinlich- 
keit des  Gewinns  einer  Quinte  ist: 


1 

52739102160 


= 0,000000000019  . . . 


Siehe  den  Artikel : Wahrscheinlichkeit. 


II.  „Ein  Quotient  bleibt  unge&ndcrt, 
wenn  man  Divisor  und  Dividendus  mit 
derselben  ganz  beliebigen  Zahl  multipli- 
cirt  oder  dividirt.“ 

Also  : 

a _ a e 
b b e 


b ~~  b 


Quirl  (Maschinenlehre). 

Ein  dem  Drilling  ähnliches  Maschinen- 
stück. Es  hat  7 bis  10  Triebstöckc, 
und  wird  gewöhnlich  an  der  Welle  an- 
gebracht. 

Quotient. 

1)  Definition  und  Bildung  der 
Qu  otienten. 


e 

III.  „Sind  Divisor  und  Dividendus 
selbst  Quotienten  oder  Brüche,  so  ver- 
tauscht mun  im  Divisor  Zähler  und 
Nenner,  und  verfährt  wie  beim  Multi- 
plicircn.“ 

Also: 

a c * a d _ ad 
b ' d ~ b c bc 


Qnotient  heisst  das  Resultat  einer  Di- 
vision. Ist  a der  Dividendus,  b der 


Auf  diesem  Satze,  dessen  Beweis  wie 
der  der  vorigen  im  Artikel:  „Quantität“ 
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zu  suchen  ist,  beruht  die  Division  von 
echten  und  unechten  Brüchen  mit  ein- 
ander oder  mit  ganzen  Zahlen.  Hat  man 


nämlich  ~ durch  die  ganze  Zahl  c di- 
b 

vidirt,  so  gibt  man  letzterer  den  Neuner 
1,  also: 


a _ rtc  _ n 1 _ fl 

T ' C~T'T  ~ T "c  ~ hc 

IV.  „Sind  Divisor  und  Dividendus 
mit  Vorzeichen  versehen,  so  ist  der  Quo- 
tient positiv,  wenn  beide  Vorzeichen 
gleich,  negativ,  wenn  sie  ungleich  sind.“ 

Also  :- 


a : — 6 — 


a 

T' 


— a : 


-b 


_ a 

= T* 


2)  Division  ganzer  Zahlen. 

Bei  der  Division  ganzer  Zahlen  han- 
delt es  sich  darum , den  Quotienten  als 
ganze  Zahl  zu  ermitteln,  wenn  dies  mög- 
lich ist,  oder  denselben  als  ganze  Zahl, 
vermehrt  um  einen  echten  Bruch  darzu- 
stellen. Das  letztere  kann  immer  ge- 
schehen , wenn  der  Divisor  kleiner  als 
der  Dividendus  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wenn  b der  Divisor  ist,  der 
Dividendus  immer  dargestellt  werden 
können  durch  den  Ausdruck: 

a = »«6+c, 

wo  n eine  ganze  Zahl  und  c kleiner 
als  b ist.  Man  hat  also  nach  Satz  I. 
des  vorigen  Abschnittes  : 


5792  | 709351856  | 122470 
579200000 
130150000 
115840000 
1431 1000 
J1584000_ 

2727800 
2316800 
411050  . 

405440_ 

5616 

Man  dividirt  mit  dem  Divisor  5792 
zunächst  in  die  höchsten  Ziffern  des  Di- 
videndus, 7093,  und  merkt  den  höchsten 
ganzen  Quotienten,  hier  1;  es  ist  dies 
die  erste  Ziffer  des  Quotienten.  Ferner 
8ubtrnhirt  man  1 • ,5792  von  7093  und 
fügt  zum  Reste  1301  die  nächste  Ziffer 
des  Dividendus,  5,  hinzu.  5792  in  13015 
geht  dann  2mal,  diese  2 ist  die  zweite 
Ziffer  des  Quotienten;  13015— 2 * 5792 
ist  gleich  1431.  Zu  diesem  Rest  kommt 
die  folgende  Ziffer  1 des  Dividendus. 
8o  wird  fortgefahren,  bis  alle  Ziffern 
des  Dividendus  erschöpft  sind.  Der  letzte 
Rest  5616  ist  dann  der  Divisionsrest. 
Qibt  man  ihm  den  Divisor  als  Nenner, 
so  ergänzt  der  dadurch  entstehende  Bruch 
den  vollständigen  Quotienten. 

Man  sieht  die  Richtigkeit  des  Ver- 
fahrens leicht,  wenn  man  alle  Subtra- 
henden 5792,  11584  u.  s.  w.,  und  Reste 
13015,  14311  u.  s.  w.  durch  Nullen  er- 
gänzt, wie  oben  geschehen  ist.  Da  dann 
diese  nach  und  uach  vom  Dividendus 
abgezogen  sind,  so  müssen  sie,  zum  letz- 
ten Rest  addirt,  den  Dividendus  wiederge- 
ben. Es  ist  also: 

709351856  = 579200000 + 1 1584000 

+2316800+405450+5616. 
Nun  war  aber: 


wo  “ ein  echter  Bruch  ist.  Der  Zäh- 
b 

ler  desselben  c wird  auch  Divisionsrest 
genannt.  Was  nun  die  gewöhnliche  Re- 
gel des  Dividirens  anbetrifft,  so  beruht 
dieselbe  gans  auf  den  Eigenschaften  des 
regelmässigen  Ziffemsystems,  und  war 
in  dieser  Weise  vor  Erfindung  desselben, 
also  z.  B.  bei  den  Griechen  und  Rö- 
mern, nicht  zu  leisten.  Dieser  Umstand 
namentlich  erklärt  das  geringe  Geschick 
im  Rechnen,  welches  diese  Völker  be- 
sassen.  * 

Die  Gründe,  auf  welchen  unser  Divi- 
diren  beruht , wollen  wir  an  einem  Bei- 
spiel verdeutlichen. 


5792  = 1 • 5792,  11584  = 2 • 5792, 
23168  = 4 • 575*2,  40544  = 7 • 575*2, 
also : 


709351856=  100000  - 5792+20000  -5792 
-i-  2000  • 5792  + 400  • 5792  +70  ■ 5792 
+5616 

= 5792  (100000+20000  + 2000  + 400 

+70)  5616  = 122470  • 5792  + 6616, 
und  wenn  man  mit  5792  dividirt : 


709351856  5615 

5792  ‘ Ä U+5792' 


womit  die  Richtigkeit  der  Rechnung  er- 
wiesen ist. 
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3)  Ermittelung  der  gemein- 
schaftlichen Factoren  von  Di- 
vidcndus  und  Divisor. 

Die  Bildung  der  Quotienten  wird  er- 
leichtert, wenn  Divisor  und  Dividendus 
einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben; 
nach  Sau  II.  des  ersten  Abschnitts  kann 
derselbe  nämlich  ohne  Weiteres  unter- 
drückt werden. 

Man  kann  das  Auffinden  dieser  ge- 
meinschaftlichen Factoren  durch  Zerle- 
gung von  Divisor  und  Dividendus  in 
ihre  einfachen  Factoren  erreichen,  wo 
dann  die  in  beiden  vorkommenden  zu 
unterdrücken  sind. 

Die  gewöhnliche  Methode,  den  gemein- 
schaftlichen Factor  zweier  Zahlen  zu  fin- 
den, ist  n&mlich  hier  nicht  anwendbar, 
weil  diese  Methode  ja  eben  die  vollstän- 
dig ausgefuhrte  Division  der  grossem 
Zahl  durch  die  kleinere  als  einen  ersten 
Schritt  voraussetst. 

Zur  Ermittelung  der  kleinern  Facto- 
ren einer  Zahl: 

2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11 
gibt  es  einfache  Regeln , die  wir  hier 
mittheilen. 

I.  Eine  Zahl  ist  durch  2 theilbar,  je 
nachdem  ihre  letzte  Ziffer  durch  2 theil- 
bar ist  oder  nicht. 

Offenbar  zerfällt  jede  Zahl  711  oder 
814  in  eine  durch  10  theilbare  und  in 
eine,  die  der  letzten  Ziffer  gleich,  also: 

711  = 710-fl,  814=810+4. 

Das  erste  Glied  dieser  Summe  ist  immer 
durch  2 theilbar  ist;  je  nachdem  dies  bei 
dem  letzten  Gliede  statttindet,  ist  cs  also 
bei  der  ganzen  Zahl  der  Fall. 

II.  Eine  Zahl  ist  durch  4 theilbar, 
je  nachdem  die  aus  ihren  beiden  letzten 
Ziffern  gebildete  durch  4 theilbar  ist 
oder  nicht. 

Denn  jede  Zahl : 

7951  = 7900  + 51 

zerf&llt  in  ein  Vielfaches  von  100  und 
in  die  aus  ihren  beiden  letzten  Ziffern 
gebildete  Zahl.  Da  nun  100  durch  4 
theilbar  ist,  so  kommt  es  nur  auf  die 
letztere  Zahl  an. 

III.  Eine  Zahl  ist  durch  8 theilbar, 
je  nachdem  die  aus  ihren  drei  letzten 
Ziffern  gebildete  Zahl  durch  8 theilbar 
ist  oder  nicht. 

Dies  ist  ganz  wio  in  I.  und  II.  er- 
sichtlich. Z.  B. : 

793824  = 793000+824. 

Die  erste  durch  1000  theilbare  Zahl  muss 
es  auch  durch  8 sein  ; es  kommt  also 
auf  824  an. 


IV.  Eine  Zahl  ist  durch  3 oder  durch 

9 theilbar,  je  nachdem  die  Quersumme, 
d.  h.  die  Summe  ihrer  Ziffern,  durch  3 
oder  9 theilbar  ist  oder  nicht. 

Z.  B.  die  Quersumme  von  8792  ist: 
8+7  + 9+2=23, 

also  die  Zahl  nicht  durch  3 theilbar. 
6942  hat  zur  Quersumme  21,  ist  also 
durch  3,  nicht  aber  durch  9 theilbar. 
7938  hat  zur  Quersumme  27,  ist  also 
durch  9 theilbar. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen.  Es 
ist  z.  B. : 

7938  = 7000  + 900+30+  8 = 7 • 1000 

-+9  • 100+3  • 10+-8. 
Die  Potenzen  von  10: 

10,  100,  1000  . . . 

sind  gleich  einer  nur  aus  den  Ziffern  9 
zusammengesetzten  Zahl,  vermehrt  um 
die  Einheit,  also: 

10  = 9+1,  100  = 99+1,  1000  = 999+1, 
also  demgemäss: 

7938  = 7 (999+ 1)+9  (99+1)4-3(9+1) 
+8  = 7 *999  + 9 - 99  + 3-9+7  + 9 + 3+  8. 

Die  letzten  vier  Zahlen  geben  die  Quer- 
summe von  7938.  Da  nun  9,  99,  999  . . . 
Vielfache  von  9 sind , so  setzt  sich  jede 
Zahl  aus  einem  Vielfachen  von  9,  also 
auch  von  3,  vermehrt  um  die  Quersumme, 
zusammen.  Ist  letztere  auch  durch  3 
oder  9 theilbar , so  ist  es  somit  die 
ganze  Zahl. 

V.  Eine  Ziffer  ist  durch  10  theilbar, 
wenn  sie  mit  einer  Null  endet. 

Offenbar  endet  jedes  Vielfache  von  10 
n&mlich  mit  einer  Null. 

VI.  Eine  Zahl  ist  durch  5 theilbar, 
wenn  sie  mit  einer  5 oder  0 endet. 

Denn  jede  Zahl,  z.  B.  7935  oder  7937, 
kann  man  schreiben : 

7930  +5,  7930+7, 

der  erstero  Theil  ist  durch  10,  also  auch 
durch  5 theilbar,  der  letztere  einzifferige 
kann , wenn  er  durch  5 theilbar  sein 
soll,  nur  5 oder  0 sein. 

VII.  Ob  eine  Zahl  durch  11  theilbar 
sei,  wird  auf.  folgende  Weise  geprüft.  — 
Man  bildet  die  Quersumme  dor  Ziffern 
von  grader  Ordnung  und  der  von  un- 
grader,  die  Ziffern  von  der  Rechten  zur 
Linken  gezählt.  Die  erstere  Summe 
wird  von  der  zweiten  abgezogen,  nach- 
dem man  nöthigenfalls  die  letztere  um 
ein  Vielfaches  von  11  vermehrt  hat. 
Ist  der  Rest  0 oder  durch  11  theilbar, 
so  findet  letzteres  bei  der  ganzen  Zahl 
statt. 
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Beispiel.  Sei  gegeben: 
87390251443. 

Die  Summo  der  Ziffern  von  gradcr  Ord- 
nung ist: 

4+1+24-9+7  = 23, 
die  der  von  ungrader  Ordnung: 
3+4+5+0+3+8  = 23, 

23  — 23  = 0, 

also  die  Zahl  ist  durch  11  thoilbar. 

Der  Beweis  beruht  au/  folgenden  Be- 
trachtungen. 

„Fügt  man  zur  Einheit  eine  grade 
Anzahl  von  Nullen  hinzu , so  hat  man 
ein  Vielfaches  von  11,  vermehrt  um  die 
Einheit.“ 

Denn: 

100  = 99+1,  10000  = 9999+1  . . ., 
wo  99,  9999  . . . offenbar  durch  11  theil- 
bar  sind.  Hieraus  folgt: 

„Wenn  zu  irgend  einer  Ziffer  eine 
grade  Zahl  von  Nullen  kinzugefögt  wird, 
so  hat  man  ein  Vielfaches  von  11,  ver- 
mehrt um  diese  Ziffer.“ 

Z.  B.: 

70000  = 7 (9999+l)  = 7 • 9999+7 
ist  also  gleich  einem  Vielfachen  von  11, 
vermehrt  um  7. 

„Fügt  man  zur  Einheit  dagegen  eine 
ungrade  Anzahl  von  Nullen  hinzu,  so 
erh&lt  man  ein  Vielfaches  von  11 , ver- 
mindert um  die  Einheit.“ 

Es  ist  nämlich: 

10=11-1,1000=990+10=990+11-1, 
100000  = 99990+11-1  . . ., 
und  es  folgt  hieraus  wie  oben: 

„Jede  Ziffer,  zu  der  man  eine  un- 
grade Anzahl  von  Nullen  hinzufügt,  gibt 
ein  Vielfaches  von  11,  vermindert  um 
den  Betrag  der  Ziffer.“ 

Sei  nun  p die  Summe  der  Ziffern  von 
grader  Ordnung,  die  also,  wenn  man 
sie  ihrem  wahren  Werthe  nach  nimmt, 
eine  ungrade  Anzahl  von  Nullen  hinter 
sieb  haben,  60  ist  der  wahre  Werth  der- 
selben n«ll— p,  wo  n eine  ganze  Zahl 
ist.  Denn  in  unserm  Beispiel  ist: 

40+1000+200000+90000000 

+ 7000000000 
der  wahre  Werth  der  Ziffern,  also  einem 
Vielfachen  von  11,  weniger  4+2+9+7 
gleich.  Ebenso  ist  s*n  + 7 der  Betrag 
der  Ziffern  von  ungrader  Ordnung,  wenn 
s eine  ganze  Zahl,  und  q die  Quersumme 
der  Ziffern  ist. 


Die  ganze  gegebene  Zahl  hat  also  den 
Werth: 

lls+7  + lln— /»  = «(*+«)  + 7— p. 

Ist  also  7—  p durch  11  theilbar,  so  ist 
cs  die  ganze  Zahl  ebenfalls , da  der 
übrige  Theil  ein  Vielfaches  von  11  ist. 
q—p  aber  bildeten  wir,  indem  wir  die 
erste  Quersumme  von  der  letztem  ab- 
zogen. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 
mittels  der  hier  gegebenen  Regeln  in 
IV.  und  VII.  auch  die  Divisionsreste 
findet,  die  bezüglich  bei  der  Division 
mit  9 und  11  bleiben. 

Behandelt  man  nämlich  die  bezügliche 
Quersumme,  wenn  man  durch  9,  oder 
den  Rest  von  zwei  Quersummen , wenn 
man  durch  11  dividiren  will , ganz  in 
derselben  Weise,  so  wird  sich  schliess- 
lich eine  Zahl  ergeben,  die  kleiner  als 
9 oder  11  ist,  und  dies  ist  der  Divi- 
sionsrest. Z.  B.  9871672  bat  zur  Quer- 
summe 40,  die  Quersumme  von  40  ist 

1 . ^ tv  • . 9871672 

4,  also  4 der  Divisionsrest  von  - — . 

Da  diese  Regeln  für  die  Ermittelung 
grosserer  gemeinschaftlicher  Divisoren 
zweier  Zahlen  nicht  ausreichen,  so  ist 
eine  „ Factorentafel  welche  die  ein- 
fachen Factoren  der  ganzen  Zahlen  ent- 
hält, zuweilen  sehr  nützlich.  Eine  solche 
ist  z.  B.  in  „Vegas  Sammlung  mathe- 
matischer Tafeln , herausgegeben  von 
J.  A.  Hülsse“  enthalten,  und  gibt  die 
einfachen  Factoren  der  Zahlen  bis 
102000,  mit  Ausnahme  der  durch  2,  3, 
5 theilbaren  an. 


4)  Quotienten  in  der  Gestalt 
von  Dec  imalbrüch  en. 


Einen  immer  glcichmässigen  Ausdruck 
für  alle  Quotienten,  mögen  dieselben 
ganze  Zahlen,  echte  oder  unechte  Brüche 
sein,  gewährt  die  Form  der  Decimal- 
brüchc.  Diese  Ausdrücke  beruhen  auf 
folgenden  Betrachtungen. 

Sei  zu  dividiren  798126  durch  6913’ 

. , r,  , 798126 

so  kann  man  den  Quotienten  = * 

mit  einer  beliebigen  Zahl,  etwa  mit  10000, 
multipliciren,  indem  man  den  Dividendus 
mit  10000  multiplicirt.  Man  wird  dann 
haben: 


7991270000 

6913 


= 1000011, 


and  indem  man  die  Division  wirklich 
ausführt: 
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6913  | 7991270000  | 1155977TVT»a 

_69U1_ 

10782 

6913 

38697 

34565 

41320 

34565 

67550 

62217 

53330 

48391 

49390 

48391 

999 


al6o: 


10000  fl-  1155977 +~. 

Um  den  Quotienten  a selbst  zu  haben, 
muss  durch  10000  dividirt  werden.  Man 
erhält: 

999 

_ 1155977  _6913_ 

10000  + 10000  ‘ 


Das  erste  Glied  rechts  ist  gleich: 

5977 

115  i^o= 115'5977  • • • 

Bei  Brüchen,  die  eine  Potenz  im  Nen- 
ner haben,  und  die  man  bekanntlich  Dc- 
cimalbrüchc  nennt , deutet  man  nämlich 
den  Nenner  nur  durch  ein  Komma  an, 
welches  hinter  den  Einern  steht,  und  so 
viel  Stellen  hinter  sich  hat,  als  dieser 
Nullen  haben  würde.  Was  den  Bruch 
999 

anbetrifft,  so  ist  dieser  kleiner  als 

6913 

1,  da  immer  der  Divisionsrest  ein  ech- 
ter Bruch  sein  muss,  also  da  derselbe 
durch  10000  dividirt  ist,  so  begeht  man, 
indem  man  ihn  weglässt,  einen  Fehler, 

der  kleiner  als  |qqqq  = 0,0001,  oder  klei- 
ner als  eine  Einheit  der  letzten  Stelle 
des  Quotienten  115,5977  sein  würde, 
folglich  auf  die  Stellen  desselben  keinen 
Einfluss  ausübt.  Man  kann  also  auf 
diese  Weise  die  Quotienten,  wenn  auch 
nicht  genau,  doch  auf  jeden  beliebigen 
Grad  der  Näherung  Anden , wenn  man 
nur  an  den  Dividendus  die  gehörige  An- 
zahl Nullen  anhängt. 

Beachten  wir  noch  die  Stellung  des 
Komma  im  Quotienten , so  tritt  dies 
offenbar  dann  ein,  ehe  die  erste  der  an- 
gehängten Nullen  zum  Rest  hinzugefügt 
wird 


Merkt  man  also  die  Regel  so,  dass, 
wenn  die  Stellen  des  Dividendus  er- 
schöpft sind,  das  Komma  dem  Quotien- 
ten zugefügt  wird,  so  kann  man  das  anfäng- 
liche Anhängen  der  Nullen  an  den  Di- 
videnden ersparen,  und  nach  Setzung  des 
Kommas  im  Quotienten  den  Divisions- 
resten nach  und  nach  soviel  Nullen, 
als  erfordert  werden,  geben. 

Es  kann  hierbei  der  Dividendus  auch 
ein  Dccimalbruch  sein.  Sei  derselbe 
657,913.  Derselbe  wird  z.  B.  mit  1000 
raultiplicirt,  indem  man  das  Komma  drei 
Stellen  nach  rechts , also  ans  Ende 
rückt,  denn  beim  Rücken  um  eine  Stelle 
verwandeln  sich  die  Einer  in  Zehner, 
bei  der  zweiten  in  Hunderte,  bei  der 
dritten  in  Tausende.  Somit  hat  man 
eine  ganze  Zahl  zu  dividiren,  und  der 
Quotient  wird  tausendmal  zu  gross.  Er 
müsste  also  mit  1000  dividirt,  also  das 
Komma  wieder  drei  Stellen  nach  links 
gerückt  werden.  Statt  dessen  kann  man 
also  im  Dividendus  das  Komma  an  sei- 
ner Stelle  lassen,  und  im  Quotienten 
ein  solches  dann  anbringen , wenn  man 
bei  der  Division  bis  zum  Komma  des 
Dividendus  gelangt  ist.  Ein  Beispiel 
wird  dies  klar  machen. 

27  j 657,913  | 24,367 
.54 

117 

108 

99 

81 

’ 181 
162 

193 

189 

4 

Nachdem  der  Rest  11  gebildet  und  7 
hinzugefügt  ist , ist  man  beim  Komma 
des  Dividendus  angelangt;  da  27  in 
117  4mal  geht,  ist  hinter  die  4 im  Quo- 
tienten ein  Komma  zu  setzen. 

Die  Rechnung  bleibt  dieselbe,  wenn 
der  Divisor  grösser  als  der  Dividendus 
ist.  Z.  B : 

8911  I 2,37913  | 0,000266  . . . 

1 7822^ 

59693 
53466 
62270 
53466 
' 8804 

8911  in  2 geht  Omal;  in  den  Quotien- 
ten ist  eine  Null  und  dann  ein  Komma 
zu  setzen,  weil  die  Division  bis  zum 
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Komma  des  Dividenden  gelangt  ist. 
Aus  diesem  Grunde  darf  man  bei  der 
ersten  Theildivision  nie  über  das  Komma 
des  Dividendus  hinausgehen,  wenn  der- 
selbe auch  kleiner  als  der  Divisor  ist. 
2 bleibt  Divisionsrest;  8911  in  23  geht 
ebenfalls  Omal,  eben  so  in  237  und  in 
2379.  Es  kommen  also  in  den  Quo- 
tienten noch  drei  Nullen  hinter  das 
Komma,  8911  in  23791  geht  zweimal; 
es  ist  dann  wie  oben  fortzufahren. 

Leicht  lässt  sich  dies  Verfahren  noch 
anwenden , wenn  auch  der  Divisor  ein 
Decimalbruch  ist.  Sucht  man  z.  B.  den 
Quotienten : 

_ 27,953 
* ~ 611,24' 

Um  den  Divisor  in  eine  ganze  Zahl  zu 
verwandeln,  ist  derselbe  mit  100  zu  mul- 
tipliciren. 

Der  Bruch  bleibt  aber  ungeändert, 
wenn  dies  auch  mit  dem  Dividendus  ge-, 
schiebt. 

Es  ist: 

27,953  100  _ 2795^3 
a ~ 611,24 : 100  = 61124' 

Es  ergibt  sich  hieraus  folgende  Itegel : 

„Man  lässt  im  Divisor  das  Komma 
ganz  weg,  und  rückt  es  im  Dividendus 
so  viel  Stellen  (hier  2)  nach  rechts,  als 
der  Divisor  Bruchstellen  hatte,  indem 
man,  wenn  nicht  hinreichend  Stellen  im 
Dividendus  vorhanden  sind,  dieselben 
durch  Nullen  ergänzt.  l)a  der  Divisor 
nun  eine  ganze  Zahl  ist,  wird  wie  oben 
verfahren.“ 

Beispiele. 

Sei  gegeben: 

7.9216  ! 63,52. 

Das  Komma  ist  im  Dividenden  4 Stellen 
einzurücken,  da  soviel  der  Divisor  hat. 
Der  Dividendus  hat  nur  zwei  Stellen, 
man  fügt  also  zwei  Nullen  hinzu. 

79216  | 635200  | 8,018  . . . 

633728 

147200 

79216 

679840 

633728 

46112 

Sei  ferner  gegeben: 

18,253  | 0,0056125. 

Das  Komma  ist  drei  Stellen  einzurücken, 
also : 


18253  | 5,6125  1 0,000307  . . . 

5 4759 

136600 

127771 

8829 

Bei  allen  diesen  Rechnungen  erhöht  man 
die  letzte  Stelle  des  Quotienten  dann 
um  Eins,  wenn  der  Divisionsrest  grösser 
als  die  Hälfte  des  Divisors  ist,  denn 
dann  ist  der  wcggelassetie  Theil  des 
Quotienten  grösser  als  die  Hälfte  der 
letzten  Stelle  desselben , also  einer  Eins 
näher  als  einer  Null.  In  unserm  ersten 
Beispiel  also  wäre  statt  der  letzten  8 in 
8,018  eine  9 zu  setzen,  wenn  man  die 
Rechnung  hier  abbricht,  da  der  Divi- 
sionsrest 46112  grösser  als  die  Hälfte 
von  79216  ist. 

In  unserer  Methode  ist  als  besonderer 
Fall  die  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrüche  enthalten. 

Z.  B.  sei  -jV  zu  finden. 

2 

17  1 20  = 0,11764705  . . . 

17 

30 

17 


130 

210 

110 

102 

80 

68 

120 

119 

100 

85 

15 

17  in  2 geht  Null.  Es  kommt  also  im 
Quotienten  eine  Null  und  ein  Komma, 
2 ist  Divisionsrest;  man  fügt  eine  Null 
hinzu , da  der  Dividendus  erschöpft  ist. 
17  in  20  geht  einmal  u.  s.  w. 

Periode  eines  Decimalbruchs  heisst 
die  Stelle,  wo  die  Ziffern  desselben  sich 
wiederholen,  entweder  von  Anfang  oder 
von  einer  bestimmten  Ziffer  an.  Auch 
nennt  man  die  wiederkehrenden  Ziffern 
selbst  Periode. 

Es  ist  klar,  dass  jeder  Decimalbruch, 
der  aus  einem  gemeinen  Bruche , d.  h. 
durch  Division  tiner  ganzen  Zahl  in 
eine  andere  entsteht  eine  Periode  hat, 
w'enn  er  nicht  .vollständig  sich  berech- 
nen lässt.  Denn  ist  z.  B.  17  der  Di- 
visor, so  können,  da  der  Rest  immer 
kleiner  »als  17  sein  muss,  nur  16  von 
einander  verschiedene  Reste  Vorkommen, 
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und  da  an  jeden  eine  Null  angehängt 
wird,  so  sind  nur  höchstens  lfi  von  ein- 
ander verschiedene  Reste  möglich.  Sind 
alle  dieselben  dagewesen , so  muss  sich 
einer  derselben , und  mithin  die  ganze 
Rechnung  wiederholen. 

Beispiele. 


Dieser  Bruch  ist  vollständig  zu  berechnen. 
Ä = 0,454546  . . . 


zweckmässig  die  Division  in  eine  Mul- 
tiplication  verwandeln.  Seien  a und  b 
ganze  Zahlen,  so  ist: 


<t  1 


Verwandelt  man  nun  -r-  in  einen  Deci- 
b 

malbruch  c,  so  hat  man  also  das  Pro- 
duct n • c zu  bilden. 

Beispiel. 

.1-7  1 

131  T3P 


Der  Bruch  hat  eine  Periode  von  zwei 
Ziffern  45.  die  von  Anfang  an  wieder- 
kehren. 

jjj  = 0,41G6GG  . . . 

Der  Bruch  hat  eine  Periode  von  einer 
Ziffer  6j  die  aber  nicht  von  Anfang  an 
vorkommt  s.  w. 

Bei  solchen  Rechnungen,  wo  der  Di- 
vidende nicht  sehr  gross  ist,  namentlich 
wenn  mehrere  Zahlen  durch  denselben 
Divisor  zu  theilcn  sind,  kann  man  auch 


= 0,007633587  . . 

7.  0,007633587  = 0,053435109  ... 
Um  solche  Rechnungen  mit  Vortheil 
auszufühien,  ist  eine  Tafel  zweckmässig, 
welche  die  Brüche  enthält,  deren  Zäh- 
ler die  Einheit  und  der  Nenner  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.  — Der  Bruch 

— wird  bekanntlich  der  umgekehrte  oder 

rceiproke  Werth  der  Zahl  a genannt.  — 
Wir  fügen  hier  eine  solche  Tafel  hinzu. 


5)  Tafel  der  umgekehrten  Wcrthc  der  Zahlen  von  1 bis  1000. 


Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 
W erth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

2 

.5 

3U 

,033333333 

58 

,012041379 

66 

,011627907 

,011494253 

i 

,333333333 

31 

,032258005 

59 

,016949153 

62 

4 

,‘25 

32 

,03125 

fall 

,016666667 

88 

.011363636 

5 

,2 

33 

,030.103030 

bl 

,016393443 

89 

,011235955 

b 

,166666667 

31 

,029111765 

62 

,016129032 

90 

,011111111 

7 

,142857143 

,028571429 

03 

,01587301b 

91 

.010989011 

8 

,125 

3b 

.027777778 

bl 

,015605 

92 

,01081)9565 

2 

,111111111 

37 

,027027027 

65 

,015384615 

93 

,01075-2688 

111 

,1 

38 

,0-26315789 

bb 

,015151515 

94 

,010638298 

11 

,U9U909U9l 

39 

,025641026 

bl 

,014925373 

95 

,0105-26316 

12 

,083333333 

4il 

,025 

bS 

,014705882 

Üb 

,010416667 

13 

,071)323077 

ü 

,021390244 

69 

.014492754 

92 

,010309278 

Li 

,071428571 

12 

,023809524 

20 

,014285714 

98 

010201082 

15 

,0t)l)hb0b07 

43 

,023255814 

21 

,014081517 

99 

,01010101 

lii 

,0625 

41 

,022727273 

20 

,013888889 

100 

,04 

,00990099 

12 

,058823529 

45 

,222222222 

23 

,01 3' -9863 

lill 

18 

,05555)556 

4b 

,02173913 

21 

,013513514 

182 

,009803922 

19 

,052631579 

41 

,0212766 

25 

,013333333 

103 

.009708738 

211 

,05 

48 

,020833333 

2b 

,013157895 

104 

,009615385 

21 

,047619018 

19 

,020108163 

77. 

,012987013 

105 

,00952381 

22 

,045451515 

51 1 

,02 

28 

,012820513 

106 

,009 133962 

23 

,0434  782b  1 

51 

,019607843 

29 

,012658228 

107 

,009345794 

21 

,041666667 

52 

,019030769 

80 

,0125 

108 

,009259259 

23 

,04 

53 

,01881)7925 

81 

,012345679 

189 

,009171312 

2b 

,0381615.38 

54 

,01S518519 

80 

,012195122 

118 

,009090909 

22 

,037037037 

55 

,018181818 

83 

,012048193 

LU 

,009009009 

28 

,035714286 

56 

.017S57I43 

81 

,011904762 

LU 

,008928571 

29 

,034482759 

52 

,01754386 

85 

,011764706 

113 

,008849558 
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Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

111 

,00877193 

,008695652 

172 

,005813953 

230  ! 

,001347826 

•288 

,003472*222 

115 

173 

,005780347 

231 

,00 1329001 

289 

,003160208 

111) 

,00802096 

174 

,005717126 

232 

,001310345 

290 

,003148276 

117 

,008517009 

175 

,005714286 

233 

.001291845 

291 

,003 136426 

ns 

,OOS47457b 

176 

,005681818 

234 

,004273504 

292 

,01)3124658 

119 

,008103361 

177 

,005649718 

235 

,001*255319 

293 

.003412969 

120 

,008333333 

178 

,005617978 

236 

,004237*2S8 

294 

,003401361 

121 

,008261463 

179 

,005586592 

237 

,004219109 

295 

,003389831 

122 

,008196721 

180 

,005555556 

238 

,001201681 

296 

.003378378 

123 

,008 130081 

181 

,005524862 

239 

,0041841 

297 

,1)03367003 

12i 

,00801)4516 

182 

,005194505 

240 

,004166667 

298 

,003355705 

125 

,008 

183 

,005464481 

■2A1 

,001149378 

299 

.003344482 

126 

,007931)508 

184 

,005434783 

242 

,001132231 

300 

,003333333 

127 

,007874016 

185 

,005405405 

243 

,004 11 5*226 

301 

,003322259 

128 

,0078125 

186 

,005376344 

244 

,00409831)1 

302 

,003311*258 

129 

,007751938 

187 

,005347594 

215 

,004081633 

303 

,00330133 

130 

,007692308 

188 

,005319149 

246 

,001065011 

31)1 

,003*289474 

131 

,007633588 

189 

,005291005 

217 

,0040 48583 

305 

,003*278689 

132 

,007575758 

180 

,005263158 

248 

,001032258 

306 

,003267974 

133 

,007518797 

181 

,00523560*2 

249 

,00 10 16061 

307 

,003*2573*29 

134 

,007462687 

182 

,005208333 

250 

,004 

308 

,003216753 

135 

,007407407 

183 

,005181347 

251 

,003981064 

309 

,003236216 

136 

,007352941 

184 

,005154639 

252 

,003968254 

310 

,003*225806 

137 

,00729927 

195 

,005128205 

253 

,00395*2569 

311 

,003215434 

138 

,007246377 

196 

,005102041 

254 

,003937008 

312 

,0032051*28 

139 

,007194245 

197 

,005076142 

255 

,003921569 

313 

,003194888 

MO 

,1X17142857 

198 

,005050505 

256 

.00390G25 

314 

,003184713 

141 

,00709-2199 

199 

,005025 1 26 

257 

,1X1389 1051 

315 

,003174603 

M2 

,007042254 

200 

,005 

258 

,003875969 

316 

,003164557 

143 

,1X16993007 

201 

,004975124 

259 

,003861004 

317 

,003154574 

144 

,006914444 

2Ü2 

,004950495 

260 

,003846154 

318 

,003111654 

145 

,006896552 

203 

,004926106 

261 

,003831418 

319 

,003134796 

146 

,006849315 

204 

,004901961 

262 

,003816794 

321) 

.003125 

147 

,001.80*2721 

205 

,1X14878049 

263 

.003802281 

321 

,003115*265 

148 

,006756857 

206 

,004854369 

264 

,003787879 

322 

,00310559 

149 

,0067 1 141X1 

207 

,004830918 

265 

,003773585 

323 

,003095975 

150 

.006666667 

208 

,004807692 

*266 

,003759398 

324 

,00308642 

151 

,006722517 

,006578947 

209 

,004784689 

267 

,003745318 

325 

,003076923 

152 

210 

,004761906 

268 

,003731343 

326 

,003067485 

153 

,006535948 

211 

,004739336 

269 

.003717472 

327 

,003058104 

154 

,006493506 

212 

,004716981 

270 

,003703704 

3*28 

.1)0304878 

155 

,006451613 

213 

,004691836 

271 

,003691X137 

329 

,003039514 

156 

,006410256 

214 

,004672897 

272 

,003676171 

330 

.003030303 

157 

,006369127 

215 

,004651163 

273 

,009663«  i04 

331 

,003021148 

158 

,006329114 

216 

.00462963 

214 

,003649635 

332 

,04301*2048 

159 

,006289308 

■Hl 

,004608295 

275 

,003636364 

333 

,003003003 

160 

,00625 

218 

,004587156 

226 

,003623188 

334 

,002991012 

161 

,00621118 

218 

,00456621 

277 

.003610108 

335 

,1X12985075 

162 

,00617284 

220 

,004545455 

278 

.003597122 

336 

,00297619 

163 

,006134969 

221 

,004542887 

279 

,003584229 

337 

,(X)2967359 

164 

,006097561 

222 

,004504505 

280 

,003571429 

338 

,00295858 

165 

,006060606 

223 

,1X14484305 

281 

,003558719 

339 

,002949853 

166 

,006024096 

224 

,004464286 

282 

,01)3546099 

340 

,002911176 

167 

.005988024 

225 

,004444441 

283 

,003533569 

31 1 

.1)02932551 

168 

,005952.381 

226 

,004424779 

284 

,003522127 

342 

,042926977 

169 

.00591716 

227 

,004405286 

285 

,003508772 

343 

.002915152 

170 

,005882353 

228 

,004385965 

286 

,003496503 

344 

,002906977 

171 

,005847953 

229 

,004366812 

287 

,003484321 

345 

'002898551 

Quotient. 


797 


Quotient. 


Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

.m 

.002890173 

4111 

,002175248 

462 

.002161502 

520 

,0019-23077 

347 

,00288 184  t 

405 

,002469136 

463 

,002159827 

5ü 

,001919386 

348 

,002873563 

ilXi 

,002163054 

4 hl 

.002155172 

522 

,001915709 

34a 

.00286533 

IUI 

.00-2 157002 

465 

,002150538 

523 

,001912046 

35Ö 

,002*57 143 

108 

.00245098 

466 

,0021 45923 

524 

,001908397 

331 

.002849003 

4119 

.002144988 

467 

,002141328 

525 

,1X11904762 

352 

,002s 10909 

All) 

,002139024 

468 

,002136752 

526 

,001901131 

353 

,002*3 286t 

All 

,0021.1309 

469 

.002132196 

522 

,001897513 

354 

,002824859 

412 

,002427184 

470 

.00212766 

528 

,001893939 

355 

.002816901 

413 

,002421308 

411 

.002123142 

519 

,001890359 

356 

,00280*989 

434 

,002115159 

4Z2 

,002118611 

aJil 

,001886792 

357 

,00280112 

415 

,002109639 

413 

.1X12111165 

531 

,001883-419 

358 

,002793296 

416 

,002101)816 

124 

,002109705 

532 

,1X11879699 

3äfl 

.002785515 

411 

.002398082 

115 

,002105263 

533 

,001876173 

360 

,002777778 

418 

,0023923 14 

476 

,00210081 

531 

.001872659 

36  t 

,002770083 

119 

.002.(866.15 

422 

,002096486 

535 

.001869159 

362 

,002762431 

12!) 

,002380952 

428 

.1X1209204 

536 

,001865672 

.Uw) 

,002754821 

421 

,002375-297 

479 

.002087683 

537 

OOI862I97 

36  t 

,002747253 

422 

,002369668 

480 

,00208333.) 

5.1S 

001858736 

363 

,002739726 

323 

,002361066 

4Ü1 

,002079(X)2 

5.19 

.001855-288 

366 

,0027322 1 

421 

,00-2358491 

4*2 

,002074689 

510 

,001851852 

367 

.002724796 

323 

,002352941 

18,1 

,002070393 

541 

,001818129 

368 

,002717391 

426 

.0023)7418 

184 

,002066116 

5li 

,001845018 

368 

,002710027 

422 

,00234192 

185 

.002061856 

513 

.OOlSilb-il 

370 

,002702703 

428 

,002336449 

4*6 

,002057613 

511 

,1X11838235 

37  t 

,002695 1 1 8 

429 

,002331002 

4*2 

,002053388 

515 

,001834862 

372 

,002688172 

430 

,002325581 

48* 

002(11918 

54h 

,0015.31503 

373 

,002(180965 

431 

,002.120186 

189 

.00201499 

ÜAI 

.001828154 

374 

,002673797 

432 

,002.114815 

490 

.002040816 

518 

.001824818 

375 

,002666667 

433 

,002309469 

191 

,00203666 

519 

,001821194 

376 

,002659571 

431 

.002304147 

492 

.00203252 

550 

,001818182 

322 

,00-265252 

135 

.00229*851 

493 

0020-28398 

551 

,001814882 

378 

,002645.503 

436 

,002293578 

491 

,002021291 

552 

,1X11811594 

379 

,002638521 

437 

,0022*833 

493 

,002(120202 

553 

001808318 

380 

.0(62631579 

438 

,002283105 

496 

,002016129 

554 

,001805054 

381 

,002624672 

439 

,00-2277904 

422 

,1X1101 2072 

555 

.001801802 

382 

,002617801 

410 

,002272727 

498 

,002008032 

55h 

,00179*561 

383 

,002610966 

141 

,002-267674 

199 

.002004008 

557 

,001795332 

384 

,002504167 

142 

,0022624 13 

500 

.002 

558 

.001792115 

385 

,002597403 

443 

,002-257336 

Süll 

001991)008 

559 

,0017*8909 

386 

,00-2590674 

414 

.00225-2252 

50-2 

,1X11992032 

560 

,1X11785714 

387 

.002583979 

415 

,002247191 

□03 

,1X11988072 

5h  1 

,0017*2531 

388 

,0025773*2 

440 

,002242152 

501 

,001981127 

5h*2 

.001779359 

389 

,002570694 

447 

,002237136 

505 

,1101980198 

503 

,001776199 

390 

,002564103 

448 

.002232143 

506 

,1X11976285 

564 

,00177.105 

391 

,002557515 

142 

,002227171 

507 

,001972382 

565 

,001769912 

392 

,00255102 

150 

,002222222 

508 

,101968504 

566 

,0017(8)784 

393 

,002544529 

431 

,002-217295 

509 

,001961637 

567 

.001763668 

394 

.00253*071 

452 

,0022 12.189 

510 

.001960784 

558 

.001700563 

395 

,002531646 

45.3 

,002207506 

all 

.001956917 

569 

,001757469 

39(i 

,002524253 

154 

,002202643 

312 

,001953125 

570 

,001751386 

397 

,00-2518892 

455 

,00-2197802 

513 

,001949318 

511 

.001751313 

398 

,00251-2563 

456 

,002192982 

314 

.001945525 

572 

,001748252 

399 

.OtAiriUhihh 

157 

,002188184 

515 

.001911718 

573 

,001745201 

400 

,0025 

458 

,002183406 

516 

,001937984 

574 

,00174216 

401 

,002193-66 

452 

,002178619 

312 

,001931236 

575 

,00173913 

402 

,002487562 

460 

,002173913 

518 

,1X11930502 

576 

,001736111 

403 

,0021*139 

461 

,002169197 

519 

,001926782 

522 

,001733102 

Quotient 


798 


Quotient, 


Zahl 

| umgekehrter 
Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

578 

,001730104 

636 

,001572327 

694 

,001440922 

752 

,0013*29787 

579 

,001727110 

637 

,001509859 

695 

,001438849 

753 

,0013*28021 

580 

,001724138 

6.18 

,001507398 

090 

,001430782 

754 

,0013262b 

581 

,00172117 

039 

,001564945 

097 

,00143472 

75a 

.0013*24503 

58*2 

,001718213 

040 

.0015625 

098 

.00143*2065 

750 

,001322751 

583 

,001715200 

641 

,001500002 

699 

,00 14.M)015 

757 

,0013*21004 

5*4 

,001712329 

042 

,001557632 

700 

.00 14*28571 

758 

,001319201 

585 

,001709402 

043 

,00155521 

701 

,0014*20534 

759 

,001317523 

580 

,001700485 

644 

,001552795 

702 

,001424501 

700 

,001315789 

587 

,001703578 

045 

.00I5503S8 

703 

,001 422475 

701 

,00131400 

588 

,00170008 

040 

,001547988 

704 

,0014*20455 

76*2 

,001312336 

589 

,001097793 

647 

,001545595 

705 

.00141844 

703 

,001310010 

590 

001094915 

048 

,00154321 

700 

,001410431 

704 

,001308901 

591 

,001092047 

049 

,001540832 

707 

,001414427 

705 

,00130719 

592 

,001689189 

050 

,001538462 

708 

,001412429 

700 

.001305483 

593 

,001080341 

051 

,001536098 

709 

,001410437 

707 

,001303781 

594 

,001083502 

052 

.001533742 

710 

,001408451 

708 

,001302083 

595 

,001680072 

053 

,001531394 

711 

,00140047 

709 

,00130039 

5% 

,001077852 

654 

,001529052 

712 

,001404494 

770 

,001298701 

597 

,001075042 

055 

,001520718 

713 

.00 140*2525 

771 

,001*297017 

598 

.001072241 

056 

,00152439 

714 

,00140050 

772 

,001295337 

599 

,001009449 

657 

,00152207 

715 

,001398001 

773 

,001*293001 

ooo 

,001006007 

058 

,001519751 

710 

,001390648 

774 

,00129199 

00  i 

,001003894 

059 

,001517451 

717 

,0013947 

775 

,001*290323 

602 

,001001 13 

660 

,001515152 

718 

,00139*2758 

770 

,001*2S8b6 

003 

,001058375 

601 

,001512859 

719 

,001390821 

777 

,001287001 

004 

,001055629 

<*62 

,001510574 

720 

.OOlSSS^HB 

778 

,001285347 

005 

,001052893 

063 

,001508296 

721 

,001386963 

779 

,001*283097 

000 

.001050105 

004 

,001506024 

722 

,0013S5042 

780 

,00128*2051 

007 

.001647440 

6b5 

,001503759 

723 

,001383126 

781 

,00128041 

008 

,001044737 

006 

.001501502 

724 

,001381215 

782 

,001*278772 

009 

,001042030 

007 

,00149925 

726 

,00137931 

783 

,001277139 

010 

,001039344 

6l>8 

,001497006 

720 

,00137741 

784 

,00127551 

011 

,001030001 

609 

,001494708 

727 

,001375516 

785 

,001273885 

012 

,001033987 

070 

,001492537 

728 

,001373026 

780 

.001 272265 

013 

,001031321 

071 

,001490313 

729 

,001371742 

787 

,001270648 

014 

,0010*28004 

072 

,001488095 

730 

,001309863 

788 

,001209030 

015 

,001020010 

073 

'001485884 

731 

,001367989 

789 

,0012074*27 

016 

,001023377 

074 

'00148308 

732 

.00130012 

790 

,001*205823 

617 

,001020740 

075 

,001481481 

733 

,00 1 304250 

791 

.001*204223 

018 

,001618123 

676 

.00147929 

734 

,00131*2398 

792 

,001*202020 

019 

,001015509 

677 

,001477105 

735 

.001300544 

793 

,001*201034 

020 

,001612903 

078 

,001474926 

73<* 

,001358096 

794 

,001259440 

021 

,001610306 

679 

.001472754 

737 

,001350852 

795 

,001257802 

022 

001007717 

680 

,001470588 

738 

,001355014 

790 

,001250*281 

623 

,001005136 

681 

,001468429 

739 

,00135318 

797 

,001254705 

024 

001602504 

682 

.001400276 

740 

,001351351 

798 

,001253133 

625 

0010 

083 

,001464129 

741 

,00 1349528 

799 

,001*251304 

626 

001597444 

084 

,001401988 

742 

,001347709 

800 

,001*25 

627 

’OOI 594890 

085 

,001459864 

743 

,001345895 

801 

,001*248439 

028 

001 592357 

686 

,001457720 

744 

,001344080 

802 

,001240883 

029 

’OOI 589825 

087 

,001455004 

745 

,00134*2*282 

803 

,00124533 

030 

’OO 1587302 

688 

,001453488  1 

746 

,001340483 

804 

,001243781 

631 

001584780 

089 

,001451379  i 

747 

,401338088 

805 

,001242230 

632 

'001582278 

090 

,001449275 

748 

,001336898 

806 

,001240095 

633 

'001579779 

691 

,001447178 

749 

,001335113 

807 

,001239157 

634 

'001577287 

692 

,001445087 

750 

,001333333 

808 

,001237024 

635 

',001574803 

693 

,001443001 

751 

,001331558 

809 

,001*236094 
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Quotient. 


799 


Quotient. 


Zahl 

j umgekehrter 
Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 
Werth  . 

Zahl  j 

umgekehrter 

Werth 

810 

,001234568 

858 

,001165501 

900 

,001103753 

954  | 

,001048218 

811 

,601233046 

859 

,001161144 

907 

,001102536 

955 

.UOH11712 

811 

,001-231527 

860 

.001162791 

908 

.001101322 

956 

,001016025 

813 

,001230012 

861 

.00116144 

909 

,00110011 

957 

,001014932 

814 

,001228501 

86*2 

,001lbn093 

910 

,001098901 

958  1 

,001013811 

815 

,001226994 

863 

,00t 158749 

911 

,001097695 

959 

,00104-2753 

816 

. ,001225499 

81)1 

,001157407 

912 

,001096491 

%0 

,001041667 

817 

,00122399 

865 

,001 156069 

913 

,00109529 

961 

,001040583 

818 

,001222194 

866 

,001154734 

914 

,001094092 

962 

,401039501 

819 

,001221001 

867  1 

.001 153403 

9 1 5 

,001092896 

963 

,001038122 

8-20 

,001219512 

868 

,001 152071 

916 

,001091703 

964 

,001037344 

821 

,0012180-27 

869 

,001150748 

917 

,001090513 

965  i 

,001036-269 

822 

,001216515 

870 

,001149425 

918 

,001099325 

966 

,001035197 

823 

,001215067 

871 

,001148106 

919 

,001088139 

967 

,001034121» 

821 

,001213592 

872 

,001146789 

920 

,001060957 

968 

,00103.1058 

825 

,001212121 

873 

,001145475 

921 

,00108577b 

969 

,001031992 

826 

,001210654 

874 

,001144165 

9*2*2 

,001084599 

970 

,001030928 

827 

.00120919 

8<o 

,00114-2857 

923 

i ,001083123 

y?i 

,001029866 

828 

,001207729 

876 

,001141553 

924 

,001082251 

972 

.001028807 

829 

,001206273 

87 » 

,001140251 

925 

,0010.81081 

973 

,001027749 

830 

,001204819 

878 

,001 138952 

926 

,001079914 

974 

,001026694 

831 

,001203369 

879 

,001137656 

927 

,001078719 

975 

,001025641 

832 

,001201923 

880 

.001136364 

9*28 

| ,001077586 

976 

,0010-2459 

833 

,00120018 

881 

,001135074 

929 

[ ,001070426 

977 

.001023541 

831 

,001199041 

882 

,001 133787 

930 

,001075269 

978 

,001022495 

835 

,001197605 

883 

,00t 132503 

931 

,001074114 

979 

.00102115 

830 

,001196172 

881 

,001131222 

932 

,001072961 

9SU 

,001020108 

837 

,001191743 

885 

,0011-29941 

933 

,00107181 1 

981 

,001019168 

838 

,001193317 

886 

,0011-28668 

931 

,001070664 

98*2 

,00101833 

839 

,001191895 

887 

.001127396 

935 

,001069519 

983 

,001017294 

810 

1 .001190176 

898 

,00112612b 

936 

,001068376 

984 

.00101626 

811 

! ,001189061 

899 

,001124859 

937 

,00 1 067236 

985 

,001015-228 

812 

,001187648 

890 

.001 123596 

938 

,001066098 

98t) 

,001014199 

843 

.00118624 

891 

,001122331 

939 

,001064903 

987 

,001013171 

844 

.001181834 

892 

,001121076 

940 

,00106383 

988 

,001012146 

845 

,001183432 

893 

,001119821 

941 

,001062699 

989 

.001011122 

846 

.0011820,13 

894 

,001118568 

94*2 

.001061571 

990 

,001010101 

817 

,001180639 

895 

.001117818 

943 

,001060145 

991 

,001009082 

848 

,001179244 

896 

.001116071 

944 

.001059322 

99-2 

,001008065 

849 

,001 177856 

897 

,001114827 

945 

,001058201 

993 

.001007049 

850 

,001176471 

898 

,001113586 

946 

,001457082 

994  | 

,001006036 

851 

,001175088 

899  I 

,001112347 

917  j 

,00l0559b0 

99» 

,001005025 

852 

,001173709 

900 

,001111111 

948  j 

,001054852 

996 

,00100401b 

853 

,001172333 

901 

,001109878 

949 

.001053741 

997 

,001003009 

854 

,001170% 

902 

,001108647 

950 

.001052632 

998 

,001002004 

855 

,001 169591 

903 

,00110742 

951 

,001051525 

999 

,001001001 

856 

,001168224 

904 

,001106195 

952 

,00105042 

1000 

,001 

857  | 

,001166861 

905 

,001104972 

953 

,001049318 

6)  Abgekürzte  Division  mit  die  Einheit  ihrer  leisten  Stelle,  und 
Decim&lbrüchen.  selbst  als  die  halbe  Einheit  derselben 

ist.  wenn  man  dann  die  letzte  Stelle 
Wenn,  wie  in  der  Kegel,  Divisor  und  um  1 erhöht,  wenn  eine  5 oder  mehr 
Dividendus  durch  Rechnung  oder  Mcs-  darauf  folgen  würde.  Es  ist  zuvörderst 
sung  gefundene  Deciraalbrüchc  sind,  so  zu  prüfen,  welchen  Einfluss  die  Fehler 
werden  dieselben  mit  einem  Fehler  be-  von  Dividendus  und  Divisor  auf  den 
haftet  sein,  der  jedoch,  wenn  man  alle  Quotienten  ausüben,  damit  man  bei  Bil- 
fehlerhaften  Stellen  weglasst,  kleiner  als  düng  desselben  nicht  weiter  fortschreitet, 
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als  derselbe  richtige  Ziffern  liefert.  — 
Sei  n der  vorhandene  Theil  des  Divi- 
videnduSf  ap  der  weggelassene  oder  der 
Fehler,  wo  also  au  anch  negativ  sein 
kann , b der  vorhandene  Theil  des  Di- 
visor, bv  sein  Fehler,  und  c.  c&  diese 
Grössen  in  Bezug  aaf  den  Quotienten, 
so  ist,  wenn  man  mit  den  fehlerhaften 
Zahlen  rechnet: 


Dagegen,  wenn  mit  den  genommenen 
Wcrthcn  gerechnet  würde: 


d.  h. : 


*(i-M 

* (l  + 


= *(  1+n 


Nullen  beginnt,  wo  dann  geltende  Ziffern 
folgen.  In  ft  — y wird  also  auf  die 
höchste  Stelle  dieser  Differenz,  und  so- 
mit auf  den  Fehler  des  Quotienten  die- 
jenige von  beiden  Grössen  keinen  Ein- 
fluss ansüben,  welche  die  meisten  Stellen 
hat.  Hieraus  folgt: 

„Haben  Divisor  und  Dividendus  un- 
gleich viel  Stellen , so  sind  diejenigen 
Stellen,  welche  die  eine  der  beiden 
Grössen  mehr  hat,  vollkommen  entbehr- 
lich , insofern  sich  aus  ihnen  kein  Ein- 
fluss auf  die  richtigen  Ziffern  des  Quo- 
tienten ergibt.” 

Ist  z.  B.  gesucht: 

37,5192  . . . 

6,817  ...  * 


££=i+*. 

1 v 

oder : 

(1  -f -/i)  = (1  + v)  (1  -f*  £)  = 1 -f-  y + 

l+<- 


Enthält  nun  z.  B.  der  Dividendus  ;> 
Stellen  vor  dem  Komma,  so  ist : 


a = a 10  P, 

wo  « grösser  als  1 und  kleiner  als  10 
sein  muss,  und  hat  er  im  Ganzen  n 
Stellen  (die  vor  und  uach  dem  Komma 
zusammengerechnet,  so  dass  z.  B.  63,412 
im  Ganzen  fünf  Stellen  hat),  so  ist  der 
Werth  einer  Einheit  der  letzten  Stelle 

io*'-’*,  so  dass  man  hat: 

a u = 10P  **,  ju  - a 10  n. 

Hat  der  Divisor  q Stellen  vor  dem 
Komma,  und  im  Ganzen  t Stellen,  so 
ist  ebenso: 


wo  : 


r = 10" 


4 = /J10? 

ist.  ß ist  grösser  als  1 und  kleiner  als 
10.  Es  ist  also  : 

juelO-"  und  iu>10“H“1, 

v<10  * und  *>20  Ä~~!, 

denn  die  Nenner  a und  ß würden  die 
Exponenten  um  die  Einheit  erniedrigen, 
wenn  sie  gleich  10  wären,  denselben 
unverändert  lassen,  wenn  sic  gleich  1 
wären.  Es  wird  also  u jedenfalls  eine 
Zahl  sein,  die  mit  n Nullen  nach  dem 
Komma  beginnt,  ebenso  wie  r mit  s 


so  kann  man  statt  dessen,  ohne  den 
Fehler  des  Quotienten  zu  vermehren, 
auch  schreiben: 


37,52  . . . 

6,817  . . .* 

da  der  Divisor  vier  Stellen  hat,  also 
zwei  des  Dividendus  entbehrlich  sind.  — 
Die  Abkürzung  ist  also  so  zu  machen, 
dass  «=■*  wird,  und  man  hat: 


— kann  höchstens  gleich  2 sein, 

aß 

wenn  nämlich  eine  der  Grössen  a oder 
ß negativ  ist.  Der  Nenner  wird  sich 

10~" 

wegen  des  sehr  kleinen  Bruches  — - — 
nur  sehr  wenig  von  1 unterscheiden;  es 


ist  aber  der  Fehler  c£  = y!Or$,  wenn 
e=ylOr  gesetzt  wird,  und  derselbe  wird 

mithin  kleiner  als  2ylOr~n  sein,  also 
in  der  r—n  ten  Stelle  nach  dem  Komma, 
oder  in  der  «ten  Stelle  cintreten  können, 
so  dass  man  in  der  That  deren  n— 1 
oder  n richtige  hat,  je  nach  dem  Werth 
von  y.  Hieraus  folgt: 


„ Dem  Quotienten  können  höchstens 
soviel  richtige  Stellen  gegeben  werden, 
als  Divisor  oder  Dividendus  haben,  oder 
wenn  die  Stellen  beider  ungleich  sind, 
diejenige  Zahl  von  beiden,  welche  am 
wenigsten  Stellen  hat.“ 

Keinesfalls  aber  ist  die  Division  woi- 
ter  auszudehnen.  Berücksichtigt  man 
dies,  so  wird  man  Anden,  dass,  wenn 
man  nach  Erschöpfung  der  Stellen  des 
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Dividendus  tarn  Beste , wie  dies  vorge- 
schrieben war , immer  Nullen  hinzufügt, 
man  mehr  Ziffern,  als  nöthig  ist,  in  An- 
wendung bringt.  Es  wird  dies  am 
bosten  folgendes  Schema  zeigen: 

812,12  : 79,346. 

Der  Divisor  enthält  drei  Stellen  nach 
dem  Komma,  also  i 

79346  ! 81212,0  I 10,2351 

79346 

1866  0 
0000  0_ 

1866  00 
1586j92 
279i080 
238  038 
41  0420 
_39  6730_ 

136900 

Es  ist  hier  von  der  letzten  Stelle,  die 
der  Dividend  ursprünglich  hat  (also  ohne 
Berücksichtigung  der  hinzugcfligten  Null), 
ein  senkrechter  Strich  gezogen,  und  die- 
ser schneidet  links  alle  diejenigen  Zif- 
fern , welche  bei  der  Rechnung  in  Be- 
tracht kommen,  von  denen  rechts  ab, 
die  nicht  gebraucht  worden.  Bei  der 
Bildung  der  Theilquotienten  und  Reste 
kommt  es  nämlich  immer  nur  auf  die 
höchsten  Ziffern  an,  und  die  andern 
üben  nur  auf  die  nächsten  Reste  einen 
Einfluss  aus. 

So  weit  die  Rechnung  richtig  ist,  also 
der  Quotient  nicht  mehr  Stellen  hat  als 
Divisor  und  Dividendus , wie  hier,  wird 
man  keine  ausserhalb  des  Striches  lie- 
gende Ziffern  brauchen,  da  nach  deren 
Erschöpfung  sechs  Stellen  des  Quotien- 
ten bereits  gefunden  sind.  Man  rechnet 
Also  abgekürzt  derart,  dass  man,  statt 
Nullen  den  Resten  hinzuzufügen,  immer 
die  letzte  Stelle  rechts  im  Divisor  streicht, 
dieselbe  aber  noch  so  weit  berücksich- 
tigt, als  sie  auf  die  noch  erscheinenden 
bei . Bildung  der  Reste  einen  Einfluss 
ausübt.  Folgende  Rechnung  zeigt  dies . 

79346  ! 81212,0 1 10,235 
79346 
1866 
J587 
279 
238 
41 
40 

Nachdem  man  79346  von  81212  abge- 
zogen, streicht  man  die  6 des  Divisor. 
7934  in  1866  geht  Null  mal;  man  streicht 


dann  die  4 dos  Divisor.  793  in  1866 
geht  2 mal.  Indem  man  aber  793  mit 

2 multiplicirt , berücksichtigt  man  die 
letzte  gestrichene  Ziffer  4 noch  in  fol- 
gender Weise.  2 mal  4 ist  8,  8 ist 
grösser  als  5,  also  ist  die  zuletzt  stehen 
bleibende  Stelle  des  Products  um  1 zu 
erhöhen.  2 mal  3 = 6 und  1 dazu  ist 
7,  2-  9=18  n.  s.  w.,  so  dass  man  1587 
erhält,  Rest  279.  Jetzt  wird  auch  die  3 
gestrichen.  79  in  279  geht  3 mnl. 

3 mal  3 ist  9,  also  es  ist  1 zur  näch- 
sten Ziffer  hinzuzufugen.  3-9  = 27,  1 
hinzu  gibt  28,  das  Product  ist  238,  der 
Rest  41.  Streicht  man  auch  die  9,  so 
wird  7 in  41  5 mnl  gehen,  5 -9  = 45. 
Es  sind  5 zu  5*7  = 35  hinzuzufügen. 
Rest  40.  Es  Hesse  sich  hier  noch  eino 
Stelle  finden,  wenn  man,  da  die  letzte 
des  Divisors  nicht  zu  streichen  ist,  eine 
Null  hier  anhängte.  7 in  10  geht  1 mal. 
Das  Resultat  ist  also  wie  oben.  Wir 
fugen  noch  zwei  Beispiele  des  abgekürz- 
ten Dividirens  hinzu. 

6,217  : 192.3. 

1923  | 6217  I 0,03232 
5769 
448 
385 
63 
58 
5 

241,7  : 2,252. 

2252  | 2417  00 1 107.3 
2252 
165 
_158 

7| 

7)  Abgekürzte  Ausdrücke  für 
diejenigen  Quotienten,  worin 
Divisor  und  Dividendus  sehr 
viele  Ziffern  haben. 

Wenn  die  Decimalbrüche  immer  ein 
geeignetes  Mittel  zur  annäherungsweisen 
Berechnung  der  Quotienten  gewähren,  so 
tritt  oft  der  Fall  ein,  dass  man  Abge- 
kürzt« Werthe  derselben  in  der  Form 
von  gewöhnlichen  Brüchen  sucht,  na- 
mentlich bei  solchen  Quotienten  oder 
Brüchen,  welche  oft  Vorkommen,  und 
in  Rechnungen,  bei  welchen  nicht  die 
ausserste  Genauigkeit  erforderlich  ist. 
Ein  solches  Mittel  gewähren  die  Ketten- 
brtiche,  d.  h.  diejenigen  Brüche,  die  zum 
Nenner  eine  ganze  Zahl  und  einen  Bruch 
haben,  dessen  Nenner  wieder  eine  ganze 
Zahl  und  ein  Bruch  ist  u.  s.  w.  Man 
kann  hierbei  alle  Zähler  des  Ketten- 
51 
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bruchs  der  Einheit  gleich  machen.  Wie 
beliebige  Brüche  in  Kettenbrüche  ver- 
wandelt werden,  zeigt  folgendes  Schema. 
Sei  der  zu  verwandelnde  Quotient: 
8078281 
9063140* 

Man  dividirt  mit  dem  Zähler  in  den 
Kenner  oder  umgekehrt,  jo  nachdem  der 
eine  oder  andere  kleiner  ist: 


8078281  | 9063140  I , , 984859 
8078281  | 1+g078281 
984859' 


Der  Brach 
behandelt: 


984859 

8078281 


wird  ganz  ebenso 


981859  | 8078281  I a , 199409 
7878872  | “+984859 
199409 


alzo: 

8078281  199409 

984859  ~ 8 +984859' 


und: 

984859  1 

8078281  199409  '* 

ö+984859 

199409  | 984859  I . , 187223 
797636  I 4+nmin9 
187223 

199409  1 

984859  " , 187223' 
+199409 

187223  | 199409  I , , 12186 
187223 1 1 + 187223 
12186' 

187223  _ _ 1 

199409  “ . J2186' 
+187223 

12186  | 187223  I „ , 4433 
12186  | 15+12186 
65363 
60930 
4433 


mss  i 

187228  ~ , 4433’ 

I5+12186 

4433|  12186  I „ , 3320 

_8866|  2+4433 

3320 

4433  1 

12186“  „ 3320' 
^+4433 


3320|  4433  I 
3320  | 
1113 

i+yi? 

^3320 

3320 

1 

4433“  t 1113’ 
1+3320 

1113  | aH20 
2226 
1094' 

|2+^ 
1 ^1113 

1113 

1 

3320  „,1094' 

* ' 1113 

1094|  1113 
1094 
19 

|i+JL 

1 1094 

1094  _ 

1 

1113  19  ' 

1 ' 1094 

19  1 1094  | 
95  | 
144 
133 

57+S 

11 

19 

1 

1094  ~ r7  , 11' 
57  + i9 

11  | 19  1 
11  1 
8 

■4 

11 

19 


1+n 


8 | 11 


il1+'8 

3 

1 


11 


1+ 


8^ 

8 


3 | 8 
_6 
2 


jm2+t 


3 1 


1 
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Also,  wenn  man  alle  diese  Theilresultate  nach  und  nach  substituirt: 

8078281  _ 1 

9063140  " 1+  1_ 

8+1 
4+_l 
1+1 
15+1 
2+1 
1+1 
2+J 
1+1 
57+1 
1+1 
1 + 1 
2+1 
1 + 1 
2 


Offenbar  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Gebt  man  bis  tum  letzten  Theil,  so 
ganzen  Quotienten  , die  sich  aus  den  wird  natürlich  der  ursprüngliche  Bruch  cr- 
verschiedenen  Divisionen  ergeben,  mit  scheinen. 


den  Zkhlern  1 versehen , in  dio  Gestalt 
eines  Kettenbruchs  zu  bringen.  Um  nun 
Näherungsbrüche  abzulcitcn,  kann  man 


Uebrigens  gewährt  die  Theoräo  der 
Kettenbrftche  ein  Mittel , um  das  Auf- 


in  dem  Kettenbruche  die  letzten  Theilc  finden  der  Nähcrangsbrüchc  auf  beqne- 
weglassen,  und  den  übrigen  Theil  in  ntcre  Art  zu  volle, eben , als  durch  ab- 
einen  gemeinen  Bruch  verwandeln , so  gesonderte  Berechnung  derselben  ge- 

° eolmlian  kann  A lieh  Qeet  sinh  vailtnn 


dass  man  hat : 


1’ 


2) 


3) 


4) 


1 _ ® 

l+i=  9> 

+ 8 

1 _ 33 

1+1  37’ 

8 + 1 
4 

1 _ 41 

1+1  "46' 
8+1 
4+1 
1 


sebehen  kann.  Auch  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen 
Naherungswcrthe  genauer  als  alle  an- 
deren Brüche  den  gesuchten  Quotienten 
geben,  bei  welchen  Zähler  und  Nenner 
nicht  grosser  sind  als  die  hier  gefunde- 
nen. Die  Kettenbrücbe  lösen  also  das 
Problem  immer  auf  die  zwcckmässigste 
Weise.  Siche  hierüber  den  Artikel : un- 
bestimmte Aufgaben.  Wir  fügen  hier 
nur  noch  zwei  Beispiele  solcher  Annä- 
herungen hinzu. 

Das  Verhaltniss  der  Peripherie  eines 
Kreises  zum  Durchmesser  ist  bekanntlich: 


3,14159265  = 3+ 


14159265 

10000000Ö' 


Die  Verwandlung  in  einen  Kcttenbrnch 
gibt: 


3,14159265=3+  y+  j 

15+1 

1+ 


Die  Bechnung  ist  übrigens  in  dem  Artiksl:  Quadratur  ebener  Figuren,  Ab- 
schnitt 4),  durchgeführt. 

Man  gelangte  daselbst  zu  den  Näherungswerthen : 

51* 


Digitized  by  Google 


Quotient. 


804 


Quotient. 


22  333  355  102573 
n~A’  7’  106'  113’  32650 

U.  8.  W. 

Das  Verhältnis  des  synodischcn  Mo* 
nats  zum  tropischen  Sunncnjahro  ist: 

29530589 

36524220' 

Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch 
gibt: 


1087512  | 2953059  I 2 
2175024 
778035 

778035 1 1087512  1 1 
778035 
309477 

309477  | 778035  I 2 
618954 
159081 

159081 1 309477  I 1 
159081 


2953059  | 36524220 1 12 
2953059 
6993630 
5906118 
1087512 


150396 

150396  | 159081 1 1 
150396 
8685' 

also: 


12+1 
2+1 
1+1 
2+1 
1+1 
1+  • 


Dio  Nlh erungswertho  sind:  8)  Division  von  Buchstaben- 

1 J2  3 8 11  19  ausdrücken. 

12  25  37  99  130  235  Sind  Divisor  und  Dividcndus  ganze 

Um  also  die  Jahre  in  eine  möglichst  Functionen  einer  oder  mehrerer  Grössen, 
genaue  Zahl  von  ganzen  Mondmonaten  80  kann,  wenn  der  Dividendus  ein  Viel- 
zu  theilen,  kann  man  in  erster  Annähe-  Caches  des  Divisor  ist,  die  ganze  Func- 
rung  einem  Jahre  12  Monate,  genauer  tion,  der  der  Quotient  gleich  ist,  ermit- 
2 Jahren  25,  3 Jahren  37,  8 Jahren 99,  werden,  und  wenn  dies  nicht  der 
11  Jahren  136,  19  Jahren  235  u.  s w.  Fall  ist,  der  Quotient  in  Form  einer 
Monate  geben.  Die  erste  Annäherung  ist  ganzen  Function  und  eines  Bruches  aus- 
die  des  gewöhnlichen  Lebens,  die  vierte  die  gedrückt  werden,  dessen  Zähler  von  nie- 
ftltcro  griechische , die  sechste  die  des  drigerem  Grade  ist  als  der  Nenner. 
Mcton,  und  kommt  der  Wahrheit  schon  Beides  geschieht  in  ähnlicher  Weise  wie 
sehr  nahe.  Sic  ist  bei  den  Törken,  Ju-  bei  Zahlengrössen,  wie  folgendes  Schema 
den  und  andern  Völkern  noch  jetzt  in 
Gebrauch.  Sei  gesucht : 

9*S  417 

22-ry‘~ jj-y*—  2Q  **  y* — g- *“if+e»,+19**  jf* 

3 , , 4 . , 5 4 , 1 , • 

4*  * T* '-?*!> + 6 * ‘+T** 

Mau  ordnet  Divisor  und  Dividende,  z.  B.  nach  absteigenden  Potenzen  von  z : 
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12  3 4 r 

r«--x*y+rV--xy»+| 

31  417  9 *t  3 £ ®. 

Gz*-— «‘y-fl9«*«/1-— x>y’-f-22ary*-^y*|  i2x-15y 

48 

6x*-8x4y  + 9xV~^*V+10*y4 

15  45  95~ 

~~2  ^V  + lteV-  4-  *7y*+12xy«-- ^-y* 


y* 


-^x*y+io*V-  y xV+i2*y4— 


Man  dividirt  mit  dem  ersten  Gliede 
des  Divisors  x*  in  das  erste  des  Di- 


videndus  6.t*,  der  Quotient  12x  ist  das 
erste  Glied  des  gesuchten  Quotienten. 
12x  wird  dann  mit  dem  ganzen  Divisor 
mnltiplicirt,  und  das  Product  vom  Di- 
videndus  abgezogen.  Der  Rest  muss 
wieder  nach  absteigenden  Potenzen  von 
x geordnet , und  das  erste  Glied  dcsscl- 


durch  das  erste  Glied 


des  Divisor  — x4  dividirt  werden.  Der 
Quotient  15  y ist  das  zweite  Glied  des 


gesuchten  Quotienten.  Es  wird  wieder 
mit  dem  Divisor  multiplicirt , und  das 
Product  von  dem  noch  übrigen  Thcil 
des  Dividenden  abgezogen.  Hier  erhalt 
man  als  Rest  Null,  und  somit  ist  die 
Division  beendet.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  wäre  die  Rechnung  so  lange 
fortzusetzen,  bis  entweder  der  Rest  Null 
ist,  oder  ein  Rest  erscheint,  der  von 
niedrigerer  Ordnung  als  der  Divisor  ist. 
Im  letztem  Falle  ist  dieser  Rest  Zähler 
eines  Bruches,  der  den  Divisor  zum  Nen- 
ner hat  und  zum  ganzen  Quotienten 
hinzugefügt  werden  muss. 

Wir  geben  hierzu  noch  zwei  Beispiele 


t*.+2 


BT--“ 

8iit‘’+27  *’ 


27 


-27  *’-1G 
27  9 


x4— 16 
8 


9 

¥I,+  fx‘ 


>_ 


3 


16 


8 , 

T3  — 


3 


16 


Es  erscheinen  hier  bei  jeder  Subtraction  neue  Glieder.  Dieselben  werden 
vorn  geschrieben,  da  nach  absteigenden  Potenzen  von  x geordnet  ist. 
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IOzM-IG  zy— 4y* 

20s*4-32z4y-58z*y,-f  118z’y‘— 70zy‘4-15y*  | 2z4— öz^+Szy*— 3y4 
20z'+32z‘y-  8z4yJ 

-50z*y»+118t‘y‘-70iy‘+16y* 

— 80z*y*— 50i*y,+  20s'y4 

80z’y*  + 98s*y*-70sy*  + 15y* 

80zy+128s»y4-32zy* 

- SOz'y'-SSzy^lSy* 

- 30zV-48iy»-t-12y» 

+10zy‘  + 3y« 

D»  der  Rest  in  Bezug  auf  z von  niedrigerem  Grade  nls  der  Dirisor  ist,  ao 
hat  man: 


als  Quotienten. 


2s*-5z*y»  + 8ty*-3y‘  + 


10zy‘4-4y* 
10i*  -flGzy  — 4y' 


Was  die  Gründe  des  Verfahrens  anbetrilft.  so  sei  a der  Dividendns,  b derDi- 
Tisor , c,  d,  e,  f . . . die  nach  und  nach  gebildeten  Theilqnotienten  und  r der 
letzte  Rest.  Jeder  Thcilquotient  wird  mit  dem  Divisor  multiplicirt  und  das  Pro- 
duct nach  und  nach  vom  Dividcndus  abgezogen.  Man  erhalt  als  Resultat  auf 
diese  Weise  endlich  den  letzten  Rest.  Es  ist  also: 


a—bc—bd—bt—bf—  . . . —r, 

oder: 

a=b(c  + d+e+f)+r, 

also : 

T =c+d+t+f+~ , 

also : 

„Die  Summe  der  Theilqnotienten,  vermehrt  nm  einen  Bruch,  dessen  Zähler 
der  letzte  Rest  und  der  Nenner  der  Divisor  ist,  gibt  den  Quotienten  so  wie  cs 
in  nnserm  Verfahren  verlangt  war.“ 

Man  kann  sich  dcB  gleichen  Verfahrens  auch  bedienen,  nm  Brüche  in  unend- 
liche Reihen  zu  entwickeln,  indem  man,  statt  den  Rest  als  Zähler  des  Ergftn- 
zungsbruches  zn  benutzen,  die  Division  nach  Belieben  fortsetzt. 

Sei  gegeben: 

1 

1— z— z*' 

1-Z-Z»|1  | = l+z+2z>+z»-3t‘-4z» 

1-S-S» 

+*+*■ 
s — *•—  z* 

' 2z*-** 

2z*— 2s*-2s‘ 

+ z*-2z‘ 

+ z*—  s4—  z* 

— 3z‘—  s» 

-3z,+3z»+3zt 

-4«‘-3zr 

Die  unendliche  Reihe  des  Quotienten  ist  hier: 

1+z4-2»,  + z*-3z*-4s*-7z,-Hi*_  , t , 
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Offenbar  hat  dieselbe  aber  nnr  lur  die  Wcrthe  von  s eine  Gültigkeit,  für  welche 
sie  convergirt.  Da  der  Quotient  ^ , für  » = 0 endlich  bleibt,  findet  die« 

immer  bi«  an  einer  gewiesen  Grenze  hin  statt.  Da«  Criterinm  dor  Convcrgenz  ist 
übrigens  hier,  wie  leicht  zu  sehen,  das,  dass  der  Rest,  mit  welchem  man  abbricht, 
sich  mit  zunehmender  Gliederzahl  der  Mall  nähern  muss,  weil  nur  in  diesem  Falle 
der  F,rgänzungsbruch  verschwindet. 

9)  Umwandlung  derjenigen  Quotienten,  w el  che  Ir  rat  io  n a li- 
täten  im  Nenner  haben. 

Es  ist  oft  nöthig,  den  Quotienten,  welche  Irrationalitäten  enthalten,  eine  solche 
Form  zu  geben,  dass  im  Nenner  dieselbe  wegfällt.  Es  kann  dies  immer  gesche- 
hen. — Wir  zeigen  dies  snnäclist  für  die  einfacheren  Fälle. 

A)  Enthalte  der  Divisor  eine  Quadratwurzel,  oder  er  bestehe  aus  zwei  Glie- 
dern, deren  jedes  eine  Quadratwurzel  bildet. 

Der  Quotient  hat  in  diesem  Falle  eine  der  Formen: 

TTYx  0dcr  yi  + V* 

Im  ersten  Falle  wird  Zähler  und  Nenner  mit  6-V*,  im  letztem  mit  yt-V*  er- 
weitert.  Man  erhält: 

u (6-y*)  _ «(&— y*) 

(4+y*)(6-y*)~  b'-x  ■ 
a(yt-yx)  _ g(\b-\x) 

cy*+y*)(y»-y*)  ~ »-*  ' 

Beispiele. 

m.  yaoj3-y8)  y5_4  y10 

3+y8  9-8  ' 

2y8  _ 2y8(2y6-3y2>  _ >8  (2  yc  -3y2)  _ sy3- 12  _ sy3_4 

2y6+3y2_  24-18  3 3 3' 

B)  Kommen  mehr  als  eine,  bezüglich  zwei  Quadratwurzeln  vor,  so  kann  man 
dies  Verfahren  «o  oft  als  nöthig  wiederholen. 

Beispiele. 

Sei  gegeben : 

y24 

y2+y6-yr 

Man  denkt  y2+y6+y7.  Die«  gibt: 

y2(y2+y6+y7)  _ 2+2y3+yu 

(y2+y6)*-7  1+4  y3 

Es  wird  nun  mit  1—4V3  erweitert: 

(2+-2 V3+yi4) (1  — 4y3)  _ -22-6y3+yi4-4V42  _ 22+ 6K3+4y42~yi4 
(l  + 4y3j  (l-4y3)  - -47  47 

C)  Dies  Verfahren  lässt  sich  auf  alle  Arten  von  Irrationalitäten  erweitern. 
Sei  znn&chst  der  Quotient: 

a 

und  x,  irgend  eine  Wurzel  einer  Gleichung  nter  Ordnung.  x1t  x$  . • • x*  seien 
die  andern  Wurzeln  derselben.  Nun  ist : 


Da«  Product  im  Nenner  i«t  bekanntlich  gleich  dem  Coefficientcn  de«  letzten  Glie- 
des der  Gleichung,  und  somit  ist  der  Nenner  rational  gemacht. 
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Sei  der  Quotient  jetzt: 

R 

a + &xl  + cxl*+cxl*  + • • •* 

wo  x die  obige  Bedeutung  bat.  Man  bildet  dann  die  Polynomina : 

a+6x,+cx,*+ex,*  + . . . 

a+Äjr,+cxt,+«*g*4-  • • • 


a+bx  +cx  *+ex  * + . . . 
n n ' n ' 

und  erweitert  den  Bruch  mit  dem  Productc  derselben.  Führt  man  im  Nenner 
dann  die  Rechnung  aus,  so  wird  derselbe  nur  symmetrische  Functionen  der  Wur- 
zel enthalten,  und  diese  lassen  sich  bekanntlich  rational  durch  dio  Coeffioicntcn 
der  Gleichung  ausdrücken,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


B e i a,p  i e 1. 

7 

9+a*i 

sei  gesucht,  wo  xt  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

x*  + 2x  — 4 = 0 

sein  soll.  — Man  hat: 

(9+x1)(9+x1)(9+x,)  = 729+81.(xl+.r1+x,)+9(xl  x,+x,  3*s+x,x,) 

+xtx,xs. 

Aber : 

*»+**+*1=0,  arlx1+xlx,+x1xs=2  und  xlx1x,=  4, 

also: 


7 _ 7 (9+x,)  (9  + x,)  _ 7 (9+x,)  (9  + xs) 

9+x,  ~ ' 729+2-9  + 4 751 

Die  häufigste  Anwendung  des  Rationalmachcns  der  Nenner  ist  die  auf  Ausdrücke 
von  der  Form: 


« + /9V-1 
y+dK-1* 

Wird  hier  mit  y—jy  — 1 erweitert,  so  erhält  man: 

c<y+fiJ+(ßy-ad)  V-l 

y’+d3 

10)  Ueber  das  Wegschaffen  gemeinschaftlicher  Factoren  in 
Dividcndus  und  Divisor  bei  Zahlen  und  Buchstabenausdrücken. 


Die  Aufgabe,  aus  einem  Quotienten  einen  möglichst  grossen  Zahlen-  oder 
Buchstabenfactor  wegzuheben,  ist  offenbar  identisch  mit  derjenigen,  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Factor  zweier  Zahlen  oder  Buchstabenausdrückc  zu  ermitteln. 
Das  Verfahren  ist  folgendes.  Sei  a die  grössere,  b die  kleinere  beider  Zahlen, 
oder  a der  Buchstabenausdruck  von  höherer  Ordnung,  b der  von  niederer.  Man 
dividirt  a durch  b und  bildet  den  Divisionsrest  rt , dividirt  dann  b durch  rt,  sei 
r,  der  Divisionsrest.  Es  wird  dann  r,  durch  ra  und  so  fort  immer  der  letzto 
Divisor  durch  den  Divisionsrest  dividirt,  bis  endlich  die  Division  aufgeht  oder  der 
Rest  1 erscheint.  Im  ersteren  Falle  ist  der  letzte  Divisor  der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  a und  b.  Im  letztem  Falle  ist  kein  solcher  Factor  vor- 
handen. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen. 

Seien  q,  yl}  qt  . . .die  auf  einander  folgenden  ganzen  Quotienten,  also: 
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Die  letite  Division  soll  nämlich  onfgehn.  — Man  bat  also  aach: 

« = ?4+rl,  * = Vi  ri+ri'  ri  — ?* rs  +rt  • • • rn-2  = »n-irn-j+rn’ 


9,  9 t»  9 1 • • • 9n  s'nd  ganze  Zahlen 

oder  ganze  Functionen.  Offenbar  ist 
dann  ein  Factor  von  a und  b , denn 

da  r , = q r , muss  r ein  Factor  von 

rn— 1 *ein'  dar»-*=»«-tr«-.+V 

and  r ein  Factor  von  beiden  Gliedern 
n 

rechts  ist,  so  ist  cs  auch  ein  Factor  der 

Summe  r und  indem  man  so  weiter 
n — i 

rückwärts  geht,  als  Factor  von  7lrl-j-r1 

wird  r auch  ein  Factor  von  b,  und  als 
n ’ 

Factor  von  qb-\-rk  auch  ein  solcher  von 
n sein. 

Es  können  a und  b aber  auch  keinen 
grossem  gemeinschaftlichen  Factor  als 
f*n  haben,  denn  gäbe  es  einen  solchen, 

so  müsste  wegen  a = qb-)-rl  oder 
a — qb  — rk  denselben  auch  rk , wegen 
b— qk  r,  = r,  auch  r,  und  so  fort, 
also  auch  r , , und  wegen  r 

—q  r ,=r  auch  r haben.  Es 
kann  aber  keinen  grOssom  Factor 

haben , als  diese  Grösse  selbst  beträgt. 
Ist  1 , so  ist  1 der  grösste  gemein- 

schaftliche Factor  von  a und  4,  also  kein 
solcher  vorhanden. 

Beispiele. 

Sei  tu  vereinfachen  der  Bruch: 

1183693 

1603182' 

1183693  | 1603182  1 1 
1183693 
419489 

419489  1 1183693  | 2 
838978 
344715 

344715  | 419489  | 1 
344715 
74774 

74774  | 344715  I 4 
299096 
45619 

45619  | 74774  | 1 
45619 
29155 


r ,=o  r . 
n— 1 ’n  n 

29155  | 45619  1 1 
29155 
16464 

16464  | 29156  1 1 
16464 
12691 

12691  | 16464  1 1 
12691 
3773 

3773  | 12691  | 3 
11319 
1372 

1372  i 3773  1 2 
274-4 
1029 

1029  | 1372  | 1 
1029 
343 

343  | 1029  | 3 
1029 

Zu  bemerken  ist , dass  die  Rechnung 
ganz  dieselbe  ist,  als  die  bei  der  Ver- 
wandlung in  Kcttenbrüchc  anzuwendemlc. 

Sei  ferner  gegeben  : 

4135590 

4311591' 

4135590  | 4311591 1 1 
4135590 
176Ö01 

176001  1 4135590  | 23 
352002 
615570 
528003 
8756? 

87567 1 176001 1 2 
175134 
867 

867  I 87567  I 101 
867 
867 

867  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor.  In  der  That  ist: 

867  1 4135590  | 4770 
3468 
6675 
J1069_ 

6069 

6069 
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867  | 4311591  I 4973 
3468 
8435 
J7803 
6329 
<»69 
2601 
2601 

all» : 

4135590  _ 4770 
4311591  = 4973 

Sei  ferner  gegeben : 

30z‘-75a»z*-30az‘+135«»s» 
62a*z»-52a*z»-130a‘z  + 234«*' 

52  a>  z,-52a*z*-130a‘  z+234«‘ 
30z‘-30«t‘-75nsz*  + 135a*z*  I 15z* 

30z‘— 30az‘— 75«*z*  + 135a*  z*  | 26ä* 

15z* 

Der  Quotient  ist 

26  a* 

Sei  endlich  gegeben: 

81  n»  c«  + 16  4‘-72a*4*  c* 

45  a*  c*  + 60a'  c»  4 + 20ac4*‘ 

45a*  e*+60a'  r*  4+20ac4* 

81a*  e‘— 72  a*  4*  c* +16  4*  “9  W. 

— ac b 

81  a‘  e*+108a*e*4+86a»  4*e*  5 5 

-108 a»e*  4— 108a»  4*  «*+164* 

— 108a*  e*  4— 144a»  4’  c»  -48a4*c 

36a»  4*  c» +48«  4»  c + 16 4* 

36a' 4*  e*+48a4*  e+16  4‘ 

45 a* e*+60o*  c*4  + 20«c4*  _5  or 
45a*c*+60a*e»4  + 20ae6*  4 4» 

E»  iit  also  gemeinschaftlicher  Factor: 

36a*  4*e*+48a4’c+164‘. 

In  der  That  ist: 

81«*e*  + 164‘— 72  a*  4*  c»  = (9a»  e*-44*)*  = (3ac-Q4)»  (3ac+24)  \ 
Ferner: 

45  a*  e*+60a*e»  4+20«c4*  =5ae(9  a*  c*  +12«4c+44’)=  5ac  (3«c+24)’. 
Es  ist  also  gemeinschaftlicher  Factor  : 

(3«e+24)*=9o*  c»  + 12«4e+44», 

ein  Ausdruck,  welcher  mit  dem  obigen  ttbereinstimmt , wenn  derselbe  mit  44* 
dividirt  wird. 

In  der  That  ist  4 4*  nicht  als  Factor  in  unserm  Quotienten  enthalten,  ob- 
gleich er  sich  bei  der  Division  ergab.  Der  Grund  davon  ist  folgender. 
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Bei  der  ganzen  Rechnung  wurden  Zah- 
ler und  Nenner  als  ganze  Functionen 
von  a,  nicht  aber  als  solche  von  6 be- 
trachtet, indem  man  Zahler  und  Nenner 
durch  4 b7  dividirt,  hören  also  diese 
Ausdrücke  nicht  auf,  ganze  Functionen 
zu  sein.  Dieser  Factor  ist  also  ganz 
zufällig,  und  kann  sich  bei  unserm  Ver- 
fahren einstellen  , was  freilich  der  An- 
wendung unserer  Methode  auf  Buch- 
stabenausdrücke,  wenn  dieselben  ciniger- 
maassen  complicirt  sind,  eigentümliche 
Schwierigkeiten  bereitet. 

Wenn  es  also  geschehen  kann,  bedient 
man  sich  bei  dem  Heben  von  Buch- 


stabenbrüchen am  liebsten  directer  Me- 
thoden. 

Hier  führte,  wie  wir  gesehen  haben, 
eine  solche  auf  den  Ausdruck: 

(3flc-2&)3(3ac+2A)«  _ (3fic-2A)8 
5ac(3ac-{-26)a  — 5ac  ' 

Zum  Schlüsse  dieses  Artikels  erwäh- 
nen wir  noch  der  Quotienten  von  der 
Form  J.  Dieser  wichtige  Gegenstand 
ist  in  dem  Artikel:  Quantitäten  (imagi- 
näre, in  ihrer  Anwendung  auf  die  Func- 
tionenrechnung), Abschnitt  10,  abgehan- 
delt. 
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Berichtigungen  zum  fünften  Bande. 

i 

i 

S.  31  vor  Zeile  11  links  von  unlcn  sind  die  Worte  cinzusehalten:  Nehmen  wir 
jetzt  an,  dass  rro>p,rrt  rM  *4-  •••  +(>  sei,  wie  dies  von  einem 

gewissen  Werthe  von  r an  doch  geschehen  muss. 

S.  35  Zeile  3 links,  nach  schreiben,  ist  cinzusclmltcn : wo  a nicht  reell  zu  sein 
braucht. 

S.  335  letzte  Zeile  ist  der  ganze  Ausdruck  hinter  e in  Klammern  cinzu- 

schliessen,  und  am  Ende  für  (t—  *)*  zu  schreiben:  (1  — t)t. 
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